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پوستر و سخنرانی





تعالی بسمه

فرمایی تو آنچه حکم اندیشی تو آنچه لطف تسلیــــــــــمیم نقطه ما قسمــــــــت دایره در

و پربار سفری ایران، ریاضی کنفرانس ششمین و چهل در کننده شرکت گرامی میهمانان خدمت مقدم خیر و سلام عرض ضمن
صفویه دورة دینی وعالم منجم دان، ریاضی دانشمند، باقریزدی محمد ملا دیار ترمه، و حریر شهر یزد، شهر در را خوش اقامتی
همایش این فضای شما، قدوم صفای یمن به که بالد می خود بر ریاضی دانشکده و یزد دانشگاه نماییم. می آرزو شما برای

است. شده معطر علمی بزرگ
بندی جمع از پس که شد ارسال کنفرانس دبیرخانه به مقاله ١١٠٠ تعداد مقالات، ارسال برای شده تعیین زمانی بازه در
صورت به مقاله ٣٢٣ تعداد و شفاهی ارائه صورت به مقاله ۴٠١ تعداد علمی، کمیته محترم اعضای و فرهیخته داوران آراء

شد. پذیرفته پوستر
جامعه فرهنگ اعتلای و رشد در زیر آموزشی و علمی های نشست و ها همایش برگزاری با یزد دانشگاه ریاضی دانشکده

است: داشته بسزا نقشی ریاضی

١٣٧٩ ریاضی؛ آنالیز سمینار یازدهمین .١

١٣٨۴ ایران؛ ریاضی کنفرانس ششمین و سی .٢

١٣٨٧ پرورش؛ و آموزش با مشترک ایران ریاضی آموزش کنفرانس دهمین .٣

١٣٨٨ هوشمند؛ و فازی های سیستم مشترک کنگره سومین .۴

١٣٩٢ کامپیوتر؛ و برق مهندسی دانشکده با مشترک ایران رمز انجمن المللی بین کنفرانس دهمین .۵

١٣٩٣ کاربردها؛ و هارمونیک آنالیز سمینار سومین .۶

١٣٩۴ کشوراردیبهشت؛ ریاضی دانشجویی مسابقات نهمین و سی .٧

١٣٩۴ مرداد؛ تصادفی فرایندهای و احتمال سمینار دهمین .٨

١٣٩۴ شهریور؛ ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل .٩

کرد: اشاره موارد بدین توان می ششم و چهل کنفرانس متفاوت بعضاً و برجسته های ویژگی جمله از

یزد دانشگاه توسط استرالیا از پرگر الیزابت شریل پروفسور خانم سرکار به ریاضی آموزش افتخاری دکتری اهداء .١

سخنران ١۵ کنار در ای دقیقه ٣٠ مدعو سخنران عنوان به کشور پرافتخار و جوان ریاضیدانان از تن ١٢ انتخاب .٢
خارجی و داخلی ای دقیقه ۵٠ مدعو

یزد دانشگاه ریاضی دانشکده بازنشسته و پیشکسوت استاد کرباسی مهدی سید پروفسور علمی شخصیت از تجلیل .٣

یزد استان ریاضی معلمان ویژه کنفرانس حاشیه در خاص ای جلسه تدارک .۴

شده برنامه ریزی ریاضی» های پژوهش و علمی «اخلاق و آن» های چالش و ریاضی معلم «تربیت میزگرد دو برگزاری .۵
ایران ریاضی انجمن محل در علمی کمیته جلسه دراولین
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میزگردها، ها، سخنرانی در خود فعال حضور با کنندگان شرکت است امیدوار وقفه، بی های تلاش از پس برگزارکننده کمیته
را کنفرانس اهداف تحقق موجبات و افزوده آن پیش از بیش غنای بر کنفرانس پوسترهای مطالعه و ها نمایشگاه ها، کارگاه

نمایند. فراهم
بی نماییم. سپاسگزاری اند داشته سهمی کنفرانس این برگزاری در که افرادی همه از تا دانیم می فرض خود بر پایان در
این بر را خود همت امر متولیان همه اما گردد، می توأم غیرمنتظره کمبودهایی و ها کاستی با چند هر همایشها اینگونه گمان
راه چراغ شما، سازنده پیشنهادهای و انتقادات کنید. سپری دیار این در خاطر آسودگی با را خوشی اوقات تا داشتند مبذول

ماست.

بریدلقمانی قاسم دکتر دواز بیژن دکتر
ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل دبیر ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل علمی کمیته دبیر

ت
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علمی کمیته اعضای

اهواز چمران شهید دانشگاه پناه آذر فریبرز
شیراز دانشگاه زاده اسلام غلامحسین
کاشان دانشگاه اشرفی علیرضا

شریف صنعتی دانشگاه اکبری سعید
مدرس تربیت دانشگاه ایرانمنش علی

یزد دانشگاه ایرانمنش محمدعلی
خوارزمی دانشگاه بابلیان اسماعیل

یزد دانشگاه لقمانی برید قاسم
بهشتی شهید دانشگاه بهزاد مهدی

امیرکبیر صنعتی دانشگاه بیدآباد بهروز
تهران دانشگاه پارسیان احمد

یزد دانشگاه ترابی حمزه
یزد دانشگاه حسینی مهدی سیدمحمد
یزد دانشگاه خورشیدی حسین

تهران دانشگاه درفشه محمدرضا
یزد دانشگاه خلفی دلاور علی
یزد دانشگاه علمی) کمیته (دبیر دواز بیژن
یزد دانشگاه نژاد دهقان اکبر

اصفهان صنعتی دانشگاه رجالی علی
کرمان باهنر شهید دانشگاه سالمی عباس

یزد دانشگاه فاضلی شاهزاده سیدابوالفضل
شیراز دانشگاه شریف حبیب

سمنان دانشگاه ایران) ریاضی انجمن (نماینده صافی محمدرضا
شریف صنعتی دانشگاه زنگنه ظهوری بیژن

یزد دانشگاه علیخانی سعید
یزد دانشگاه فرشی محمد

خوارزمی دانشگاه ایران) ریاضی انجمن (نماینده هنری قاسمی طاهر
یزد دانشگاه کرباسی مهدی سید

بهشتی شهید دانشگاه گویا زهرا
یزد دانشگاه مالک فرید(محمد)

کرمان باهنر شهید دانشگاه مقدم محسنی محمود
یزد دانشگاه مصدق مدرس سیدمحمدصادق
یزد دانشگاه محمدمشتاقیون سید

مشهد فردوسی دانشگاه مصلحیان صال محمد
کرمان باهنر شهید دانشگاه مولایی محمدرضا

رجایی شهید دانشگاه میمنی حمیدرضا
صنعت و علم دانشگاه خواه نجفی مهدی

امیرکبیر صنعتی دانشگاه ایران) ریاضی انجمن (نماینده پور واعظ سیدمنصور
یزد دانشگاه اصل هوشمند محمدرضا

تهران دانشگاه یاسمی سیامک
بهشتی شهید دانشگاه یوسفی سهرابعلی

ث
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٢۴٨ لازمی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  حسینعلی و امرودی نخعی علی بافقی، اشرفی مهدی
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٣٣۴ پاریاب .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  خلیل و حیدری فاطمه الزهرا

کامپیوتر علوم

پارسی خبری دادگان از استفاده با متن موضوعی دسته بندی و ویژگی انتخاب روش های بررسی
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دنباله ای جريان داده های در كاوش برای آماری روش يك
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دیفرانسیل معادلات

نواک-بنگام دینامیکی سیستم های انشعاب آنالیز
٣۶٨ لجمیری .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  زینب و سیر خوش رضا عزیزی، پریسا

هولینگ پاسخ تابع با جمعیتی دینامیکی سیستم یک انشعاب نقاط و پایداری بررسی
٣٧٢ سیر .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  خوش رضا و لجمیری زینب

هموکلینیک مدار حول موضعی پوانکاره تابع سازی ساده برای نمایی های بسط
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خطي نيم بيضوي معادلات مثبت جوابهاي چندگانگي در وزن تابع تاثير
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لژاندر موجک با کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل
٣٨٨ احمدی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  محمدرضا و سعیدی اله حجت استکی، راضیه

هار موجک با کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل
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بعدی یک برگز معادله چهارم مرتبه ضمنی فشرده متناهی تفاضلات طرح
٣٩۶ رضانژاد .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  مینا و حقیقی احمدرضا

مرزی شرایط در ویژه پارامتر با ماتریسی -لیوویل اشتورم معادله ی برای برای جدید اثر فرمول
۴٠٠ فام .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  اکبر جدیری اصغر علی و محمدنژاد اصغر

برگردان ی نقطه با دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات سیستم برای منظم اثر و ویژه مقدار اولین برای فرمولی
۴٠۴ اکبرفام .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  جدیری اصغر علی و محمدنژاد اصغر

فازآن فضای وبررسی ای دنباله دینامیکی های سیستم معرفی
۴٠٧ آبادی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نعیم رحمانی حبیبه و صیاد شکوفه
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کسری اویلر-لاگرانژ معادلات برای ضعیف جواب وجود
۴١١ پوش .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  زره مرتضی و آقامحمدزاده پروانه

ریاضی آموزش

شهرستان دولتی دخترانه مدارس موردی ی (مطالعه مفهومی نقشه اساس بر هفتم پایه دولتی مدارس عملکرد ارزیابی
گرگان)

۴١۶ دشتی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  طاری مریم

مسئله طرح مهارت پرورش طریق از هندسه مسائل حل توانایی در پیشرفت
۴٢٠ وردی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  حق مجید و غلامی مریم

هشتم ی پایه آموزان دانش تحصیلی پیشرفت هندسه(تقارن)بر در سنتی با گرایی ساخت تدریس روش تأثیر
۴٢۴ فرهادیان .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  محمود و پاشا ملیحه

دیدگاه از جبر مبحث در هشتم پایه (١٣٩٣ التألیف(چاپ جدید و (١٣٩١ قدیم(چاپ ریاضی کتاب دو محتوای تحلیل
بلوم شناختی

۴٢٨ فرهادیان .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  محمود و فرخی محسن

دبستان اول سال جدیدالتالیف های کتاب در واضح تناقض
۴٣٢ تبار .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  سلیمان پروین و جبلی ملکی فاطمه

ریاضی مسئله حل توانایی ارتقای برای ابزاری عنوان به شطرنج از استفاده پژوهش: یک از گزارشی
۴٣۴ رضوانی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  علی محمد

آنان ریاضی مسئله حل مهارت و یادگیری بهبود در آموزان دانش توسط مثال تولید نقش
۴٣٧ نژادصادقی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نوراله و حیدری ثریا امیری، شاه سادات فاطمه

مالی ریاضیات

دهی وزن و بندی رتبه الگوریتم از استفاده با سهام فازی انتخاب
۴۴٢ مهرجردی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  زارع یحیی و جلیلی زهرا

سوییچینگ مارکوف مدل از استفاده با تامینی صندوق های ریسک تحلیل
۴۴۶ مدرسی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نویده و جعفرلو شقایق

فصلی بازارهای مدل سازی
۴۵٠ رامشگر .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  محمد و دسترنج الهام اسحقی، سیدحسن

مقابل طرف ریسک و اعتباری نکول ی معاوضه ارزیابی و سازی مدل
۴۵۴ جعفرلو .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  شقایق

هندسه
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کامل نگاشت های از تعمیمی
۴۵٩ نامداری .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  مهرداد و سیاوشی علی محمد

پذیر حل لی جبرهای از برخی روی چپ ناوردای کنترل مستوی های دستگاه
۴۶٣ شهیدی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  محمد سید و پاشایی فیروز

لی گروه و ریمانی رویه بین همساز نگاشت
۴۶٧ محمدحسن .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  مصطفی

٣ درجه ای جمله چند برداری های میدان از خطی نوع همیلتونی مراکز
۴٧١ مطلق .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  امیدربیعی و نسب افشار مریم

عددی آنالیز

زوج مرتبه از مرکزی متقارن ماتریس با معکوس مساله ی یک حل برای الگوریتم یک ارائه
۴٧۶ رحمانی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  جعفر و نائینی یثربی احسان سید ضعیفی، بهناز

کرمن آ روش و گیورا بس روش از استفاده با قطب جایابی برای الگوریتمی
۴٨٠ طهرانی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  احسنی حجت و پور قرنلی علیرضا

هار موجک برپایه غیرخطی های سیستم شناسایی برای عددی الگوریتم
۴٨۴ رمضانی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  مهدی و محمدی فاطمه

تصویر پردازش از استفاده با (SV D) تکین مقدار تجزیه خواص بررسی
۴٨٨ نیک نام .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  سپیده و شکوه حاج عباسعلی خان مجتبی

پیشنهاددهنده های سیستم در ماتریسی روشهای بررسی
۴٩٢ کیاهی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  معصومه و گلپررابوکی عفت

ها آن پایداری ناحیه تحلیل و پیوسته بلوکی پسروی گیری مشتق های فرمول بررسی
۴٩۶ دهاقین .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  محمدشفیع و استکی راضیه سعیدی، اله حجت

تصادفی دیفرانسیل معادلات برای ضمنی نیمه عددی تقریب های روش در مربعات میانگین پایداری
۵٠٠ زرپاک .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  بهنام و پوراحمد بهشته

شبکه ی یک روی بر همسان فضای یک در شبه-درونیاب عملگر دو از عددی انتگرال گیری از استفاده با تقریب گیری
سویه چهار

۵٠۴ بلوطکی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  احمدی محمد و دهکردی حقانی خاکسار فرهاد بلوطکی، احمدی پریسا

غیرخطی –فردهلم ولترا ترکیبی انتگرال معادلات تیلور ای جمله چند های جواب
۵٠٨ دست .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  آزموده الرحمن مجیب و کبیری رسول دست، آزموده امین محمد

گراند-والد تقريبي روش از استفاده با لورنز ديناميكي سيستم حل
۵١٢ درخشان .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  حسين محمد و قاسمي مهدي سير، خوش رضا همتي، فرشاد

س



ریاضی دانشکده یزد، دانشگاه ،١٣٩۴ شهریور ۶–٣ ایران، ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

مرزی المانهای جابجایی دوگان روش با غیرخطی سرعت میدان با نفوذ جابجایی- معادلات عددی حل
۵١۶ آباد .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  حسن قدسی مجید و شفارودی رباب

لژاندر های موجک توسط دوم نوع فردهلم انتگرالی معادله عددی حل
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ضمنی متناهي تفاضلات روش با سهموي جزئي مشتقات با معادلات عددي حل
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دوگانه تصادفی ماتریس از استفاده با k−منتظم و کامل گراف مجاورت ماتریس معکوس مقدارویژه مساله حل
۵٢٧ مشرقی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  مسعود و احمدی مرتضی سید پورمیر، اکرم

دلخواه پایه از استفاده با متغیر ضرایب با دوم نوع فردهلم تفاضلی دیفرانسیل انتگرال معادلات حل
۵٣١ ریواز .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  عظیم و پوش زره فریبا

متناهی تفاضلات روش اساس بر شعاعی پایه توابع از استفاده با Camassa-Holm معادله حل
۵٣۵ حقانی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  خاکسار فرهاد و حسینی هرات محمد سید ورنامخواستی، هادی الهه

خطی ولترای انتگرال معادلات حل برای مربعات کمترین تقریب روش
۵٣٩ عامری .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  عرب مریم و نژاد جوادی مریم

مرتبه۴ زمان از مستقل پاره ای مشتق معادله های حل برای تقریبی خاص جواب های روش
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هذلولوی بقای قوانین برای رادو گاوس نقاط با ناپیوسته گالرکین روش
۵۴٧ دزفولی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  دالیله هدی و فرضی جواد

مشتق بر مبتنی کاتس - نیوتن گیری انتگرال عددی های روش
۵۵١ عزیزی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  شهریار سید و حقیقی رضا احمد

زمانی تأخیر با مثبت کسری زمانی پیوسته خطی سیستم های کنترل
۵۵۵ طهرانی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  احسنی حجت و سپهر مرضیه

لن-امدن منفرد اولیه مقدار مسأله برای سازی خطی و نوین آدومیان های روش مقایسه
۵۵٩ دادخدا .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  چاه محمدی جاسم و پرتانیان علی محمد

غیرخطی انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل برای شده اصلاح وآدومیان آدومیان های روش مقایسه
۵۶٣ صحرائی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  زهرا و پرتانیان محمدعلی

همرشتاین تابعی انتگرال معادلات برای متوالی درونیابی های براساس عددی روش یک
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عملیات در تحقیق

جدید مهارت های آموزش امکان چندمهارته با موقت و دائم کارگران مدت کوتاه زمان بندی مساله برای جدید مدلی ارائه
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گیری تصمیم واحدهای بندی رسته جهت جدید مدل ارائه
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شده بهینه سازی میانی مقادیر و مشترک ورودی های با شبکه ای داده های پوششی تحلیل مرحله ای دو مدل
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۶۵٣ بابادی .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  بابک و راسخ عبدالرحمن زاده، عباس خدیجه
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(BURRII)٢ نوع بر - وایبل توزیع خواص برخی
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پذیرفتنی متغیرهای برای گشتاوری نابرابری های برخی
۶۶۵ اقبال .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نگار و فیروز نوروزی آمنه

تصادفی وزنی مجموع برای مجانبی دمی احتمالات بررسی
۶۶٩ رضازاده .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  نزاکتی احمد و عابدی محمد

یافته تعمیم آزمون زمان کل تبدیل پایایی بررسی
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ساندرز - بیرنبام توزیع عمر طول کارایی شاخص بررسی
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واحدهای تعداد بر مؤثر عوامل تعیین در آن کاربرد و چوله نرمال تصادفی اثر با همراه انباشته صفر با متغیره دو پواسن
دانشجویان مشروطی های ترم و مردودی
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کرانگین دار رتبه مجموعه گیری نمونه روش تحت بیزی رگرسیون تحلیل
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آن های ویژگی و منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع
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داده های برای لاسو تاوان با موزون انحرافات قدرمطلق کمترین روش با متغیر انتخاب و استوار (پارامتری) رگرسیون
بیمه
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٧٠۵ مصمم .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  محمدیان علی و موسوی مریم سیده
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ریاضیات به پرداختن برای قاجار دوره ایرانیان های دغدغه

* قاسملو فرید
اسلامی المعارف دائره بنیاد

چکیده

ریاضیات تاریخ به پرداختن و رسد می خود معاصر دوران به ایران تاریخ که است ای دوره ایران تاریخ قاجار دوره
دوره ریاضیات تاریخ به مربوط های داده بررسی سو، دیگر از شود. آغاز دوران این از باید دلیل چند به نیز ایران معاصر
جمله، از دهد. می رخ دوران درهمین نیز ایران ریاضیات شدن معاصر به مربوط شئون تمامی دهند می نشان قاجار
این در جملگی ایرانی، دانان ریاضی المللی بین های مقاله انتشار نخستین البته و ها چاپ نخستین ها، ترجمه نخستین
های داوری رغم علی نماید اثبات که است مصر سطور این مولف اساس، همین بر دهند. می رخ ایران تاریخ از دوره
ریاضی دانش حوزه در دستکم کشورمان، تاریخ از بخش این قارجار؛ دوره ایرانی جامعه شئون درباره شتابزده و اولیه

است. آنها به پرداختن به ناچار را ریاضی مورخ هر که است شده زده آور شگفت حتی و مهم جالب، هایی حرف

واژه) ۵ حداکثر و ٣ (حداقل معاصر؛ درایران ریاضیات تاریخ ایران؛ در ریاضیات تاریخ ریاضیات؛ کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 01A55, 01A90

مقدمه ١

اروپا شدن صنعتی شکوفایی اوج دوران با همزمان ( ١٣۴۴-١٢١٠قمری سالهای ) ایران بر قاجار سلسله حکومت ددوران
باعث تاریخی همزمانی این است. معاصرش تاریخ دوران به رسیدن و خود تریخ میانه بخش از ایرانی جامعه گذر دوران و
شدن صنعتی سو، دیگر از و گیرد قرار ایران معاصر تاریخ بخش زمره در قاجار دوران ایران تاریخ بررسی اولا تا است شده
که گردد می متجلی روس و ایران های جنگ در ها، رویه این مهمترین سازد. روبرو زندگی از دیگری رویه رابا ایرانیا اروپا
آنچه اساس بر باشد. ایران در حکومت ساختار در تغییر ضوروت درک بر مبنی ایران سیاسیون عطف نقطه رسد می نظر به
است، ایران معاصر تاریخ قاجار دوره ایران تاریخ که آنجایی از دهیم قرار نی ابرا ر اساس اگر بود خواهد طبیعی شد، طرح
ظرف از تصویری بود خواهیم قادر مقدمه، همین با باشد. ایران معاصر ریاضیات تاریخ قاجارنیز دوره ریاضیات تاریخ بررسی
ایران در ریاضیات تاریخ به پرداختن زیربنای دهیم. دست به معاصر درایران ریاضیات تاریخ درباره بحث به مربوط تاریخی
این تبیین دیگر، عبارت به است. ایران درباره شناختی جامعه و تاریخی بحث ضرورت تبیین چیز هر از پیش قاجار، دوره
از درستی درک ارائه آمد خواهد ریاضی نگاری تاریخ مدد به هرچیز از بیش آنچه ایران، تاریخ از دوران دراین که موضوع
حوزه در عمیق مطالعات برای تاریخی – اجتماعی های زیرساخت از سطحی به رسیدن و برهه دراین ایران تاریخی موقعیت
گیرند: قرار توجه مورد زیرباید نظری کاملا مباحث جمله از نیز، عمیق درک این به رسیدن برای است. درایران ریاضیات تاریخ
برای آموزش ج.نقش سازی. مدرن این به رسیدن برای اصلاحات انجام ب.چگونگی ایران. در سازی مدرن نظریه الف.
توان می جمله از فوق موارد درک با کشور. به جدید های داده انتقال برای ترجمه د.فرایند کشور. در اصلاحی ساختار اجرای

پرداخت. کشور در آنان اصلاحی کوششهای آن، پرتوی در و ایران قاجار دوره زمامداران سیاسی تفکر درباره داوری به
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تاریخ از فراغت معاصر، ایران در ریاضی تاریخ ٢

معاصر ایران در ریاضیات تاریخ عرصه در تحول چگونگی رابه خود بحث توانیم می افکندیم؛ تاریخ به نگاهی آنکه از پس
به تا شد باعث خوردند روس و ایران های جنگ در خود های شکست سلسه در ایرانیان که سختی تکان کنیم. متمرکز
می که قاجاربود شاه احمد ولیعهد قاجار میرزا عباس افراد، این سرسلسله چیست؟ ماندگی عقب همه این علت فکربیفتند
همه تقریبا میرزا عباس اصلاحی رفتارهای آورد. حساب به کشور در اصلاحی اندیشه گذاران بنیان را همفکرانش و او توان
ربطی که است او اصلاحی های اندیشه آید می ما کار به ازهمه بیش میان دراین آنچه اما گرفت می بر در را کشور شئون
ریاضیات جمله از خانه مهندس این در است. تبریز در خانه مهندس یک تاسیس آنها جمله از که کند می پیدا ریاضیات به
در اند کرده یاد خانه مهندس این از که مورخانی عبارت و شده می داده درس اموزان دانش به اروپایی ریاضیات نیز و ایرانی
برای و دید نمی مدرسه تاسیس در را کشور به ریاضی دانش ورود راه تنها درستی به میرزا عباس است. صریح خصوص این
اعزام خراج به میرزا عباس زمان در که محصلی پنج نفراز یک زد. دست نیز محصل اعزام به کشور در ریاضی دانش گسترش
از یکی کشور به بازگشت از پس و پرداخت ریاضی تحصیل به دراروپا ( باشی مهندس به مشهور مشیرالدوله جعفر نام (به شد
عباس اصلاحی کارهای اما نمود. ترجمه فارسی به را اروپایی معاصر ریاضیات با ایرانیان آشنایی به مربوط کتابهای نخستین
با ایرانیان آشنایی زمینه در بعدی گام ماند. تمام نیمه قمری ١٢۴٩ سال در او نابهنگام مرگ با و بود مستعجل دولت میرزا
گرفت. صورت امیرکبیر خان تقی میرزا او صالح خلف توسط به بار این و میرزا ازعباس بعد دهه چند اروپایی ریاضیات دانش
ازجمله ) را روز مهم دانشهای کوشید جدید شکل به ایرانی عالی مدرسه نخستین دارالفنون، تاسیس برای اقدام با امیرکبیر
برای مهم بسیار اقدام چند دارالفنون تاسیس با و بود تر دار ریشه اصلاحی حرکت این بار این کند. وارد کشور به ( ریاضی
تدریس برای نیاز مورد کتابهای تالیف ریاضی، جدید کتابهای ترجمه جمله از شد. انجام همزمان ایران به نوین ریاضی ورود
بعدی های تدریس برای افراد نظراین زیر ایرانی معلمان تربیت البته و دارالفنون به خارج از ریاضی معلم آوردن دارالفنون، در
گرفت. شدت نیز خارج به دانشجو اعزام همزمان دارالفنون، های فعالیت ادامه و ها رخداد این با همزمان مدرسه. این در
در بود، شده اعزام فرانسه به ریاضی علوم تحصیل برای که کاشانی غفاری الدین نظام میرزا نام به دانشجویان این از نفر یک
( مقاله ٣ شامل رفته رویهم ) ریاضی دانش زمینه در را ایرانیان المللی بین های مقاله نخستین کشور این در تحصیل هنگام
داده نیز ارجاع آنها به و گرفت قرار نیز اروپا زمان همان ریاضیدانان توجه مورد مقالات این که است توجه جالب کرد. تالیف
تدوین موضوع انجامید نیز کشور در ریاضی دانش از دیگری بخش تکوین به که نیز دیگر موضوع یک ، قاجار دوران در شد.
در اداری دیوانسالاری آمدن وجود به و کشور در مختلف های وزارتخانه ایجاد پی در تکوین این بود. ریاضی درسی کتابهای
صورت کشور درسی کتابهای به دادن سروسامان برای وقت معارف وزارت در معارف کمیسیون تاسیس آن پی در و ایران
با داد. نشان را خود اول پهلوی دوران در آن اولیه نتیجه و کشید طول دهه چند خود دادن سروسامان این اگرچه، گرفت.
وضع از ما تاریخی بررسی ، برکشور قاجار حکومت دوران پایان و خورشیدی ١٣٠۴ سال در اول پهلوی رسیدن قدرت به

رسد. می پایان به نیز قاجار دوره در ایران ریاضیات
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معماری هندسه بر آمدی در

گودرزی مرجان
امیرکبیر صنعتی دانشگاه

هورفر حمید
امیرکبیر صنعتی دانشگاه

خراسانی محدث علی
امیرکبیر صنعتی دانشگاه

چکیده

فرایندهای بر نگاهی با را معماری و کاربردی هندسه كه طوری به باشد، می جدید تحقیقاتی حوزه یك معماری هندسه
های فعالیت و معماری طراحی هسته بر تكیه با معماری) ( هندسه علم این نماید. می تركیب ساخت و تحلیل طراحی،
معماری هندسه میشود. یاد دیجیتال عصر معماری به آن از كه چیزی كشیده، چالش به شدت به را معماری معاصر،
و روابط اشكال، از گیری بهره با و دهد. فرم را ناظر بصری فضای مناسب الگوی و مدل یك ارائه با كند می تلاش
پررنگتر نظر این از محاسباتی هندسه نقش بین این در نماید. مدلسازی و طراحی را ناظر بصری فضای هندسی خواص
كمك با سپس و بگیرد، آلگوریتم یک ورودی بصورت را تقاضا و خواست یک نیز و متن و الگو تواند می كه می شود
به پژوهش این در دارد. مطابقت ورودی تقاضای و خواست با كه دهد، ارائه فرم یك نیاز مورد های آلگوریتم و عملیات

پرداخت. خواهیم معماری در هندسه نگرش بررسی

پذیری رؤیت محاسباتی، هندسه دیجیتال، معماری معماری، هندسه – کلیدی: واژه های

مقدمه ١

مقایسه به که بعدها دارد. سروکار هندسه با کند می مشاهده را مختلفی اشکال و گشاید می جهان به چشم انسان که زمانی از
در هندسه نقش و کند می درک را فاصله و اندازه بودن، درون و بیرون نزدیکی، و دوری ، کوچکی و بزرگی پردازد، می اشکال
صفحه، خط، نقطه، قبیل از اشیاء از ای مجموعه از است عبارت هندسه دقیق چندان نه بصورتی شود. می بیشتر او زندگی
اثر اشیاء روی بر عملگرها که ..... درون، و بیرون پوشش، فاصله، اندازه، مانند عملگرهایی و .... و منحنی ضلعی، چند
در معماری عملا کند زندگی غار در گرفت تصمیم انسان که زمانی از دیگر سوی از آورند. می بوجود را هندسه و گذارند می
به هندسه همواره میان این در دارند. بشری زندگی در طولانی سابقه علم دو این بنابراین، یافت. ای ویژه جایگاه بشری زندگی
کردند می طراحی را بنا یک هندسی ابزارهای کمک با و بودند دان هندسه معماران ها گذشته در است. آمده معماری کمک
طراحی ابزار نقش و داشت ای ویژه نقش معماری دنیای در هندسه دیگر بعبارت داشتند. نظارت آن ساخت بر نیز خود و
کار ابزار و شد شگرفی تحول دچار معماری معماری، دنیای به IT ورود با كرد. می ایفا را ماندگاری و زیبا کارا، معماری یک
یک از گذاران سرمایه و معماری طراحان خواستگاههای و ها دیدگاه کرد. تغییر معماری روش و ویژگیها کاربرد، کرد. تغییر
به IT ورود اما گردید. کمرنگ بنا طراحی در هندسه نقش و شد. تغییر و تحول دچار دیگر سوی از کاربران نیاز و سلیقه و سو
که جدید هندسه نمود. تحول و توسعه تغییر، دچار نیز را هندسه خصوصاً و پایه علوم بلکه معماری، تنها نه دانش، و علم دنیای
حل توانائی محاسباتی هندسه جمله از و مدرن هندسه است. داده توسعه را خود کار برد می بهره نیز IT های توانایی تمام از
محاسباتی هندسه است. کرده پیدا مسائل حل در انگیزی شگفت کارایی و داده توسعه علوم اتفاق به غریب اکثر در را مسئله
معماری هندسه است. کرده پیدا معماری هندسه جمله از علوم از بسیاری در ای گسترده کاربرد کارا، و توانا روش یک بعنوان
کاربرد و تحقیقات از متنوعی های زمینه بنا یک ... و نما فرم، طراحی در هندسه ابزارهای از گیری بهره از است عبارت که

است. آورده فراهم را
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معماری در هندسه نقش ٢

توسط ما زندگی از درصد ٩٠ دیگر عبارت به هستند، بنا در محصور اوقات از درصد ٩٠ متوسط بطور انسانها شود می گفته
دهد. می فرم را بدن فیزیک کند، می ایجاد آرامش بخشد، می نظم را روابط مناسب معماری یک است. شده احاطه معماری
می ایجاد خستگی و افسردگی نباشد، برخوردار مناسب هندسه از که معماری برعکس نماید. می بخش لذت را اقامت و
ویژگیهای معماری هندسه آورد. می بوجود روحی و جسمی آسیبهای و شود می ارتباط ریختگی هم به و ازدحام موجب کند،
نماید می معماری یک در ارزش ی زنجیره یک به تبدیل را آن گیرد می ورودی بصورت را معماری یک در ارزشمند و مناسب
در كه است حقیقتی حقیقی، هندسه و فضا کند. می ایجاد را مناسب فرم و مدل هندسی های آلگوریتم و روابط و ابزارها با و
تشكیل را هندسه این روابط و متفاوت های چینش ها، فاصله ها، اندازه اشكال، دارد. وجود ناظر با ارتباط بدون و خارج
هندسه و بصری فضای کند. می پیروی ثابتی اصول و قوانین از و باشد می معینی قواعد و ها الگوریتم بر متکی و دهد می
گیرد می بیرون دنیای از را اطلاعات حواس كمك با انسان آید. می بوجود ذهن در خارج دنیای از كه است احساسی بصری
بسا چه كند. می تحلیل و درك را اطلاعات خود های علاقه و نظرات و قبلی های آموخته و ها برداشت ، به مراجعه با و
بصری هندسه شود می موجب كه دارد وجود نارساهایی و ها خطا یا كنند می تغییر دچار را اطلاعات كه دارند وجود فیلترهایی
دو این ... و ها تفاوت ارتباطات، مورد در که دارند وجود متعددی های رشته و علوم باشد. داشته تفاوت حقیقی هندسه با
بصری فضای خلاقاته فرم و نما یك ارائه با نمایند می تلاش معماران ارتباط این در پردازند. می بررسی و تحقیق به هندسه
ادراك تحلیل نماید. می درك خود بصری فضای طریق از را معماری زوایای ناظر، كنند. سازماندهی مطلوب شكل به را ناظر
كند می تلاش معماری هندسه كند. می كمك معمار توسط مناسب معماری یك طراحی به او بصری فضای و بنا یك از ناظر
فضای هندسی خواص و روابط اشكال، از گیری بهره با و دهد. فرم را ناظر بصری فضای مناسب الگوی و مدل یك ارائه با
نماید برقرار ارتباط بصری و حقیقی فضای بین هندسی مدلسازی با دیگر عبارت به و كند. مدلسازی و طراحی را ناظر بصری

سنتی معماری و هندسه ٣

دارند. خاصی ویژگیهای ایران در سنتی و تاریخی قدیمی، معماری

است. بررسی و مطالعه قابل که است برخوردار خاصی نظم و هندسه از -

کند می برقرار ارتباط ها سنت با و دارد هماهنگی منطقه بومی فرهنگ با -

آب شرایط با را خود وجه بهترین به و برد می اقلیمی شرایط از را بهره بیشترین و دارد توجه محیطی زیست مسائل به -
دهد. می وقف هوایی و

شرایط و بومی فرهنگی بافت با متناسب معماری هندسه خلق به تواند می سو یک از مناطق سنتی معماریهای هندسه مطالعه
هندسه حاوی سنتی های فرم بعضاً کند. کمک متنوع و آزاد های فرم ساخت به دیگر سوی از و شود منجر منطقه اقلیمی
خوبی به که شود منجر الگوهایی خلق به تواند می آن در نهفته هندسه بازخوانی و تحلیل و بررسی که است ناپیدائی معماری
بعضی دارد. مشابهی سبک و است مشترکی های گی ویژه دارای مناطق سنتی معماری آید. کار به جدید فرمهای ساخت در
به توجه با صرفاً ها معماری از بعضی ولی گرفته الگو اسلامی معماری مانند معماری های سبک دیگر از ها معماری این از
در که آورد فراهم را فرمهایی به دستیابی امکان تواند می سنتی معماری تحلیل و بررسی است. آمده بوجود اقلیمی شرایط

باشد. مفید و کارا مدرن معماری
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اریگامی معماری ۴

در کارگاههایی و نمایشگاهها ساله همه دارد. کاربرد علوم از بسیاری در هندسی مهارت یک عنوان به نگاه یک از اریگامی
از گردد. می ارائه زیبایی و بدیع های فرم و دارد. اختصاص اریگامی کاربردهای و ساخت به که شود می برگزار گیتی سراسر
پروتئین کردن تا شود: می تقسیم بخش سه به هندسی کردن تا می باشد. هندسی کردن تا از شاخه یک اریگامی دیگر نگاهی
است. اریگامی همان که کاغذ کردن تا و دارد کاربرد رباتیک در که زنجیرها کردن تا دارد، کاربرد بیوانفورماتیک در که ها
نشده حل هنوز بسیاری باز مسائل زمینه این در و دهد می ارائه کاغذ کردن تا زمینه در کارایی های آلگوریتم محاسباتی هندسه
دشوار های فرم و ها طرح توان می اریگامی روش از استفاده و محاسباتی هندسه های الگوریتم کمک با است. مانده باقی
دشوار چندان نه روشی با محاسباتی هندسه الگوریتمهای بر تکیه با اریگامی کرد. طراحی را ذهنی مدلهای و آورد بوجود را
قابل بارها و بارها اریگامی روش به معماری فرم یک کاغذ اندک بهای بدلیل پردازد. می متنوع مدلهای و الگوها خلق به
شاخه بعنوان اریگامی معماری کند کمک متنوع و بدیع فرمهای خلق به تواند می اریگامی بنابراین است. طراحی و مدلسازی

است. کرده جلب بخود را بسیاری نگاههای امروزه اریگامی از ای

معماری در محاسباتی هندسه ۵

سپس و خطا علت و تفاوتها تحلیل و بررسی با معماری هندسه دارد، وجود تفاوت بصری هندسه و حقیقی هندسه بین گاهی
است احساسی زیبایی کند. سازماندهی طراح توسط شده ارائه تقاضای پیش طبق را بصری فضای مدل، ارائه و مدلسازی با
می تبدیل كمی های مقوله به را كیفی ی مقوله این معماری هندسه است، كیفی مقولهای و دهد می بدست بصری هندسه از كه
ناظر ذهن در بصری هندسه مناسب سازماندهی با را زیبایی احساس تا كند می پیشنهاد حقیقی هندسه برای مدلهایی و نماید
هندسه معمار، معماری آزاد های فرم در باشد. متقاضی فرضهای پیش همان از یكی تواند می بنا یك زیبایی آورد. بوجود
عمل ای بگونه شده ساخته فرم در موجود هندسه نماید، می تبدیل حقیقی فرم یک به هندسی روابط کمک با را خود ذهنی
هندسه علمی چندان نه تعریف یک در کند. می ترسیم معمار نظر مورد و مطلوب شکل به را ناظر ذهنی فضای که کند می
با گوناگون و متفاوت های فرم و طرحها ساخت و ... و اندازه فاصله، ها، منحنی و خطوط اشکال، مجموعه از است عبارت
تصویر به را بشری گوناگون تصورات است قادر هندسه دیگر. روابط از بسیاری ... و تغییر جابجایی، تکرار، ترکیب، کمک
و مدل یک کمک با است قادر محاسباتی هندسه . بدهد دلخواه فرم ذهن به و كند خلق زیبائی و تبدیل واقعیت به و بكشد
شده ساخته مدل اساس بر را بیننده ذهن ی هندسه و نماید عملی را گوناگون تقاضا(query)های و متفاوت های خواسته فرم
و کند، می مدل را گوناگون تقاضاهای و ها خواسته کارا قوانینی و ها آلگوریتم کمک با هندسه دیگر عبارت به بدهد. فرم
یک ورودی بصورت را تقاضا و خواست یک نیز و متن و الگو محاسباتی هندسه کند. می خلق زیبایی و رساند می ظهور به
ورودی تقاضای و خواست با كه دهد می ارائه فرم یك نیاز مورد های آلگوریتم و عملیات كمك با سپس و گیرد، می آلگوریتم
.... و پارچگی یک بزرگی، هماهنگی، کثرت، نظم، تداوم، تواند، می تقاضا این آید. نظر به شده ارائه تقاضای و دارد مطابقت
چاقی، زوایا)، و اضلاع برابری نظم( تعامد، پذیری، روئیت تکرار، تحدب، از توان می شود برآورده تقاضایی اینکه برای باشد.
توانند می فوق مفاهیم از کدام هر عدم یا و وجود کرد. استفاده فرم یک در ... و انحنا، داشتن، حاشیه همگرایی، ثقل، مرکز
دیگر فرمی و معماری یک برای و باشند زیبا تواند می تحدب فرم یک و معماری یك برای کنند. کمک تقاضا یک انجام به
گردیده است. ایجاد سطوح که در تلاطمی است تنیده حاصل خود در و پیچیده  احجام با برومینی و گارینی کارهای جمله از تقعر.
محدب های فرم ساخت می رسد. معماری تاریخ در خود پیچیدگی به اوج شده  ایجاد های تقعر و تحدب با دوره باروک در فرم
یک بیرونی نمای داخلی، فضاهای ها، برج تئاترها، سقفی،آمفی های سازه ها، سقف در تقعر یا و تحدب نمایش و مقعر یا و

است. میسر هندسی های آلگوریتم و ابزارها با سازه
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تکرار اگر خصوصاً آورد، می بوجود زیبایی بنا یک در (pattern)الگو و طرح یک (duplication-repetition) تکرار
در چه فرم،...) پنجره، ستون، ) الگو یک تکرار کند. منتقل ناظر به را مفهومی بخواهد و باشد برخوردار مناسب هندسه یک از
معماری هندسه است. بوده معماران علاقه مورد همواره معاصر معماری در چه و مدرن معماری در چه و سنتی و قدیم معماری
هنر گالری و (visibility) پذیری رؤیت مسئله دهد. می نشان هماهنگ و متداوم، ، موزون آنرا فرم یک از بخشی تکرار با
بشدت مبحث این های الگوریتم اگرچه نماید. مستقل محاسباتی هندسه از را خود تا رود می که است شده گسترده آنقدر
و مسائل ها، زمینه و گسترده کاربردهای ولی ناب، محاسباتی هندسه یک یعنی پذیری رؤیت گفت شود می و است هندسی

است. داده رشد متفاوت ای گونه به را مبحث این متنوع بسیار مباحث

معماری هندسه علم ۶

انتظام نیز و فضا كالبد و اشكال به ساماندهی برای دیرباز از كه است دانشهایی از یكی هندسه و فضاست ساماندهی معماری
اشكال میان روابط و ویژگیها به كه است دانشی هندسه است قرارگرفته استفاده مورد ساختمان در ای سازه نیروهای حركت
بخش وحدت عامل تواند می كمیت و كیفیت خود وجهی دو ظرفیت با و پردازد می نیرو های مولفه حركت مسیر و اندازه و
با را معماری و کاربردی هندسه كه طوری به باشد، می تحقیقاتی حوزه یك معماری هندسه باشد. سازه و معماری نظیر مقولاتی
معماری طراحی هسته بر تكیه با معماری) ( هندسه علم این نماید. می تركیب ساخت و تحلیل طراحی، فرایندهای بر نگاهی
زمینه شود. می یاد دیجیتال عصر معماری به آن از كه چیزی كشیده، چالش به شدت به را معماری معاصر، های فعالیت و
تحت را معماری هندسه .. سلولی توماتای فركتال، هندسه توپولوژی، دیفرانسل، هندسه محاسباتی هندسه نظیر تخصصی های

 : از عبارتند گیرد می قرار بررسی و تحقیق مورد زمینه این در اكنون كه بروزی موضوعات جمله از است. داده قرار تاثیر

آزاد فرم های منحنی و سطوح ایجاد •

مولد طراحی •

گسترش قابل سطوح •

گسسته مباحث •

مولد طراحی •
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جستجو موتورهای در عظیم های داده پردازش

یزدی کاوه فاطمه
یزد دانشگاه کامپیوتر، و برق مهندسی دانشکده در دکترا دانشجوی

بیدکی* زارع محمد علی
یزد دانشگاه کامپیوتر، و برق مهندسی دانشکده استادیار

چکیده
موتورهای منتشره، آمارهای براساس می باشند. جستجوی موتورهای دارند سروکار عظیم داده های با که سامانههایی از
می کنند. دریافت روز در جو و پرس میلیارد چندین و داده قرار پوشش تحت را صفحه ها میلیارد بین المللی جستجوی
دو تا است قادر و نموده خزش را فارسی سند میلیون پانصد از بیش جو، پارسی ایرانی جستجوی موتور مثال عنوان به
سرباره ی با شده آوری جمع داده های نگهداری برای نیاز مورد فضای که نماید خزش متوالی صورت به را سند میلیارد
رتبه جهت است لازم که وب گراف در موجود اتصالات تعداد می گردد. بالغ ترابایت چهل از بیش به آنها، اطلاعاتی
به پاسخ و سازی نمایه برای می بایست که عبارت هایی تعداد و می ر سد اتصال میلیارد ده از بیش به شوند پردازش بندی
پردازش برای که است طبیعی است. رسیده عبارت میلیون پانصد از بیش به قراربگیرند، استفاده مورد کاربران پرس جوی
سخنرانی این در بود. نخواهند جوابگو سنتی راهکارهای و بود خواهیم مواجه جدیدی چالش های با داده از بزرگ حجم این
گراف های اخص طور به و عظیم داده های مدیریت برای استفاده مورد راهکارهای و بررسی جستجو موتورهای ساختار

شد. خواهند معرفی عظیم

نمایه سازی خزش، گراف، بزرگ، مقیاس اطلاعات، بازیابی کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 97R50, 97R40

مقدمه ١

رشد به توجه با می گیرند. قرار استفاده مورد وب در جستجو ابزارهای مهمترین بعنوان جستجو موتورهای حاضر، حال در
مهمی نقش جستجو موتورهای موجود، اطلاعات در زیاد تغییرات همچنین و وب در موجود محتوای و اطلاعات افزون روز
جستجو موتورهای طریق از افراد، از درصد ٨٠ حدود كه است ذكر قابل نمایند. می ایفاء اینترنت از اطلاعات بازیابی در
با جستجو سامانه های سازگاری عدم علت به متاسفانه .[١] می كنند پیدا دسترسی نظرشان مورد اطلاعات و سایت ها به
به شده ارائه اطلاعات دقت و نبوده دسترس قابل معمولی كاربران برای كامل صورت به موجود اطلاعات بومی، ویژگیهای
به را كاربران نیاز متنوع بومی های سرویس ارائه با می توان بومی جستجوی موتور یك داشتن با می باشد. پایین نیز كاربران
از را ترافیك عمده بخش بومی، وب رهبری و اشتغال ایجاد درآمدزایی، بر علاوه همچنین و ساخت برآورده بهتری صورت

كرد. هدایت داخل به خارج
حال در مثال برای می باشد. پردازش برای اطلاعات زیاد حجم وجود جستجو، موتور یك در چالش مهمترین اکنون هم
زمان در می بایست که شده اند) (خزش دارد وجود ١ جو پارسی جستجوی موتور در وب سند میلیون پانصد از بیش حاضر
داده ها این مدیریت که می رسد واژه میلیون پانصد از بیش موجود واژه های تعداد همچنین شوند. سازی نمایه و پردازش مناسب
حجیم های داده پردازش مختلف های جنبه به مقاله این ادامه در می باشد. داده ها پردازش برای بهینه سیستم یک به نیازمند

خواهدشد. پرداخته جستجو موتورهای در

جو پارسی جستجوی موتور توسعه و تحقیق تیم مدیر و *سخنران

١www.parsijoo.ir
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جستجو موتورهای معماری ٢

نمایی رشد .( ١ (شكل است شده تشكیل بازیابی و نمایه سازی خزش، اصلی قسمت سه از جستجو موتور یك كلی صورت به
تبدیل حوزه این چالش های مهمترین به وب در خزش و رتبه بندی نمایه سازی، تا است شده باعث وب اطلاعات زیاد حجم و

شوند.

جستجو موتور یک کلی نمای :١ شکل

اطلاعات آوری جمع ٢ . ١

پیمایش  شده صفحات تمام محتوای و كرده پیمایش را وب گراف ، [۴] دارد نام ٢ خزشگر كه اطلاعات کننده جمع آوری واحد
اتمام از پس خزشگر وب، در موجود اسناد تمام ذخیره برای علاوه می كند. ذخیره فشرده صورت به بزرگ مخزن یك در را
حال در دهد. قرار جستجو موتورهای اختیار در نیز را است وب صفحات بین ارتباطات شامل كه را وب گراف می تواند خزش
تعداد عرض-اول، الگوریتم های به می توان آنها مهمترین از که است شده ارائه وب خزش برای مختلفی الگوریتم های حاضر

نمود. اشاره [٧] FICA و [۵] PageRank ، [٢] OPIC ورودی، پیوندهای

سازی نمایه ٢ . ٢

سرعت بردن بالا جهت اطلاعات وسیع حجم به توجه با می كند. نمایه سازی و پردازش را مخزن در شده ذخیره اسناد ٣ نمایه ساز
كه شوند ذخیره طوری باید اسناد اطلاعاتی محتوای . می گیرد انجام [٣] معكوس صورت به نمایه سازی عمل معمولا دسترسی
صفحات در موجود واژگان تمام از واژه نامه یک منظور، این برای باشند. بازیابی قابل راحتی به كاربر درخواست به توجه با
نمایه بخش مشابه کاملا) می گردد ضمیمه آن به کلمه این حاوی مکان های و صفحات از لیست یک واژه هر ازاء به و شده ایجاد
دستیابی طریق از صفحه، یک در مکان یک به دستیابی مجموعه، این پیمایش در اینکه به توجه با علمی). کتب انتهای در
فرایند نمود، خاطرنشان باید می شود. برده نام ۴ معکوس نمایه سازی عنوان با روش این از می پذیرد، صورت واژه یک به

است. میسر توزیع شده سیستم های از استفاده با تنها زیاد، بازیابی درخواست های تعداد با اطلاعات بالای حجم نمایه سازی

بازیابی موتور ٢ . ٣

و پرس وجو پردازش بخش این اصلی وظیفه دارد. كاربران با همچنین و نمایه سازی بخش با مستقیم رابطه ای بازیابی، موتور
را پرس وجو كاربر اینكه به توجه با است. شده تشكیل رتبه بندی و پرس وجو پردازش واحد دو از و می باشد جواب ها رتبه بندی

٢Crawler
٣Indexer
۴Inverted Index
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سازی نرمال مانند پرس وجو زبانی پردازش عملیات پرس وجو، پردازش واحد وظایف مهم ترین از می كند بیان طبیعی زبان به
این دیگر وظایف از می باشد. زبانی) (چند زبانی بین پرس وجوی پردازش و پرس وجو گسترش فارسی) زبان برای (خصوصاً
بود. خواهد بازخورد اعمال نیز و كاربر كردن مدل منطقی)، (عملیاتی پرس وجو عملیاتی پردازش مانند عملیاتی انجام واحد،
توسط شده تهیه اطلاعات از استفاده با رتبه بندی عمل نمایه ساز، واحد از مرتبط نتایج آوردن بدست و پرس وجو پردازش از بعد
عمده روش دو حاضر، حال در می شود. انجام بازخورد و كاربر مدل های و خزشگر توسط شده تهیه گراف نمایه ساز، واحد
فعلی) وب در شده (استفاده ساختار بر مبتنی و سنتی) اطلاعات بازیابی در شده (استفاده محتوا بر مبتنی شامل رتبه بندی
را [٣] BM25 الگوریتم و [٣] TF-IDF الگوریتم می توان محتوا بر مبتنی مهم بندی رتبه الگوریتم های از . [١] دارد وجود
در شده استفاده الگوریتم (اولین [۵] PageRank الگوریتم های به می توان اتصال بر مبتنی الگوریتم های از همچنین برد. نام

نمود. اشاره [۶] �DistanceRank و گوگل)

خزشگر در حجیم داده های آوری جمع ٣

چالش های با وب خزش تا شده باعث پیوندها و صفحات زیاد روزانه تغییر و اطلاعات زیاد حجم یعنی وب مهم خاصیت دو
كند. جمع آوری یکپارچه صورت به را وب همه راحتی به نتواند خزشگر تا می شود باعث وب زیاد حجم شود. مواجه جدیدی
استفاده چندگانه صف های با شده توزیع سیستم های از می باید خزشگر ها وب، صفحات بالای حجم مشکل با رویارویی برای
۵٠٠ حدود پارسی جو جستجوی موتور در شده انجام اندازه گیری های براساس گفت باید موضوع، این بهتر درک برای نمایند.
صفحات از حجم این مدیریت برای جستجو موتورهای بوده اند۵. پیوند میلیارد ٢ از بیش حاوی شده خزش صفحه میلیون

می گیرد. قرار بررسی مورد ادامه در که هستند مواجه عمده مشكل سه با خزش برای
حدود فارسی صفحه هر در موجود پیوندهای تعداد میانگین صورت به اینكه به توجه با یكتا: های آدرس تشخیص الف)
داده ساختمان یک طراحی ساختاری، چنین مدیریت لازمه ی شد. خواهد بازدید مرتبه ۴٠ حدود آدرس هر می باشد، پیوند ۴٠
صفحه آدرس هزار ٨٠ از بیش ثانیه هر در بتوان و داده جای خود در را صفحه میلیارد ٢ از بیش محتوای بتواند که است کارا
باشد. برخوردار نیز ۶ میزبان معیار براساس توزیع پذیری قابلیت از باید داده، ساختمان این آن بر علاوه نمود. جستجو آن در را
بنابراین كند. جلوگیری وب سایت ها ٨ بارشدن فزون از باید خزشگر سایت ها: وب به اتصال در ٧ ادب رعایت ب)
مدیریت است. آدرس ها) مجموعه در موجود میزبانهای تعداد (به صف زیادی بسیار تعداد از برخورداری نیازمند خزشگر
و صف حوزه در پیچیده مفاهیم از بهره گیری نیازمند صف ها این در زمان بندی سیاست تعیین و موازی صف هزار چندین

می گیرند. قرار استفاده مورد جستجو موتورهای در که است صف ها توزیعی پردازش
زمان های در خزشگر است لازم می باشد متفاوت سایت ها وب تغییر میزان اینكه به توجه با سایتها: وب مجدد بازدید ج)
می تواند اتصال مابین زمانی فاصله کند. کپی آنها سرورهای از را جدید محتوای و شده متصل مجدداً سایتها وب به مشخص
برای صف هایی است لازم میزبان هر برای جداگانه صف های مدیریت بر علاوه بنابراین باشد. متغیر ماه یك تا دقیقه ۵ از
با آنها تغییرات سابقه براساس باید را وب سایت ها تغییرات میزان طرفی از باشد. داشته وجود نیز متفاوت زمانی بازه های

زد. تخمین زمانی سری های در داده کاوی روش های از استفاده
۵http://parsijoo.ir/about.pj
۶Host
٧Politeness
٨Overloading
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وب از مستخرج زبانی حجیم داده های پردازش ۴

می باشد. آنها بندی رتبه و نتایج استخراج نمایه، در جستجو جو، و پرس گسترش و تغییر فرایندهای شامل اطلاعات جستجوی
تصحیح مانند وظایف، از طیفی شامل و می گیرد صورت جستجو فرایند بهبود هدف با جو و پرس گسترش و تغییر فرایند
منظور این برای استفاده مورد آماری مدل های می باشد. جو و پرس کلمات جابجایی و تغییر کلمات، از برخی حذف املایی،
سادگی رغم علی هستند. آموزش برای وب دادگان از عظیمی حجم نیازمند و می شوند طراحی مارکف زنجیره پایه بر بیشتر
برابر در تا باشند مقاوم و سازگار ساختاری دارای باید آنها پردازشگرهای دریافتی، دادگان بالای حجم علت به تحلیل ها، این
ترابایت چند بر بالغ حجمی با دادگانی پارسر، به خزشگر یک از اطلاعات انتقال از نوبت هر در گردند. ٩ تحمل پذیر خطا بروز
بر علاوه شوند. استخراج آنها از نیاز مورد پارامترهای تخمین و آماری مدل های آموزش برای لازم اطلاعات و شده پارس باید
به مربوط مدل های از می توان می گیرند، نظر در فاصله بدون و مرتب را کلمات که مارکف  زنجیره بر مبتنی چندجزئی مدل های
مشخص طول با پنجره ای در کلمه جفت هر توأم بروز موارد تعداد هم وقوعی، مدل محاسبه در برد. بهره نیز کلمات هم وقوعی
استفاده مورد هم کنار در کلمات قرارگرفتن احتمال محاسبه در و شده شمارش توزیع شده روش های از استفاده با و استخراج

می گیرد. قرار
صفحات فارسی متون در مندرج نادرست) و (درست کلمات تمام تعداد گفت باید دادگان، این عظیم حجم بهتر درک برای
نادرست کلمات که نمود خاطرنشان باید می گردد. بالغ کلمه میلیون ٧٠ از بیش به پارسی جو جستجوی موتور در شده نمایه
علاوه شوند یافت نیز کلمات این عبارت، عین جستجوی صورت در تا شوند لحاظ نمایه سازی در باید نیز اشتباه املای با و
و شمارش باید نیز دارند، کلمات تعداد سه و دو توان های حد در تعدادی که آنها سه جزئی و دوجزئی ترکیبات کلمات، خود بر
بزرگ بسیار مدل های از نیز وقوعی هم مدل جزئی، چند زبانی مدل های بر علاوه که نمود خاطرنشان باید البته شوند. ذخیره
مانند کوچک متنی بخش های برای معمولا و نیست صرفه با وب صفحات کلیه برای هم وقوعی مدل محاسبه پرهزینه است. و
در تغییرات بهترین اعمال و کاربران نیازهای بررسی برای دیگر سوی از می شود. محاسبه انکورها متن و صفحات عناوین
ذخیره بود خواهد گیگابایت چند بر بالغ ماه هر در که کاربران سوی از ارسالی پرس وجوهای تمام تاریخچه باید جوها و پرس
پس شوند. استخراج نیز آنها از وب) صفحات محتوای (همانند متداول آماری مدل های برای نیاز مورد پارامترهای و شده
هم با نهایت در آنها نتایج و شده گرفته کار به مستقل صورت به آماری مدل های از یک هر باید پارامترها، این استخراج از

شوند. ترکیب
در وب صفحه ی هزار چند تا یک از است ممکن که نتایج نمایه ساز، واحد به آن ارسال و جو و پرس پردازش از پس
پارامترها این ترکیب نحوه و ضرایب تعیین شوند. امتیازدهی متفاوت پارامتر ده ها براساس باید و شده بازیابی باشند تغییر
یک پیروزی یا شکست کننده تعیین عامل مهمترین آن موفقیت یا شکست که است پیچیده بسیار ریاضی مدل یک نیازمند

بود. خواهد کاربران جذب برای رقابت جهانی بازار در جستجو موتور

جمع بندی ۵

براساس و شده اند معرفی خلاصه صورت به حجیم های داده پردازش برای جستجو موتورهای در موجود چالشهای مقاله این در
صفحه میلیارد یک مقیاس در فارسی وب صفحات پردازش برای که راهکارها از کلی مجموعه ای به اشاراتی چالش ها، همین
دادگان، از حجم چنین پردازش و مدیریت برای ساختاری طراحی در نکته مهمترین است. گرفته صورت بود، خواهد نیاز مورد

است. پردازش ها توزیع برای لازم توانایی و مقیاس پذیری

٩Fault Tolerant
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دوری جمعی گروه با متناهی حلقه�های صفر مقسوم�علیه گراف ساختار

اشرفی علی�رضا
كاشان دانشگاه

تدین�فر* عادل
كاشان دانشگاه

چکیده

خواهد ثابت است. دوری جمعی گروه با متناهی حلقه�های صفر مقسوم�علیه گراف ساختار تعیین مقاله این هدف
شده�ای شناخته گراف�های روی G-جمع تانسوری ضرب از القایی زیرگراف به�عنوان می�توان را گراف�هایی چنین كه شد

كرد. بیان

تانسوری ضرب G-جمع، صفر، علیه مقسوم گراف کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

.[۴] شد معرفی جابه�جایی حلقه�های رنگ�پذیری مسئله�ی روی مطالعه در بك توسط حلقه یك صفر مقسوم�علیه گراف مفهوم
هرگاه نامید، مجاور را y و x متمایز رأس دو و گرفت نظر در G(R) گراف رئوس مجموعه به�عنوان را R حلقه�ی او
همه�ی مجموعه�ی بك، صفر مقسوم�علیه گراف ساده�سازی به�منظور ،[١] لیوینگستون و اندرسون شود. صفر حاصل�ضربشان
بود، كرده اختیار بك كه آن�چه مشابه نیز را یال�ها آن�ها گرفتند. نظر در رئوس مجموعه به�عنوان را ناصفر صفر مقسوم�علیه�های
مقسوم�علیه گراف برای اندرسون-لیوینگستون تعریف از مقاله این در دادند. نشان Γ(R) با را گراف این و كردند تعریف
زمینه این در بیش�تر مطالعه�ی برای را علاقه�مند خوانندگان نمی�گیریم. نظر در دامنه را حلقه�ها از هیچ�یك و كرده استفاده صفر

می�كنیم. راه�نمایی [۶] به
كه متناهی حلقه�های رده�بندی [٧] در به�علاوه است. شده ارائه p٣ و p٢ اندازه�ی از متناهی حلقه�های رده�بندی ،[٢ ،٧] در
حلقه�هایی صفر مقسوم�علیه گراف كردن مشخص مقاله این هدف است. شده آورده می�باشد، كامل مربع از خالی آن�ها اندازه�ی

است. دوری آن�ها جمعی گروه كه است
گراف دادن نشان برای K∞ از هم�چنین می�دهیم. نشان Φn و Kn با به�ترتیب، را، رأس n روی تهی و كامل گراف�های
منظور و داده نشان Zn با را n به�پیمانه�ی صحیح اعداد حلقه�ی می�كنیم. استفاده شمارا نامتناهی رئوس مجموعه روی كامل
با H و G گراف�های از G+H جمع است. بدیهی ضرب با ولی جمع، عمل و عناصر همان با دیگری حلقه�ی Cn(٠) از
و بوده H و G رئوس همان G+H رئوس می�كنیم: تعریف چنین را V (H) و V (G) به�ترتیب، مجزای، رئوس مجموعه
H از رأس یك به را G از رأس یك كه یال�هایی تمام به�همراه H یال�های و G یال�های از است عبارت گراف این یال�های
رئوس با گراف�هایی Gk ،· · · ،G٢ ،G١ كنیم فرض اكنون می�سازند. متصل به�هم را V (H) و V (G) می�سازد. متصل
(G١+G٢)∪ (G٢+G٣)∪ · · ·∪ (Gk−١+Gk)به�صورت را G١+G٢+ · · ·+Gk دنباله�ای جمع باشند. متمایز

می�كنیم. تعریف

*سخنران

١–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

دوری جمعی گروه با متناهی حلقه های صفر مقسوم علیه گراف ساختار سخنرانی

١٧



زیر به�صورت را Γ
Π خارج�قسمتی گراف آن�گاه باشد، V (Γ) از افرازی Π = {P١, P٢, · · · , Pr} و گراف یك Γ اگر

می�كنیم: تعریف

E( ΓΠ) = {PiPj | ∃v ∈ Pi ∃v⋆ ∈ Pj s.t. vv
⋆ ∈ E(Γ)} و V ( ΓΠ) = Π.

گراف�هایی Γn ،· · · ،Γ١ و V (G) = {x١, ..., xn}رئوس مجموعه با شده برچسب�گذاری گرافی G كنیم فرض حال
می�كنیم: تعریف زیر به�صورت را Γn, · · · ,Γ١ گراف�های از G-جمع گراف باشند. متمایز رئوس مجموعه با )دل�خواه

n⊎
i=١

Γi

)
G

=
∪

xrxs∈E(G)

Γr + Γs.

مسیر اگر هم�چنین می�باشد. آن�ها معمولی جمع همان ،Γ٢ و Γ١ گراف�های G-جمع آن�گاه ،G = K٢ اگر كه است آشكار
است. آن�ها دنباله�ای جمع همان ،Γn, · · · ,Γ١ گراف�های Pn-جمع آن�گاه كنیم، انتخاب G به�عنوان را Pn رأسی n+ ١

می�دهیم. نشان A⋆ با را A ناصفر عناصر مجموعه�ی ،R حلقه�ی از A زیرمجموعه�ی برای مقاله، این طول در
رئوس مجموعه با گرافی ،H و G از G ⊗ H تانسوری ضرب باشند. گراف دو H و G كنیم فرض اكنون
H در v و b و G در u و a اگروتنهااگر مجاورند، هم با آن در (u, v) و (a, b) رأس دو و است V (G)× V (H)

برخی این�رو از و است گرافی هم�ریختی�های و گراف�ها رسته�ی روی ضرب همان تانسوری ضرب باشند. مجاور یك�دیگر با
degG(x) از آن�گاه ،x ∈ V (G) اگر می�كنند. استفاده تانسوری ضرب به�جای رسته�ای ضرب اصطلاح از ریاضی�دانان
نشده ارائه این�جا در كه مفاهیمی برای می�كنیم. استفاده x با متمایز و مجاور رئوس تعداد به�عنوان (deg(x) خلاصه (به�طور

كرد. مراجعه [١١ ،١٠ ،٨] به می�توان است،

اصلی نتایج ٢

گروه كه حلقه�هایی صفر مقسوم�علیه گراف به�عنوان می�توانند كه هستند گراف�هایی از كاملی رده�بندی ارائه�ی بخش این هدف
است. گرفته قرار استفاده مورد مقاله این در كه می�آوریم [٣] از را قضیه�ای زیر، در شوند. داده نمایش است، دوری آن�ها جمعی

شده�اند. تولید b و a توسط به�ترتیب، كه باشند Zn جمعی گروه با نایك�ریخت حلقه�هایی B و A كنیم فرض .١.٢ قضیه
تعداد نتیجه در .(k, n) = (١, n) اگروتنهااگر ،A ∼= B صورت این در .b٢ = lb و a٢ = ka كنیم فرض به�علاوه

است. n مقسوم�علیه�های تعداد با برابر ،Zn جمعی گروه با متمایز حلقه�های

از: عبارتند حلقه�ها این دارد. وجود Zpn جمعی گروه با نایك�ریخت حلقه�ی n+ ١ تعداد قبل، قضیه�ی طبق

A٠ = Zpn , Ai = ⟨pi⟩ ≤ Zpn+i ,

.١ ≤ i ≤ n كه

به�طوری�كه: است Gj گراف با یك�ریخت Γ(Aj)
Pj

خارج�قسمتی گراف كه دارد وجود V (Γ(Aj)) از Pj افراز .٢.٢ لم

V (Gj) =

{
{i ∈ N | ١ ≤ i ≤ n− ١} j = ٠
{i ∈ N | ١ ≤ i ≤ n} ١ ≤ j ≤ n,

E(Gj) =

{
{ik | i, k ∈ V (G), i+ k ≥ n} j = ٠
{ik | i, k ∈ V (G), i+ k ≥ n− j + ٢} ١ ≤ j ≤ n.
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است: Γ(Aj) القایی زیرگراف زیر، تعریف با ٠ ≤ j ≤ n هر برای Γ(Ak
j ) گراف .٣.٢ لم

Γ(Ak
j ) =


Kpn−k−١(p−١) j = ٠, ٢k ≥ n

Φpn−k−١(p−١) j = ٠, ٢k < n

Kpn−k(p−١) ١ ≤ j ≤ n, j + ٢k ≥ n+ ٢
Φpn−k(p−١) ١ ≤ j ≤ n, j + ٢k < n+ ٢

.

.Γ(Aj) =
⊎

kl∈E(Gj)
(Γ(Ak

j ) + Γ(Al
j))Gj ،.٢.٢ لم نمادهای به توجه با و ٠ ≤ j ≤ n هر برای .۴.٢ قضیه

از: عبارتند است، دوری آن�ها جمعی گروه كه p٣ اندازه�ی از حلقه�هایی صفر مقسوم�علیه گراف .۵.٢ نتیجه

Kp−١ +Φp(p−١) , Φp٢(p−١) +Kp−١ +Kp(p−١) , Kp١−٢ +Φp٢(p−١) , Kp١−٣.

R ،[۵] از ۴ قضیه�ی و ٣ نتیجه�ی طبق صورت این در باشد. دوری جمعی گروه با نامتناهی حلقه�ای R كنیم فرض
اگروتنهااگر دارد، ناصفر صفر مقسوم�علیه

R ∼=
{(

c −c
c −c

) ∣∣∣ c ∈ Z

}
∼= C(٠),

تنها تا كافی�است پس .Γ(R) ∼= K∞ بنابراین است. نامتناهی دوری جمعی گروه و بدیهی ضرب با حلقه�ای C(٠) كه
متناهی حلقه���های صفر مقسوم�علیه گراف بررسی برای باشد. متناهی دوری جمعی گروه با R حلقه�ی كه كنیم بررسی را حالتی
كه Ali(i) = ⟨plii ⟩ ≤ Z

p
αi+li
i

و A٠(i) = Zp
αi
i

كنیم فرض ،n = pα١
١ . . . pαk

k اندازه�ی از دوری جمعی گروه با

تعداد كه آن�جا از باشد. n عدد مثبت مقسوم�علیه�های تعداد d(n) كنیم فرض هم�چنین .١ ≤ li ≤ αi و ١ ≤ i ≤ k

جمعی گروه با حلقه�ها تعداد كه داد نشان می�توان پس است، α + ١ با برابر pα اندازه�ی از دوری جمعی گروه با حلقه�های
است. d(n) با برابر n مرتبه�ی از دوری

است R رئوس مجموعه با گرافی ،R روی طوقه�دار بك١ صفر مقسوم�علیه گراف باشد. حلقه یك R كنیم فرض .۶.٢ تعریف
نیز Γl(R) می�دهیم. نشان Γl,B(R) با را گراف این .xy = ٠ اگروتنهااگر مجاورند، هم با آن در y و x رأس دو و

می�شود. تولید R ناصفر صفر مقسوم�علیه�های توسط كه است Γl,B(R) از القایی زیرگرافی

Γl,B(A٠) = ،Γl,B(R) = K̂١ + (Γl(R) ∪ Φ|R|−|Z(R)|) كه كرد مشاهده توان می قبل، تعریف به توجه با
.Γl,B(Ai) = K̂١ + Γl(Ai) و K̂١ + (Γl(A٠) ∪ Φpn−١(p−١)−١)

جمعی گروه با متناهی حلقه�ای Ri
∼= Ali(i) ،١ ≤ i ≤ k هر برای كه R = R١ × . . .×Rk كنیم فرض .٧.٢ قضیه

صورت این در باشد. Zm

Γl,B(R١ × . . .×Rk) = Γl,B(R١)× . . .× Γl,B(Rk).

فرض هم�چنین .xi ∈ V (Gi) ،١ ≤ i ≤ k هر برای و باشند دل�خواهی گراف�های Gk, . . . , G١ كنیم فرض .٨.٢ لم
است. xi رأس روی طوقه دارای Gi ،i ∈ I هر برای به�طوری�كه Kباشد از زیرمجموعه�ای I Kو = {١, ٢, . . . , k} كنیم

صورت این در

degG١×...×Gk
((x١, . . . , xk)) =

k∏
i=١

degGi(xi) +
∑
j∈I

∏k
i=١ degGi(xi)

degGj (xj)
.

١Beck
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كه ویژگی این با G از H زیرگراف .E′ ⊆ E(G) و V ′ ⊆ V (G) و باشد گراف یك G كنیم فرض ادامه در
داد. خواهیم نشان G \ (V ′, E′) نماد با را E(H) = E(G) \ E′ و V (H) = V (G) \ V ′

|Ri| = pαi
i كه ویژگی این با Ri

∼= Ali(i) ،١ ≤ i ≤ k هر برای كه R ∼= R١ × . . .×Rk كنیم فرض .٩.٢ قضیه
صورت این در .|R| ̸= ۴ و متمایزند اول اعداد piها كه

Γ(R) =

{
Γl,B(R) \ ({(٠, . . . , ٠)}, λ) ∃ i ; li ̸= ٠, ١ ≤ i ≤ k
Γl,B(R) \ ({(٠, . . . , ٠)} ∪ ν, λ ∪ ε) این�صورت غیر در ,

این از یال�هایی همه�ی مجموعه�ی نیز ε و می�باشند Γl,B(R) گراف پایانی رئوس و طوقه�ها مجموعه�ی ترتیب، به ،ν و λ كه
می�باشد. واقع ν بر كه است گراف

با نایك�ریخت حلقه�ی n + ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای ،Ai = ⟨pi⟩ ≤ Zpn+i و A٠ = Zpn كنیم فرض .١٠.٢ نتیجه
است. Γ(Aj٢) از القایی زیرگرافی Γ(Aj١) ،٠ ≤ j١ < j٢ ≤ n هر برای صورت این در باشند. Zpn جمعی گروه
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جبرها -K ابر روی اجتماع -◦

† آزادانی نصر علی محمد
شاهد دانشگاه

* مددی سودابه
شاهد دانشگاه

چکیده

خواص بررسی به و می کنیم تعریف (H, ◦١, ٠), (H, ◦٢, ٠) جبر K- ابر دو روی ◦-اجتماع ابتدا مقاله این در
می پردازیم. به عکس، و ◦ به ◦١, ◦٢ از انتقال قابل

استلزامی ایده ال -Kابر مثبت، استلزامی ایده ال -Kابر ایده ال، -K ابر جبر، -Kابر کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 06F35, 03G25

مقدمه ١

نام به ژاپنی ریاضیدان توسط بار نخستین وجبرگزاره ها مجموعه ها تفاضل مفاهیم از تعمیمی عنوان به BCK-جبر مطالعه
[٢] ٣ مارتی توسط ١٩٣۴ سال در جبر چند یا ابرساختارها نظریه شد. آغاز ١٩۶۶ سال در ، [١] ایزکی٢ و ایمای١ های
ابر و BCK-جبر ابر نظریه این براساس زاهدی و برزویی گردید. معرفی اسکاندیناوی دانان ریاضی کنفرانس هشتمین در

نمودند. معرفی را هستند BCK-جبر از تعمیمی کدام هر که K-جبر

K-جبر ابر یک H باشد. ◦ عمل ابر و «٠» ثابت عنصر با همراه ناتهی مجموعه یک H کنید فرض [٣] .١ . ١ تعریف
باشد. برقرار K۵ تا K١ شرایط x, y, z ∈ H هر ازای به اگر شود می نامیده

K١ : (x ◦ z) ◦ (y ◦ z) < x ◦ y,
K٢ : (x ◦ y) ◦ z = (x ◦ z) ◦ y,
K٣ : x < x,

K۴ : x < y, y < x =⇒ x = y,

K۵ : ٠ < x.

b ∈ B و a ∈ A دارد وجود یعنی A < B ،A ,B ⊆ H هر ازای به همچنین است. ٠ ∈ x ◦ y معنای به x < y که
.x < e ،x ∈ H هر ازای به هرگاه است H بالای کران یک e ∈ H عنصر به علاوه a؛ < b به طوری که

*سخنران

مسؤول نویسنده و شاهد دانشگاه علمی هیات †عضو
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.S = {f |f ∈ (P٠(H))H} و P٠(H) = {A ⊆ H : ٠ ∈ A} و H = X ∪ {٠} می دهیم قرار قرارداد:
می دهیم. نشان F x با را f(x) سهولت جهت

عمل ابر f ∈ S هر برای دراین صورت است. ناتهی مجموعه یک X که H = X ∪ {٠} کنید فرض [۴] .١ . ٢ قضیه
: کنیم می تعریف زیر صورت به را ◦f : H ×H −→ P ∗(H)

x ◦f y :=

{
F x, ifx = y
{x}, otherwise.

ارزند: هم زیر گزاره های آن گاه
است، K-جبر ابر یک (H, ◦f , ٠) (i)

،F x ◦f y = F x ،y ∈ Hو y ̸= x هر برای (ii)
.F y ⊆ F xو y ∈ F y دهد نتیجه y ∈ F xو x ̸= y (iii)

ابر اجتماع شبه و ابرعمل اجتماع شبه ترتیب به شد معرفی قبل قضیه در که جبری -K ابر و عمل ابر [۴] .١ . ٣ تعریف
می شود. نامیده K-جبر

عمل ابر با S هرگاه گویند H از جبر زیر یک را S باشد. S ⊆ H و جبر -K ابر یک (H, ◦, ٠) کنید فرض .۴ . ١ تعریف
باشد. جبر -K ابر یک ◦

H از جبر زیر یک S صورت این در باشد؛ (H, ◦, ٠) جبر -K ابر از ناتهی مجموعه زیر یک S کنید فرض .۵ . ١ قضیه
.x ◦ y ⊆ S ،x, y ∈ S هر ازای به اگر وتنها اگر است

K-ایده ال ابر I صورت این در ,H)باشد؛ ◦, ٠) جبر -K ابر از ناتهی مجموعه زیر یک I کنید فرض [۴] .۶ . ١ تعریف
: اگر شود می نامیده

،٠ ∈ I (H١)

.x ∈ I آن گاه y ∈ I و x ◦ y < I اگر x, y ∈ H هر ازای به (H٢)

قرارمی دهیم: باشند. H جبر -K ابر از ناتهی زیر مجموعه های A, I کنید فرض : قرارداد

AR١I := A ⊆ I,

AR٢I := A < I,

AR٣I := A ∩ I ̸= ∅.

و ٠ ∈ I هرگاه گویند (i, j, k) نوع از مثبت استلزامی ایده ال را H جبر -K ابر از I ناتهی زیر مجموعه [٣] .١ . ٧ تعریف
باشیم: داشته i, j, k ∈ {١, ٢, ٣} و x, y, z ∈ H هر ازای به

(x ◦ y) ◦ zRiI , y ◦ zRjI ⇒ x ◦ zRkI.

،x, y, z ∈ H هر ازای به و ٠ ∈ I هرگاه گویند استلزامی را H جبر -K ابر از I ناتهی مجموعه زیر [٣] .١ . ٨ تعریف

(x ◦ z) ◦ (y ◦ x) < I , z ∈ I ⇒ x ∈ I.
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هر ازای به تنها اگر و اگر است استلزامی ایده ال -K ابر یک I باشد. H از ایده ال -K ابر یک I کنید فرض .١ . ٩ قضیه
،x, y ∈ H

x ◦ (y ◦ x) < I ⇒ x ∈ I

ازای به و ٠ ∈ I هرگاه گویند (i, j) نوع از جابه جایی ایده ال Hرا جبر -K ابر از I ناتهی زیر مجموعه [٣] .١ . ١٠ تعریف
باشیم: داشته i, j, k ∈ {١, ٢, ٣} و x, y, z ∈ H هر

(x ◦ y) ◦ zRiI , z ∈ I ⇒ x ◦ (y ◦ (y ◦ x)RjI.

به طوری که H روی ◦١, ◦٢ عمل ابر دو باشد داشته وجود هرگاه گوییم ◦-اجتماع را (H, ◦, ٠) جبر -K ابر .١ . ١١ تعریف
است. H٢ و H١ ◦-اجتماع ،H گوییم این صورت در ◦ = ◦١ ∪ ◦٢

است. ◦٢ و جبر١◦ -K ابر اجتماع شبه دو ◦-اجتماع زیر، مثال در .١ . ١٢ مثال

◦١ ٠ ١ ٢
٠ {٠،١ } {٠،١} {٠،١}
١ {١} {٠،١} {١}
٢ {٢} { ٢} {٠،١}

◦٢ ٠ ١ ٢
٠ {٠ } {٠} {٠،١}
١ {١} {٠،١} {١}
٢ {٢} {٢} {٠،٢}

◦ ٠ ١ ٢
٠ {٠،١ } {٠،١} {٠،١}
١ {١} {٠،١} {١}
٢ {٢} { ٢} {٠،١،٢}

است. جبر -K ابر اجتماع شبه یک جبر -K ابر اجتماع شبه دو ◦-اجتماع .١ . ١٣ قضیه

است. کراندار ها آن ◦-اجتماع آن گاه باشند کراندار جبر -K ابر ,H)دو ◦٢, ٠) و (H, ◦١, ٠) اگر .١۴ . ١ قضیه

نمی باشد. درست کلی حالت در بالا قضیه عکس می دهد نشان زیر مثال

نمی باشد. (H, ◦٢, ٠) و (H, ◦١, ٠) بالای کران ١ ولی است (H, ◦, ٠) بالای کران ١ زیر مثال در .١۵ . ١ مثال

◦١ ٠ ١ ٢ ٣
٠ {٠ } {٠} {٠} {٠}
١ {١} {٠،١} {١} {١}
٢ {٢} {٢} {٠،٢} {٢}
٣ {٣} {٠،١،٢} {٠،١،٣} {٠،١،٢،٣}

◦٢ ٠ ١ ٢ ٣
٠ {٠ } {٠} {٠} {٠}
١ {١} {٠،١} {١} {١}
٢ {٢} { ٠} {٠،٢} {٢}
٣ {٣} {٣} {٠،١،٣} {٠،١،٣}

◦ ٠ ١ ٢ ٣
٠ {٠ } {٠} {٠} {٠}
١ {١} {٠،١} {١} {١}
٢ {٢} {٠،٢} {٠،٢} {٢}
٣ {٣} {٠،١،٢،٣} {٠،١،٣} {٠،١،٢،٣}

باشد. H٢ و H١ جبر زیر S اگر وتنها اگر است H جبر زیر S باشد. H٢ و H١ ◦-اجتماع ،H کنید فرض .١۶ . ١ قضیه

H٢ یا H١ ایده الی از I اگر وتنها اگر است H از ایده الی I باشد. H٢ و H١ ◦-اجتماع ،H کنید فرض .١ . ١٧ قضیه
باشد.
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از (i, j, k)i,j,k∈{١,٢,٣} نوع مثبت استلزامی ایده ال I اگر باشد. H٢ و H١ -اجتماع ◦ ،H کنید فرض .١ . ١٨ قضیه
است. H٢ یا H١ از (i, j, k)i,j,k∈{١,٢,٣} نوع مثبت استلزامی ایده ال I آن گاه باشد H

و (١, ١, ٢) ،(١, ١, ١) نوع مثبت استلزامی ایده ال I اگر باشد. H٢ و H١ ◦-اجتماع ،H کنید فرض .١ . ١٩ قضیه
است. H از (١, ١, ٣) و (١, ١, ٢) ،(١, ١, ١) نوع مثبت استلزامی ایده ال I آن گاه باشد H٢ و H١ از (١, ١, ٣)

استلزامی ایده ال I اگر وتنها اگر است H از استلزامی ایده ال I باشد. H٢ و H١ ◦-اجتماع ،H کنید فرض .١ . ٢٠ قضیه
. باشد H٢ یا H١ از

ایده ال I اگر تنها و اگر ,i)است j)i,j∈{١,٢,٣} نوع جابه جایی ایده ال I باشد. H٢ و H١ ◦-اجتماع ،H .١ . ٢١ قضیه
باشد. H٢ یا H١ از (i, j)i,j∈{١,٢,٣} نوع جابه جایی
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آن چپ های ایدآل و بئر-لوی های گروه نیم

آیت مسیح سید دکتر
زابل دانشگاه

پیراسته* مهرناز
بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده

ای مجموعه نظریه ماهیت بیشتر که کنیم می معرفی را آن تعمیم خاصیت دو و بئر-لوی گروه نیم مقاله این در
راست و بودن حذفی راست همچنین و خودتوان همانی،اعضای عضو وجود عدم نظیر ها گروه نیم این مهم دارند.خواص
کنیم. می بررسی را ها گروه نیم این چپ های ایدآل وضعیت نهایت دهیم.در می نشان را ها گروه نیم این بودن ساده

چپ های خطی،ایدآل تبدیلات لوی بئر گروه بئر-لوی،نیم گروه نیم کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45,39B42

مقدمه ١

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢

.٢ . ١ تعریف

نیز چپ ایدآل مشابه AS ⊆ A هرگاه نامیم می S راست ایدآل را A باشد A ⊆ S و باشد گروه نیم S کنید می فرض
سره راست ایدآل اگر است ساده راست S گروه نیم S١AS١ ⊆ A هرگاه نامیم می S گروه نیم ایدآل را A گردد. می تعریف
اصلی راست ایدآل aS١ باشد a ∈ S شوند.اگر می تعریف مشابها نیز ساده گروه نیم و ساده چپ گروه گروه نیم باشد نداشته
می a عضو شامل ها ایدآل این البته باشند می S گروه نیم در a عضو نظیر اصلی ایدآل S١AS١ و اصلی چپ ایدآل S١ و

باشد. a ∈ aS که ندارد وجود بگیریم،الزامی نظر در را aS ایدآل اگر اما باشند

راست ساده، چپ رو این از و بود خواهند یکی طرفه دو ایدآل و راست و چپ ایدآل باشد، جابجایی S اگر وضوح به
دارند. تطابق نیز بودن ساده و ساده

چپ را S گروه نیم ∀ x, y, a ∈ S, xa = ya → x = y هرگاه نامیم، می حذفی راست را S گروه نیم .٢ . ٢ تعریف
∀ x, y, a ∈ S, ax = ay → x = y نامیم،هرگاه می حذفی

α : X → X یک به یک هایی نگاشت همه مجموعه را S باشد نامتناهی شمارای Xیکمجموعه فرضکنید .٢ . ٣ تعریف
و نامیم می X مجموعه نظیر بئرلوی گروه نیم را S اینصورت در باشد نامتناهی نیز X \ Xα که طوری به بگیرید نظر در

دهیم. می نمایش BL(X) با

*سخنران
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داده α : X → X کنید فرض دهیم، می ارائه را گذاری نماد چند ابتدا در بدهیم. نیز تعمیم را فوق تعریف توانیم می
C(α) = D(α) = X \ Xα; d(α) = |D(α)| دهیم. می قرار باشد دلخواه نامتناهی مجموعه یک X که باشد شده
مشخص یک به یک نگاشت یک با را αنگاشت فاصله C(α) مجموعه ∪

{
yα−١ : |yα−١| ≥ ٢, C(α) = |C(α)|

در BL(X, p, q) = {α : X → X;C(α) = ٠, d(α) = q} دهیم می قرار |X| = p ≥ q ≥ N٠ کند.اگر می
C(α) = ٠ آید.شرط می (N٠,X,N٠)BLدر صورت به نمادگذاری این در گردید، ذکر ابتدا در تعریفBL(X)که واقع

است. α نگاشت بودن یک به یک معادل

شامل T (V ) گروه نیم dim(V ) = p ≥ N٠ بطوریکه باشد F میدان روی برداری فضای یک V کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
n(α) = dim ker(α), r(α) = dim ran(α), d(α) = دهیم می قرار باشد.آنگاه V روی خطی تبدیلات همه
GS(V, p, q) = {α ∈ T (v);n(α) = ٠, d(α) = q} : دهیم می N٠قرار ≥ q ≥ p برای حال codim ran(α)

می خطی یک به یک توابع به معطوف صرفا GS(V, p, q) است.پس α نگاشت بودن یک به یک معادل n(α) شرط باز
باشد.

اصلی قضایای و ها گزاره ٣

g ∈ S(X) آنگاه Xباشد مجموعه ,BL(Xروی p, q) روی φیکخودریختی N٠اگر ⩽ q ⩽ p فرضکنید .٣ . ١ قضیه
BL(X, p, q) در خودریختی هر دیگر عبارت به باشد می ∀a ∈ BL(X, p, q), aφ = gag−١ بطوریکه دارد وجود

است. داخلی خودریختی یک

و ساده راست های گروه نیم دو هر BL(X, p, q) و GS(V, p, q) اینصورت در N٠ ⩽ q ⩽ p کنید فرض .٣ . ٢ قضیه
باشند. می خودتوان عناصر فاقد که هستند حذفی راست
از: است عبارت نمود بیان توان می که ای قوی گزاره

نگاشتی بودن خودتوان فرض باشد، می یک به یک نگاشتی BL(X, p, q) و GS(V, p, q) عضو هر که آنجا از اثبات.
همانی تابع همان f یعنی گردد می ∀x, (x)f = x فرض به تبدیل باشد ∀x, (xf)f = (x)f با است معادل f چون

است. ممکن غیر وضوح به که است
خودتوان عناصر فاقد و شدنی حذف راست از راست، ساده BL(X, p, q) که دیدیم ١٬٨ بخش دوم جلد [١] مرجع در

دهیم. می قرار S = GS(V, p, q) روی را خود تمرکز است.پس
باشد می |J | = q پس V = ⟨eiI , ejJ⟩ رو این از و ran(α) = ⟨ei⟩ دهیم می قرار α, β ∈ S کنید فرض
را ran(β) و است خطی مستقل مجموعه {ejβ}

∪
{eiβ} مجموعه داریم سادگی به ، β تابع بودن یک به یک بر بنا

و است یک به یک نیز αβ پس هستند، یک به یک α, β دو هر چون ranαβ = ⟨eiβ⟩ دیگر، سوی از کند می تولید
V = ⟨ek⟩کنید فرض گنجد.حال می S در نیز βα پس ( q بودن متناهی نا کاردینال خاطر (به d(α, β) = q + q = q

V = ⟨xk, yk⟩ = ⟨yk, yl, ym⟩ دهیم: قرار اگر رو این از ekβ = yk و ekα = xk : باشیم داشته k هر برای و باشد
به آنگاه xlµ = yl ، l هر برای و xkµ = yk ، k هر برای دهیم می قرار بود خواهد |L| = |M | = q قبل بند طبق که

باشد. می راست ساده GS(V, p, q) پس β = αµ داریم و است یک به یک µ وضوح

از: عبارتست نمود بیان توان می که ای قوی گزاره

GS(V,m,m)بصورت گروهی نیم در توان می Sرا خودتوان عناصر فاقد راستحذفی و راستساده گروه نیم هر .٣ . ٣ قضیه
دهیم می قرار S١ = { ai} , i ∈ I کنیم می فرض باشد دلخواه میدان یک F و |S| = m اگر واقع در نشانید.
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معنی به قضیه این اما نشانید. GS(V,m,m) در توان می را S آنگاه باشد می ∀i ∈ I, Fi
∼= F که V =

∑
i=١ Fi

باشد. نمی BL(X, p, q) و GS(V, p, q) یکریختی برای شانس وجود

میدان است نامتناهی پس است، خودتوان عنصر فاقد S چون باشد. می |I| = m که S١ = {ai} دهیم می قرار اثبات.
توان می را V عناصر واقع در V =

∑
i Fi پس دهیم می قرار i ∈ I, Fi = F هر بگیرید.برای نظر در را F دلخواه

حذفی راست S که آنجا هستند.از ناصفر ها مولفه از متناهی تعداد جز به همگی که گرفت نظر در (ri)i∈I دنباله صورت به
پایه از یک به یک نگاشتی که کنیم می تعریف ai 7→ aix ضابطه با را ρ : S١ → S١ توانیم می x ∈ S هر به است،
S که آنجا کنیم.از می تبدیل S١ روی یک به یک خطی نگاشت یک به پایه از را نگاشت این باشد. می خودش به {ai}

که گیریم می نتیجه است، نامتناهی

|S١| = |S| = |S \ Sx| = |S١(x ∪ Sx)| = |S١ \ S١ρx|

می نتیجه راست نمایش این بودن وفا با ρx ∈ GS(V,m,m) داریم: رو این از و codimρx = |S| = m رو این از
نشانید. GS(V,m,m) در توان می را S که دهد

n ⩽ m و q ⩽ p متناهی نا های کاردینال از کدام هیچ ازای ,BL(Xبه p, q) ,GS(Vو p, q) های گروه نیم .۴ . ٣ قضیه
نیستند. یکریخت

است.اگر گروه نیم خود آن راست ایدآل تنها یعنی ∀φ ∈ S, φ S = S باشد الذکر فوق گروه نیم دو از یکی Sاگر واقع در
∀α ∈ S, Sα = {β ∈ S, ranβ = ranα} آنگاه S = BL(X, p, q)

نمائید. مراجعه مرجع[۵] ١٠٬٣ قضیه به اثبات.

بطوریکه GS(m,m) از L های مجموعه زیر از عبارتند GS(m,m) گروه نیم چپ های ایدآل .۵ . ٣ تعریف

α ∈ L, β ∈ GS(m,n), ranβ ⊆ ranα , dim(ranα/ranβ) = n =⇒ β ∈ L

دهیم می قرار باشد GS(m,m) از دلخواهی ای مجموعه زیر Y اگر علاوه به

Ly = {β ∈ GS(m,n); ∃α ∈ Y ; ranβ ⊆ ranα ; dim(ranα/ranβ ) = n}

L+
y = Y ∪ Ly

داریم: واقع در شوند. می قلمداد ها گروه نیم این چپ های ایدآل تنها واقع در ها مجموعه این

سوی از است. چپ ایدآل L+
y گوییم GS(m,n) از Y ناتهی مجموعه زیر هر برای GS(m,n) گروه نیم در .۶ . ٣ قضیه

ندارد. چپ سره ماکزیمال ایدآل GS(m,n) گروه نیم علاوه به I = L+
I باشد چپ ایدآل یک I اگر دیگر

توان می تحقیق این ادامه دارد.در سره ماکزیمال عضو نه و سره مینیمال عضو نه ها گروه نیم این چپ های ایدآل خانواده
نمود. بررسی LY برای دوگانی تعریف

RY = {β ∈ GS(m,n) : ∃α ∈ Y ; ranβ ⊆ ranα, dim(ranα/ranβ = n}

R+
Y = Y ∪RY

باشد. می بررسی قابل ها گروه نیم این مورد در که است دیگری مهم گام LY با ها آن مقایسه و ها مجموعه این خواص بررسی
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دابلیو لامبرت تابع

∗ نجفی مصطفی
زنجان دانشگاه

چکیده

این خاص مقادیر از برخی و می�کنیم، بررسی آن�را دیفرانسیلی خواص و تعریف را ١ لامبرت تابع ابتدا مقاله این در
کرد. خواهیم حل تابع این کمک به را مهم معادله�ی چند سرانجام و آورده به�دست متمتیکا نرم�افزار کمک به را تابع

خاص مقادیر مشتق، لامبرت، تابع انتگرال، اتحاد، کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 33Exx

مقدمه ١

می�دهیم. نمایش W (x) با را تابع این می�باشد، f(x) = xex تابع معکوس ٢ لامبرت تابع

می�شود تعریف زیر به�صورت x > −١
e برای را لامبرت تابع .١.١ تعریف

W (x)eW (x) = x. (١)

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را لامبرت تابع بنابراین می�باشد، مقداره دو x هر ازای به لامبرت
(
−١

e , ٠
)
فاصله�ی در چون

x =

{
W٠ (xe

x) x > −١
W−١ (xe

x) x 6 −١.

همچنین و است، W−١(x) < W٠(x) همواره
(
−١

e , ٠
)
فاصله�ی در

lim
x→٠−

W−١(x) = −∞, lim
x→+∞

W٠(x) = +∞.

داریم. لامبرت تابع برای را زیر اتحادهای به�وضوح

eW (log x) =
log x

W (log x)
, (x > ٠) . W

(
− log x

x

)
= − log x, (٠ < x 6 e) .

W (x) = log

 x

log x
log x

log x
...

 , (x > ٠) . W (x log x) = log x, (x > ٠) .

enW (x) =

(
x

W (x)

)n

, (x > ٠) . logW (x) = log x−W (x), (x > ٠) .

∗سخنران

١Lambert W-Function
است. شده نام�گذاری Johann Heinrich Lambert انگلیسی به لامبرت هاینریش یوهان سوئیسی ریاضی�دان افتخار به دابلیو لامبرت ٢تابع
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اصلی نتایج ٢

می�باشد. زیر شکل به لامبرت تابع نمودار

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-5

-4

-3

-2

-1

0

W
-1Hx L

W0Hx L

[
−١

e , ١
]
فاصله�ی در لامبرت تابع نمودار :١ شکل

لامبرت تابع خاص مقادیر :١ جدول

x W٠(x) W−١(x) x W٠(x) W−١(x) x W٠(x) W−١(x)

٢e٢ ٢ − ١
e ٠٫ ٢٧ . . . − −١

۴ −٠٫ ٣۵ . . . −٢٫ ١۵ . . .
e ١ − ٠ ٠ − − ٢

e٢
−٠٫ ۴٠ −٢

١ ٠٫ ۵۶ . . . − −٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠٢ . . . −۵٫ ۶۴ . . . −١
e −١ −١

محاسبه�ی برای باشد. نشده تعریف آن در لامبرت مشتق تابع که نقاطی به�جز است، مشتق�پذیر مرتبه�ای هر از لامبرت تابع
داریم بنابراین می�گیریم. مشتق x به نسبت (١) رابطه�ی طرفین از لامبرت تابع اول مرتبه�ی مشتق

W ′(x) =
١

eW (x) (١+W (x))
=

e−W (x)

١+W (x)
=

W (x)

x (١+W (x))
.

داریم x > ٠ برای نتیجه در است، W (x) = x
eW (x) > ٠ بنابراین است، eW (x) > ٠ همواره چون ،x > ٠ برای

W ′(x) =
١

eW (x) (١+W (x))
> ٠.

است. صعودی اکیداً (٠,+∞) بازه�ی در لامبرت تابع یعنی
،(١+W (x)) > ٠ بنابراین و است، −١ = W

(
−١

e

)
< W (x) < W (٠) = ٠ به�وضوح −١

e < x < ٠ برای
داشت خواهیم درنتیجه است. eW (x) > ٠ چون و

W ′(x) =
١

eW (x) (١+W (x))
> ٠.

است. صعودی اکیداً خود دامنه�ی روی بر لامبرت تابع لذا است، صعودی اکیداً نیز
(
−١

e , ٠
)
بازه�ی در لامبرت تابع یعنی

است، شده تعریف x > −١
e برای لامبرت تابع چون می�کنیم، بررسی x = −١

e , ٠ نقاط در را لامبرت تابع مشتق حالا
کنیم. بررسی نقطه این در را تابع این راست مشتق باید x = −١

e نقطه�ی در تابع این مشتق بررسی برای بنابراین

lim
x→(− ١

e)
+
W ′(x) = lim

x→(− ١
e)

+

W (x)

x (١+W (x))
=

−١
−١

e (١+ (−١)+)
= lim

ε→٠+
١

١
e (١− ١+ ε)

= +∞.
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داریم لامبرت تابع تعریف و نقطه یک در مشتق تعریف از استفاده با x = ٠ نقطه�ی در لامبرت تابع مشتق برای

W ′(٠) = lim
x→٠

W (x)−W (٠)
x− ٠

= lim
x→٠

W (x)

x
= lim

x→٠
eW (x) = eW (٠) = e٠ = ١.

داریم اول مرتبه�ی مشتق از استفاده با لامبرت تابع دوم مشتق برای حالا

W ′′(x) = −e−٢W (x) (W (x) + ٢)
(١+W (x))٣

< ٠.

محاسبات در سهولت برای لامبرت تابع از انتگرال�گیری برای است. پایین به رو همواره لامبرت تابع منحنی تقعر لذا
معادله این طرفین از دیفرانسیل�گیری با حالا درمی�آید. yey = x صورت به (١) رابطه�ی آنگاه می�دهیم، قرار y = W (x)

داریم
dyey + dyeyy = (١+ y) eydy = dx. (٢)

داشت خواهیم نتیجه ∫در
W (x)dx =

∫
y (١+ y) eydy =

∫
yeydy +

∫
y٢eydy.

داشت خواهیم جزء به جزء انتگرال از استفاده با انتگرالها این محاسبه�ی ∫برای
W (x)dx =

∫
yeydy +

∫
y٢eydy = yey − ey + y٢ey − ٢yey + ٢ey + C,

= y٢ey − yey + ey + C =
(
y٢ − y + ١

)
ey + C,

داریم eW (x) = x
W (x) از استفاده با همچنین و ،y = W (x) که بودیم کرده فرض ابتدا در ∫چون

W (x)dx = y٢ey − yey + ey + C = W ٢(x)eW (x) −W (x)eW (x) + eW (x) + C,

= xW (x)− x+
x

W (x)
+ C.

می�شوند. انتگرال�گیری بالا مشابه روش به لامبرت تابع شامل عبارت�های از بسیاری

کنید. محاسبه [٠,∞) بازه�ی در را f(x) = W (x)
x
√
x

نمودار زیر سطح مساحت .١.٢ مثال
x → ∞ وقتی همچنین و .y = ٠ بنابراین ،W (٠) = ٠ چون x = ٠ وقتی نتیجه در می�دهیم. قرار y = W (x) ابتدا

داریم (٢) رابطه�ی از استفاده با حالا .y → ∞ بنابراین ،W (x) → ∞ ∫داریم ∞

٠

W (x)

x
√
x
dx =

∫ ∞

٠
y

١
٢ e−

y
٢ dy +

∫ ∞

٠
y−

١
٢ e−

y
٢ dy,

داریم گاما تابع خواص به توجه با همچنین و t = y
٢ متغیر تغییر ∫با ∞

٠

W (x)

x
√
x
dx = ٢

√
٢
∫ ∞

٠
(t)

١
٢ e−tdt+

√
٢
∫ ∞

٠
(t)−

١
٢ e−tdt = ٢

√
٢
(
١
٢
√
π

)
+
√
٢
√
π = ٢

√
٢π.

نمائید. حل را هستند x, y > ٠ آن در که xy = yx معادله�ی .٢.٢ مثال
حالا درمی�آید، y log x = x log y به�صورت معادله نتیجه در و می�گیریم لگاریتم طرفین از هستند، x, y > ٠ چون ابتدا

معادله این تقسیم با است، معادل x = e
log y
y

x معادله�ی با نیز معادله این و ،log x = log y
y x داریم y بر طرفین تقسیم با

داشت خواهیم بنابراین می�کنیم، ضرب − log y
y در را معادله این طرفین حالا .xe

− log y
y

x
= ١ داشت، خواهیم e

log y
y

x بر

− log y

y
xe

− log y
y

x
= − log y

y
,
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داریم (١) رابطه��ی با بالا معادله مقایسه�ی با

− log y

y
x = W

(
− log y

y

)
.

داشت خواهیم نتیجه در

x = − y

log y
Wk

(
− log y

y

)
,

است. k = ١−,٠ بطوریکه
٣ پرتوان توابع به فرم این به توابعی کنیم. بررسی را ١

ee < x < e
١
e فرض با h(x) = xx

x
..
.

فرم به توابعی می�خواهیم
را معادله این طرفین تقسیم با ،h(x) = eh(x) log x داریم نتیجه در و می�گیریم لگاریتم h(x) رابطه�ی از هستند. معروف

می�کنیم. ضرب − log x در را بالا معادله�ی طرفین حالا .h(x)e−h(x) log x = ١ داریم، eh(x) log x بر
−h(x) log x e−h(x) log x = − log x,

داشت خواهیم بنابراین −h(x) log x = Wk (− log x) داریم، (١) رابطه��ی با بالا معادله مقایسه�ی با

h(x) = xx
x
..
.

= −Wk (− log x)

log x
, (٣)

است. k = ٠, ١ آن در که

.٣.٢ مثال

کنید. محاسبه را ١
۴

١
۴

١
۴
..
.

عبارت حاصل .۴.٢ مثال
تابع داخل عبارت بنابراین است log

(١
۴
)
< ٠ چون ،x = ١

۴ دهیم قرار (٣) رابطه�ی در اگر است، ٠ < ١
۴ < ١ چون

داریم W٠(x) شاخه�ی از استفاده با لذا است مثبت لامبرت

h

(
١
۴

)
=

١
۴

١
۴

١
۴
..
.

= −
W٠

(
− log

(١
۴
))

log
(١
۴
) = −

W٠

(
− log ٢−٢

)
log ٢−٢ =

W٠ (٢ log ٢)
٢ log ٢

=
١
٢
.
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موجکی چندجمله ای های مشتق بزرگی تخمین

تمیمی ابراهیم
ولایت دانشگاه

چکیده
از بالا درجه با جمله ای های چند تغییر آهنگ که هستند حقیقت این به مربوط تقریب نظریه قضایای از بسیاری
جمله ای ها ی چند مشتق بزرگی قبلا باشد. بزرگ خیلی نمی تواند آنها مشتق دیگر عبارت به است؛ برخوردار کمی  سرعت
چند جمله ای های مشتق (اندازه) بزرگی می خواهیم مقاله این در است.  شده برآورد خودشان به  نسبت مثلثاتی و جبری

بزنیم. تخمین موجکی جمله ای های چند خود توسط را موجکی

موجکی، جمله ای های چند مشتق، بزرگی تخمین یکه، متعامد پایه ی چند ریزگی متناوب، آنالیز کلیدی: واژه های
برنشتاین نامساوی

Mathematics Subject Classification [2010]: 41A17, 42A10

مقدمه ١

بزرگی می توان تکرار مشتق، با یافت. گسترش آنها کاربردهای بوسیله ی موجک ها مطالعه ی به سال گذشته، علاقه ٢٠ در
کمک  به حال .[٣] زد تخمین ١ برنشتاین نامساوی کمک به را مثلثاتی و جبری جمله ای های چند بالای مراتب مشتقات
در که را تعاریفی و نمادها بخش این در دهیم. انجام موجکی جمله ای های چند برای را کار این می خواهیم برنشتاین، نامساوی
بخش در می کنیم. بیان را آنها از فوری نتیجه ی یک و لم دو دوم، بخش در می دهیم. ارائه می شود، استفاده آنها از مقاله طول

می کنیم. اثبات و کرده بیان است، مقاله این هدف که را اصلی قضیه ی آخر

ψjk = ٢j/٢ψ(٢j .+ k) توابع خانواده که ، ψ ∈ L٢(R) چون است تابعی (٢ مادر (موجک موجک یک .١ . ١ تعریف
دهند. تشکیل L٢(R) هیلبرت فضای در یکه متعامد پایه یک j, k صحیح اعداد برای

می کنیم استفاده چند ریزگی آنالیز از آن، موضعی خواص کردن مشخص جهت تابع یا موج یک اندازه گیری برای که می دانیم
ϕ که ϕ, ψ ∈ L٢(R) و چند ریزگی آنالیز به وابسته ثابت φ یکه  ، دایره ی T که است این بر فرض مقاله ، سراسر در .[١]
اندازه به ψ, ϕ توابع که بگیرید درنظر .[١] می باشند مادر موجک تابع ψ و چند ریزگی آنالیز پدر) (موجک ٣ مقیاس  تابع 

داشت: خواهیم [۴] به بنا آن  گاه باشند، میرا کافی

max(|ϕ(x)|, |ψ(x)|) ≤ φ

١ + |x|١+ϵ
, ϵ > ٠ (١)

توابع که است بدیهی صورت  این در

Φjn(x) = ٢j/٢
∑
ℓ∈Z

ϕ(٢jx+ ٢jℓ+ n),

١Bernstein‘s inequality
٢Mother wavelet
٣ Scaling function
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Ψjn(x) = ٢j/٢
∑
ℓ∈Z

ψ(٢jx+ ٢jℓ+ n)

هستند. متعامد j = ٠, ١, ٢, . . . هر ازای به {Ψjn}٢j−١
n=٠ و {Φjn}٢j−١

n=٠ دستگاههای و می شوند واقع L٢(T) در
فضاهای آن  بر علاوه

Vj = span{Φjn, n = ٠, ١, . . . , ٢j − ١},

Wj = span{Ψjn, n = ٠, ١, . . . , ٢j − ١}

کرد: خواهند صدق زیر خواص در j = ٠, ١, ٢, . . . هر ازای به

V٠ = {const}, Vj ⊂ Vj+١, Vj+١ = Vj ⊕Wj ,
∞∪
j=٠

Vj = L٢(T).

کلاس می نامیم. ϕ مقیاس تابع توسط شده تولید (۴ PMRA) متناوب چندریزگی آنالیز را بالا باخواص {Vj}∞j=٠ گردایه ی
است. شده مطالعه دقت به و تعریف [۴] در PMRA از گسترده ای
زیر متناوب) (موجک های توابع که کرد بررسی می توان را حتی به

Φ٠٠, Ψjn; j = ٠, ١, . . . , n = ٠, . . . , ٢j − ١,

موجکی سری های فوریه ی هستند، کراندار توابع این که آنجا از (١) به بنا می دهند. تشکیل L٢(T) در یکه متعامد پایه ی یک
می گیریم: درنظر f ∈ L(T) هر برای را زیر

< f,Φ٠٠ > Φ٠٠ +

∞∑
j=٠

٢j−١∑
n=٠

< f,Ψjn > Ψjn (٢)

می گیریم: نظر در را زیر موجک های سیگما، یک به فوق سیگمای دو تبدیل برای

ω٠ = Φ٠٠, ω٢j+L = ΨjL; ٠ ≤ L < ٢j − ١

می کنیم: بازنویسی زیر صورت رابه (٢) رابطه اکنون

∞∑
k=٠

< f, ωk > ωk (٣)

تصویر اگر باشد. مختلط یا حقیقی اعداد میدان روی داخلی ضرب فضای یک (X,< ., . >) کنید فرض .١ . ٢ تعریف
می شود. نامیده ۶ متعامد تصویر P آن گاه باشد، ۵ الحاق خود و توان خود P پوشای

متعامد تصویر یک S٢j−١ ،٢.١ تعریف به بنا آن گاه نشان دهیم، SN (f) با را (٣) سری جزئی مجموع N-امین اگر
داریم: و بود خواهند Vj در متعامد پایه یک {Φjn}٢j−١

n=٠ و Vj در f

S٢j−١(f) =
٢j−١∑
n=٠

< f,Φjn > Φjn. (۴)

۴Periodic Multiresolution Analysis
۵Self adjoin
۶Orthonormal Projection
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تقریب قضایای ٢

دهیم. قرار بررسی مورد را اصلی قضیه ی بتوانیم که می کنیم فراهم لم دو درقالب شرایطی بخش  این در

داشته باشیم: ε > ٠ برای اگر باشد. f ∈ L(T) و R روی شده  تعریف توابع h و g فرض کنید .٢ . ١ لم

max(|g(x)|, |h(x)|) ≤ φ

١ + |x|١+ε

داشت: خواهیم L = ٠, ١, . . . , ٢j − ١ و j = ٠, ١, . . . برای آن گاه

∫ ١

٠
f(t)

L∑
k=٠

∑
ℓ′∈Z

g(٢jx+ ٢jℓ′ + k)
∑
ℓ∈Z

h(٢jt+ ٢jℓ+ k)dt

=

∫ ∞

−∞
f(t)

∑
ν∈Z(j,L)

g(٢jx+ ν)h(٢jt+ ν)dt.

.Z(j, L) = {ν∈ Z| ν = ٢jℓ+ k, ℓ∈ Z, k = ٠, ١, . . . , L} درآن که

کمی از بعد همگرایند.
∑

ℓ′∈Z و
∑

ℓ∈Z سری های که می گیریم نتیجه لم، صورت در کرانداری شرط از استفاده با اثبات.
می آید. بدست حکم محاسبات

داریم: x, y ∈ R هر ازای به آن گاه باشد، انتگرال پذیر [٠,∞) روی و نزولی کراندار، تابعی µ کنید فرض .٢ . ٢ لم

∑
k∈Z

µ(|x+ k|)× µ(|y + k|) ≤ C × µ(
|x− y|

۴
).

است) µ به وابسته ثابت C )

می آید. بدست زیر نتیجه ی مستقیم طور به بالا لم دو از

آن گاه: صدق کنند، ١.٢ درلم h و g توابع اگر .٢ . ٣ نتیجه

٢j
∫ ١

٠
|

L∑
k=٠

∑
ℓ′∈Z

g(٢jx+ ٢jℓ′ + k)
∑
ℓ∈Z

h(٢jt+ ٢jℓ+ k)|dt ≤ C.

می باشد. ϵ > ٠ عدد و h و g توابع به وابسته ثابت C آن در که

موجکی جمله ای های چند مشتق بزرگی تخمین ٣

استفاده با حال .[٢, ٣] است شده برآورد مثلثاتی و جبری جمله ای های چند مشتق بزرگی برنشتاین، نامساوی کمک به قبلا
می زنیم. تخمین خودشان راتوسط موجکی جمله ای های چند مشتق بزرگی نامساوی، این از
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باشیم: داشته ε > ٠ برای و می کند صدق (١) در که باشد ϕ ∈ C(m)(R) ،m ∈ Z+ برای فرض کنید .٣ . ١ قضیه

|ϕ(m)(x)| ≤ φ

١ + |x|١+ε
,

: خواهیم داشت p ∈ [١,∞] برای آن گاه

||f (m)||p ≤ φ(p,m)٢mj ||f ||p.

می باشد. PMRA و m ،p به وابسته ثابت φ(p,m) و f ∈ Vj ،j = ٠, ١, . . . برای آن در که

خواهیم داشت: (۴) از می باشد Vj برای یکه متعامد پایه یک {Φjk}٢j−١
k=٠ چون اثبات.

f =

٢j−١∑
k=٠

< f,Φjk > Φjk = S٢j−١

داریم: x ∈ R برای Ψjn و Φjn ضوابط به توجه با بنابراین

f(x) = ٢j
٢j−١∑
k=٠

∑
ℓ′∈Z

ϕ(٢jx+ ٢jℓ′ + k)

∫ ١

٠
f(t)

∑
ℓ∈Z

ϕ(٢jt+ ٢jℓ+ k)dt.

می آوریم: بدست m مرتبه تا x به نسبت طرفین از مشتق گیری از بعد

f (m)(x) = ٢j(m+١)
∫ ١

٠
f(t)

٢j−١∑
k=٠

∑
ℓ′∈Z

ϕ(m)(٢jx+ ٢jℓ′ + k)
∑
ℓ∈Z

ϕ(٢jt+ ٢jℓ+ k)dt (۵)

می دهیم: قرار نمادها شدن ساده تر برای

Kj(x, t) =

٢j−١∑
k=٠

∑
ℓ′∈Z

ϕ(m)(٢jx+ ٢jℓ′ + k)
∑
ℓ∈Z

ϕ(٢jt+ ٢jℓ+ k)

می شود: بازنویسی زیر صورت به (۵) رابطه ی بنابراین

f (m)(x) = ٢j(m+١)
∫ ١

٠
f(t)Kj(x, t)dt.

می آید. بدست حکم حالت دو هر در که می گیریم نظر در p برای را p <∞ و p = ∞ حالت دو اکنون
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متغیره دو توابع قوی شبه�پیوستگی

میرمصطفایی کامل سیدعلیرضا
فردوسی دانشگاه

پورمعماردزفولی* اکرم
فردوسی دانشگاه

چکیده
این در داد. قرار بررسی مورد را حقیقی�مقدار متغیره�ی دو توابع پیوستگی نقاط اولین�بار برای ١٨٩٩ سال در بئر
Z و Y ،X توپولوژیک فضاهای درنظرگرفتن با حقیقت در کرد. خواهیم بررسی را بئر قضیه مختلف تعمیم�های مقاله
به باشد توأم شبه�پیوسته�ی یا و پیوسته ،f : X × Y −→ Z مانند دو�متغیره تابع یک که کنیم ارزیابی�می را شرایطی

باشد. شبه�پیوسته دیگر متغیر نگه�داشتن ثابت با متغیر هر به نسبت تابع این که آن شرط

توپولوژیک. بازی�های نامیوکا، فضای شبه�پیوسته، توابع بئر، فضای کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 54C30, 54C35, 54C05, 46E15

مقدمه ١

هر برای هرگاه نامیم پیوسته طورمجزا به را f : X × Y −→ Z تابع باشند. توپولوژیک فضاهای Z و Y ،X کنیم فرض
بار اولین برای [١] بئر باشند. پیوسته f(x٠, .) : Y −→ Z و f(., y٠) : X −→ Z توابع ،(x٠, y٠) ∈ X × Y

R از D مانند Gδ و چگال مجموعه یک توان می f : R × R −→ R پیوسته�ی طور�مجزا به تابع هر برای که داد نشان
.[٩ ،٨ ،۶ ،۵ ،٣] است شده ارائه بئر قضیه از مختلفی های تعمیم باشد. توأم پیوسته�ی f |D×R که یافت

باز مجموعه�های برای هرگاه است شبه�پیوسته f : X −→ Y تابع باشند. توپولوژیک فضاهایی Y و X کنیم فرض
.f(G) ⊆ V که طوری به باشد داشته وجود G ⊆ U ناتهی و باز مجموعه�ی ،f(U) ∩ V ̸= ∅ که V ⊆ Y و U ⊆ X

باشند، توپولوژیک فضاهایی Z و Y ،X هرگاه که داد ارائه چنین پیوستگی مفهوم از تعمیمی [۵] کمپیستی ١٩٧۴ سال در
و شبه�پیوسته اول متغییر به نسبت اگر دارد نام KC-تابع) ) کمپیستی-تابع f : X × Y −→ Z تابع صورت این در

باشد. پیوسته دوم متغییر به نسبت
در f(x, y) از W همسایگی هر برای هرگاه نامیم قوی شبه�پیوسته�ی (x, y) ∈ X × Y در را f : X × Y −→ Z تابع
V١ ⊂ V ناتهی و باز های همسایگی ،(x, y) نقطه شامل U × V ⊂ X × Y باز های مجموعه از حاصلضرب هر و Z

.f(U١ × V١) ⊂ W که طوری به باشند داشته وجود U١ ⊂ U و y نقطه از
تابع مثال عنوان به نیست. درست مطلب این عکس اما است، قوی شبه�پیوسته�ی پیوسته، طورمجزا به تابع هر که است واضح
پیوسته طورمجزا به ولی است قوی شبه�پیوسته�ی شود می تعریف f(x, y) = [x]y ضابطه�ی با که f : R × R −→ R

نیست.
نتایج از برخی پژوهش این بیابیم. را KC-توابع پیوستگی نقاط توپولوژیکی، بازی�های از استفاده با خواهیم می مقاله این در

می�بخشد. بهبود را [٩ ،۶ ،٣] پتروفسکی قبلی

*سخنران
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KC-توابع قوی شبه�پیوستگی ٢

شود. می تعریف قانون نوع دو با بازی هر داریم. زیر توپولوژیکی بازی دو معرفی به نیاز بخش این اصلی نتایج بیان برای
هر برای برنده قانون است. بازی برنده کننده تعیین که برنده قانون و باشد بازی آغازگر بازیکن کدام کند می حکم که قانونی
برای راهبردی می�کند مشخص را بازیکن هر حرکت که قانونی می�کند. معرفی را بازی دقیق طور به و بوده فرد به منحصر بازی

می�شود. نامیده بازیکن آن
بازیکن دو بین می�دهیم، نشان BM(X) با که را [٢] باناخ-مازور بازی باشد. توپولوژیک فضای یک (X, τ) کنیم فرض
ناتهی و باز مجموعه α سپس می�کند، آغاز X از U١ ناتهی و باز مجموعه�ی انتخاب با را بازی β می�شود. انجام β و α
ناتهی و باز مجموعه β بازیکن ١ ≤ i ≤ n − ١ ،(Vi, Ui) مرحله�ی در ترتیب همین به برمی�گزیند. را V١ ⊂ U١

هرگاه است (Vi, Ui)i⩾١ بازیِ برنده α می�دهد. پاسخ Vn ⊂ Un ناتهی و باز مجموعه با α و انتخاب Un ⊂ Vn−١

BM(X) بازی در α هرگاه نامیم α-مطلوب را فضا برد. خواهد را بازی β صورت این غیر در ،(
∩∞

n=١ Vn) ̸= ∅
باشد. داشته برنده راهبردی

باشد. نداشته برنده راهبرد باناخ-مازور بازی در β اگر تنها و اگر است بئر X توپولوژیک فضای [٢] .١.٢ قضیه

.y٠ ∈ Y و توپولوژیکی فضای یک Y کنیم فرض است. شده معرفی [۴] گرانهاگ توسط دیگر توپولوژیکی بازی
y٠ از H١ باز همسایگی انتخاب با ابتدا O بازیکن می�شود. انجام P و O بازیکن دو با G(Y, y٠) توپولوژیک بازی
نظرگرفتن در با nام، مرحله در ترتیب همین به می�گوید. پاسخ y١ ∈ H١ نقطه انتخاب با P و می�کند آغاز را بازی
نقطه انتخاب با P و برمی�گزیند را y٠ ∈ Hn+١ که Hn+١ باز مجموعه O بازیکن ،H١, y١, . . . ,Hn, yn انتخاب�های
W-فضا را Y فضای .yn −→ y٠ هرگاه می�نامیم g = (Hn, yn) بازی برنده را O می�دهد. پاسخ yn+١ ∈ Hn+١

شود. G(Y, y) بازی برنده O بازیکن y ∈ Y هر برای هرگاه �نامیم

چه تحت دهیم می نشان توپولوژیکی های بازی کارگیری به با باشند، توپولوژیک فضاهای Z و Y ،X کنیم فرض
است. شبه�پیوسته قوی طور به f : X × Y −→ Z تابع-KC هر ،Z و Y ،X روی شرایطی

G(Y, y٠) بازی در O بازیکن و بئر ،X اگر باشد. منظم فضایی Z و توپولوژیکی فضایی Y کنیم فرض .٢.٢ قضیه
آنگاه باشد) نداشته برنده راهبردی G(Y, y٠) بازی در ،P بازیکن و α-مطلوب فضای Xیک (یا باشد داشته برنده راهبردی

است. قوی شبه�پیوسته�ی X × {y٠} روی f : X × Y −→ Z تابع-KC هر

باز زیرمجموعه است، منظم Z چون نباشد. قوی شبه�پیوسته�ی (x٠, y٠) نقطه�ی در f کنیم فرض خلف برهان به اثبات.
U

′ ⊂ U ناتهی و باز زیرمجموعه ،f(., y٠) شبه�پیوستگی کارگیری به با .G ⊂ W و f(x٠, y٠) ∈ G که هست G

G(Y, y٠) در P برای را t راهبرد و BM(X) در β برای را s راهبرد همزمان طور به .f(U ′ × {y٠}) ⊂ G که هست
کنیم فرض باشد. α بازیکن از پاسخی V١ ⊂ U١ و β بازیکن حرکت اولین U١ = U

′ کنیم فرض می�کنیم. تعریف استقرایی
بنابراین نیست. G از ای زیرمجموعه f(V١ ×H١) مفروضات طبق صورت این در باشد، O بازیکن انتخاب اولین H١

شبه�پیوستگی به بنا .y١ = t(H١) می�دهیم قرار .f(x١ × y١) /∈ G که طوری به دارد وجود (x١, y١) ∈ V١ × H١

s(V١) = فرضکنیم .f(U١×{y١})∩G = ∅ که یافت طوری را V١ U١از ناتهی و باز زیرمجموعه�ی توان می ،f(., y١)
در gn = (H١, y١, . . . , Hn) و BM(X) در pn = (U١, V١, . . . , Un, Vn) جزیی بازی�های ،n ≥ ١ برای .U١

(xn, yn) ∈ Vn ×Hn نقطه�ی نمی�افتد، G در f(Vn ×Hn) که فرض به توجه با چون می�گیریم. درنظر را G(Y, y٠)
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داردکه وجود طوری Vn از Un+١ وناتهی باز زیرمجموعه ،x 7→ f(x, yn) شبه�پیوستگی از .f(xn, yn) /∈ G که هست
.t(H١, y١, . . . , Hn) = yn و s(U١, V١, . . . , Un, Vn) = Un+١ دهیم می قرار .f(Un+١ × {yn}) ∩G = ∅
هستند بازی برنده O و α ترتیب به که g = (Hn, yn) t-بازیِ و p = (Un, Vn) s-بازیِ قضیه، مفروضات طبق
که حقیقت این و y٠ در y 7→ f(x∗, y) پیوستگی از صورت این در ،x∗ ∈

∩
n⩾١ Un کنیم فرض داشت. خواهند وجود

برنده O چون .(x∗, y٠) ∈ G ،y ∈ H همه�ی برای که طوری به دارد وجود y٠ از H باز همسایگی ،f(x∗, y٠) ∈ G

از .f(x∗, y٠) ∈ G بنابراین .yn ∈ H ،n ⩾ n٠ ازای به که طوری به دارد وجود n٠ی ∈ N ،g = (Hn, yn) بازیِ
کند. می اثبات را قضیه تناقض این .f(x, yn) /∈ G ،x ∈ Un هر برای که دادیم نشان دیگر سوی

که: گرفت نتیجه توان می چنین بالا قضیه از بلافاصله

هر آنگاه باشد W-فضا یک Y و بئر X اگر باشد. منظم فضایی Z و توپولوژیک فضایی Y کنیم فرض .٣.٢ نتیجه
است. قوی شبه�پیوسته�ی f : X × Y −→ Z تابع-KC

کاربردها ٣

چپ انتقال ،g ∈ G هر برای هرگاه نامیم چپ توپولوژی گروه یک را G باشد. توپولوژی به مجهز گروه یک G کنیم فرض
کرد. تعریف نیز را راست توپولوژی گروه توان می تعریف، در جزیی تغییر با وضوح به باشد. پیوسته h ∈ G → gh ∈ G

نیم گروه حاصلضربی نگاشت اگر نامیم. توپولوژی نیم گروه یک را آن آنگاه باشد چپ هم و راست توپولوژی گروه هم G اگر
گوییم باشد، توپولوژی فضایی Y و چپ توپولوژی گروه یک G کنیم فرض گوییم. پاراتوپولوژی را آن باشد پیوسته توپولوژی،
g, h ∈ G و y ∈ Y ازای به که باشد داشته وجود طوری π : G× Y −→ Y تابع هرگاه کند می عمل Y روی G گروه

می�نامیم. Y روی G عمل را π نگاشت .π(gh, y) = π(g, π(h, y)) باشیم داشته
هر برای که یافت آن از باز های پوشش از {On} مانند ای دنباله بتوان هرگاه نامیم موور را Y منظم توپولوژیک فضای

،y ∈ Y

st(y,On) =
∪
{G ∈ On : y ∈ G}, (n ∈ N)

باشد. y نقطه در پایه یک
آید. می بدست زیر نتیجه ٢.٢ قضیه از

KC-تابع یک f : X×Y −→ Z هرگاه باشد. موور فضای یک Z و W-فضا یک Y بئر، X کنیم فرض .١.٣ نتیجه
توأم پیوسته Dy × {y} نقطه هر در f که یافت X از Dy مانند Gδ و چگال زیرمجموعه یک توان می آنگاه y ∈ Y و

باشد.

هر آنگاه باشد W-فضا ،Y و بئر G اگر باشد. چپ توپولوژی گروه یک G و موور فضایی Y کنیم فرض .٢.٣ قضیه
است. توأم پیوسته�ی π : G× Y −→ Y عمل-KC

در π که یافت Dy٠ مانند G از Gδ و چگال زیرمجموعه ١.٣ نتیجه به بنا .(g٠, y٠) ∈ G × Y کنیم فرض اثبات.
دلخواه نقطه کنند. میل y و g به ترتیب به {yα} و {gα} کنیم فرض باشد. توأم پیوسته Dy٠ × {y٠} از نقطه هر
که می�بینیم ،limα yα = y٠ و limα hg

−١gα = h و است پیوسته (h, y٠) در π چون گیریم. می نظر در را h ∈ Dy٠

بنابراین .π(hg−١gα, yα) = π(h, y٠)
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است. توپولوژی گروه یک آنگاه باشد هم موور G اگر باشد. بئر توپولوژی نیم گروه یک G کنیم فرض .٣.٣ نتیجه

W-فضاست. درنتیجه و اول نوع شمارای موور فضای هر اثبات.
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لامبرت تابع کمک به لگاریتمی توابع معکوس محاسبه�ی

∗ نجفی مصطفی
زنجان دانشگاه

چکیده

نهایت در و آورد، خواهیم بدست تابع این برای بهینه کران یک سپس و تعریف را ١ لامبرت تابع ابتدا مقاله این در
٢ کرد. خواهیم محاسبه قضیه�ای اثبات با را لگاریتمی و نمایی توابع معکوس تابع این از استفاده با

معکوس کران، مجانبی، رابطه�ی لامبرت، تابع کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65D20, 34E05, 33B30

مقدمه ١

لامبرت تابع کمک به ولی است، غیرممکن یا و دشوار مقدماتی روشهای با لگاریتمی و نمایی توابع برخی معکوس محاسبه�ی
آورد. بدست را آنها معکوس می�توان

می�شود تعریف زیر به�صورت x > −١
e برای را لامبرت تابع .١.١ تعریف

W (x)eW (x) = x, (١)

برای W٠(x) شاخه�ی دو به را لامبرت تابع بنابراین می�باشد، مقداره دو x هر ازای به لامبرت
(
−١

e , ٠
)
فاصله�ی در که

باشد. داشته را بودن تابع شرط تا می�کنیم، تقسیم W (x) 6 −١ برای W−١(x) و W (x) > −١

اصلی نتایج ٢

است زیر به�صورت لامبرت تابع بسط

W (x) = log x− log log x+

∞∑
k=٠

∞∑
m=١

Ckm
(log log x)m

(log x)k+m
, (٢)

بقدر xهای برای ٣هستند. استرلینگ اعداد S [k +m, k + ١] آن در که ،Ckm = (−١)k
m! S [k +m, k + ١] بطوریکه

داریم بزرگ کافی

lim
x→∞

log log x

log x
= ٠.

∗سخنران

١Lambert W-Function
است. شده نام�گذاری Johann Heinrich Lambert انگلیسی به لامبرت هاینریش یوهان سوئیسی ریاضی�دان افتخار به دابلیو لامبرت ٢تابع
٣Stirling numbers
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داشت خواهیم آنگاه بگیریم، حد x → ∞ وقتی (۵) رابطه�ی از اگر نتیجه در
lim
x→∞

W (x) = lim
x→∞

(log x− log log x) .

داشت خواهیم بنابراین
lim
x→∞

(W (x)− log x+ log log x) = ٠. (٣)

داریم بزرگ کافی بقدر xهای برای دیگر �عبارت به
W (x) = log x− log log x+ o(١) = log x+O (log log x) , (۴)

داشت خواهیم بزرگ کافی بقدر xهای برای (۵) رابطه�ی در لامبرت تابع بسط به توجه با
log x− log log x < W (x) < log x, (۵)

است. برقرار x > e برای هم راست سمت و x > ۴١٫ ١٩ برای چپ سمت بطوریکه
آوریم. بدست لامبرت تابع برای بهتری کرانهای که است این مقاله این در ما هدف

داریم x > e هر برای .١.٢ قضیه

log x− log log x 6 W (x) 6 log x− ١
٢
log log x.

بهترین log log x برای −١
٢ و −١ ضرایب x > e برای اینجا در است. برقرار x = e برای فقط تساوی حالت اثبات.

می�دهیم قرار بررسی مورد را زیر تابع قضیه این اثبات برای هستند.

f(x) = log x− ١
p
log log x−W (x),

داریم نتیجه در می�آوریم�، بدست را f(x) مشتق x > e برای است. ثابتی عدد ٠ < p 6 ٢ آن در که
d

dx
f(x) =

١
x
− ١

p x log x
− W (x)

x(١+W (x))
=

p log x− ١−W (x)

p x(١+W (x)) log x
,

داریم� آنگاه باشد p = ٢ اگر و
d

dx
f(x) =

٢ log x− ١−W (x)

٢x(١+W (x)) log x
=

(log x−W (x)) + (log x− ١)
٢x(١+W (x)) log x

,

داریم x > e برای بنابراین . log x−W (x) > ٠ داریم، (۵) راست سمت به توجه با
d

dx
f(x) > ٠,

داریم x > e برای صعودی تابع تعریف طبق نتیجه در و است صعودی همواره f(x) تابع پس

f(x) > f(e) = log e− ١
٢
log log e−W (e) = ٠.

داشت خواهیم x > e برای بنابراین

log x− ١
٢
log log x−W (x) > ٠.

یعنی است، برقرار x > e برای قضیه نامساوی راست سمت پس

W (x) < log x− ١
٢
log log x.

داشت خواهیم آنگاه باشد، ٠ < p < ٢ اگر اینصورت غیر در زیرا است، بهترین p = ٢ می�کنیم ثابت حالا

f ′(e) =
p log e− ١−W (e)

p e(١+W (e)) log e
=

p− ١− ١
p e(١+ ١)

=
p− ٢
٢p e

< ٠.
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است. x > e برای قضیه نامساوی راست سمت در log log x برای ضریب بهترین −١
٢ یعنی

داریم طرفین از گرفتن لگاریتم با بنابراین و ،eW (x) = x
W (x) که می�گیریم نتیجه (١) رابطه�ی از نامساوی چپ سمت برای

راست سمت از گرفتن لگاریتم با حالا . logW (x) = log x − W (x) نتیجه در ،W (x) = log x − logW (x)

داریم (۵) نامساوی
logW (x) 6 log log x.

نتیجه در . log x−W (x) 6 log log x داشت، خواهیم بنابراین
log x− log log x 6 W (x).

ثابت را امر این خلف برهان با است، log log x برای ضریب بهترین −١ ،W (x) پایین کران برای که می�کنیم ثابت حالا
یک کردن کم و اضافه با حالا . log x− q log log x 6 W (x) داریم بنابراین باشد، بهترین q < ١ می�کنیم فرض می�کنیم

داریم q به واحد
log x− ((q − ١) + ١) log log x 6 W (x).

است معادل زیر نامساوی با نیز نامساوی این
log x− (q − ١) log log x− log log x 6 W (x).

داشت خواهیم نتیجه در
W (x)− log x+ log log x > −(q − ١) log log x = (١− q) log log x.

می�گیریم حد x → ∞ وقتی نامساوی این طرفین از
lim
x→∞

(W (x)− log x+ log log x) > lim
x→∞

(١− q) log log x,

داشت خواهیم (٣) رابطه�ی از استفاده با است، ١− q > ٠ چون
lim
x→∞

(W (x)− log x+ log log x) = ٠ > lim
x→∞

(١− q) log log x = ∞,

پایان به اثبات ترتیب این به و است، log log x برای ضریب بهترین −١ نیز پایین کران برای بنابراین است. تناقض این و
می�رسد.

داریم x > e هر برای .٢.٢ قضیه

log x− log log x+
١
٢
log log x

log x
6 W (x) 6 log x− log log x+

e

e− ١
log log x

log x
.

شود. رجوع [١] به اثبات.

می�دهیم قرار باشند. نامنفی حقیقی عدد b و مثبت حقیقی عدد a کنید فرض .٣.٢ قضیه

f(x) =
١
a
x log x− bx. (۶)

داریم x > eab−١ برای دهید نشان

f−١(x) =
ax

W (ae−abx)
. (٧)

داریم x → ∞ وقتی علی�الخصوص

f−١(x) ∼ ax

log x
.
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بوده یک به یک x > eab−١ برای نتیجه در است، صعودی اکیداً x > eab−١ برای f(x) تابع می�کنیم ثابت ابتدا اثبات.
می�آوریم. بدست لامبرت تابع از استفاده با آن�را معکوس سپس است، معکوس�پذیر بنابراین و

f ′(x) =
١
a
log x+

١
a
− b =

log x+ ١− ab

a
,

اکیداً x > eab−١ برای تابع که می�کنیم ملاحظه مشتق تابع علامت تعیین از استفاده با است، مشتق تابع ریشه x = eab−١

رابطه�ی طرفین می�آوریم. بدست x > eab−١ برای را تابع این معکوس لامبرت تابع تعریف کمک به حالا است. صعودی
است. معادل زیر رابطه�ی با رابطه این . yxa = log x− ab داریم، نتیجه در کرده، تقسیم x بر و ضرب a عدد در را (۶)

e
y
x
a = elog x−ab = elog xe−ab = xe−ab.

داریم بنابراین می�کنیم. ضرب y
xa در را معادله این طرفین

y

x
ae

y
x
a =

y

x
axe−ab = aye−ab,

است معادل زیر رابطه�ی با نیز رابطه این و ،W
(
aye−ab

)
= y

xa داریم (١) رابطه��ی با بالا معادله مقایسه�ی با

x =
ay

W (ae−aby)
,

یعنی می�باشد. نظر مورد تابع معکوس همان این و

f−١(x) =
ax

W (ae−abx)
.

داشت خواهیم x → ∞ وقتی نتیجه در .W (x) = log x+O (log log x) داریم، (۴) رابطه�ی طبق x → ∞ وقتی
W (x) ∼ log x,

داریم x → ∞ وقتی مجانبی، رابطه�ی این به توجه با

W
(
ae−abx

)
∼ log

(
ae−abx

)
= log a+ log x+ log e−ab = log x+ log a− ab = log x+O(١).

داشت خواهیم x → ∞ که وقتی بنابراین

W
(
ae−abx

)
∼ log x.

داریم (٧) رابطه�ی به توجه با

f−١(x) ∼ ax

log x
,

می�رسد. پایان به اثبات ترتیب این به و
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اگراوال کسری انتگرال برای مینکوفسکی نامساوی

گاهی آ حمزه
بابل صنعتی دانشگاه

باباخانی عزیزاله
بابل صنعتی دانشگاه

فلاح* فرانک
بابل صنعتی دانشگاه

چکیده

این نتایج می�پردازیم. اگراوال کسری انتگرال برای مینکوفسکی نوع از نامساوی�هایی بررسی به ما مقاله این در
می�شود. شامل را کسری انتگرال حوزه در قبلی نتایج تمام مقاله

اگراوال٣ کسری انتگرال ریمان-لیوویل٢، کسری انتگرال مینکوفسکی١، نامساوی کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 26A33, 26D15

مقدمه ١

کسری، انتگرال�های معروف�ترین از یکی .[۴] می�کنند ایفا ریاضی علم زمینه�های همه�ی در مهمی نقش کسری انتگرال�های
ریمان-لیوویل- کسری انتگرال از تعمیمی عنوان -به [١] اگراوال توسط ٢٠١٠ سال در که است اگراوال کسری انتگرال

شد: معرفی

باشد: می زیر صورت به f(t) تابع برای SαP اگراوال کسری انتگرال .١.١ تعریف

Sα⟨a,t,b,p,q⟩f(t) = p

∫ t

a
kα(t, τ)f(τ)dτ + q

∫ b

t
kα(τ, t)f(τ)dτ = SαP f(t)

α > ٠ پارامتر به معمولا که است هسته یک kα(t, τ) و P = ⟨a, t, b, p, q⟩ ،p, q ∈ R ، t ∈ (a, b) که به�طوری
می�باشد. وابسته

،kα(t, s) := ١
Γ(α)(t− τ)α−١ برای .٢.١ ملاحظه

شود: می نتیجه ریمان-لیوویل چپ کسری انتگرال آنگاه ،P = P١ = ⟨a, t, b, ١, ٠⟩ اگر •

SαP١
f(t) =

∫ t

a

١
Γ(α)

(t− τ)α−١f(τ)dτ = Jαa+f(t)

می�آید: دست به ریمان-لیوویل راست کسری انتگرال آنگاه باشد، ،P = P٢ = ⟨a, t, b, ٠, ١⟩ اگر •

SαP٢
f(t) =

∫ b

t

١
Γ(α)

(τ − t)α−١f(τ)dτ = Jαb−f(t).

*سخنران

١Minkowski’s inequality
٢The Riemann-Liouville fractional integral
٣Agrawal’s fractional integral
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شود: می حاصل ۴ ریس کسری انتگرال آنگاه P = P٣ = ⟨a, t, b, ١٢ ,
١
٢⟩ اگر •

SαP٣
f(t) =

١
٢
SαP١

f(t) +
١
٢
SαP٢

f(t) =
١
٢
Jαa+f(t) +

١
٢
Jαb−f(t).

به است. شده نگارش -لیوویل ریمان کسری انتگرال روی مینکوفسکی نامساوی با ارتباط در زیادی مقالات جدیداً
کلاسیک نتایج از تعمیمی عنوان به -لیوویل ریمان کسری انتگرال برای را زیر قضیه�های دهمانی۵ ٢٠١٠ سال در مثال، �عنوان

داد. ارائه [٣]

، t > ٠ همه برای �که �طوری به باشند، [٠,∞[ روی مثبت توابع g و f و s ≥ ١ ،α > ٠ کنید فرض .٣.١ قضیه
آنگاه: ،τ ∈ [٠, t] ،٠ < m ≤ f(τ)

g(τ) ≤ M اگر .Jα٠+gs(t) < ∞ ،Jα٠+fs(t) < ∞

[
Jα٠+f s(t)

] ١
s
+

[
Jα٠+gs(t)

] ١
s ≤ ١+M(m+ ٢)

(m+ ١)(M + ١)

[
Jα٠+(f + g)s(t)

] ١
s
.

،t > ٠ همه برای طوری�که به باشند (٠,∞) روی مثبت توابع g و f و s ≥ ١ ،α > ٠ کنید فرض .۴.١ قضیه
آنگاه ،τ ∈ [٠, t] ،٠ < m ≤ f(τ)

g(τ) ≤ M اگر .Jα٠+gs(t) < ∞ و Jα٠+fs(t) < ∞

[
Jα٠+f s(t)

] ٢
s
+

[
Jα٠+gs(t)

] ٢
s ≥ (

(M + ١)(m+ ١)
M

− ٢)
[
Jα٠+f s(t)

] ١
s
[
Jα٠+gs(t)

] ١
s
.

کنیم. اثبات اگراوال کسری انتگرال برای را فوق قضیه�های تعمیم داریم قصد ما مقاله این در

اصلی نتایج ٢

فرض نامنفی هسته یک kα(t, τ) همواره بخش این مطالب در ضمنا می�شود. اشاره مقاله این اصلی مطالب به بخش این در
هستند. نامنفی q و p پارامترهای و شده

،t > ٠ همه برای �که �طوری به باشند، [٠,∞[ روی مثبت توابع g و f و s ≥ ١ ، α > ٠ کنید فرض .١.٢ قضیه
داریم: آنگاه τ ∈ [٠, t] ،٠ < m ≤ f(τ)

g(τ) ≤ M اگر .SαP gs(t) < ∞ ،SαP fs(t) < ∞

[
SαP f s(t)

] ١
s
+

[
SαP gs(t)

] ١
s ≤ ١+M(m+ ٢)

(m+ ١)(M + ١)

[
SαP (f + g)s(t)

] ١
s
.

نوشت: می�توان τ ∈ [٠, t] ،f(τ)g(τ) ≤ M شرط از استفاده با اثبات.

(M + ١)sfs(τ) ≤ M s(f + g)s(τ). (١)

بازه�ی در τ روی نامساوی از گیری انتگرال با سپس و ضرب τ ∈ (a, t) ،pkα(t, τ) در را (١) رابطه�ی طرفین از ابتدا
می�رسیم. زیر نتیجه�ی به (a, t)

p

∫ t

a
kα(t, τ)f

s(τ)dτ ≤ (
M

M + ١
)s(p

∫ t

a
kα(t, τ)(f + g)s(τ)dτ). (٢)

۴Riesz’s fractional integral
۵Dahmani
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می�شود: حاصل زیر نتیجه�ی τ روی گیری انتگرال و τ ∈ (t, b) ،qkα(τ, t) در (١) رابطه طرفین ضرب با مشابه به�طور و

q

∫ b

t
kα(τ, t)f

s(τ)dτ ≤ (
M

M + ١
)s(q

∫ b

t
kα(τ, t)(f + g)s(τ)dτ). (٣)

می�شود: حاصل زیر نتیجه�ی (٣) و (٢) رابطه�ی دو ترکیب با ]سپس
SαP fs(t)

] ١
s ≤ M

M + ١

[
SαP (f + g)s(t)

] ١
s
. (۴)

بنابراین ،mg(τ) ≤ f(τ) چون دیگر، طرف از

(١+
١
m
)sgs(τ) ≤ (

١
m
)s(f(τ) + g(τ))s (۵)

داریم: زیر صورت به نیز g برای مشابه طور به ]و
SαP gs(t)

] ١
s ≤ ١

m+ ١

[
SαP (f + g)s(t)

] ١
s (۶)

می�رسیم. مطلوب نتیجه به (۴) و (۶) نامساوی دو افزودن با نتیجه در و

به�دست (٣.١) قضیه آنگاه ،P = ⟨a, t, b, ١, ٠⟩ ،kα(t, s) := ١
Γ(α)(t − s)α−١ اگر بالا، قضیه�ی در .٢.٢ ملاحظه

می�آید.

،t > ٠ همه برای طوری�که به باشند (٠,∞) روی مثبت توابع g و f و s ≥ ١ ، α > ٠ کنید فرض .٣.٢ قضیه
آنگاه ،τ ∈ [٠, t] ،٠ < m ≤ f(τ)

g(τ) ≤ M اگر .Sα⟨a,t,b,٠,q⟩g
s(t) < ∞ و Sα⟨a,b,p,٠⟩f

s(t) < ∞

[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩f

s(t)
] ٢

s
+

[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩g

s(t)
] ٢

s
+

[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩f

s(t)
] ٢

s
+

[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩g

s(t)
] ٢

s

≥ (
(M + ١)(m+ ١)

M
− ٢)

[
Sα⟨a,b,p,٠⟩f

s(t)
] ١

s
[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩g

s(t)
] ١

s

+(
(M + ١)(m+ ١)

M
− ٢)

[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩f

s(t)
] ١

s
[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩g

s(t)
] ١

s
.

داریم: ،(۴) و (۶) رابطه�ی دو کردن ضرب با .P = ⟨a, t, b, p, ٠⟩ دهید قرار اثبات.

(m+ ١)(M + ١)
M

[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩f

s(t)
] ١

s
[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩g

s(t)
] ١

s ≤
([

Sα⟨a,t,b,p,٠⟩(f(t) + g(t))s
] ١

s
)٢

. (٧)

است: برقرار زیر اگراوال انتگرال برای مینکوفسکی نامساوی که می�شود اثبات آسانی ]به
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩(f(t) + g(t))s

] ١
s ≤

[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩f

s(t)
] ١

s
+

[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩g

s(t)
] ١

s
. (٨)

داریم: (٧) رابطه�ی و (٨) رابطه از استفاده با نتیجه در

(m+ ١)(M + ١)
M

[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩f

s(t)
] ١

s
[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩g

s(t)
] ١

s

≤
[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩f

s(t)
] ٢

s
+

[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩g

s(t)
] ٢

s
+ ٢

[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩f

s(t)
] ١

s
[
Sα⟨a,t,b,p,٠⟩g

s(t)
] ١

s
. (٩)

٣–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

اگراوال کسری انتگرال برای مینکوفسکی نامساوی سخنرانی

۴٨



آنگاه ،P = ⟨a, b, ٠, q⟩ وقتی مشابه طور به

(m+ ١)(M + ١)
M

[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩f

s(t)
] ١

s
[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩g

s(t)
] ١

s

≤
[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩f

s(t)
] ٢

s
+

[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩g

s(t)
] ٢

s
+ ٢

[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩f

s(t)
] ١

s
[
Sα⟨a,t,b,٠,q⟩g

s(t)
] ١

s(١٠)

می�رسیم. مطلوب نتیجه به (٩) و (١٠) رابطه�ی دو ترکیب با سرانجام

به�دست (۴.١) قضیه آنگاه ،P = ⟨a, t, b, ١, ٠⟩ ، kα(t, s) := ١
Γ(α)(t− s)α−١ اگر بالا، قضیه�ی در .۴.٢ ملاحظه

می�آید.
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گراف انعطاف�ناپذیری

مهدیون حسین
قائمی محمد�رضا
حسن�زاده مژگان
زنجان دانشگاه

* مهدیون حسین
زنجان دانشگاه

چکیده
گراف�های از مولکولی ساختار�های ویژه به عملی مسائل در که است گراف ویژگی�های از یکی انعطاف�ناپذیری
انعطاف�ناپذیر را G = (V,E) ساده گراف دارد. فراوان کاربرد سازه�ها مهندسی همچنین و حسی شبکه�های شیمیایی،
خمیدگی ایجاد باعث دیگر به�عبارت یا و ندهد تغییر را آن کلی چار��چوب گراف ساختار بر فشار کردن وارد هرگاه گویند
امر این برای لازم یال�های تعداد حداقل و گراف انعطاف�ناپذیری برای نیاز مورد شرایط مقاله این در نشود. یال�ها در
الگوریتم را آن که می�کنیم ارائه صفحه در گراف انعطاف�ناپذیری تعیین برای الگوریتمی ادامه در و می�کنیم بررسی را
از دسته�ای انعطاف�ناپذیری شرایط از استفاده با و تعریف را گراف�ها دسته�بندی مفهوم همچنین نامیده�ایم. انعطاف١

می�دهیم. قرار بررسی مورد هستند انعطاف�ناپذیر گراف�های به تجزیه قابل که را گراف�ها

گراف. ساختار انعطاف�نا�پذیری، کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

را G گراف اویلر شد. مطرح ١٧٧۶ سال در اویلر٢ توسط ریاضیات در گراف یک چارچوب انعطاف�ناپذیری مفهوم بار اولین
این در باشد. همنهشت G اولیه چار�چوب با ،G ساختار به فشار هر کردن وارد از حاصل چار�چوب اگر خواند انعطاف�نا�پذیر
،G = (V,E) گراف برای چار�چوب یک از منظور بود. خواهد R٢ یا دوبعدی فضای در چار�چوب�ها حول ما بحث مقاله

است. G در یال�ها همان یا آن�ها بین اتصال�های و رأس�ها از مجموعه�ای

و جهت بدون گراف یک G = (V,E) که، می�دهیم نمایش (G, p) زوج با را G گراف از چارچوب یک .١.١ تعریف
p(u) ̸= p(v) باشیم: داشته uv ∈ E هر برای طوری�که است، R٢ فضای به V از نگاشت یک p

چارچوب�ها مقاله این در است. صفحه در v رأس گرفتن قرار محل مختصات ،v ∈ V رأس هر برای p(v) از منظور
را uv ∈ E یال هر طول همچنین و هستند صفحه در راست خطوط صورت به یال�ها و می�شوند بررسی بعدی دو فضای در

می�گیریم. نظر در صفحه در p(v) و p(u) نقطه دو بین اقلیدسی فاصله

دو هر در یال این طول ،uv ∈ E یال هر برای هرگاه گوییم، معادل را (G, p١) و (G, p٠) چار�چوب دو .٢.١ تعریف
چار�چوب دو هر در رأس دو فاصله u, v ∈ V رأس دو هر برای هرگاه گوییم، همنهشت را آنها و باشد یکسان چارچوب

دیگر عبارت به نباشد. آنها بین یالی اگر حتی باشد، برابر باهم

∀ u, v ∈ V ||p٠(u)− p٠(v)∥ = ||p١(u)− p١(v)∥
*سخنران

١rigidity algorithm
٢Euler
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(G, p١) چار�چوب هر و ε مانند کوچکی مثبت عدد برای هرگاه گوییم انعطاف�ناپذیر را (G, p٠) چوب چار .٣.١ تعریف
باشد: برقرار زیر رابطه باشد آمده بدست رأس�ها بر متوالی فشار اثر در که (G, p٠) با معادل

∀v ∈ V ∥p٠ (v)− p١ (v)∥ < ε

گراف، بر فشار اعمال از حاصل دیگر چار�چوب هر در هرگاه گوییم انعطاف�نا�پذیر صفحه در را چار�چوب یک دیگر به�عبارت
همنهشت اولیه چار�چوب با آمده، به�دست جدید چار�چوب هر این�ترتیب به شود. حفظ صفحه در v دلخواه رأس� مختصات
همنهشت که می�دهد نشان را معادل چار�چوب دو زیر شکل می�ماند. ثابت نیز یال�ها طول چار�چوب تغییر این در بود. خواهد

نیستند.

است. متفاوت چار�چوب دو در v٣ و v١ رأس دو بین فاصله زیرا نیستند همنهشت ولی شده حفظ یال�ها طول چون معادلند چار�چوب دو این :١ شکل

(G, p) آن برای که باشد داشته وجود p مانند نگاشتی اگر که معنی این به است عمومی ویژگی یک انعطاف�ناپذیری
را شرایطی ادامه در بود. خواهد انعطاف�ناپذیر (G, q) نیز q مانند دیگر نگاشت هر برای آن�صورت در باشد انعطاف�ناپذیر

کرد. بررسی گراف�ها مورد در را انعطاف�ناپذیری جبری تعریف یک با بتوان که می�کنیم بررسی

G انعطاف�ناپذیری و گراف از انعطاف ماتریس ٢

E = {e١, e٢, ..., em} یالی مجموعه و V = {v١, v٢, ..., vn}رئوس مجموعه با گراف Gیک = (V,E) کنید فرض
می�نگارد. صفحه در j = ١, ٢, ..., n ،(xj , yj) مرتب زوج یک به را G از vi رأس هر که باشد نگاشتی p نیز و باشد
MG,p سطر هر است. m × ٢n ماتریس یک که می�دهیم نمایش MG,p نماد با را (G, p) چار�چوب انعطاف ماتریس
می�گیریم. نظر در MG,p انعطاف ماتریس در ستون دو G گراف از رأس هر به�ازای و است E مجموعه از یال یک با متناظر
آن�صورت در باشد شده واقع (xk, yk) و (xj , yj) رأس دو بر ei اگریال که می�شود تعیین این�صورت به MG,p درایه�های

ai,٢j−١ = xj − xk , ai,٢j = yj − yk

می�سازیم. را زیر شکل گراف از انعطاف ماتریس مثال برای می�گیریم. نظر در صفر را MG,p از iام سطر درایه�های سایر
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MG,p =


x١ − x٢ y١ − y٢ x٢ − x١ y٢ − y١ ٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ x٢ − x٣ y٢ − y٣ x٣ − x٢ y٣ − y٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ x٣ − x۴ y٣ − y۴ x۴ − x٣ y۴ − y٣

x١ − x۴ y١ − y۴ ٠ ٠ ٠ ٠ x۴ − x١ y۴ − y١
٠ ٠ x٢ − x۴ y٢ − y۴ ٠ ٠ x۴ − x٢ y۴ − y٢


،e ∈ E یال هر برای نیز و باشد انعطاف�ناپذیر هرگاه گوییم مینیمال انعطاف�ناپذیر را G = (V,E) گراف .١.٢ تعریف

باشد. انعطاف�پذیر G− e گراف

باشیم داشته G از X زیر�گراف هر برای هرگاه است صفحه در مینیمال انعطاف�نا�پذیر G گراف (لمان٣[٣]) .٢.٢ قضیه
.|E| = ٢|V | − ٣ نیز و |E(X)| ≥ ٢|V (X)| − ٣

هرگاه است مینیمال انعطاف�ناپذیر G از (G, p) چار�چوب .٣.٢ لم

.rankMG,p = ٢|V | − ٣

G گراف انعطاف�ناپذیری تعیین الگوریتم ٣

با مرحله هر در و K٢ گراف از می�توان را انعطاف�ناپذیر گراف هر که است شده استفاده واقعیت این از لمان قضیه اثبات در
لمان قضیه شرط در باید مرحله هر در شده ایجاد گراف زیر آورد. بدست قبلی کوچکتر گراف زیر به رأس یک کردن اضافه
کنیم. استفاده ساده�ای روش از کردیم سعی مقاله این در شده ارائه الگوریتم در کند. صدق |E(X)| ≥ ٢|V (X)| − ٣ یعنی
به را رأسی مرحله هر ودر می�کنیم شروع G از یال یک با گراف انعطاف�ناپذیری تعیین برای لمان اثبات همانند روش این در
برقرار نیز لمان قضیه شرایط ترتیب این به بسازد. مثلث یک گراف زیر از رأس دو با حداقل که می�کنیم اضافه قبلی گراف زیر

بود. خواهد
Rigidity Algorithm

1: Input connected graph G = (V,E) and X ⊆ V ; such that X = {u, v} and E(X) ̸= ∅.

2: Repeat

3: find a vertex w ∈ V ∖X so that w makes C3 with atleast two other

vertex of X; and add w to X.

4: If there is not such a vertex and X ̸= V then print ” G is not rigid”.

5: Until X = V or there is not w .

6: if X = V then print ” G is rigid”.

7: End.
٣Leman
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اصلی نتایج ۴

جهت بدون گراف در را فراگیر زیر�گراف�های از دسته�بندی یک وجود برای کافی شرایط می�توان شده گفته مطالب از استفاده با
گراف گرافGاست. از مجزا - یال دو�به�دو زیر�گراف�های از مجموعه�ای دسته�بندی یک از منظور کرد. Gبررسی = (V,E)

بماند[٢]. باقی رأس یک فقط یا گردد ناهمبند گراف آن، از رأس k حداقل حذف با هرگاه گوییم k-همبند را G

است. انعطاف�نا�پذیر �۶-�همبند گراف هر یمیینی۴[۴]) و (لوواز .١.۴ قضیه

از بنابراین کرد دسته�بندی ۶-همبند زیر�گراف k از مجموعه�ای به�صورت می�توان را ۶k-�همبند گراف هر که آنجایی از
گرفت: نتیجه چنین می�توان ١.۴ قضیه�ی

دارد. انعطاف�ناپذیر فراگیر زیر�گراف k از دسته�بندی یک ۶k-�همبند گراف هر .٢.۴ نتیجه

رأس هر برای G − v و باشد همبند ۶-یال ،G هرگاه است ,۶)-همبند ٢) گراف یک G = (V,E) گراف گوییم
باشد[٢]. همبند ٢-یال نیز u, v ∈ V رئوس برای G− {u, v} ترتیب به�همین و باشد همبند ۴-یال ،v ∈ V دلخواه

است. انعطاف�ناپذیر ,۶)-همبند ٢) ساده گراف هر وجوردن۵[١]) (جکسون .٣.۴ قضیه

دارد. انعطاف�ناپذیر فراگیر زیر�گراف k از دسته�بندی یک ,۶k)-همبند ٢k) ساده گراف هر .۴.۴ نتیجه
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گراف ها لاپلاسی طیف فاصله

قربانی مجتبی
تهران رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه

حکیمی نژاد* مرجان
تهران رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه

چکیده

n با ،j = ١, ٢ ،Gj گراف لاپلاسی ماتریس طیف µ١(Gj) ≤ µ٢(Gj) ≤ · · · ≤ µn(Gj) کنید فرض
می کنیم: تعریف زیر به صورت را، n مرتبه از G٢ و G١ گراف دو بین لاپلاسی طیف فاصله این صورت در است. رأس

Lσ(G١, G٢) =
n∑

i=١

|µi(G١)− µi(G٢)|.

می کنیم. بررسی را خاص گراف های لاپلاسی طيف فاصله ویژگی های از برخی مقاله، این در

. لاپلاسی فاصله طیف لاپلاسی، ویژه مقادیر گراف، کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 05C05, 05A12, 05C50

مقدمه ١

می دهیم. نشان degG(v) با را v ∈ V (G) رأس هر درجه بگیرید. نظر در یال m و رأس n با را G = (v, e) گراف ساده
که است n × n قطری ماتریس D کنید فرض می نامیم. r-منظم را گراف آن گاه  باشد، r برابر گراف رئوس تمام درجه اگر
از A(G) مجاورت ماتریس ویژه ی مقادیر هستند. صفر درایه ها بقیه و G گراف رئوس درجه آن اصلی قطر روی درایه های
کنید فرض می کنیم. مرتب λ١(G) ≤ λ٢(G) ≤ · · · ≤ λn(G) به صورت را آن ها و نامیده G ویژه مقادیر را G گراف
این در هستند. A مجاورت ماتریس با n مرتبه از G گراف متمایز ویژه مقادیر λ١(G) ≤ λ٢(G) ≤ · · · ≤ λs(G)

می کنیم: تعریف زیر به شکل است، λi(G) ویژه مقدار تکرار مرتبه m(λi) آن در که را G گراف طیف ) صورت
λ١(G) λ٢(G) . . . λs(G)
m(λ١) m(λ٢) . . . m(λs)

)
.

می نامیم[٧]. رأس n روی G٢ و G١ گراف دو طيف فاصله را σ(G١, G٢) =
∑n

i=١ |λi(G١) − λi(G٢)| هم چنین،
بحث موضوع این می شود. تعريف آن ها طيف بردن به کار با دلخواه گراف دو میان كه است فاصله ای  گراف ها، طيف فاصله
جبری تركيبيات و جبرخطی مجله های در زمينه اين در كه متعددی نشده حل مسائل است. گراف جبری نظريه در جديدی
مفهوم دارند. کامپیوتر علوم و شبكه معماری مهندسی، از بخش هايی در مسائل نوع اين اهميت از حكايت شده اند، ظاهر
كشور از آويرو دانشگاه در بروآلدی توسط ٢٠٠۶ سال در كنفرانسی در بار اولين برای رأسی، n گراف دو بين طيف فاصله

شد[٨]. مطرح آن با ارتباط در مسائلی و تعريف برزيل،

*سخنران
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L(G) = D(G)−A(G) به صورت که است n مرتبه ی از و متقارن ماتریس یک ،G گراف از L(G) لاپلاسی ماتریس
از: است عبارت آن درایه های و می شود تعریف

Lij(G) =


−١ باشند مجاور vjو vi ،i ̸= j
٠ نباشند مجاور vjو vi ،i ̸= j
degG(vi) i = j

,

و است صفر برابر لاپلاسی ماتریس از ستون هر با سطر، هر درایه های جمع تعریف، این به توجه با .١ ≤ i, j ≤ n آن در که
مجموعه ای دارای L(G) لاپلاسی ماتریس نیست. معکوس پذیر لاپلاسی ماتریس پس است. صفر برابر آن دترمینان این رو از

به صورت را آن ها و می شود گفته لاپلاسی طیف آن به که است، نامنفی و حقیقی ویژه مقادیر از

٠ = µ١(G) ≤ µ٢(G) ≤ · · · ≤ µn(G)

لاپلاسی طیف آن گاه باشد، G r-منظم گراف طیف ،λ١(G) ≤ λ٢(G) ≤ · · · ≤ λn(G) = r اگر می کنیم. مرتب
مراجع بیشتر جزییات مشاهده برای .٠ = r−λn(G) ≤ r−λn−١(G) ≤ · · · ≤ r−λ١(G) با برابراست G گراف

.[۶] می کنیم تعریف LE(G) =
∑n

i=١

∣∣∣µi(G)− ٢m
n

∣∣∣ به صورت را G گراف لاپلاسی انرژی نمایید. ملاحظه را [١-۵]
ادامه، در

Lσ(G١, G٢) =

n∑
i=١

|µi(G١)− µi(G٢)|,

می نامیم. رأس n روی G٢ و G١ گراف دو لاپلاسی طيف فاصله را
دو و V (G) = V (G) هرگاه گوییم، G گراف مکمل را G می پردازیم. نیاز مورد گراف های از برخی معرفی به اینک
برابر رئوس مجموعه آن در که است گرافی ،L(G) یالی گراف نباشند. مجاور G در اگر تنها و اگر مجاورند G در رأس
مشترک رأس یک در G در آن ها متناظر یال های اگر تنها و اگر مجاورند هم با رأس دو و است G گراف یال های مجموعه
،Sn ،Pn ، Kn با به ترتیب را کامل دوبخشی گراف و n مرتبه از دور گراف ستاره، گراف مسیر، گراف کامل، گراف باشند.
حاصل گراف ٢n کامل گراف از کامل جورسازی یک حذف از که است گرافی ،CPn گراف می دهیم. نشان Kn١,n٢ و Cn

می شود.

اصلی نتایج ٢

لاپلاسی انرژی با آن ها ارتباط بیان و دلخواه گراف  دو لاپلاسی طیف فاصله روی نتایجی ارائه بخش، این در ما اصلی هدف
است.

این صورت در هستند. رأس n با گراف هایی G٢ و G١ کنید فرض .٢ . ١ قضیه

.Lσ(G١, G٢) = σ(G١, G٢) آن گاه باشند، r درجه از منظم G٢ و G١ اگر الف)

.Lσ(G١, G٢) = σ(L(G١), L(G٢)) آن گاه باشند، درخت G٢ و G١ اگر ب)

١ ≤ i ≤ ⌊n/٢⌋ برای λi(G١) ≥ λi(G٢) رابطه ی به ویژه، و باشد r درجه از منظم و دوبخشی G٢ و G١ اگر ج)
.Lσ(G١, G٢) = LE(G١)− LE(G٢) آن گاه باشد، برقرار

.Lσ(G,H) = ٢k این صورت در .H = G− {e١, . . . , ek} کنید فرض .٢ . ٢ قضیه
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این صورت در است. یال m و رأس n با دلخواه گرافی G کنید فرض .٢ . ٣ قضیه

Lσ(Kn, G) = n(n− ١)− ٢m.

آن گاه ،n١ + n٢ = n و n١ ≤ n٢ اگر بگیرید. نظر در یال m و رأس n ≥ ٢ با را G گراف .۴ . ٢ قضیه

Lσ(Kn١,n٢ , G) =


٢(n١n٢ −m) µi(G) < n١ ≤ n٢

٢(n٢ −m+

n٢∑
i=٢

µi(G)) n١ ≤ µi(G) ≤ n٢

٢(n+m− n١n٢ − µn(G)) n١ ≤ n٢ < µi(G)

.

زوج، n > ۴ اگر و Lσ(Kn١,n٢ , CPn
٢
) = ٢n٢

١ آن گاه ،n١ = n٢−٢ و زوج n > ٢ اگر ،۴٬٢ قضیه ی بنابر .۵ . ٢ مثال
Lσ(K١,n−١, CPn

٢
) = n٢−۴n+٢ آن گاه زوج، n ≥ ۴ اگر هم چنین، .Lσ(K٢,n٢ , CPn

٢
) = n٢(n٢−٢) آن گاه

.Lσ(K٢,n−٢, CPn
٢
) = n٢ − ۶n+ ٨ و

r١ ≤ r٢ اگر این صورت در هستند. r٢ و r١ درجه از ترتیب به منظم رأسی n گراف هایی G٢ و G١ کنید فرض .۶ . ٢ قضیه
آن گاه

Lσ(G١, G٢) ≤ σ(G١, G٢) + n(r٢ − r١).

این صورت در نباشد. G گراف مساوی یا بزرگتر آن درجه که به طوری است r-منظم گراف G کنید فرض .٢ . ٧ قضیه

Lσ(G,G) ≤ σ(G,G) + (n− ٢)(n− ٢r − ١).

شده اند. داده نشان خاص گراف های جفت از خانواده شش لاپلاسی طیف فاصله ،١ جدول

گراف Cn Pn Sn CPn
٢

Kn
٢ ,n٢

Kn n(n− ٣) (n− ١)(n− ٢) (n− ١)(n− ٢) n ٢n(n− ٢)

Kn
٢ ,n٢

n
٢ (n− ۴) n٢

٢ − ٢(n− ١) (n٢ − ١)(n− ٢) n
٢ (n− ۴) ٠

CPn
٢

n(n− ۴) n٢ − ۴n+ ٢ n٢ − ۴n+ ٢ ٠ n
٢ (n− ۴)

Sn Bn An ٠ n٢ − ۴n+ ٢ (n٢ − ١)(n− ٢)

Pn ٢ ٠ An n٢ − ۴n+ ٢ n٢

٢ − ٢(n− ١)

Cn ٠ ٢ Bn n(n− ۴) n
٢ (n− ۴)

خاص گراف های جفت از خانواده شش لاپلاسی طیف فاصله :١ جدول

آن در  که

An = ٢
(
n− xn − ١ + ٢

( xn∑
i=١

cos
πi

n
+ cos

π(n− ١)
٢n

))
,

Bn =


n− ٢yn + ٣ + ۴

(
٢

yn∑
i=١

cos
٢πi
n

+ cos
(n+ ١)π

n

)
فرد n

٢
(
n− ٢yn − ٣ + ۴

yn∑
i=١

cos
٢πi
n

)
زوج n

,
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که هنگامی 

xn =

{ [
n
٣
]

نکند عاد را ٣ ،n[
n
٣
]
− ١ کند عاد را ٣ ،n ,

yn =

{ [
n
۶
]

کند عاد را ۶ ،n[
n
۶
]
+ ١ نکند عاد را ۶ ،n .
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پیشنهادی موازی الگوریتم از استفاده با رنگی جورسازی آلفا یافتن

هوشمنداصل محمدرضا
یزد دانشگاه

* علیایی باویل رجعتی میثم
یزد دانشگاه

چکیده

به جدیدی مفهوم و نموده ترکیب هم با را یال ها آمیزی رنگ و رنگی جورسازی ماکزیمم مفهوم دو ما مقاله این در
رنگ های که دارد را این قابلیت یال هر که ویژگی این با ساده گراف یک در داده ایم. ارائه را رنگی جورسازی آلفا نام
به می توان که است مجازی رنگ های تعداد بیشترین رنگی، جورسازی آلفا از منظور دهد. اختصاص خود به را خاصی
شده ی رنگ یالهای تعداد و نباشند هم رنگ گره یک به متصل یال های از کدام هیچ که شرطی به داد، اختصاص یال ها
رنگی جورسازی آلفا یافتن مقاله این در ما هدف بنابراین باشد. برابر آلفا رنگ آن جورسازی ماکزیمم به نسبت رنگ هر
می توانند که است یالهایی بیانگر کلاس، هر می نماییم. استفاده یال ها کلاس بندی رویکرد از مسئله این حل برای است.
می گیریم، نظر در یالها کردن رنگ برای که ترتیبی و کلاس بندی مبنای بر دهند. اختصاص خود به یکسانی رنگهای
هر می کند. حل بازگشتی صورت به را رنگی جورسازی آلفا مسئله ی که داده ایم ارائه PαMC نام به موازی الگوریتم
را رنگ ها تعداد ماکزیمم بتواند تا می پردازد مسیر طولانی ترین یافتن به جورسازی سازی ماکزیمم برای پردازنده ها از یک
درصد ٩٠ حدود بهره وری به رنگ ها تعداد از کمتر یکی پردازنده ها تعداد تعیین با داد خواهیم نشان نماید. آمیزی رنگ

یافته ایم. دست

موازی. الگوریتم های و کلاس بندی یال ها، آمیزی رنگ رنگی، جورسازی آلفا کلیدی: واژه های

مقدمه ١

تحقیقات این که بر علاوه که هستند اساسی مفاهیم جمله از یال ها آمیزی رنگ و جورسازی ماکزیمم مفهوم دو گراف زمینه در
به سزایی نقش مفهوم دو این به مختلف مسئله های تقلیل با و دارند نیز فراوانی کاربرد می پذیرد، صورت زمینه ها این در زیادی
رنگی جورسازی آلفا نام به جدیدی مفهوم مفهوم، دو این نمودن ترکیب با مقاله این در ما می کنند. ایفا مختلف مسائل حل در

شد. خواهد بیان سوم بخش در که می دهیم. ارائه را
می باشد، نظارت با یادگیری مسائل از یکی کلاس بندی است. یال ها کلاس بندی نموده ایم استفاده مقاله این در ما که رویکردی
در می یابد. تخصیص شده مشخص قبل از کلاس یک به داده هر و می باشد مشخص پیش از کلاس ها مسائل نوع این در
قرار کلاس ها از یکی در دهد اختصاص خود به می تواند که رنگهایی به بسته یال هر که داریم کلاس تا ٢K پیشنهادی الگوریتم
صورت به بتوانند که است نموده اضافه الگوریتم به را ویژگی این یال ها کردن کلاس بندی با ما پیشنهادی الگوریتم می گیرد.
یک پردازنده ها این تمام و می شود داده متفاوتی پردازنده های به مختلف کلاس های گام هر در واقع در شوند. اجرا همزمان
محسوب داده چند دستورالعمل یک الگوریتم های جزء ما الگوریتم بنابراین می کنند. اجرا خود کلاس های روی بر را الگوریتم
تداخلی هیچ ستون ها و سطرها نوشتن در پردازنده ها و می نمایند برقرار ارتباط یکدیگر با اشتراکی حافظه ی طریق از و می شود

بنویسند. حافظه روی همزمان صورت به می توانند اجرا روند در آن ها تمام و ندارند یکدیگر با

*سخنران
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باشد بیشینه شده رنگ یال های تعداد که شرط این با است یال ها به مجاز رنگ های تخصیص پژوهش این در ما هدف
پیشنهادی حل راه باشد. شده ایجاد رنگ آن برای جورسازی آلفا یک کنیم بررسی رنگ هر برای را شده رنگ گراف اگر و
و می نماید ایجاد را هم رنگی کلاس های نمود، خواهیم مطرح که تک رنگی ایده ی به توجه با که است موازی الگوریتم یک ما

می کند. رنگ موازی صورت به را ندارند یکدیگر با رنگی نظر از تداخلی هیچ که کلاس هایی
خواهیم مسئله شرح به سوم بخش در سپس می  کنیم. اشاره پیشنهادی مسئله با مرتبط کارهای به دوم بخش در ادامه در
و می پردازیم خود پیشنهادی روش تحلیل به پنجم بخش در و نموده بیان را خود پیشنهادی الگوریتم چهارم بخش در پرداخت.

نمود. خواهیم بیان را حاصل نتایج ششم بخش در نهایت در

پیشینیان کارهای ٢

با پژوهش ها سایر در .[١] می شود حل جمله ای چند زمان در ادموند الگوریتم توسط جورسازی ماکزیمم یافتن مسئله ی
و کاسوفسکی آریان پژوهش در مثال عنوان به می  کنند. مطرح را متنوعی مسائل می دهند قرار گراف روی بر که ویژگی هایی
وزندار گراف  های برای رودا و دی مایو یا و .[٢] می باشد نامتجانس شبکه های در جورسازی ماکزیمم یافتن هدف همکارانش

.[٣] است برده بهره خطی ریزی برنامه از که داده اند ارائه جورسازی ماکزیمم وزن کردن کمینه برای الگوریتمی

مسئله شرح ٣

f : E → P(C) تابع بگیرید. نظر در را C = {c١, c٢, . . . cK} مختلف رنگ K و یال M رأس، N با G(V,E) گراف
این در یال هر دهد. تخصیص خود به می تواند یال هر که است مجازی رنگ های بیان گر که است شده داده ورودی عنوان به
بیشترین کردن رنگ ما هدف بالا شرایط گرفتن نظر در با است. داده اختصاص خود به را C رنگ  های از مجموعه ای زیر گراف
که هستیم این دنبال به واقع در نباشند. همرنگ رأس یک به متصل یال های از کدام هیچ که شرطی به است یال ها تعداد
بدهد. را رنگی جورسازی آلفا یک تشکیل رنگ ها از کدام هر که شرط این با کنیم رنگ گراف در را یال ها تعداد بیشترین
فرم به یال هایی مجموعه ی با القایی گراف زیر رنگ هر برای اگر می کنیم. تعریف زیر صورت به ریاضی بیان با را مسئله
شده رنگ یال های واقع در کند. صدق زیر شرایط در که هستیم هایی Bi دنبال به دهیم. تشکیل را Ai = {e | e ∈ ci}

می دهد. ما به را رنگی جورسازی آلفا ها Bi در

1- Bi is an arbitrary matching in Ai

2- ∀i,j,i 6=jBj ∩Bi = ∅
3- α|Mi| ≤ |Bi|

متناظر رنگی جورسازی آلفا و گراف (آ)

صورت به را دهند اختصاص خود به رنگ یک می توانند تنها که یال هایی ما اگر که است صورت این به رنگی  آمیزی ایده ی
را الگوریتم روند تک رنگی ایده ی گرفتن نظر در با نمی کند. ایجاد جورسازی کردن ماکزیمم در تداخلی هیچ کنیم، رنگ مجزا

کنیم. رنگ موازی صورت به را ندارند یکدیگر با تداخلی هیچ که کلاس هایی اجرا روند طول در که می نماییم تعیین طوری

پیشنهادی الگوریتم ۴

نموده ایم. استفاده رنگی جورسازی آلفا مسئله حل برای زیر شرح به موازی الگوریتم های رویکرد از مقاله این در ما
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Algorithm 1 PαMC algorithm
1: Input: Graph and function f
2: Create color edge Graph
3: Classification
4: Find α Matching for one color classes
5: Find α Matching for two color classes
6: for i = 3 : 2K do
7: Find α Matching for i color classes
8: end for
9: Output: Coloring α Matching

یال  ها، رنگ ماترسی ایجاد برای تابع زیر پنج از الگوریتم این می دهد. نشان را برنامه اجرای روند PαMC الگوریتم
ادامه در که است شده تشکیل رنگ ها دو از بیش و رنگ ها دو رنگ ها، تک برای جورسازی آلفا یافتن آن ها، کلاس بندی
و اول ستون های سطر هر در و می باشد سطر دارای گراف یال های تعداد به یال  ها رنگ ماتریس می پردازیم. آن ها بیان به
چه می تواند سطر هر یال که می دهد نشان I+٢ تا ٣ ستون های و می باشد سطر آن یال به متصل راس دو نشان دهنده ی دوم

دهد. اختصاص خود به را رنگ هایی
می  کند کلاس بندی رنگ ها حسب بر را یال ها تابع این می شود. داده کلاس بندی تابع به ورودی عنوان به یال  ها رنگ ماتریس

نماید. مشخص را آن  کلاس یال هر برای تا می کند اضافه یال  ها رنگ ماتریس انتهای به ستون یک نهایت در و
این در زیرا ندارد. تفاوتی جورسازی آلفا تولید برای رنگ تک کلاس یک یال های از کدام هر انتخاب رنگ، تک کلاس های در
می گردد گراف در مسیرهای طولانی ترین یافتن دنبال به و دهند. اختصاص خود به را رنگ یک می توانند تنها یال ها کلاس ها

کند. ماکزیمم را جورسازی یال های تعداد تا
کلاس های اگر و ندارند وجود رنگ تک کلاس های دیگر داریم اطمینان رنگ، تک کلاس های جورسازی آلفا برنامه اجرای از پس
این رنگ های با که دارند رنگ یک حداقل نیستند کلاس این در که همسایه ای یال های داریم اطمینان کنیم رنگ را رنگی دو
موازی صورت به را الگوریتم بخواهیم اگر می باشد. رنگی دو کلاس های سازی موازی توجه قابل نکته است. متفاوت کلاس
را آنها از I  -١ حداکثر اما باشند. نداشته یکدیگر با تداخلی یال ها کردن رنگ که باشیم داشته دقت باید نماییم سازی پیاده

است. زیر شرح به الگوریتم که کرد رنگ هم زمان صورت به می توان

Algorithm 2 Find α Matching for two color classes
Input: two color classes

2: while ( do until exist one color class)
for i = 1 : K and i ̸= j (inparallel) do

4: for j = 1 : K do
Find α Matching for j

6: Update classes
Find Maximum Matching for one color classes

8: end for
end for

10: end while
Output: G without any one color classes

حداقل نیستند رنگی چند کلاس های در که همسایه ای یال های داریم اطمینان رنگی دو کلاس های جورسازی آلفا همانند
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یافتن برای رنگی دو آمیزی رنگ ایده ی مشابه ایده یک از بنابراین است. متفاوت کلاس این رنگ های با که دارند رنگ یک
می کنیم. استفاده رنگ چند کلاس های جورسازی ماکزیمم

نداشته تداخل یکدیگر با کلاس ها آمیزی  رنگ  از کدام هیچ مرحله هر در که شرط این با مختلف مرحله های در را الگوریتم روند
مرحله هر در می کنیم. رفتار رنگی دو با مشابه الگوریتم روند در تغییر یک با رنگی k کلاس بندی های در می کنیم. اجرا باشد
کلاس هر که است صورت این به نظر مورد تغییر می کنیم. رنگ موازی صورت به را دارند اشتراک ام i رنگ در که کلاس هایی
بنابراین می باشد. باقیمانده رنگ K-١ نماینده ی که دیگر رنگ و ام i رنگ رنگ، یک می گیریم نظر در رنگ دو را رنگی k
تکرار نتیجه در می کنند. رنگ را ندارند هم با اشتراکی هیچ و هستند i رنگ مخالف که رنگی I-١ پردازنده ها مرحله هر در

می یابد. تغییر i = ⌈(i− ١)!÷ (i−K)! ∗ (K − ١)! ∗ (i− ١)⌉ صورت به دوم حلقه

عملی نتایج و ارزیابی ۵

تعداد الگوریتم به توجه با .O(n∗m٢ ∗Kk+١/p∗K) با بود خواهد برابر زمان پبیشنهادی الگوریتم اجرای زمان تحلیل با
را خود الگوریتم کارایی، مقایسه برای می باشد. رنگ ها تعداد از کمتر یکی برابر یال ها کردن رنگ برای مناسب پردازنده های
روش سرعت افزايش و بهره وری نرخ یک جدول در ادامه در نموده ایم. مقایسه برابر آلفای با روش همین سریال حالت با
با می باشد پردازنده چند کامپيوتر يک به پردازنده تک کامپيوتر يک در موازی الگوريتم يک اجرای زمان نسبت که پیشنهادی

است. شده داده نشان رنگ ١٠ تا ١ برای مختلف پردازنده های تعداد

Table :١ پردازنده تک به نسبت مختلف پردازنده های تعداد با پیشنهادی روش سرعت افزايش و بهره وری نرخ

# of cpu ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠
mean sp for ١:١٠ color ٠٬٩٧ ١٬۶٩ ٢٬۶٢ ٣٬٧۴ ۴٬٨٣ ۵٬٩٩ ٧٬٠۶ ٨٬٢٠ ٩٬٢٢

mean E ۴٨٬۵ ۵۶٬۴ ۶۵٬۴ ٧۴٬٧ ٨٠٬۴ ٨۵٬۶ ٨٨٬٢ ٩١٬١ ٩٢٬٢

نتیجه ۶

جدیدی تعریف دهند، اختصاص خود به را مختلف رنگ چند می توانند که دارد را ویژگی این آن یال های که گراف هایی برای ما
کلاس بندی می نماید. استفاده رنگی یال های کلاس بندی ایده ی از پیشنهادی راه کار داده ایم. ارائه را رنگی جورسازی آلفا نام به
با و نماید. اجرا موازی صورت به را الگوریتم مختلف بخش های بتوانند که است نموده اضافه الگوریتم به را ویژگی این یال ها

برسد. درصد ٩٠ حدود بهره وری به سریال حالت با مقایسه در رنگ ها تعداد از کمتر یکی پردازنده، تعداد تعیین
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GMRES(m) روش همگرایی تسریع برای هوشمند ابتکاری روش یک ارائه

فاضلی شاهزاده سیدابوالفضل
کامپیوتر علوم گروه ریاضی، دانشکده یزد، دانشگاه

موازی پردازش آزمایشگاه یزد، دانشگاه

* زارچ انتظاری محدثه
کامپیوتر علوم گروه ریاضی، دانشکده یزد، دانشگاه

موازی پردازش آزمایشگاه یزد، دانشگاه

دولتشاهی محمد باقر
کامپیوتر و برق دانشکده یزد، دانشگاه

موازی پردازش آزمایشگاه یزد، دانشگاه

چکیده

دستگاه های این حل برای مهم روش یک شود. می مطرح Ax = b خطی دستگاه حل کاربردها، از وسیعی دامنه در
در می دهند. نشان GMRES(m) با را آن که است یافته تعمیم باقی مانده مینیمم روش تُنُک، بزرگ غیرمتقارن خطی
پیاده سازی نتایج است. شده ارائه GMRES(m) روش همگرایی تسریع برای هوشمند ابتکاری روش یک مقاله، این
خوب کارایی فلوریدا١، دانشگاه تُنُک ماتریس های مجموعه از استاندارد ماتریس های از تعدادی روی بر پیشنهادی روش

می کند. تأیید را روش این

مصنوعی هوش ابتکاری، الگوریتم های جمرس٢، کلیدی: واژه های

مقدمه ١

خطی مسأله یک حل به نیاز کاربردی علوم مسائل از بسیاری عددی جواب های تقریباً که نمود بیان باید حقیقت یک عنوان به
می شود: استفاده زیر روش دسته دو از یکی از معمولا خطی دستگاه های حل برای عددی محاسبات در دارند. Ax = b

مستقیم روش های -

تکراری روش های -

ماتریس بعد اگر کرد. استفاده شده گفته روش های از یکی از می توان ،A ماتریس بعد و خطی دستگاه ضرایب به توجه با
از روش ها این کرد. استفاده LU تجزیه و گوس-جردن گوس، حذفی روش نظیر مستقیم روش های از می توان باشد کوچک

شوند. انجام جواب، آمدن بدست از قبل باید گام ها این که می شوند تشکیل گام متناهی تعداد یک
می تواند کاربر یک و هستند دستگاه جواب برای تقریب ها از دنباله یک محاسبه بر مبتنی تکراری روش های دیگر طرف از
نسبتاً A ماتریس اگر کند. متوقف را برنامه شد، کامل تکرار معین تعداد یک یا آمد، بدست معین دقت با جواب یک هرگاه
ذخیره سازی فضای و طولانی زمان به نیاز علت به ماتریس مثلثی سازی بر مبتنی مستقیم روش های از استفاده باشد، بزرگ

*سخنران

١The University of Florida Sparse Matrix Collection
٢GMRES
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قابل به طور و می رود بین از مثلثی سازی فرآیند طی در بودن تنک و هستند تُنُک مسائل بیشتر همچنین نمی شوند. توصیه زیاد
تغییر را A ماتریس که گردد استفاده تکراری روش های از می شود توصیه مسائلی چنین حل برای می یابد. توسعه ملاحظه ای

نمی دهد.
اختصار به یا یافته تعمیم باقی مانده مینیمم روش است، کرده پیدا زیادی کاربرد امروزه که تکراری روش های از یکی
،GMRES روش خوب کارایی وجود با است[١]. شده ارائه شولتز و سعد توسط که می باشد GMRES(m) روش
در تسریع موجب به طوری که بخشید، بهبود را روش این کارایی آن ساختار در تغییراتی ایجاد با می توان که می رسد نظر به
روش در متغیرها بروزرسانی نحوه ی در تغییراتی هوشمند ابتکاری روش یک از بهره گیری با مطالعه، این در شود. آن همگرایی
خوب کارایی استاندارد، ماتریس های از تعدادی روی بر پیشنهادی روش پیاده سازی نتایج می شود. داده GMRES(m)

می کند. تأیید را روش این

یافته تعمیم باقی مانده مینیمم روش ٢

کرایلف۴ زیرفضای برای V = [v١, v٢, . . . , vk] پایه نرمال بردار یک [٢] آرنولدی٣ فرآیند از استفاده با GMRES روش
است. اولیه شروع بردار x٠ و r٠ = b − Ax٠ آن در که می سازد، Kk(A, r٠) = span{r٠, Ar٠, . . . , A

k−١r٠}
است. شده آورده کرایلف زیرفضای و آرنولدی فرآیند از استفاده با GMRES روش الگوریتم زیر، در

GMRES :١ الگوریتم

کنید. محاسبه را r٠ = b−Ax٠ و کنید انتخاب را کرایلف زیرفضای از m بعد یک و x٠ اولیه بردار یک (١

تولید Vm متعامد ماتریس و H̃m ماتریس تا دهید انجام را v١ =
r٠

||r٠||
شروع بردار با و آرنولدی الگوریتم گام m (٢

شوند.

(در کند مینیمم Rm به متعلق y بردارهای همه روی بر J(y)را = ||Be١ − H̃my|| تابع که کنید پیدا را y٠ بردار (٣
.( است B = ||r٠|| و e١ = [١, ٠, . . . , ٠]T اینجا

خارج است جواب برای مناسبی تقریب x١ اگر کنید، محاسبه را r١ = b − Ax١ و x١ = x٠ + Vmy٠ بردار (۴

گردید. باز ٢ گام به x٠ = x١ و r٠ = r١ ،v١ =
r٠

||r٠||
گرفتن نظر در با این صورت غیر در شوید،

ماتریس اندازه ی n آن در که می کند رشد np به صورت محاسبه هزینه ی که است این GMRES روش مشکلات از یکی
مشکل، این رفع برای .[٣] می یابد افزایش نیز، نیاز مورد حافظه ی ،n افزایش با همچنین و می باشد ١ < p < ٢ و
در GMRES محاسبه ی یک ،GMRES(m) در است. شده معرفی GMRES(m) نام به مجدد شروع تکنیک یک
شروع می گردد، استفاده بعدی بازه ی شروع برای اولیه بردار عنوان به بازه انتهای در بازه ها، وسط نتایج و تکرار m بازه های

می کنید. ملاحظه را GMRES(m) الگوریتم زیر در می شود.
GMRES(m) :٢ الگوریتم

کنید. انتخاب را x(١)٠ اولیه حدس یک (١

بدهید. انجام همگرایی ℓتا = ١, ٢, . . . برای (٢

کنید. حل xℓ٠ := xℓ−١
٠ اولیه ی حدس با GMRES روش از تکرار m از استفاده با را Ax = b دستگاه (٢-١

٣Arnoldi
۴Krylov
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پیشنهادی روش ٣

یک با را خود کار Ax = b خطی دستگاه حل برای GMRES(m) روش کردید، مشاهده قبل بخش در که همان طور
متأسفانه دهد. کاهش را تخمین خطای که دهد تغییر گونه ای به را بردار این مقادیر دارد سعی و می کند شروع اولیه x بردار
ابتکاری روش یک از مطالعه این در علت، همین به می باشد. زمان بر فرآیند یک x بردار از بعد هر تغییر میزان محاسبه فرآیند
صورت بدین ابتکاری روش است. شده استفاده x بردار از بعد هر مناسب مقادیر کردن پیدا فرآیند به کمک برای هوشمند
یافته کاهش(افزایش) پیوسته به طور GMRES(m) روش از قبلی تکرار k در که x بردار از d بعد هر مقدار که: می باشد
به طور زیاد، محاسبات انجام بدون می توان بنابراین، یافت. خواهد کاهش(افزایش) نیز بعدی تکرار در زیاد احتمال به است،
باعث عمل در فرض، این از استفاده کرد. ایجاد x بردار مقادیر از یک هر در شده پیش بینی جهت در را تغییراتی هوشمند
ادامه در را یافته بهبود GMRES(m) الگوریتم شد. خواهد GMRES(m) روش همگرایی سرعت چشم گیر افزایش

می بینید.
یافته بهبود GMRES(m) :٣ الگوریتم

کنید. انتخاب را x(١)٠ اولیه حدس یک (١

بدهید. انجام همگرایی ℓتا = ١, ٢, . . . برای (٢

کنید. حل xℓ٠ := xℓ−١
m اولیه ی حدس با GMRES روش از تکرار m از استفاده با را Ax = b دستگاه (٢-١

a∗x′
(d) میزان به را است داشته کاهش(افزایش) پیوسته به طور قبلی تکرار k در که x بردار از d بعد هر مقدار (٢-٢

مقدار تغییر میزان x′
(d) و می شود نامیده بروزرسانی نرخ که می باشد ثابت عدد یک a) دهید کاهش(افزایش)

می باشد). قبل تکرار در x بردار از d بعد

پیاده سازی نتایج ۴

استاندارد ماتریس های از تعدادی روی بر آزمایش هایی پیشنهادی، یافته بهبود GMRES(m) روش کارایی بررسی برای
بردار (یعنی اولیه شروع بردار آزمایش ها، این تمام در است. گرفته صورت فلوریدا، دانشگاه تُنُک ماتریس های مجموعه از
و GMRES(m) روش از آمده بدست نتایج بین مقایسه (١) جدول است. شده گرفته نظر در صفر بردار با برابر ،(x٠

پیشنهادی روش می شود، مشاهده جدول این در که همان طور می دهد. نشان را پیشنهادی بهبودیافته GMRES(m) روش
پیدا یکسان خطای میزان با را جواب هایی کمتری، زمان مدت در است قادر استاندارد، GMRES(m) روش با مقایسه در

کند.

پیشنهادی بهبودیافته GMRES(m) و GMRES(m) روش نتايج مقايسه : (١) جدول
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بهبودیافته GMRES(m) تکرار هر معادل تقریباً عملیات تعداد GMRES(m) تکرار هر در که است توضیح به لازم
است.

نتیجه گیری ۵

است شده ارائه GMRES(m) روش عملکرد بهبود برای مختلفی تکنیک های ریاضیات مفاهیم از استفاده با تاکنون
وجود، این با می دهند. افزایش شدت به را برنامه اجرای زمان گاهی و دارند را خود محاسباتی پیچیدگی هرکدام که ،[۴ ،۵]
مطالعه در است. گرفته قرار توجه مورد کمتر مصنوعی هوش تکنیک های و مفاهیم از استفاده با الگوریتم این کارایی بهبود
روش عملکرد بهبود به است، کمی بسیار محاسباتی پیچیدگی دارای که هوشمند ابتکاری روش یک از استفاده با حاضر،
کارایی استاندارد، ماتریس های از تعدادی روی بر پیشنهادی روش پیاده سازی نتایج است. شده پرداخته GMRES(m)

می دهد. نشان GMRES(m) روش همگرایی تسریع در را روش این خوب
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سری-موازی گراف های ,١]-احاطه گر ٢] مجموعه ی خطی الگوریتم

هوشمنداصل محمدرضا
کامپیوتر علوم گروه ریاضی، دانشکده یزد، دانشگاه

کوانتومی اطلاعات پردازش آزمایشگاه یزد، دانشگاه

* شریفانی پویه
کامپیوتر علوم گروه ریاضی، دانشکده یزد، دانشگاه

کوانتومی اطلاعات پردازش آزمایشگاه یزد، دانشگاه

چکیده

حل چندجمله ای زمان در سری-موازی گراف های برای می توانند گراف نظریه ی در NP-کامل مسائل از بسیاری
سری-موازی گراف های برای اما است NP-کامل مسئله ای گراف یک احاطه گر عدد کردن پیدا مثال عنوان به شوند.
تجزیه ی درخت از استفاده با مقاله این در است. حل قابل گراف راس های تعداد برحسب خطی زمان در مسئله این
گراف آن ,١]-احاطه گر ٢] مجموعه ی کوچکترین یافتن برای خطی الگوریتم یک شده، داده سری-موازی گراف با متناظر

می شود. ارائه

احاطه گر مجموعه ی سری-موازی، گراف ،[١, ٢] احاطه گر مجموعه ی ، کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

G برای احاطه گر مجموعه ی یک S ⊆ V مجموعه است، طوقه بدون و دار غیرجهت گرافی G = (V,E) کنید فرض
رئوس تعداد اگر باشد. مجاور S رئوس از یکی حداقل با v ∈ V \ S راس هر معادل طور به یا N [S] = V اگر می شود،
اولین مجموعه این .[٢] می شود گفته ,١]-احاطه گر ٢] ، S مجموعه ی به باشد، ٢ یا ١ برابر V \S راس هر برای احاطه کننده
[١, عدد[٢ یافتن مسئله ی G = (V,E) گراف برای که کردند ثابت آنها شد، معرفی [١] در همکارانش و چلالی توسط بار

است. NP-کامل مسئله ی یک G برای -احاطه گر
خطی الگوریتمی شده، داده موازی و سری گراف برای P-گراف ساخت و موازی و سری ترکیب مفاهیم بیان با [٣] در
یافتن برای مذکور روش مفاهیم، این بازتعریف ضمن مقاله این در است. شده ارائه احاطه گر مجموعه ی کوچکترین یافتن جهت

می شود. داده توسعه و بسط ,١]-احاطه گر ٢] مجموعه ی کوچکترین

می شود. نامیده پایانه ای دو گراف است، مقصد دیگری و منبع یکی که v و u مشخص راس دو با گرافی .١ . ١ تعریف
می شوند: تعریف زیر صورت به پایانه ای دو گراف های روی موازی و سری ترکیب عملگرهای

جدید گراف برای منبع یک ساخت و G٢ و G١ گراف های منبع ادغام از G٢ و G١ دوپایانه ای گراف دو موازی ترکیب
.(١. aشکل) می شود حاصل جدید گراف برای مقصد یک ایجاد و آن ها مقصد ادغام هم چنین و

و G١ منبع حالت این در می شد. حاصل G٢ منبع و G١ مقصد ادغام از ا G٢ و G١ دوپایانه ای گراف دو سری ترکیب
.(١ .bمی گیرد(شکل قرار جدید گراف مقصد و منبع عنوان به ترتیب به G٢ مقصد

*سخنران
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u1 v2

u2 = v1

u1 = u2

v1 = v2

G1 G2

G1

G2

(a) (b)

G٢ و G١ گراف دو سری b.ترکیب G٢ و G١ گراف دو موازی a.ترکیب :١ شکل

کرد. تعریف زیر بازگشتی صورت به می توان را سری-موازی گراف .١ . ٢ تعریف
گراف هر است. ( u مقصد و v منبع یا (و v مقصد و u منبع با سری-موازی گراف یک {u, v} یال یک با گراف یک

باشد. متناهی باید اتصالات این تعداد و می شود حاصل سری-موازی گراف دو موازی یا سری اتصال توسط سری-موازی

از القایی زیرگراف Ĝ = (V̂ , Ê) و v و u پایانه های با سری-موازی گراف یک G = (V,E) کنید فرض .١ . ٣ تعریف
(x, y) ∈ E \ Ê یال یا û = u ،û راس برای و باشد û و v̂ پایانه های با سری-موازی گراف یک Ĝ گراف اگر است. G
باشد موجود (z, w) ∈ E \ Ê یال یا v̂ = v ،v̂ راس هر برای مشابه طور به .y = û ∈ V̂ و x /∈ V̂ که باشد موجود

می شود. نامیده v̂ و v̂ پایانه های با G از P-گراف یک Ĝ آنگاه .w = v̂ ∈ V̂ و z /∈ V̂ که
مجموعه ی در (v′, v′′) یال ،v′ ̸= u, v و v′′ ∈ V \ V̂ هر برای ،v′ ̸= v̂, û که v′ ∈ V̂ راس هر برای طورکلی به

نباشد. موجود E یال های

سری-موازی گراف از v و u پایانه های با P-گراف یک Ĝ = (V̂ , Ê) کنید فرض راس: با متناظر بلوک .۴ . ١ تعریف
آن یال های و رئوس مجوعه ی که است کامل بخشی دو گراف یک K۶,۶ = (VB, EB) کنید فرض باشد. G = (V,E)

می شوند. تعریف زیر صورت به

VB = U ∪ V, U = {u٠١, u٠٢, u١٠, u٢٠, u١١, u١}, V = {v٠١, v٠٢, v١٠, v٢٠, v١١, v١},
EB = {(u, v) : u ∈ U and v ∈ V }.

یال هر به .ÊB ⊆ EB و V̂B = VB اگر گویند Ĝ برای بلوک یک را B = (V̂B, ÊB) دوبخشی گراف یک آن گاه
می شود. داده نسبت V̂ ,S(uαاز vβ) مجموعه زیر یک α, β ∈ {٠١, ٠٢, ١٠, ٢٠, ١١, ١} که (uα, vβ)

کننده ی بیان α مقدار به توجه با uα ∈ V̂B راس هر باشد، Ĝ در احاطه گر -[١, ٢] مجموعه ی یک D کنید فرض حال
است: u راس ویژگی

می شود. احاطه V \ V̂ از راس i دقیقا توسط u و u /∈ D یعنی :u٠i

می شود. احاطه V̂ از راس i دقیقا uتوسط راس و u /∈ D یعنی :ui٠

.u ∈ D یعنی :u١ و می شود احاطه Ĝ از راس یک تنها توسط دقیقا u راس و u /∈ D یعنی :u١١

.D مینیمم احاطه گر -[١, ٢] مجموعه ی V̂ اشتراک برابر است مجموعه ای S(uα, vβ) برچسب

دودویی درختی T = (VT , ET ) کنید فرض و باشد v و u پایانه های با سری-موازی گراف یک G کنید فرض .۵ . ١ تعریف
بتوان هرگاه خوانند G گراف تجزیه ی درخت را T باشد. برگ |E| دارای و باشد فرزند دو دقیقا دارای آن میانی راس هر که

کرد. گذاری برچسب زیر صورت به را درخت راس های
است. شده گذاری برچسب (u, v) با T درخت ١.ریشه ی

است. شده گذاری برچسب (x, y) با که دارد وجود برگ یک دقیقا ،{x, y} ∈ E یال هر ٢.برای
(z, y) و (x, z) یا (x, y) و (x, y) با v چپ و راست سمت درخت زیر ریشه ی ،v ∈ VT میانی راس هر ٣.برای

است. شده گذاری برچسب

٢–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

سری-موازی گراف های ,١]-احاطه گر ٢] مجموعه ی خطی الگوریتم سخنرانی

۶٩



زمان در عمقی وجوی جست الگوریتم از استفاده با سری-موازی گراف یک با متناظر تجزیه درخت یافتن مسئله ی .۶ . ١ لم
[٣] است. حل قابل چندجمله ای

گراف یک برای اندازه کوچکترین با ,١]-احاطه گر ٢] مجموعه ی یافتن الگوریتم ٢
سری-موازی

τr(t) و τl(t) کنید فرض هم چنین باشد. t ریشه با T زیردرخت τ(t) و باشد G گراف تجزیه درخت T کنید فرض
MINSET-[١،٢]شرح الگوریتم از رویه های ابتدا فصل این در باشد. t ریشه با زیردرخت راست و چپ سمت زیردرخت

شود. می پرداخته [١،٢]-MINSET الگوریتم زمان تحلیل و بیان به سپس می شود. داده
LBLOCK رویه ی

باشد. برقرار راس با متناظر بلوک شرایط که می گردد نظیر ٢ شکل صورت به K۶,۶ از زیرگراف یک برگ هر به

u01

v01

u02

v02

u10

v20v10

u20 u11

v11

u1

v1

∅ ∅
u

v

u

v

u, v

تجزیه درخت از (u, v) برچسب با راس برای آغازین بلوک :٢ شکل

INBLOCK رویه ی
.τr(t) و τl(t) درخت های با متناظر دوبلوک و (x, y) برچسب با T درخت از t داخلی راس یک ورودی:

می شود. محاسبه S(xα, yβ) توسط که یال هر برچسب  و τ(t) زیردرخت با متناظر بلوکی خروجی:
با باشند، τr(t) و τl(t) زیردرخت های برای بلوک هایی Br = (Vr, Er) و Bl = (Vl, El) کنید فرض روش:
حالت دو می شود. محاسبه زیر شکل به S(xα, yβ) مجموعه ی ،Br و Bl بلوک های یال های با متناظر برچسب به توجه

می دهد: رخ
α, β ∈ هر برای آن گاه باشد، (z, y) و (x, z) ترتیب به τr(t) و τl(t) زیردرختهای ریشه ی با متناظر برچسب .١

داریم: {٠١, ٠٢, ١٠, ٢٠, ١١, ١}

S(xα, yβ) = MINSIZE{S١(x
α, yγ) ∪ S٢(x

γ̃ , yβ) for γ ∈ {٠١, ٠٢, ١٠, ٢٠, ١١, ١}

آن گاه: باشد (x, y) ،τr(t) و τl(t) زیردرخت ریشه ی با متناظر ٢.برچسب

S(xα, yβ) = MINSIZE{S١(x
α١ , yβ١) ∪ S٢(x

α٢ , yβ٢)

و α٢ = α̃١ آن گاه α = ١٠ اگر .α١ = α٢ = α آن گاه α ∈ {٠١, ٠٢, ١} اگر : α مقادیر به توجه با
، α١ = ٠١ آن گاه α = ١١ اگر .α١ = {٠٢, ٢٠, ١١} و α٢ = α̃١ آن گاه α = ٢٠ اگر .α١ = {٠١, ١٠}
علاوه به دست می آید. به قرینه صورت به متفاوت βهای برای ترتیب همین به .α٢ = ٠١ ،α١ = ٢٠ و α٢ = ٢٠
و می شود حذف رابطه از Si(x

α, yβ) حاوی زیرفرمول آن گاه {xα, yβ} /∈ Ei اگر ،i = ١, ٢ هر برای فوق، روابط در
گراف یک τ(t) با متناظر بلوک ترتیب این به شد. خواهد حذف رابطه کل شود، حذف رابطه زیرفرمول های کلیه ی درصورتی که
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یال های شامل Es و Vs = {xα, yβ : α, β ∈ {٠١, ٠٢, ١٠, ٢٠, ١١, ١}} که است Bs = (Vs, Es) بخشی دو
است. نشده حذف آن ها متناظر S(xα, yβ) که {xα, yβ}

FNBLOCK رویه ی
.G سری-موازی گراف از T تجزیه ی درخت با متناظر بلوک ورودی:

است. اندازه  کوچکترین دارای که G برای ,١]-احاطه گری ٢] مجموعه ی خروجی:
یال با متناظر برچسب S(xα, yβ) و T تجزیه ی درخت با متناظظر بلوک Bf = (Vf , Ef ) کنید فرض روش:

می آید: دست به زیر صورت به اندازه کوچکترین با G برای D ,١]-احاطه گر ٢] مجموعه ی باشد. {xα, yβ} ∈ Ef

D = MINSIZE{S(xγ , yδ) : γ, δ ∈ {١٠, ٢٠, ١١, ١}}.

[١،٢]-MINSET: الگوریتم
آن. تجزیه درخت و v و u پایانه های با G = (V,E)سری-موازی گراف یک ورودی:

.G برای مینیمم احاطه گر مجموعه ی یک خروجی:
می شود. ساخته برگ هر برای آغازین بلوک یک LBLOCK رویه ی از استفاده با :١ مرحله ی

برای برای بلوک یک درخت از v داخلی راس هر برای و می شود پیمایش بالا به پایین از T تجزیه درخت :٢ مرحله ی
می گردد. انجام INBlOCK رویهی توسط مرحله این می شود. ساخته τ(v) درخت زیر

مشخص مینیمم ,١]-احاطه گر ٢] مجموعه ی و می شود ساخته نهایی بلوک FBLOCK رویه ی از استفاده با :٣ مرحله ی
می گردد.

توسط G = (V,E) سری-موازی گراف برای اندازه کوچکترین با ,١]-احاطه گر ٢] مجموعه ی یک یافتن .٢ . ١ قضیه
می شود. انجام O(|V |) زمان در [١،٢]-MINSET الگوریتم

یک ابتدایی بلوک هر می سازد. بلوکی راس هر برای و کند می پیمایش بالا به پایین از را T تجزیه ی درخت الگوریتم، اثبات.
وابسته گراف های (G٢ = V٢, E٢) و G١ = (V١, E١) کنید فرض است. یال یک شامل تنها که است ,١]-احاطه گر ٢]
همه ی رویه این که می شود دیده سادگی به می باشند. INBlOCK رویه ی ورودی که τr(t)باشد و τl(t) زیردرخت های به
رویه ی درنهایت و کرده محاسبه G = (V١ ∪ V٢, E١ ∪ E٢) برای را اندازه کوچک ترین با ,١]-احاطه گر ٢] مجموعه های
O(|E|) به الگوریتم ٣ تا ١ مراحل برمی گرداند. خروجی عنوان به را اندازه کوچکترین با ,١]-احاطه گر ٢] یک FBlOCK
و جست الگوریتم با و |E| ≤ ٣|V | − ۶ لذا [۴] است مسطح گرافی سری-موازی گراف هر که آن جایی از و دارد نیاز عمل

بود. خواهد O(|V |) اجرای زمان دارای الگوریتم تجزیه، درخت آوردن دست به برای عمقی جوی
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پیکسلی تک منحنی یک با دیجیتالی منحنی های تقریب

توکلی علی
رفسنجان عصر ولی دانشگاه

* ایسوند داود
رفسنجان عصر ولی دانشگاه

چکیده

پیکسل های ارزش دهی پایه ی بر که می دهیم ارائه دیجیتال منحنی های تقریب برای جدید الگوریتم یک مقاله، این در
کارایی بررسی برای مثالهایی است. پیکسلی یک پهنای دارای که است گونه ای به تقریبی منحنی می باشد. استوار منحنی

می شود. ارائه دارد، وجود متلب افزار نرم در که روش هایی با آن مقایسه و روش این

دیجیتال. منحنی تقریب سایش١، تصویر، پردازش کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 94A08, 65D15

مقدمه ١

(شکل١). منحنی یک نه است مسطح نوار یک دیگر عبارت به یا سطح یک صورت به ریاضی، دید از دیجیتال منحنی یک
این از تقریب یک عنوان به می توانند خود که دارد وجود متفاوتی منحنی های وضوح به منحنی ها، نوع این تقریب در بنابراین
طوری به منحنی)، (سایش سطح این دل از منحنی یک استخراج ریاضی دید از (شکل١-الف). شوند گرفته نظر در منحنی
زیرا است؛ برخوردار فراوانی اهمیت از باشد، داشته خود در را غیره و شیب انحنا، مانند اولیه، منحنی ارزش با اطلاعات که
فشرده سازی مثل زمینه هایی در همچنین پرداخت. منحنی ها و اشیا توصیف الگوشناسی، به می توان منحنی این از استفاده با
وجود گوناگونی مقالات دارد. کاربرد نیز ماشین بینایی و مکانیزاسیون رباتیک، آن، فشرده شده ی شکل از بازسازی قابلیت با
مرزهای از وجهی چند تقریب یک آنها همه حاصل که پردازند می تصویر یک داخل های منحنی یا و اشیاء تقریب به که دارد
نیست منحنیی حاصل تقریب ولی است اهمیت حائز بسیاری جهات از تقریب ها نوع این .[٣ ،١] است مسطح منحنی یا شی
مرزی پیکسل های موقعیت موضعی بررسی بر تکیه با نیز [٢] در گرفت. نظر در شده داده منحنی از تقریب یک را آن بتوان که
که است منحنی یک حاصل نتیجه و پردازد می منحنی مرزهای تقریب به سلولی پاکت یا سلولی پوشش عنوان تحت منحنی

می کند. مشخص را شکل مرزهای و بوده پیکسل یک آن ضخامت
می توان و است ساده ای بسیار کار منحنیی چنین آوردن بدست اول نگاه در ،(١ (شکل د و ج ب، منحنی های به توجه با

آید. بدست زیر های روش با
مرزی نقطه به تا می کنیم حرکت (پایین) بالا بطرف عمودی صورت به پیکسل هر (از عمودی راهنمای خط از استفاده -١
منحنی های در رنگ قرمز تقریب ١ (شکل افقی راهنمای خط یا می کنیم) ثبت تقریب از نقطه ای عنوان به را نقطه آن و برسیم

.( د و ج
.( د و ج های منحنی در رنگ آبی تقریب ١ (شکل ستونی یا سطری میانگین از استفاده -٢

عمودی راهنمای خط از وقت چه اینکه تشخیص روش، این در هم. با افقی و عمودی راهنمای خط دو هر از استفاده -٣

*سخنران

١Erosion
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حاصل منحنی درست، تشخیص وجود با هم مواردی در و است بزرگ مشکل یک خود کنیم استفاده افقی راهنمای خط یا
می شود. ناپیوسته

الف). ١ (شکل مناست تقریب عنوان به راستی یا چپی بالایی، پایینی، خارجی، داخلی، مرز از استفاده -۴
مطلب. ابزار جعبه از استفاده -۵

روش ها این از یک هر برای ولی آورد، بدست خوبی تقریب ساده نمودارهای از بعضی برای شاید ساده روش های این
را موارد این همه که می دهیم ارائه روشی مقاله، این در می برد. سوال زیر را آنها کارامدی که دارد وجود زیادی ساده ی مثالهای
تایپ حروف روش، این آزمایش برای انتها در و می آورد بدست قبولی قابل نتیجه نیز پیچیده تر نمودارهای برای و داده پوشش

میزنیم. تقریب را شده

دیجیتال منحنی تقریب ٢

و i = ١, ..,m ازای به [i, j] صورت به را پیکسل هر مختصات باشد. پیکسلی m×n دیجیتال تصویر یک I کنید فرض
می کنیم: تعریف زیر صورت به را p٢ = [i٢, j٢] و p١ = [i١, j١] پیکسل دو فاصله ابتدا می دهیم. نمایش j = ١, ..., n

r = d(p١, p٢) =
√

(i٢ − i٢(١ + (j٢ − j٢(١.

پیدا پیکسل دو نمی توان r مثبت حقیقی عددی هر برای لزوماً است، گسسته فضای یک دیجیتال تصاویر فضای که آنجایی از
می کنیم: تعریف زیر صورت به را R مجموعه .d(p١, p٢) = r که کرد

RI = {r ∈ R|d(p١, p٢) = r, ∃p١, p٢ ∈ I}.

الگوریتم ورودی تصویر نظیر ماتریس عنوان به A از مقاله این سراسر در می کنیم. مرتب صعودی ترتیب به را R مجموعه
عنوان به B ماتریس از همچنین می باشند. ١ درایه ها بقیه و ٠ منحنی، نظیر درایه  های که است ماتریسی A می شود. استفاده
برای را ١ الگوریتم خروجی ،٢ شکل می آید. بدست ١ الگوریتم از استفاده با که می شود استفاده پیکسلها، ارزش ماتریس

می دهد. نشان ”+” و ”R” منحنی های

C90 ،C45 ،C0 مقادیر و می گیریم نظر در B ماتریس در دیجیتال، تصویر [i, j] پیکسل نظیر درایه را bi,j .٢ . ١ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به را C125 و

(C0)i,j =

{
(bi,j − bi,j−1)× (bi,j − bi,j+1) که bi,j ̸= bi,j−1

(bi,j − bi,j−2)× (bi,j − bi,j+1) که bi,j = bi,j−1
(١)

(C45)i,j =

{
(bi,j − bi+1,j−1)× (bi,j − bi−1,j+1) که bi,j ̸= bi+1,j−1

(bi,j − bi+2,j−2)× (bi,j − bi−1,j+1) که bi,j = bi,j−1
(٢)

(C90)i,j =

{
(bi,j − bi−1,j)× (bi,j − bi+1,j) که bi,j ̸= bi−1,j

(bi,j − bi−2,j)× (bi,j − bi+1,j) که bi,j = bi−1,j
(٣)

(C125)i,j =

{
(bi,j − bi−1,j−1)× (bi,j − bi+1,j+1) که bi,j ̸= bi−1,j−1

(bi,j − bi−2,j−2)× (bi,j − bi+1,j+1) که bi,j = bi−1,j−1
(۴)

مثبت k = 0, 45, 90, 125 که i,j(Ck)ها از یکی دست کم هرگاه گویند بحرانی نقطه یک را [i, j] پیکسل .٢ . ٢ تعریف
می گیریم. نقطه، آن در مثبت Ckهای تعداد برابر را آن بحرانی درجه و باشد.
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است. شده مشخص دیگر رنگهای با که هریک، از تقریب چند همراه به رنگ زرد دیجیتال منحنی چند :١ شکل

. ”+” و ”R” به مربوط پیکسل های ارزش نمودار رسم :٢ شکل

Algorithm 1 پیکسل ها ارزش دهی الگوریتم

1: function B=evaluation(A,R)
2: n= the number of A’s rows;
3: m= the number of A’s columns;
4: for i=1 to n do
5: for j=1 to m do
6: if A(i,j)=0 then
7: r=1;
8: while all pixels by distance R(r) from element A(i,j) have the value ’0’ do
9: r=r+1;

10: end while
11: B(i,j)=r;
12: else
13: B(i,j)=0;
14: end if
15: end for
16: end for
17: end function
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. ”+” و ”R” به مربوط بحرانی نقاط نمایش :٣ شکل

متلب ابزار جعبه با تقریب د: ،operation=thin آرگومان و متلب ابزار جعبه با تقریب ج: مقاله، روش با تقریب ب: اصلی، شکل الف: :۴ شکل
.operation=skel آرگومان با

کار انجام مراحل ٢ . ١

.١ الگوریتم اجرای -١
بحرانی. نقاط آوردن بدست -٢

نقاط عنوان به را آنها از تعدادی بحرانی، نقاط شرایط بررسی با الگوریتم این غربالگری. الگوریتم با بحرانی نقاط غربال -٣
می کند. انتخاب اصلی

مسیریاب. الگوریتم با شده غربال بحرانی نقاط کردن متصل -۴
bwmorph(f, operation, n) تابع استفاده با همچنین و روش این با ح” ”س فارسی حروف تقریب از حاصل نتایج

می شود. مشاهده ۴ شکل در متفاوت های آرگومان با مطلب ابزار جعبه از
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رمزنگاران شام مساله پایه بر کوانتومی گمنامی

* ماهان حسین
کامپیوتر علوم گروه بهشتی، شهید دانشگاه

فراهانی هادی
کامپیوتر علوم گروه بهشتی، شهید دانشگاه

چکیده

فرستنده- و گیرنده�-شناس حالت در کوانتومی گمنامی زمینه در پروتکل دو همکارانش و Shi ،٢٠١٣ سال در
گمنامی رمزنگاران، شام مساله و NESA معرفی از پس مقاله این در کردند. ارائه NESA ایده از استفاده با ناشناس
توسط شده ارائه فرستنده-ناشناس و گیرنده-شناس گمنامی پروتکل�های سپس می�گردد. تعریف کوانتومی رمزنگاری در

گردید. خواهند بیان هستند وارد پروتکل دو این بر که ایراداتی و شده داده شرح Shi

رمزنگاران شام کوانتومی، گمنامی کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

به�عنوان گمنامی مسئله کند. می ایجاد را کوانتومی مکانیک قوانین پایه بر خصوصی اطلاعات ایمن انتقال کوانتومی رمزنگاری
Boykin کند. می ایفا ناشناس ایمیل ارسال و الکترونیکی انتخاب�های در گمنام رای در مهم نقشی امنیتی، مسایل از یکی
Sprojar و Bouda کرد[١]. ارایه فتون چند ٢ درهمتنیدگی براساس (AQC) ١ گمنام کوانتومی ارتباط برای کلی قالب یک
Bouda طرح بودن ناامن ،[۴] همکارانش و Brassard آن بر علاوه کردند[٣]. ارایه ٣ گیرنده-شناس حالت در AQC یک
Wang کردند. پیشنهاد قبلی درهمتنیده حالات ساخت بدون اطلاعاتی تئوری لحاظ از ایمن AQC یک و دادند نشان را
نمودند. ارایه ۴ تنیده درهم ماکسیمال به�طور فتون چندین از استفاده جای به فتون تک اساس بر AQC یک [۵] وهمکارانش
فتون�ها انتقال ایده از هردو که شده ارایه [٧] همکارانش و Q.Wang همچنین و همکارانش[۶] و Shi توسط مقاله دو اخیراً
درحالت اولی که شده ارائه پروتکل دو همکارانش و Shi مقاله در کرده�اند. استفاده ۵ تنیده درهم غیرماکسیمال حالت در
چند از متشکل گروهی در که معناست بدان گیرنده-شناس گمنامی است. فرستنده-ناشناس حالت در دومی و گیرنده-شناس
طوری به کند ارسال است آشکار همه برای آن هویت که گروه در دیگری فرد برای را اطلاعات بیت یک خواهد می نفر یک نفر
متعلق فردی که معناست بدین فرستنده-ناشناس حالت در گمنامی و نشود پیام فرستنده هویت متوجه گروه در فردی هیچ که
گروه در فرد هیچ برای او هویت که به�طوری کند ارسال گروه اعضای سایر برای اطلاعات بیت یک خواهد می گروه یک به

نشود. آشکار
یک در شام خوردن برای رمزنگاران از گروهی کنید فرض می�شود. بیان رمزنگاران شام مسئله به�وسیله گمنامی مسئله
حال این با اما نکند، آشکار را کننده پرداخت فرد هویت که کرده�اند هماهنگ مهماندار با قبل از آنها شده�اند، جمع رستوران

*سخنران

Anonymous Quantum communication١

Entanglement٢

public-receiver٣

Maximally-Entangled۴

non-Maximally-Entangled۵
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کارول.(برای همچون خارجی فرد یک یا است کرده پرداخت را شام هزینه خودشان بین از یکی آیا که بدانند مشتاق�اند رمزنگاران
لازم لذا کنند، می استفاده ۶ (NESA) مفهوم از همکارانش و Shi مقاله که آنجایی از نمایید) مراجعه [٩] به بیشتر مطالعه
که دادند نشان [٨] همکارانش و Shimizu بپردازیم. (NESA) از استفاده لزوم و مفهوم به ابتدا پروتکل بیان از قبل است
،|Φ−⟩ = ١√

٢
(|١١⟩ − |٠٠⟩) ،|Φ+⟩ = ١√

٢
(|١١⟩ + |٠٠⟩) Bell پایه�های از استفاده دلیل به ٧ فوق�چگال کدگزاری

است. ناامن |Ψ−⟩ = ١√
٢
(|١٠⟩ − |٠١⟩) و |Ψ+⟩ = ١√

٢
(|١٠⟩+ |٠١⟩)

از یکی به تنها هنگامی�که را حالت یک بتواند همواره شنودگر که می�شود این به منجر Bell پایه�های بودن ماکسیمال
کند. تبدیل پایه عضو دیگر حالت یک به اسپین چرخش عملگر با دارد دسترسی آن فتون�های

|µ٢⟩ = sinθ|Φ+⟩AB+ ،|µ١⟩ = cosθ|Φ+⟩AB−sinθ|Φ−⟩AB غیرماکسیمال درهم�تنیده پایه�های از استفاده با
یک می�توان |µ۴⟩ = sinθ|ψ+⟩AB + cosθ|ψ−⟩AB ،|µ٣⟩ = cosθ|ψ+⟩AB −sinθ|ψ−⟩AB ،cosθ|Φ−⟩AB

به�وسیله تنها {µ١, µ٢}, {µ٣, µ۴} مجموعه�های در حالات نمود. ارایه باب و آلیس بین ایمن کوانتومی کلید توزیع پروتکل
فتون یک روی σx پائولی عملگر اعمال با µ٢, µ۴ یا µ١, µ٣ اما نیستند یکدیگر به تبدیل قابل فتون، یک اسپین چرخاندن

هستند. یکدیگر به تبدیل قابل
با حال این با کرد. تبدیل |µi⟩ حالت�های از یکی به را آن |Φ+⟩ فتون یک اسپین چرخاندن با نمی�توان برآن علاوه
درهمتنیده حالت به x و B فتون�های روی KB,x درهمساز عملگر اعمال و |ϕ١⟩x حالت در اضافه فتون یک از استفاده

یافت: دست µ٢ یا µ١ حالت�های از یکی به تصادفی به�طور توان می غیرماکسیمال،
IA⊗KBx|Φ+⟩AB|ϕ١⟩x = ١√

٢
(|Φ+⟩AB|ϕ١⟩x+i|Φ−⟩AB|ϕ٢⟩x) = ١√

٢
(|µ١⟩AB|φ١⟩x+|µ٢⟩AB|φ٢⟩x)

|φ٢⟩ = sinθ|ϕ١⟩x + icosθ|ϕ٢⟩x و |φ١⟩ = cosθ|ϕ١⟩x − isinθ|ϕ٢⟩x آن در که

گیرنده-شناس حالت در گمنا�می پروتکل ٢

کارول کنید فرض می�شود. گرفته درنظر وکارول باب و آلیس کننده شرکت سه برای گیرنده-شناس حالت در Shi پروتکل
است: شرح بدین پروتکل کلیات، باحفظ ، باشد فرستنده باب و پیام گیرنده�ی

اول گام
باب دراختیار B فتون و آلیس اختیار در A فتون که طوری به می�کنند تولید |Φ+⟩AB EPR زوج یک باب و آلیس
مجموعه در اضافی فتون یک x می�کند. اعمال x و B فتون�های روی را KB,x درهمساز عملگر باب می�گیرد، قرار
توجه با می�دهد. انجام {|φ١⟩x, |φ٢⟩x} پایه�های در x فتون روی را اندازه�گیری عمل باب سپس است. {|ϕ١⟩x, |ϕ٢⟩}x
دریافت با آلیس می�فرستد. باز آلیس به را B فتون باب سپس Rab = ١/٠ می�دهد قرار |φ١⟩x/|φ٢⟩x آن خروجی به
قرار |µ١⟩/|µ٢⟩ نتیجه به باتوجه و می�دهد انجام {|µ١⟩, |µ٢⟩} پایه�های در B و A فتون�های روی NESA عمل B فتون

Rab = ١/٠ می�دهد
دوم گام

ca, cb فتون�های که به�طوری می�کند توزیع باب و آلیس بین را آن�ها و نموده تولید |Φ+⟩ca,Ta , |Φ+⟩cb,Tb
حالت دو کارول

فتون�های روی درهمسازKA,xرا عملگر آلیس کند. می ارسال باب برای را Tb و آلیس برای را Ta و می�دارد نگه خود رانزد
آن نتیجه به باتوجه ادامه در کند. می اندازه�گیری {|φ١⟩x, |φ٢⟩x} پایه�های در را x فتون سپس و کرده اعمال A, x

.Rac = ١/٠ می�دهد قرار ،|φ١⟩x/|φ٢⟩x
Ta فتون روی را σx/I عمل ،Macمقدار به باتوجه و می�کند محاسبه را Mac = Rab ⊕ Rac مقدار آلیس سپس

Non-maximally Entanglement State Analysis۶
Super Dense Coding٧
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فرستنده-ناشناس گمنامی پروتکل :١ شکل

باعث Ta روی σxعملگر اعمال Macدراین�صورت = ٠ اگر که شود توجه کند. می ارسال کارول برای آن�را و نموده اعمال
را تغییری هیچ I عملگر Macدراین�صورت = ١ اگر اما شود، تبدیل |µ٣⟩/|µ۴⟩ حالت به |µ١⟩/|µ٢⟩ حالت که می�شود
اعمال x شده�ی اضافه فتون و B فتون روی را KBx درهمساز عمل Tb فتون دریافت با نیز باب نمی�کند. ایجاد Ta روی
اگر می�کند. تولید را Rbc مقدار فوق مشابه و می�کند گیری اندازه {|φ١⟩x, |φ٢⟩x} پایه�های در را x فتون سپس و می�کند
این�صورت، درغیر و کند می محاسبه را Mac = Rab ⊕ Rac مقدار او کند، ارسال کارول برای را ٠ بیت بخواهد باب
σx/I Mbcعمل = ٠/١ مقدار به توجه با پایان در می�کند. محاسبه Macرا = Rab ⊕Rac مقدار ١ بیت ارسال برای

. فرستد می باز کارول برای را آن حاصل و کرده Tbاعمال روی را
سوم گام

مقدار می�دهدو انجام (Ta, ca), (Tb, cb) فتون�های زوج روی را NESA عمل کرد، دریافت را Ta, Tb کارول انکه از پس
یافتن به�منظور باب. یا است آلیس فرستنده �که نمی�داند کارول می�کند. محاسبه را A = Rab ⊕ Rbc ⊕Mac ⊕Mbc

را شنودگر حضور و می�کنند تولید |Φ+⟩AB فتون زوج زیادی تعداد ابتدا باب و آلیس شده، ارائه پروتکل بهبود برای روشی
کند، شنود را وباب آلیس ارتباطی درهم�تنیده کانال ٨ پاسخ و دریافت حمله از استفاده با بخواهد شنودگر اگر می�کنند. بررسی

شد. خواهد آشکار باب و آلیس برای شنودگر حضور و مانده ناکام دریافتی حالت ارسال در ١
٢ احتمال با

باب که شد خواهد متوجه نیست، فرستنده آلیس که آنجایی از که است آن شود می گرفته پروتکل این به که ایراداتی از یکی
را گمنامی نفر سه از متشکل گروهی برای پروتکل این بنابراین می�گردد. آشکار آلیس برای فرستنده هویت و است فرستنده

گیریم. درنظر نفر سه از بیش را شرکت�کنندگان تعداد بایستی و نمی�کند حفظ

فرستنده-ناشناس حالت در گمنامی پروتکل ٣

در را کنندگان شرکت باشد. کوانتومی دستگاه دریک کننده شرکت n از مجموعه�ای p = {Pk : ١ ≤ k ≤ n} کنید فرض
پروتکل این کلیات حفظ با است. Pn P١مجاور و نفر آخرین pn که به�طوری می�دهیم نشان راس n با G دوری گراف یک

کنیم. می بیان کننده شرکت ۴ برای را
اول گام

Intercept-resend Attack٨
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شرکت برای را Ti به�طوری�که می�کند تولید |Φ+⟩i,Ti حالت در EPR زوج یک i ∈ {١, ٢, ٣, ۴}،pi کننده هرشرکت
می�گیرد. قرار Pn اختیار در T١ می�کند. ارسال Pi−کننده١

دوم گام
x فتون سپس کند. می اعمال است، شده اضافه فتون یک x آن در که x, T٢ فتون�های x,KT٢روی درهمساز عمل یک P١
R٠ ∈ {٠, تصادفی{١ مقدار سپس آورد. بدست را Rتصادفی١ مقدار تا کرده اندازه�گیری {|φ١⟩x, |φ٢⟩x} پایه�های در را
روی را σx/I عمل M١ = مقدار٠/١ به وابسته پایان در کند. می محاسبه را M١ = R٠ ⊕ R١ مقدار و کرده تولید را

نماید. می ارسال P٢ برای را حاصل و کرده اعمال T٢ فتون
سوم گام

NESA عمل Pi−١ از Ti فتون دریافت از پس کنند می اجرا را زیر تولیدMiمراحل برای Pi کننده شرکت i ≥ ٢ هر ازای به
،|µ١⟩ → (Mi−١, Ri−١) = (١, ١) کند می محاسبه زیر شکل به را حاصل و می�دهد انجام فتون�ها زوج امین i روی را
|µ۴⟩ → (Mi−١, Ri−١) = (٠, ٠) و |µ٣⟩ → (Mi−١, Ri−١) = (٠, ١) ،|µ٢⟩ → (Mi−١, Ri−١) = (١, ٠)
پایه�های در را x شده�ی اضافه فتون و می�کند ,١+Tiاعمال x فتون�های روی را KTi+١,x درهمساز عمل Pi سپس
Miرا =Mi−١ ⊕Ri−١ ⊕Ri مقدار Pi ادامه در کند. تولید را Ri تصادفی عدد تا کرده اندازه�گیری {|φ١⟩x, |φ٢⟩x}
Miمقدار به بسته Pi سرانجام می�کند. محاسبه ١ بیت ارسال برای Miرا =Mi−١⊕Ri−١ ⊕Ri و ٠ بیت ارسال برای
از را T١ فتون P١ که زمانی تا پردازش کند. می ارسال Pi+١ برای را حاصل و کرده اعمال Ti+١ فتون روی را σx/I عمل

یابد می ادامه نکرده دریافت Pn

چهارم گام
دراینصورت کند. می ارسال همه برای کلاسیک کانال طریق از را حاصل و کرده محاسبه Aرا =Mn⊕Rn⊕R٠ مقدار P١

می�کنند. دریافت گمنام شکل به را Aحاصل شرکت�کنندگان تمامی
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هذلولوی فضای در میانی محور

محدث علی
امیرکبیر صنعتی دانشگاه

میرمحمدرضائی مرتضی
امیرکبیر صنعتی دانشگاه

پوش عیب کژال
امیرکبیر صنعتی دانشگاه

چکیده

کسر با منیفلد زیر یک عنوان هذلولوی،به منیفلد یک ١ میانی محور آوردن بدست برای الگوریتم یک مقاله این در
با هذلولوی منیفلد در است. اقلیدسی هندسه در مطرح الگوریتم های از تعمیمی الگوریتم این کرده ایم. ارائه یک بعد
هندسه در مطرح تکنیک های از متمایز که دارد خاصی ویژگی های هندسی اشیاء محاسبات تکنیک های −١ ثابت انحنای

است. شده طراحی ویژگی ها این به توجه با شده ارائه الگوریتم است. صفر انحنای با اقلیدسی

کلاین دیسک پونکاره، دیسک ورونوی، دیاگرام هذلولوی، فضای میانی، محور کلیدی: واژه های

مقدمه ١

نسبت آن مرزی نقاط و دارد منیفلد مرز تا ژئودزیک یک از بیشتر که است آن از نقاطی هندسی مکان منیفلد، یک میانی محور
به میلادی ١٩۶٧ سال در Blum توسط بار اولین میانی محور دارند. شده تعریف متر به توجه با تقارنی خاصیت محور این به
اطلاعات دارای میانی محور چون باشد. می ابزار یک بیولوژیکی شکل تشخیص برای شد،که معرفی توپولوژی اسکلت عنوان
مثل کامپیوتر کمک به تولید مثال، عنوان به دارد. وجود آن برای گسترده ای و متنوع کاربرد  های می باشد، منیفلد توپولوژیک

می گیرد. انجام آن کمک به و... ربات حرکت مسیر طراحی ردیابی، و انیمیشن شکل، فشرده سازی ، CNC
و شود اقلیدسی هندسه در زیادی دانشمندان تحقیق موضوع میانی محور شد سبب شصت دهه اواخر در Blum کارهای
بعدی ٣ و ٢ اقلیدسی فضای در میانی محور آوردن بدست برای محاسباتی روش های کارآمد توسعه برای زیادی مطالعات
زیر ورونویِ دیاگرام از زیرگرافی از استفاده اقلیدسی، فضای در میانی محور محاسبه روش های از یکی است. شده انجام

شود. مراجعه [١] مرجع به بیشتر اطلاعات برای می باشد. مرزی نقاط از مجموعه ای
دارد. وجود ایزومتریک نگاشت مدل ها این از جفت هر بین که است شده ارائه هذلولوی هندسه مدل ٣ در ورونوی دیاگرام

کرد: بیان ذیل صورت به توان می را هذلولوی فضای در ورونوی دیاگرام برای شده ارائه الگوریتم های از مختصری تاریخچه

استفاده الگوریتم ارائه با Takayama و Onishi توسط ١٩٩۶ سال ) در بالایی صفحه نیم مدل هذلولوی ( ورونوی دیاگرام
مدل همین در بعدی ٣ ورونوی دیاگرام ٢٠١٠ سال در سپس است.[٢] شده مطرح افزایشی الگوریتم و دلونی مثلث بندی از

است. شده ارائه میرمحمدرضائی و نیلفروشان توسط

و افزایشی الگوریتم روش، دو با محدث و نیلفروشان توسط ٢٠٠۶ سال ) در پونکاره دیسک مدل هذلولوی ( ورونوی دیاگرام
است.[٣] شده ارائه تعریف خوش توابع از استفاده الگوریتم

power diagram کارگیری به با که Nock و Nielsen توسط ٢٠٠٩ سال )در کلاین دیسک مدل هذلولوی( ورونوی دیاگرام
است.[۴] شده محاسبه اقلیدسی فضای در

١medial axis
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پیش نیاز ها ١ . ١

گوی یک بطوریکه p ∈ X مانند نقاطی از است عبارت  (X, d) متریک فضای از MA(X) میانی محور .١ . ١ تعریف
شود می نامیده ماکزیمال B(p, r) = {q ∈ X, d(p, q) ≤ r} باشد( داشته وجود r > ٠, B(p, r) ⊂ X ماکزیمال

.( B(p, r) ⫋ B(q, r̃) ⊂ X:طوریکه به باشد نداشته وجود q ∈ X, r̃ > ٠ هرگاه

قطعه ژئودزیک یک توسط آن نقطه دو هر این صورت در باشد کامل ریمانی منیفلد یک (X, g) کنید فرض .١ . ٢ ملاحظه
منیفلد روی d متر یک عنوان به را ژئودزیک این طول هاپف-رینو). می شوند(قضیه وصل هم به طول کوتاهترین با قطعه به
پیوسته، کامل، منیفلد هر که آنجا از باشد. کامل (X, d) اگر تنها و اگر گوییم کامل را (X, g) کرد. تعریف می توان ریمانی
فضای در نقطه دو هر بین ژئودزیک وجود پس می باشد. ایزومتریک هذلولوی فضای با −١ ثابت انحنای با ساده همبند

بیابیم. میانی محور شده معرفی منیفلد برای می توانیم هذلولوی فضای در ما نتیجه در پس باشد. می ممکن هذلولوی

چگالی و گوییم مرزی یکنمونه برداری (X, g) مرزدار منیفلد مرزی نقاط از E متناهی مجموعه زیر هر .١ . ٣ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به E نمونه برداری

w−١ = max d(x,E)

x ∈ ∂X

مرز به E آنگاه یابد می افزایش E نقاط وقتی دیگر عبارت به یا و می کند میل بینهایت سمت به E نمونه چگالی وقتی
است.). g ریمانی متریک از آمده بدست متر d می شود(که همگرا منیفلد

منیفلد مرزی نقاط و E نقاط بین فاصله هرگاه گوییم مرزی -نمونه برداری ε یک را E مرزی نمونه برداری .۴ . ١ تعریف
باشد. ε از ,X)کمتر g)

d(x,E) < ε

x ∈ ∂X

فضاي هر (يا صفحه در مي شوند ناميده سايت که نقاط از مجموعه اي P = {p١, p٢, ..., pn} کنيد فرض .۵ . ١ تعریف
ناحيه و داده Vنمايش (pi) با را هستند نزديکتر P از pi سايت به که صفحه از q نقاط مجموعه . باشد شده داده ديگر)

است. شده تعريف فضاي متر d که V (pi) = {q|d(q, pi) < d(pj , q), ∀i ̸= j} يعني ناميم. مي ورونوی

که دارد، وجود مختلف مدل چندین هندسه این در و می باشد منفی ثابت انحنای با فضایی هذلولوی، فضای .۶ . ١ تعریف
می پردازیم: مدل سه معرفی به قسمت این در می کنند. فراهم را مختلفی دیدهای اما هستند ارز هم آنها همه ی

ِ R٢ و کلاین دیسک بین تصويري :١ شکل
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مجموعه توسط مدل اين است. منفي خميدگي با هذلولوي هندسه از مدل يک پوآنکاره ديسک مدل : پونکاره دیسک مدل
: مي شود تعريف زير هذلولوي متر و D = {(x١, ..., xd) ∈ Rd|x٢

١ + ...+ x٢
d < ١} نقاط

dx٢
١ + ...+ dx٢

d

(١ − x٢
١ − ...− x٢

d)
٢

هذلولوي متر و Dd
K = {(x١, ..., xd) ∈ Rd|x٢

١ + ...+x٢
d < ١} نقاط مجموعه توسط مدل اين کلاین: دیسک مدل

مي شود: تعريف زير

dx٢
١ + ...+ dx٢

d

١ − x٢
١ − ...− x٢

d

+
(x١dx١ + ...+ xddxd)

٢

(١ − x٢
١ − ...− x٢

d)
٢

زير هذلولوي متر و Hd = {(x١, ..., xd) ∈ Rd|x٢
d < ١} نقاط مجموعه توسط مدل این بالایی: صفحه نیم مدل

مي شود: تعريف

dx٢
١ + ...+ dx٢

d

x٢
d

اصلی کار ٢

صفحه نیم مدل و پونکاره دیسک مدل در X منیفلد هذلولوی میانی محور محاسبه الگوریتم ارائه به نخست قسمت این در
را X هموار منیفلد مرز ابتدا پونکاره، دیسک در میانی محور الگوریتم در ما می پردازیم. کلاین دیسک مدل در سپس و بالایی
هذلولوی ورونوی دیاگرام سپس و اقدام E مرزی برداری ε-نمونه محاسبه به بعدی گام در و می گیریم نظر در ورودی عنوان به
هذلولوی ورونوی یال های و رئوس پایانی، گام کنیم.در می رسم E متناهی نقاط برای افزایشی طور به پونکاره دیسک در را
محور که است بدیهی کند، میل صفر به ε > ٠ اگر می کنیم. ارائه X تقریبی هذلولوی میانی محور عنوان به را مرزی داخل

می کند. میل X دقیق هذلولوی میانی محور به X تقریبی هذلولوی میانی

می باشد.[٣] افزایشی طور به O(n٢) پونکاره دیسک در نقطه n ورونوی دیاگرام ساخت زمان .٢ . ١ قضیه

است.[٣] O(n٢) بعدی ٢ پونکاره دیسک در میانی محور محاسبه زمان ٢ . ١ قضیه به توجه با .٢ . ٢ نتیجه

علت ادامه در آورد. بدست بالایی صفحه نیم مدل در را Xمنیفلد میانی محور توان می مشابه الگوریتم از استفاده با
بیان زیر لم های به توجه با را پونکاره دیسک در X منیفلد میانی محور محاسبه برای هذلولوی ورونوی دیاگرام از استفاده

شد. خواهد

است.[٣] D از ژئودزيکي D از دلخواه نقطه دو منصف عمود .٢ . ٣ لم

C = {y ∈ D|dD(x, y) = s} : هذلولوی دایره .۴ . ٢ تعریف

متفاوت)[٣] شعاع و مرکز بلعکس.(با و است اقليدسي دايره يک هذلولوي دايره هر .۵ . ٢ لم

را هستند هذلولوی فاصله یک به x١, x٢ ∈ E ⊂ δX نقطه دو از که X از نقاطی تمام هندسی مکان .۶ . ٢ تعریف
. می گوییم x١, x٢ عمودمنصف
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نقطه هر برای که گرفت نتیجه می توان پس می باشد. منصف عمود یک از بخشی هذلولوی ورونوی یال هر کلی، حالت در
می توان بنابراین می شود. متصل آنها به یکسان فاصله با ژئودزیک بوسیله که دارد وجود E در نقطه دو حداقل یال، روی c
دیاگرام یال های و رئوس توانیم می بنابراین و می گذرد E از نقطه دو از حداقل که کرد رسم هذلولوی ماکزیمال گوی c برای

بگیریم. نظر در پونکاره دیسک در میانی محور عنوان به را مرزی داخل هذلولوی ورونوی
آن محاسبه زمان که می پردازیم. ذیل در کلاین) دیسک (مدل هذلولوی فضای در میانی محور الگوریتم ارائه به حال

[۴] با: است برابر و می باشد کلاین دیسک در ورونوی دیاگرام محاسبه زمان همانند

O(n log n+ n
⌈
d

٢
⌉
)

δX آن مرز و X هموار منیفلد ورودی: •

δX از E = {p١, ..., pn} مرزی :ε-نمونه برداری ١ گام •

E = {p١, ..., pn} مجموعه نقاط برای ri شعاع و ci مرکز با دوایری صورت به وزن دار نقاط :محاسبه ٢ گام •

ri =
(∥pi∥)٢

۴(١ − (∥pi∥)٢)
− ١√

١ − (∥pi∥)٢
، ci =

pi

٢
√

١ − (∥pi∥)٢

نقاط هذلولوی ورونوی دیاگرام همان (که اقلیدسی فضای در وزن دار نقاط برای diagram power :محاسبه ٣ گام •
است.) کلاین دیسک در E مجموعه

δX مرز از خارج بخش های حذف و δX داخل در کاملا که هذلولوی ورونوی دیاگرام یال های و رئوس :حفظ ۴ گام •

کلاین دیسک در X هذلولوی میانی محور عنوان به E نقاط هذلولوی ورونوی دیاگرام از باقیمانده :زیرگراف خروجی •

کلاین دیسک (ب) پونکاره دیسک (آ)

ورونوی دیاگرام :٢ شکل
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آن ها فاصله مبنای بر نقاط زوج مرتب سازی

پورعیدی ابوالفضل * فرشی محمد

سلطانی ذریه
یزد دانشگاه ریاضی، دانشکده کامپیوتر، علوم گروه هندسی، و ترکیبیاتی الگوریتم های تحقیقاتی آزمایشگاه

چکیده

شده انجام آن روی وسیعی مطالعه که است کامپیوتر علوم در اولیه و اساسی مسائل از یکی داده ها مرتب سازی
نقاط روی مسائل نظیر هندسی داده های روی که مسائل از بسیاری در می کنند. استفاده آن از بسیاری مسائل و است
آنها بین فاصله مبنای بر نقاط زوج مرتب سازی مساله می کنند، کار بالاتر ابعاد با اقلیدسی فضای یا صفحه در خطوط و
نقطه زوج

(
n
٢
)

نقطه، n هر برای می توان داده ها، مرتب سازی برای معمول الگوریتم های بردن کار به با می شود. مطرح
حل راه مساله این مستقل، داده Θ(n٢) برای البته کرد. مرتب O(n٢ log n) زمان در آنها بین فاصله مبنای بر را
داشتن یا و کمتر زمان در مساله این حل امکان موضوع حالت، این در اعداد وابستگی به توجه با ولی ندارد سریع تری
زمان در را مساله این می توان آیا که می پردازیم موضوع این به مقاله این در می رسد. نظر به جالب پایین کران همین

است. Ω(n٢ log n) پایین کران دارای مساله این یا کرد حل کمتری

پیچیدگی. پایین، کران اقلیدسی، فضای فاصله ها، مرتب سازی، کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 68Q25, 68Q17

مقدمه ١

و آن انجام پیچیدگی از کاملی نتایج که است کامپیوتر علوم در شده مطرح اساسی مسائل از یکی داده ها مرتب سازی مساله
و دارد فراوانی استفاده نیز مسائل سایر حل در مساله، این است. شده ارائه آن حل برای متعددی بهینه الگوریتم های همچنین
یافتن جستجو، مانند پایه ای مسائل می گذارد. تاثیر می کنند استفاده آن از که مسائلی سایر به مستقیماً مساله این در نتیجه هر
مساحت)، کمترین با نقاط تمام (شامل بهینه محدب اشکال ساخت کمینه، پوشای درخت ساخت نقاط، جفت نزدیک ترین
بزرگتری کاربردهای در خود که عدد) بزرگترین چهارمین مثلا) مجموعه یک در بزرگی نظر از مشخص مرتبۀ با اعداد انتخاب
استفاده مورد رباتیک کامپیوتری، گرافیک هوایی، ترافیک کنترل راه ها، نقشه ی ایجاد جستجوگر، موتورهای پیاده سازی همچون

می نمایند. استفاده اعداد مرتب سازی الگوریتم های از همگی می گیرند، قرار
دارای و عدد، Θ(n) مرتب سازی برای شده  مطرح محور) (مقایسه الگوریتم های تمام کلی حالت در می دانیم که طور همان
انجام کران این از کمتر زمانی در خود که الگوریتم هایی از بسیاری زمانی پیچیدگی طرفی از و هستند Ω(n log n) پایین کران
حریصانه الگوریتم به می توان جمله این از می شود. تعیین کران این اساس بر داده هایشان مرتب سازی به نیاز دلیل به می شوند
مرتب سازی به آن ها که است این مسائل این از تعدادی در تأمل قابل نکتۀ .[٣] کرد اشاره هندسی پوشش های ساخت برای
مسالۀ برای شده ارائه پایین کران لذا، هستند. صفحه در نقاط جفت بین فاصله های همان اعداد این که دارند نیاز اعدادی
مقاله این در که می شود مطرح جدیدی مسأله ادامه در بنابراین نیست. استفاده قابل فاصله ها مرتب سازی برای مرتب سازی،

*سخنران
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برای روشی بلکه شد، نخواهد داده پاسخی سوال، این به مقاله این در البته، است. شده تلاش آن برای حلی راه یافتن برای
نمود. حل را مساله این بتوان آن، تکمیل با است امید که می شود ارائه مساله بررسی

زوج تمام کردن مرتب هدف است. شده داده نقطه n شامل S = {p١, p٢, . . . , pn} ⊂ Rd مجموعه مسئله: تعریف
است. نقاط بین فاصله مبنای بر صعودی ترتیب به S نقاط از (pi, pj) نقاط

نقاط زوج (تعداد کرد مرتب O(n٢ log n) زمان در را زوج ها این می توان راحتی به موجود الگوریتم های به توجه با
مسأله، این در اما است Ω(n٢ log n) پایین کران دارای عدد Θ(n٢) مرتب سازی نیز کلی حالت در البته است). Θ(n٢)

که است این سوال هستند. Rd در نقطه دو بین فاصله با متناظر کدام هر که هستند اضافی خاصیت این دارای ورودی اعداد
مرتب سازی مسالۀ پایین کران دارای نیز مساله این یا کرد مرتب o(n٢ log n) زمان در را نقاط زوج می توان مسأله این در آیا

است؟
می شود. بررسی باشند، شده انتخاب R فضای از نقاط وقتی یعنی حالت، ساده ترین در را مساله این مقاله، این در

فاصله ها مرتب سازی تصمیم درخت ٢

برای پایین کران یافتن برای شده ارائه روش مشابه روش، یک متمایز، فاصله
(
n
٢
)

مرتب سازی زمان پایین کران یافتن برای
برای ممکن جایگشت های کل تعداد روش، این در ببینید). را [١] کتاب از هشت (فصل است نقطه n مرتب سازی مسالۀ
می سازیم تصمیم درخت یک آنها روی سپس و محاسبه را حقیقی خط روی نقطه n توسط شده تولید فاصله

(
n
٢
)

مرتب سازی
که است این تصمیم درخت این ساخت در اساسی مشکل می کند. مشخص را مساله پایین کران تصمیم، درخت این عمق که
در است، نیاز مورد مستقل داده های در که مقایسه ها از بسیاری نقاط، زوج بین فاصله از حاصل اعداد وابستگی به توجه با
مساله یک به را مساله این می تواند برسد، مقایسه زیادی تعداد به که صورتی در نیاز، عدم این نیست. نیاز مورد حالت این

کند. ثابت مساله این برای را Ω(n٢ log n) پایین کران صورت، این غیر در و کند تبدیل O(n٢) زمان در حل قابل

تصمیم درخت ساخت ٢ . ١

اعداد از جایگشتی با متناظر آن برگ هر که می رسیم درختی به عملا عدد، n مرتب سازی برای تصمیم درخت یک ساختن در
ورودی اعداد از جایگشت هر اعداد، بودن مستقل صورت در هستند. مرتب ورودی اعداد جایگشت، آن با که است ورودی
وابستگی فاصله ها بین زیرا است متفاوت فاصله ها مرتب سازی در موضوع این شود. ظاهر باید تصمیم درخت برگ یک در
درخت برگ های در نیست لازم جایگشت ها این لذا و نیفتد اتفاق اصلا ،

(
n
٢
)

جایگشت های از برخی است ممکن و دارد وجود
می پردازیم. جایگشت ها این کردن محدود به بخش این در شود. ظاهر تصمیم

ماتریس این شوند. بیان ماتریس این خواص و نقاط بین فاصله های ماتریس است لازم ابتدا درخت این ساخت برای
هستند، نیاز که مقایسه هایی تنها و کنیم اجتناب فاصله ها مرتب سازی هنگام غیرضروری مقایسه های از تا می کند کمک ما به
دلخواه خط یک روی راست به چپ از ترتیب به p١, p٢, . . . , pn نقطه n شد، بیان قبلا که همان طور کنید فرض شود. انجام
دیگر، عبارت به است. pi از بعد نقاط گرفتن قرار ترتیب همان به آن از بعد نقاط تا pi فاصله ،i هر ازای به وضوح به داریم.
بین فاصله ی شامل D = (di,j)n×n فاصله ی ماتریس .|pipi+١| < |pipi+٢| < · · · < |pipn| داریم: i هر ازای به
درایه های تمام و است متقارن اصلی قطر به نسبت وضوح به ماتریس می شود. این تعریف di,j = |pipj نقاط | زوج تمام
این تنها بعد به این از و است نظر مورد D ماتریس اصلی قطر بالای عناصر مرتب سازی فقط لذا است. صفر اصلی قطر
زیر خواص دارای D ماتریس دارند، قرار خط روی نقاط که این به توجه با دهیم. می قرار بحث مورد و گرفته درنظر را عناصر
پایین به بالا از ستون هر عناصر ثانیاً و هستند صعودی راست سمت به چپ سمت از حرکت در سطر هر عناصر اولا است:

هستند. نزولی
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٣ قسمت در هرچند نیست. است، مشخص مبنا این بر آنها ترتیب که نقاطی زوج بررسی به نیاز مرتب سازی، در لذا
صدق خاصیت این در آنها همۀ ولی می کند صدق خاصیت این را غیرضروری مقایسه های از زیادی بخش که دید خواهیم

نمی کنند.
قطر از بعد بلافاصله قطر روی عناصر از درایه یک ماتریس، درایۀ کوچک ترین ،D ماتریس اول خاصیت به توجه با
عنوان به می تواند صورتی در درایه هر ماتریس، خاصیت دو به توجه با که است این مهم بسیار نکته است. ماتریس اصلی
چپ سمت در نشده ای انتخاب درایۀ حاضر حال در که شود فاصله ها انتخاب صعودی مرتب سازی در بعدی درایۀ کوچک  ترین

نباشد. درایه آن پایین در و
یعنی باشد، خالی آن پایین و چپ سمت که شود انتخاب بعدی کوچک ترین عنوان به می تواند عنصری مرحله، هر در لذا
n − ١ شده) مرتب لیست اول (عنصر عنصر کوچکترین انتخاب برای پس باشند. شده برداشته مرتب سازی روند در قبلا
کجاست، در دوم عنصر اینکه به بسته شده) مرتب لیست دوم (عنصر بعدی کوچک ترین برای آن انتخاب از پس داریم. انتخاب

داشت. خواهیم انتخاب n− ٢ یا n− ١ ترتیب به آن، به مجاور غیر سطر یا اول عنصر سطر به مجاور سطر
داده شرح که تصمیمی درخت ساختار قالب در را عناصر انتخاب برای ممکن امکان های تعداد و انتخاب روند این ما
با متناظر را تصمیم درخت اعداد، مرتب سازی مساله اجرای زمان برای پایین کران اثبات روش مشابه می کنیم. بیان شد خواهد
مرتب سازی در است ممکن که است جایگشت هایی تمام با متناظر درخت، برگ های می دهیم. تشکیل الگوریتم اجرای شکل هر
d١,٢ از قبل d١,٣ که جایگشتی مثال عنوان به نیست. معتبر di,jها روی جایگشت های تمام بوضوح، دهد. رخ فاصله ها

نمی افتد. اتفاق گیرد قرار
می شود: ساخته زیر صورت به درخت بالا، در شده بیان کلیدی نکته مبنای بر

درایۀ هر می تواند عنصر این دیدیم که همانطور گیرد. قرار ماتریس) درایۀ (کوچک ترین فاصله کوتاه ترین باید ریشه، در
به ترتیب به پایین به بالا از قطر این روی عناصر انتخاب امکان کنید فرض باشد. D ماتریس اصلی قطر از بعد بلافاصله
که دارد سطح n× (n− ٢/(١ درخت این است. n− ١ ریشه درجه لذا شوند. نظیر چپ به راست سمت از ریشه فرزندان
مشخص ماتریس عنصر کوچک ترین iامین درخت، iام سطح در می شود: مشخص شده مرتب لیست عنصر یک سطح هر در
جایگشت های تمام و خط روی در نقطه ۴ برای درخت این می شود. اضافه شده مرتب لیست به شده حذف ماتریس از و شده
که درخت، این معرفی از پس است: شده ١ شکل در نقطه چهار این از حاصل متمایز فاصله ۶ صعودی مرتب سازی برای ممکن

ماتریس درایهی

شود انتخاب بعدی عنصر عنوان به میتواند که درایهای

میشود حذف ماتریس از که شده انتخاب درایهی

خط. روی نقطه ۴ از حاصل فاصله ی ۶ مرتب سازی تصمیم درخت :١ شکل

مرتب سازی برای ممکن جایگشت های تمام درخت این که است مشخص می نامیم، فاصله ها مرتب سازی تصمیم درخت را آن
تعداد با است برابر درخت این برگ های که می شد تصور ابتدا در نیست. ضروری مقایسه ها این تمام هرچند می کند، ایجاد را
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برای آمده، ٢ شکل در که همچنان اما نمی گیرد، صورت غیرضروری مقایسه ی هیچ آن ها در که معتبری جایگشت های دقیق
و است d٢۴ < d١٣ که می شود حاصل بدیهی نتیجه ی این d٣۴ < d١٢ مقایسه ی انجام با خط، روی نقطه چهار مرتب سازی
شده مشخص مسیر در رنگ قرمز شاخه لذا و نیست درخت پایین تر سطح های در مقایسه این انجام به نیازی دیگر بنابراین

شود. حذف باید و نیست نیاز دیگر
p
۴p

۳
p
۲

p
۱

(p۳p۴ < p۱p۲) =⇒ (p۲p۴ < p۱p۳)

(d۳۴ < d۱۲) =⇒ (d۲۴ < d۱۳)
d۲۳, d۲۴

d۳۴

d۱۲, d۱۳, d۱۴

d۲۳, d۲۴

d۱۲, d۱۳, d۱۴

d۲۴

d۲۴ < d۱۳ میشود نتیجه d۳۴ < d۱۲ از که d۳۴ < d۱۲ و d۳۴ < d۲۳ یعنی فاصله کوچکترین d۳۴

d۱۲, d۱۳, d۱۴ d۲۳, d۲۴
d۳۴

d۱۳, d۱۴

d۳۴

d۲۳, d۲۴
d۱۳, d۱۴

است متوالی فاصله دو چون نمیشود نتیجه خاصی چیز و d۱۲ < d۲۳

d۲۴
d۱۳, d۱۴

d۱۳, d۱۴

d۲۴
d۱۴

d۱۴d۱۴

میشود حذف درخت رنگ قرمز شاخه این و نیست ¯زم مقایسه این اینجا در بنابراین d۲۴ < d۱۳ که شد نتیجه قب® چون

نمی شود. منجر معتبر جایگشت یک به که تصمیم درخت در اضافی مسیر یک :٢ شکل

آینده کارهای و نتیجه گیری ٣

مهم این هرچند آید. بدست نتیجه ای حقیقی خط روی نقطه n بین فاصلۀ مقایسۀ پیچیدگی خصوص در شد سعی مقاله این در
شمارش نهایت در و تصمیم درخت از ضروری غیر جایگشت های حذف با روند همین ادامه می رسد نظر به ولی نشد حاصل
(یعنی باشد بزرگ کافی اندازه به تعداد این اگر آورد. بدست کرانی مساله پیچیدگی برای بتوان حاصل، درخت برگ های تعداد
تعداد بودن کمتر صورت در و است Ω(n٢ logn) پایین کران دارای مساله که شد خواهد نتیجه آنگاه باشد، (Ω(nn٢

) از
در مساله بررسی باشد. موجود مساله حل برای o(n٢ log n) پیچیدگی با الگوریتمی که می شود حاصل امید این برگ ها،

است. جالب نیز بالاتر ابعاد
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دیفرانسیل معادلات



ماتیو معادله پریودیک جواب وجود و پایداری ناحیه برآورد

* درویشی محمد
ریاضی آمار-گروه و ریاضی علوم بیرجند-دانشکده دانشگاه

نژاد محمدی محمد حاجی
ریاضی آمار-گروه و ریاضی علوم بیرجند-دانشکده دانشگاه

چکیده

مضارب کمک به ایم. پرداخته عددی ضرایب برحسب ماتیو معادله پایداری ناحیه از برآوردی به مقاله این در
بی به زمان وقتی جوابها کرانداری نمایی، های مشخصه به توجه با و آوریم می بدست را ها جواب کلی فرم مشخصه
وجود ها جواب فرم به توجه با و تعیین را پایداری نواحی ضرایب، برحسب ادامه در کنیم. می بررسی را رود می نهایت

کنیم. می ارزیابی را پریودیک جواب

٣ نمایی های مشخصه ، ٢ مشخصه مضارب پریودیک، جواب ، پایداری ، ١ ماتیو معادله کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

قضایا و تعاریف ١

برای معادله این است. هارمونیک حالت یک تنها با هیل معادله نوع از دو درجه خطی دیفرانسیل معادله یک ماتیو معادله
ماتیو معادله است. رفته کار به بیضوی پوسته ارتعاشات با رابطه در ١٨۶٩ سال در ماتیو لئوناردو امیل توسط بار اولین

[٣] است. کرده رشد ... و آنها روی قطار حرکت در آهن راه های ریل پایداری مثلا مختلفی های زمینه در مدل بعنوان
معادله یک های جواب اولیه شرایط اگر که بود این اصلی سوال برد. بکار را پایداری مفهوم لیاپونف ١٨٩٢ سال در
اگر تر دقیق عبارت به ماند. می نزدیک هم به کافی قدر به جوابها مدت بلند رفتار آیا باشند نزدیک هم به کافی قدر به
در t٠ ی لحظه در ترتیب به که x ∈ Rn ، ẋ = p(t)x معادله جواب دو y(t) = x(t, t٠, yو(٠ x(t) = x(t, t٠, x٠)

مانند. می نزدیک هم به y(t) و x(t) آینده زمانهای تمام برای آیا باشند نزدیک هم به کافی قدر به آنها و y٠ ، x٠

ε > ٠ هر ازای به هرگاه گوییم پایدار را x(t) باشد. ẋ = p(t)x ی معادله از جوابی x(t) کنیم فرض .١ . ١ تعریف
نابرابری از y(t) چون دیگری جواب هر ازای به طوریکه به δ = δ(ε, t٠) > ٠ چون مثبتی عدد باشد داشته وجود مفروض

[٢]. ∀t⩾ t٠ ؛ ||y(t)− x(t)|| < ε گرفت نتیجه بتوان ||y٠ − x٠∥ < δ

گوییم. می ناپایدار را آن نباشد پایدار جوابی اگر

نامیم. می معادله آن اساسی ماتریس را اند معادله خطی مستقل های جواب آن های ستون که ماتریسی .١ . ٢ تعریف

بگیرید: نظر در را زیر معادله

*سخنران

١Mathieu’s equation
٢ characteristic numbers
٣ characteristic exponent
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ẋ = p(t)x (١)

که T مثبت حقيقی عدد کوچکترین باشد داشته وجود دیگر عبارت به یا باشد -پریودیک T ، p(t) که کنیم فرض
Φ(t+ T ) آنگاه باشد معادله(١) اساسی ماتریس Φ(t) که کنیم فرض اگر حال . −∞ < t < ∞،p(t+ T ) = p(t)

نتیجه در است (١) معادله برای دیگر اساسی ماتریس یک

Φ(t+ T ) = Φ(t)E (٢)

باشد. می پذیری وارون ثابت ماتریس E که

گوییم. می (١) معادله مشخصه مضارب را E ماتریس ویژه مقادیر .١ . ٣ تعریف

مشخصه را ρ و µ = eρT کنیم می تعریف باشد (١) معادله مختلط یا حقیقی مشخصه مضرب µ که کنیم فرض .۴ . ١ تعریف
نامیم. (١)می معادله نمایی

حاصلضرب محاسبه برای فرمولی همچنین و آنها پایداری شرایط ، (١) سیستم ی ها جواب کلی فرم زیر های قضیه
کنند. می ارائه مشخصه مضارب

iمضارب = ١, ٢, ..., n ، µiها که فرضکنیم بگیریم نظر در را -پریودیکاست T ،p(t) که ẋ = p(t)x سیستم .۵ . ١ قضیه
یک pi(t) و µi = eρiT که اند xi = pi(t)e

ρit از خطی ترکیبی بصورت سیستم های جواب آنگاه باشند سیستم مشخصه
همچنین و باشند. می T پریود با برداری تابع

µ١.....µn = exp(
∫ T
٠ trp(s)ds)

شود. رجوع [١] به اثبات.

باشند. کراندار t −→ ∞ وقتی سیستم جواب هر اگر تنها و اگر پایدارند ẋ = p(t)x سیستم های جواب تمام .۶ . ١ قضیه

شود. رجوع [١] به اثبات.

ماتیو معادله پایداری ناحیه وجود ٢

بگیریم نظر در را α, β ∈ R که زیر معادله

ẍ+ (α+ β cos t)x = ٠ (٣)

داریم ẋ = y گرفتن نظر در با ]حال
ẋ
ẏ

]
=

[
٠ ١

-α− β cos t ٠

] [
x
y

]
٢π پریود با پریودیک و p(t) =

[
٠ ١

-α− β cos t ٠

]
که است x ∈ R٢ ، ẋ = p(t)x فرم به معادله نتیجه در

داریم ، trp(t) = ٠ چون باشند (٣) معادله مشخصه مضارب µ٢ و µ١ که کنیم فرض باشد. می

µ١µ٢ = e٠ = ١ (۴)
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مشخصه مضارب معادله نتیجه در آید. می بدست α, β حسب بر عبارتی مشخصه مضارب مجموع (٢) رابطه به توحه با
است زیر بصورت (٣) سیستم

µ٢ − ϕ(α, β)µ+ ١ = ٠ (۵)
آیند. می بدست زیر بصورت µ٢ و µ١ ، (۵) معادله حل با

µ١, µ٢ =
١
٢
[ϕ(α, β)±

√
ϕ٢(α, β)− ۴]

می بررسی را سیستم پریودیک جواب وجود و پایداری ، ها جواب کلی فرم ، ϕ(α, β) مختلف مقادیر به توجه با حال
اند. پریودیک ٢π و t حسب بر ای جمله چند p٢(t) ، p١(t) و حقیقی ثابت عدد c٢ ، c١ حالات تمام در کنیم.

بزرگتر µ١ مثلا آنها از (۴)یکی طبق و اند مثبت و مختلف ، حقیقی µ٢ و µ١ آنگاه ، ϕ(α, β) > ٢ اگر اول: حالت
است زیر صورت به ها جواب کلی معادله و ρ٢ = −σ < ٠ ، ρ١ = σ > ٠ نتیجه در . است واحد از

x(t) = c١e
σtp١(t) + c٢e

−σtp٢(t)

گوییم. می ناپایدار پارامتری ناحیه را ناحیه این است. کران بی های جواب شامل t −→ ∞ وقتی ناحیه اين
باشد می زیر فرم به کلی وجواب ρ١ = ρ٢ = ٠ ، µ١ = µ٢ = ١ آنگاه ، ϕ(α, β) = ٢ اگر دوم: حالت

x(t) = c١p١(t) + c٢tp١(t)

کرانند. بی t −→ ∞ وقتي ها جواب بقیه و ٢π-پریودیک جواب یک ϕ(α, β) = ٢ منحنی روی بنابراین
ρ١ = −iϑ داریم |µ١| = |µ٢| آنجائیکه از اند. مختلط و µ١ = µ̄٢ ٢−آنگاه < ϕ(α, β) < ٢ اگر سوم: حالت

است زیر بصورت کلی جواب معادله باشد می حقیقی ϑ که ρ٢ = iϑ و

x(t) = c١e
iϑp١(t) + c٢e

−iϑp٢(t)

گوییم. می پایدار پارامتری ناحیه را ناحیه این کراندارند. t −→ ∞ وقتی ها جواب تمام

بصورت ها جواب کلی معادله ρ١ = ρ٢ =
١
٢
i و µ١ = µ٢ = −١ آنگاه ϕ(α, β) = −٢ اگر چهارم: حالت

است زیر

x(t) = c١e

١
٢
it
p١(t) + c٢te

١
٢
it
p١(t)

کرانند. بی t −→ ∞ وقتی ها جواب ی بقیه و دارد ۴π پریود با جواب یک نتیجه در
زیر فرم به کلی جواب (۴) رابطه به توجه با و اند. منفی و حقیقی µ٢ ، µ١ آنگاه ϕ(α, β) < −٢ اگر پنجم: حالت

است

x(t) = c١e
(∂+

١
٢
i)t
p١(t) + c٢e

(−∂+
١
٢
i)t
p٢(t)

ناپایدارند. نتيجه در و كران بی ها جواب t −→ ∞ وقتی بنابراین است. حقيقي و ∂ > ٠ که
نشان ماتیو معادله برای را پریودیک های جواب وجود و پایداری ناحیه زیر شکل دادیم قرار بررسی مورد آنچه به توجه با

دهد. می
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۴π،٢π پریود با های جواب وجود ناحيه ,ϕ(α|و β)| = ٢ فرضی :منحنی

پریودیک جواب بدون و پایداری ناحیه زده: هاشور قسمت :١ شکل

سپاس گزاری

را تشکر کمال بزرگوارم استاد از همچنین و است. بوده من همیشگی همراه زندگی دوران تمام در که گویم می سپاس را خدا
تمام و است شکیبایی و صبر کوه که ام گرامی همسر از آخر در و است. بوده دوره این در اینجانب راهنمای همواره که دارم

کنم. می دانی قدر کند می تحمل راه این در را ها سختی
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سایه زنی خاصیت و زمان-ثابت پایداری

داداشی شنبرکی غفار
یزد ارشد-دانشگاه کارشناسی دانشجوی

فاتحی نیا* مهدی
یزد محض-دانشگاه ریاضی گروه استادیار

چکیده

زمان-ثابت پایداری آن، به که می کنیم. بررسی را یکنواخت زمان-محدود پایداری از جدیدی توسیع مقاله، این در
پیش از همگرایی زمان که زمانی بخصوص و کاربردها برخی برای مهمی بسیار خاصیت پایداری این .[٢] می شود گفته
پایداری دارای شرایط، آن تحت سیستم یک که می کنیم بررسی را شرایطی می باشد. کنترل، سیستم های در شده تعریف

می کنیم. بررسی را سایه زنی خاصیت و زمان-ثابت پایداری بین رابطه ی سپس، و مجانبی

سایه زنی. خاصیت زمان-ثابت، پایداری جاذب، لیاپانوف، پایداری کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 37B25, 37N35

مقدمه ١

می باشد. زمان-محدود پایداری از کلاسی موضعی، زمان-ثابت پایداری خاصیت
می گیریم: نظر در را زیر سیستم مقاله، این در

ẋ = f(t, x), t ∈ R (١)

باشد، داشته وجود δ(ε) ،t٠ ∈ I هر و ε > ٠ هر برای اگر می گوییم، لیاپانوف پایدار ، سیستم(١) برای را مبدأ
.∥x(t, t٠, x٠)∥ < ε کند ایجاب ،∥x٠∥ < δ(ε, t٠) که t ≥ t٠ هر و x٠ هر برای بطوریکه

داشته وجود ν(t٠) ⊆ Rn مجموعه ،t٠ ∈ R هر برای اگر می گوییم، زمان-محدود جاذب ،(١) سیستم برای را مبدأ
:x٠ ∈ ν(t٠) هر برای بطوریکه باشد؛

باشد؛ داشته وجود x(t, t٠, x٠) سیستم(١)، از t > t٠ هر برای .١

.T (t٠, x٠) < +∞ ،t٠ ∈ R و x٠ ∈ ν(t٠) هر برای .٢

می گوییم. زمان-محدود جاذب پابه را کند صدق بالا تعریف در که ν(t٠) ماکسیمال مجموعه
است. ν(t٠) درونی نقطه مبدأ

*سخنران

١–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

سایه زنی خاصیت و زمان-ثابت پایداری سخنرانی

٩٣



جاذب اگر گوییم، یکنواخت زمان-محدود جاذب سیستم(١)، برای را مبدأ یکنواخت) زمان-محدود (جاذب [٢] .١ . ١ تعریف
،T (t٠, x٠) زمان-نشست تابع بطوریکه باشد، داشته وجود ،ν ⊆ Rn دامنه با زمان با نامتغییر جاذب یک و زمان-محدود
،ε ∈ R+ باشد داشته وجود ،y ∈ ν هر برای دیگر: عبارت به باشد. t٠ ∈ R روی یکنواخت و R×ν روی موضعی کراندار

باشد. متنهای sup{T (t٠, x٠) |t٠ ∈ R, x٠ ∈ y ∔ B(ε)} و y ∔ B(ε) ⊆ ν بطوریکه

زمان-محدود جاذب اگر می گوییم، زمان-ثابت جاذب ،(١) سیستم برای را مبدأ زمان-ثابت) (جاذب [١] .١ . ٢ تعریف
عدد یک دیگر، عبارت به است. کراندار R × ν روی که ،T (t٠, x٠) زمان-نشست تابع و ν جاذب پابه با یکنواخت،

.T (t٠, x٠) ≤ Tmax آنگاه ،x٠ ∈ ν و t٠ ∈ R اگر بطوریکه باشد؛ داشته وجود Tmax ∈ R+

جاذب و لیاپانوف پایدار اگر می شود، گفته زمان-ثابت پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ زمان-ثابت) (پایداری [١] .١ . ٣ تعریف
باشد. زمان-ثابت

است. سرتاسری زمان-ثابت پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ آنگاه ،ν = Rn اگر
.[٣ ،٢] می باشد سرتاسری پوشش با کنترل سیستم یک برای سودمندتری تعریف زمان-ثابت، پایداری

تابع و O ∈ int(Ω) که Ω ⊆ Rn باز و ناتهی مجموعه روی سره تابع ،V : Rn → R کنیم فرض [١] .۴ . ١ قضیه
DF؛ (t,x)V (x) ≤ −W (x) باشیم داشته x ∈ Ω \ {٠} و t ∈ R برای و باشد پیوسته معین مثبت W : Rn → R

جذب دامنه با مجانبی پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ آنگاه

U =
∏

(V, λ(h))
∩

B(h). (٢)

.h ≤ supr∈R+:B(r)⊆Ω r و λ(h) = infx∈Rn:∥x∥=h V (x) آن، در که
.U = Rn و است سرتاسری مجانبی پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ آنگاه ،Ω = Rn و باشد سرتاسری سره ،V اگر

باشد. آن روی دیفیومرفیسم یک ϕ و هموار منیلفد فضای یک ، X کنیم فرض

Z روی ϕ دینامیکی سیستم یک از -شبه مدار) d -شبه مسیر(یا d را ξ = {xk ∈ X : k ∈ Z} دنباله .۵ . ١ تعریف
کند: صدق زیر نامساوی در اگر، می کنیم، تعریف

r(ϕ(xk), xk+١) < d, k ∈ Z. (٣)

نامساوی k ∈ Z هر ازای به که باشد داشته وجود x ∈ X نقطه اگر است. ثابت ϵ > ٠ کنیم فرض

r(ϕk(x), xk) < ϵ, k ∈ Z. (۴)

می شود. پیموده ϵ ،X توسط ξ = {xk} -شبه مسیر d گوییم، آنگاه کند، صدق

نقطه یک ،Z روی ξ -شبه مسیر d هر برای که باشد، داشته وجود d > ٠ یک ،ϵ > ٠ هر برای کنیم فرض .۶ . ١ تعریف
است. سایه زنی خاصیت دارای ϕ گوییم، صورت این در شود. پیموده ϵ ،x توسط شبه مسیر این که باشد داشته وجود x ∈ X
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می گردد. تعریف برداری میدان های از حاصل شارهای روی مشابه طور به سایه زنی، خاصیت
شعاع بی کران ،W (x) گوییم آنگاه ، limx→+∞W (x) = +∞ اگر است، معین مثبت تابع یک W (x) کنیم فرض

است.

بی کران و معین مثبت تابع اگر است، بی کران شعاع ،V (t, x) است. معین مثبت تابع V (t, x) کنیم فرض .١ . ٧ تعریف
.V (t, x) ≥ W (x) بطوریکه باشد، داشته وجود W (x) شعاع

تابع و O ∈ int(Ω) که Ω ⊆ Rn باز و ناتهی مجموعه روی تابعی ،V : Rn → R کنیم فرض .١ . ٨ قضیه
DF؛ (t,x)V (x) ≤ −W (x) باشیم داشته x ∈ Ω \ {٠} و t ∈ R برای و باشد پیوسته معین مثبت W : Rn → R

است. سایه زنی خاصیت دارای مبدأ، آنگاه

می گیریم؛ نظر در را زیر اعداد باشد. Ω باز همبند و سره مجموعه روی پیوسته تابع ،V : Rn → R کنیم فرض .١ . ٩ قضیه
می کند. صدق زیر نامساوی در که ،rµ ∈ R+ و rν ∈ R+ ،ν ∈ R+ ،µ ∈ (٠, ١)

DF (t,x)V (x) ≤

{
−rµV

١−µ(x) x ∈ Ω : V (x) ≤ ١
−rνV

١+ν(x) x ∈ Ω : V (x) ≥ ١
t > t٠ x ∈ Ω (۵)

تخمین می باشد. است؛ شده تعریف ،(٢) رابطه ی در که U جاذب دامنه با زمان-ثابت، پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ آنگاه،
می گردد: تعریف زیر رابطه ی بوسیله زمان-نشست، ماکسیمم تابع

T (x) ≤ Tmax ≤ ١
µrµ

+
١
νrν

. (۶)

است. سرتاسری زمان-ثابت پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ آنگاه باشد، بی کران شعاع ،V تابع و Ω = Rn اگر

می باشد. ،U جاذب دامنه با مجانبی پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ ،(١ . ٨) قضیه گرفتن نظر در با اثبات.
،(۵) رابطه ی که می کنیم ثابت دارد. وجود (١) سیستم از ،x(t, t٠, x٠) جواب ،t > t٠ هر برای و x٠ ∈ U هر برای

رابطه ی یک ،V (x٠) > ١ که سیستم(١) از ،x(t, t٠, x٠) مسیر هر برای می باشد. زمان-ثابت جاذب

T١ = T١(x) ≤
١
νrν

: V (x(T١, t٠, x٠)) = ١. (٧)

رابطه ی یک ،V (x١) < ١ که x(t, t١, x١) مسیر هر برای دارد. وجود

T٢ = T٢(x) ≤
١

µrµ
: V (x(t, t١, x١)) → ٠ برای t → T٢. (٨)

می شود. کامل قضیه اثبات دارد. وجود لحظه، هر برای

است) آمده [٢] در جزئیات (اثبات می گیریم. نظر در را زیر لغزشی مد کنترل سیستم .١ . ١٠ مثال
ẋ = y

ẏ = u+ d(t)

u = −α١ + ٣β١x
٢ + γ

٢
sing[s]− (α٢s+ β٢s

[٢\١](٣
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،s = ٠ رویه ی Cمی باشد. ∈ R+ و γ > ٢C ، α١, α٢, β١, β٢ ∈ R+ ،| d(t) |< C ،x, y ∈ R آن در که
می باشد. زیر بصورت

s = y + (yt[٢] + α١x+ β١x
[٢\١](٣.

می کند. پیروی زیر، شده تمدید شمول دیفرانسیل از اصلی، ناپیوسته ẋسیستم = y

ẏ ∈ {−α١ + ٣β١x
٢ + γ

٢
}.sing[s] + {−(α٢s+ β٢s

٢\٣](٣}+ [−c, c].

می کنیم. محاسبه را سیستم مسیر تعمیم یافته مشتق می باشد. V (s) =| s | تابع که می کنیم ملاحظه

DFV (s ≤ −(α٢V (s) + β٢V
٣(s))٢\١ برای s ̸= ٠

می باشد. زیر بصورت ،s = ٠ لغزشی سطح برای زمان از تخمینی با زمان-ثابت جاذب

Ts ≤
٢

√
α٢

+
٢√
β٢

.

می باشد. زیر بصورت ، s = ٠ برای لغزشی حرکت معادله

ẋ = −
(
α١
٢
x+

β١
٢
x٣
)[٢\١]

.

بصورت اصلی سیستم برای ، T (x, y) زمان-نشست تابع از سرتاسری، تخمین یک و زمان-پابت پایدار سیستم، این
است. زیر

T (x, y) ≤ Tmax ≤ ٢
√

٢
√
α١

+
٢
√

٢√
β١

+
٢

√
α٢

+
٢√
β٢

.
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سایه زنی خاصیت و زمان-محدود پایداری

داداشی شنبرکی غفار
یزد ارشد-دانشگاه کارشناسی دانشجوی

فاتحی نیا* مهدی
یزد محض-دانشگاه ریاضی گروه استادیار

چکیده

مفاهیم ابتدا، می باشد. پیوسته دینامیکی سیستم های برای زمان-محدود پایداری بررسی مقاله، این اصلی هدف
از استفاده با می کنیم. بیان را زمان-محدود پایداری و محدود زمان جاذب جاذب، لیاپانوف، پایداری مانند، اساسی
بین رابطه ی سپس، و مجانبی پایداری دارای شرایط، آن تحت سیستم یک که می کنیم بررسی را شرایطی مفاهیم، این

می کنیم. بررسی را سایه زنی خاصیت و زمان-محدود پایداری

سایه زنی. خاصیت زمان-محدود، پایداری لیاپانوف، پایداری کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 37B25, 37N35

مقدمه ١

زمان-محدود، پایداری مثال های از یکی .[۵ ،٣ ،١] می آوریم بدست را زمان-محدود پایداری کنترل، سیستم های برای
می آوریم. بدست را زمان-نشست تابع کار، این برای هستند. مقاوم کنترل سیستم های

می گیریم. نظر در را زیر سیستم مقاله این در

ẋ = f(t, x), t ∈ R (١)

x(t, t٠, x٠) دارد. x(t) = xاولیه٠ شرط با یکتا جوابی سیستم(١)، دیفرانسیل، معادلات در جواب یکتایی قضیه به توجه با
.x(t, t, x) ∈ Φ(t, x)پس می دهیم. نشان Φ(t, x) با را جواب ها مجموعه ی می گیریم. نظر در (١) سیستم برای جوابی را

،t٠ ∈ I هر و ε > ٠ هر برای اگر می گوییم لیاپانوف پایدار ، سیستم(١) برای را مبدأ لیاپانوف) (پایداری [۴] .١ . ١ تعریف
.∥x(t, t٠, x٠)∥ < ε کند ایجاب ،∥x٠∥ < δ(ε, t٠) که t ≥ t٠ هر و x٠ هر برای بطوریکه باشد، داشته وجود δ(ε)

،t٠ ∈ R هر برای اگر می گوییم، زمان-محدود جاذب ،(١) سیستم برای را مبدأ زمان-محدود) (جاذب [١] .١ . ٢ تعریف
: x٠ ∈ ν(t٠) هر برای بطوریکه باشد؛ داشته وجود ν(t٠) ⊆ Rn مجموعه

باشد؛ داشته وجود x(t, t٠, x٠) ، سیستم(١) از t > t٠ هر برای .١

.T (t٠, x٠) < +∞ ،t٠ ∈ R و x٠ ∈ ν(t٠) هر برای .٢

*سخنران
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می گوییم. زمان-محدود جاذب پابه را کند صدق بالا تعریف در که ν(t٠) ماکسیمال مجموعه
است. ν(t٠) درونی نقطه مبدأ

و لیاپانوف پایدار اگر می گوییم؛ زمان-محدود پایدار سیستم(١)، برای را مبدأ زمان-محدود) (پایداری [١] .١ . ٣ تعریف
باشد. زمان-محدود جاذب

می گوییم. سرتاسری زمان-محدود پایدار سیستم(١)، برای را مبدأ آنگاه ،ν(t٠) = Rn اگر
می کنیم: تعریف زیر صورت به سیستم(١) برای را زمان-نشست تابع

T (t٠, x٠) =٠ (x(t, t٠, x٠))− t٠

x(t, t٠, x٠) ∈ Ψ(t٠, x٠)

تابع و o ∈ int(Ω) که Ω ⊆ Rn باز و ناتهی مجموعه روی سره تابع ،V : Rn → R کنیم فرض .۴ . ١ قضیه
؛ DF (t,x)V (x) ≤ −W (x) باشیم داشته x ∈ Ω \ {٠} و t ∈ R برای و باشد پیوسته معین مثبت W : Rn → R

جذب دامنه با مجانبی پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ آنگاه

U =
∏

(V, λ(h))
∩

B(h). (٢)

.h ≤ supr∈R+:B(r)⊆Ω r و λ(h) = infx∈Rn:∥x∥=h V (x) آن، در که

باشد. آن روی دیفیومرفیسم یک ϕ و هموار منیلفد فضای یک ، X کنیم فرض

Z روی ϕ دینامیکی سیستم یک از -شبه مدار) d -شبه مسیر(یا d را ξ = {xk ∈ X : k ∈ Z} دنباله .۵ . ١ تعریف
کند: صدق زیر نامساوی در اگر، می کنیم، تعریف

r(ϕ(xk), xk+١) < d, k ∈ Z. (٣)

نامساوی k ∈ Z هر ازای به که باشد داشته وجود x ∈ X نقطه اگر است. ثابت ϵ > ٠ کنیم فرض

r(ϕk(x), xk) < ϵ, k ∈ Z. (۴)

می شود. پیموده ϵ ،X توسط ξ = {xk} -شبه مسیر d گوییم، آنگاه کند، صدق

نقطه یک ، Z روی ξ -شبه مسیر d هر برای که باشد، داشته وجود d > ٠ یک ، ϵ > ٠ هر برای کنیم فرض .۶ . ١ تعریف
است. سایه زنی خاصیت دارای ϕ گوییم، صورت این در شود. پیموده ϵ ، x توسط شبه مسیر این که باشد داشته وجود x ∈ X

می گردد. تعریف برداری میدان های از حاصل شارهای روی مشابه طور به سایه زنی، خاصیت

تابع و O ∈ int(Ω) که Ω ⊆ Rn باز و ناتهی مجموعه روی تابعی ،V : Rn → R کنیم فرض .١ . ٧ قضیه
؛ DF (t,x)V (x) ≤ −W (x) باشیم داشته x ∈ Ω \ {٠} و t ∈ R برای و باشد پیوسته معین مثبت W : Rn → R

است. سایه زنی خاصیت دارای مبدأ، آنگاه
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O ∈ int(Ω) و Ω ⊆ Rn باز و ناتهی مجموعه روی سره، تابع V : Rn → R کنیم فرض .١ . ٨ قضیه

DF (t,x)V (x) ≤ −١ برای t ∈ R, x ∈ Ω \ {٠} (۵)

و می باشد است؛ گردیده تعریف ٢ رابطه ی در که U جذب دامنه با زمان-محدود پایدار ، (١) سیستم برای مبدأ آنگاه

T (x٠) ≤ V (x٠) برای x٠ ∈ U. (۶)

باشد. زمان-نشست تابع T (٠) اگر
پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ ،۵ نامساوی به توجه با آنگاه باشد، Ω = Rn روی سرتاسری سره تابع یک V اگر

می باشد. سرتاسری زمان-محدود

،x ∈ U و t > t٠ هر برای می باشد. U جذب دامنه با مجانبی پایدار ،(١) سیستم برای مبدأ ، ١ . ٧ قضیه به توجه با اثبات.
t١ = t٠+V (٠) آن در که را [t٠, t١] بازه است. زمان-محدود جاذب که، می دهیم نشان دارد. وجود ،x(t, t٠, x٠) جواب
x(t, t٠, x٠) ̸= ٠ باشیم داشته ،t ∈ [t٠, t١] هر برای می کنیم، فرض می گیریم: نظر در را خلف فرض می گیریم. نظر در را

داریم بنابراین می گیریم. نظر در را Ṽ (t) = V (x(t, t٠, x٠)) .

DkṼ (t) ≤ DF (t,x)V (x(t, t٠, x٠)) ≤ −١, برای t ∈ [t٠, t١] (٧)

داریم پس است. دیفرانسیل پذیر ،[t٠, t١] روی جا همه تقریباً و می باشد. نزولی ،[t٠, t١] روی ،Ṽ (t) تابع پس

Ṽ (t١)− Ṽ (t٠) ≤
∫ t١

t٠

d

dt
Ṽ (τ)dτ ≤ −(t١ − t٠) = −V (x٠). (٨)

که معنی این به .( [٢] در جزئیات اثبات )

Ṽ (t١) = V (x(t١, t٠, x٠)) ≤ Ṽ (t٠)− V (x٠) (٩)

= V (x(t٠, t٠, x٠))− V (x٠) = ٠.

آنگاه: باشد، معین مثبت V (x) که وقتی

V (x(t١, t٠, x٠)) ≤ ٠ ⇒ V (x(t١, t٠, x٠)) = ٠ ⇐⇒ x(t١, t٠, x٠) = ٠

(۶) رابطه زمان-نشست، تابع از تخمینی با زمان-محدود جاذب (١) سیستم برای مبدأ که معنی این به
می باشد.

،x ∈ Ω هر برای بطوریکه باشد، داشته وجود V : Rn → R پیوسته تابع یک ، (١ . ٨) قضیه شرایط تحت اگر
می باشد. یکنواخت زمان-محدود پایدار ، (١) سیستم برای مبدأ آنگاه ،V (x) ≤ V (x)

می گیریم: نظر در را زیر سیستم .١ . ٩ مثال

ẋ = −x
[
١
٢
]
(١ − |x|), x ∈ R
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: بصورت آن زمان-نشست تابع که

T (x) = Ln

١ + |x|
١
٢

١ − |x|
١
٢


برای دیفرانسیل پذیر همچنین می باشد. B(١) روی سره و پیوسته زمان-نشست، تابع ، (١ . ٨) قضیه به توجه با می باشد.

داریم: و می باشد x ∈ B(١) \ {٠}

Ṫ (x) =
∂T

∂x
ẋ =

١

x
[
١
٢
]
(١ − |x|)

ẋ = −١ برای x ̸= ٠

تعمیم از یافته تعمیم لیاپانوف تابع یک زمان-محدود، پایدار سیستم از زمان-نشست تابع که می بینیم مثال این به توجه با
باشیم. داشته می توانیم را وسیعی بسیار توابع (١ . ٨) قضیه کاربردن به با بنابراین می باشد. جهت
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وارون�پذیر (SDS) دنباله�ای دینامیکی سیستم�های

صیاد شکوفه
زاهدان آزاد دانشگاه

* نعیم�آبادی رحمانی حبیبه
کرمان باهنر شهید دانشگاه

چکیده

مشخصه یک ما بخش این در است. وارون�پذیر دنباله�ای دینامیکی سیستم�های بررسی پژوهش این انجام از هدف
خاصی متقارن رأس تابع که می�دهیم نشان همچنین و می�دهیم ارائه وارون�پذیر دنباله�ای�های دینامیکی ازسیستم�های کلی
می�دهیم. قرار بررسی مورد را سیستم�ها نوع این فاز فضای و دارد وجود دنباله�ای دینامیکی سیستم�های نوع این برای

همینگ کلاس دوسویی، نگاشت وارون�پذیر، دنباله�ای دینامیکی سیستم�های کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را idk و invk نگاشتهای باشد. k = |F٢ = {٠, ١} کنیم فرض

invk(x١, . . . , xk) = (١+ x١, . . . , ١+ xk)
idk(x١, . . . , xk) = (x١, . . . , xk)

(١)

یک Y = (V [Y ], e[Y ]) آن در که است. (Y, (Fv)v, π) تایی سه ، (SDS) دنباله�ای دینامیکی سیستم .١.١ تعریف
تعداد n) می�باشد: n-تایی جایگشت یک π و موضعی نگاشت�های از خانواده�ای (Fv)v و طوقه بدون دار، جهت غیر گراف

از: است عبارت آن به وابسته نگاشت که طوری به می�باشد). Y گراف راس�های
می�کنیم) مشخص π با را ترکیب (ترتیب

[FY , π] = Fπ(n)
oFπ(n−١)o . . . oFπ(١) (٢)

fv موضعی تابع fv : kd(v)+١ −→ k که داریم را fv رأس تابع d(v) راس درجه با Y از v رأس هر برای .٢.١ تعریف
کنیم: می تعریف را

fv : Kn −→ Kn, Fvi(x) = (xv١ , . . . , xvi−١ , fvi(x[vi]), Xvi+١ , . . . , xvn)

.[٢]،[١] می�مانند ثابت حالت�ها بقیه و می�دهد تغییر را ام ـ vi رأس حالت تنها Fvi می�بینیم که طور همان

می�گوئیم. وارون�پذیر SDS یک باشد، سویی دو آن نگاشت که ای١ دنباله دینامیکی سیستم .٣.١ تعریف
*سخنران

١Sequential dynamical system
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به است [FY , π
∗] نگاشت معکوسش آنگاه ،π = (π١, . . . , πn) و باشد دوسویی [FY , π] نگاشت اگر .۴.١ تعریف

داریم: و π∗ = (πn, πn−١, . . . , π٢, π١) که طوری

[FY , π]
−١ = [FY , π

∗] (٣)

رأس هر برای اگر تنها و اگر است وارون�پذیر [Fv, π] نگاشت با (Y, (Fv)v, π) دنباله�ای دینامیکی سیستم .۵.١ قضیه
باشد. دوسویی زیر شده تعریف نگاشت رأس) (حالت x′[vi] هر و vi ∈ V [Y ]

gx′[vi] : |F٢ −→ |F٢; gx′[vi](xvi) = fvi(x[vi])

: داریم گیریم. می نظر در را [FY , π] نگاشت اثبات.

[FY , π] = FπnoFπn−١o . . . oFπ١ (۴)

دو FπnoFπn−١o . . . oFπ١ و باشد دوسویی FπnoFπn−١o . . . oFπ١ اگر تنها و اگر است دوسویی [Fy, π] نگاشت
داریم: Fvi تعریف به بنا باشد. دوسویی Fvi موضعی نگاشت هر اگر تنها و اگر است سویی

Fvi(x) = (xv١ , . . . , xvi−١ , fvi(x[vi]), xvi+١ , . . . , xvn) (۵)

دلخواه شده�ی ثابت x′[vi] هر برای gx′[vi](xvi) = fvi(x[vi]) نگاشت اگر تنها و اگر است دوسویی Fvi نگاشت لذا
نمی�کند. تغییر یا می�کند تغییر یا gx′[vi](xvi) نگاشت تحت vi رأس حالت بنابراین ،xvi ∈ {٠, ١} چون باشد. دوسویی
دوسویی نگاشتها این دوی هر که باشد id یا inv نگاشتهای از یکی می�تواند تنها gx′[vi](xvi) = fvi(x[vi]) بنابراین
انعکاس نگاشت یا gx′[vi](xvi) = fvi(x[vi]) که وقتی همچنین است. دوسویی همواره gx′[vi](xvi)نگاشت لذا هستند

داریم: پس .F ٢
vi = I است. همانی نگاشت یک لزوماً F ٢

vi صورت این در باشد (id) همانی نگاشت یا و (inv)

[FY , π
∗]o[FY , π] = (Fπ(١)o . . . o Fπ(n)oFπ(n)︸ ︷︷ ︸

I

oFπ(n−١)oFπ(١)) (۶)

داشت: خواهیم بالاخره می�دهیم ادامه ترتیب همین به

[FY , π
∗]o[FY , π] = I (٧)

می�باشد. [FY , π] نگاشت (معکوس) وارون [FY , π
∗] نگاشت بنابراین

یک در فقط که سیستم حالت دو که: معناست این به gx′[vi](xvi) = fvi(x[vi]) نگاشت بودن یک به یک .۶.١ ملاحظه
نروند. یکسانی حالتهای به نگاشت این تحت دارند تفاوت آراینده

را circ٣ گراف روی f١١٠(x, y, z) = (١ + y)(١ + z) + (١ + xyz) رأس تابع توسط شده القا SDS .٧.١ مثال
: داریم را زیر جدول f١١٠ نگاشت تحت (xi−١, xi, xi+١) مختلف سیستم حالتهای برای می�گیریم نظر در
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١ جدول

(xi−١, xi, xi+١) ١١١ ١١٠ ٠٠١ ٠١٠ ٠١١
f١١٠ ٠ ١ ١ ١ ١

نیست. یک به یک f١١٠ نگاشت پس شده�اند. نگاشته (١) حالت به دو هر (٠, ١, ١) و (٠, ٠, ١) حالتهای چون

کنیم: می تعریف زیر صورت به را parityk و parityk توابع .٨.١ تعریف

parityk(x١, . . . , xk) = ١+ parityk(x١, . . . , xk), parityk(x١, . . . , xk) =

k∑
i=١

xi (mod٢) (٨)

نگاشت ـ SDS کنیم می ادعا گیریم. می نظر در circ٣ روی parity۴ رأس تابع توسط شده القا SDS ادعا:
آوریم. می دست به را آن وارون و است وارون�پذیر نگاشت یک [paritycirc۴ , (٠, ١, ٢, ٣)]

بگیرید: نظر در را زیر نگاشت داریم. می نگه ثابت را x′[i] = (xi−١, xi+١) ،i رأس هر برای اثبات.

gx′[i](xi) = fi(xi−١, xi, xi+١) = xi−١ + xi + xi+١ (mod٢) (٩)

xi−١ + xi+١ اگر دیگر؛ طرف از است. همانی نگاشت یک gx′[i] صورت این در شود صفر با برابر xi−١ + xi+١ اگر
است. انعکاس نگاشت gx′[i] صورت این در شود یک با برابر

از: عبارتست آن وارون و است پذیر وارون [paritycirc۴ , (٠, ١, ٢, ٣)] نگاشت (۵.١) طبق بنابراین

[paritycirc۴ , (٠, ١, ٢, ٣)]
−١ = [paritycirc۴ , (٣, ٢, ١, ٠)]. (١٠)

شکل�های در [paritycirc۴ , (٣, ٢, ١, نگاشت[(٠ فاز فضای و [paritycirc۴ , (٠, ١, ٢, نگاشت[(٣ فاز فضای .٩.١ مثال
فاز فضای کلی حالت در باشد. می مدارها جهت در اختلاف�شان و هستند هم مانند فازها فضای است. شده داده زیرنشان

می�باشد. دورها از اجتماعی صورت به می�شود القا parity توسط که SDS دنباله�ای دینامیکی های سیستم

[paritycirc۴ , (٠, ١, ٢, ٣)] فاز فضای (ب) [paritycirc۴ , (٣, ٢, ١, ٠)] فاز فضای (آ) :١ شکل
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بگیرید. نظر در باشد Hk(x) = |{xi|xi = ١}| بطوریکه HK(x) = |F٢ −→ |F٢ تابع .١٠.١ تعریف
نامیم. می k همینگ٢ کلاس Hk(x)؛ = {x ∈ |Fn

٢ |sumn(x) = k} مجموعه به

توابع از یکی fv آنگاه باشد. (fv)v متقارن رأس تابع�های با وارون�پذیر SDS یک (Y, FY , π) کنیم فرض .١١.١ قضیه
است: روبرو متقارن

fv = parityv یا fv = ١+ parityv (١١)

(٠) = (٠, ٠, . . . , ٠) داریم کنیم. می kآغاز کلاسهای −H روی استقرا با را اثبات اثبات.
نگاشت یا fv ،(٢ ١ـ (۴ـ قضیه طبق لذا است وارون�پذیر (Y, FY , π) چون .fv(٠) = y٠ کنید فرض استقرا: پایه

پس: است. انعکاس نگاشت یا و همانی

fv(٠, ٠, . . . , ٠) = y٠ =⇒ fv(١, ٠, ٠, . . . , ٠) = ١+ y٠ (١٢)

می�باشد. یک کلاس −H از نمایشی (١, ٠, ٠, . . . , ٠) که طوری به
استقرا: گام�های

xL+١ = (١, ١, ١, . . . , ١︸ ︷︷ ︸
١+Lتا

٠, . . . , ٠) ∈ HL+١ و xL = (٠, ١, ١, ١, . . . , ١︸ ︷︷ ︸
Lتا

٠, ٠, . . . , ٠) ∈ HL (١٣)

داریم: پس
fk = (٠, ١, ١, . . . , ١, ٠, . . . , ٠) = yL
fk = (١, ١, . . . , ١, ٠, . . . , ٠) = ١+ yL.

بنابراین:
fk = (١, ١, ١, . . . , ٠, . . . , ٠) = ١+ ١+ yL = yL.

.[٣] fv = ١+ parityv آنگاه باشد، y٠ = ١ اگر و fv = parityv آنگاه: باشد، y٠ = ٠ اگر لذا

.[۴] باشد parity یا parity آنها موضعی نگاشت که، وارون�پذیرند دنباله�ای دینامیکی سیستم�های .١٢.١ نتیجه
.[۵] ،[۴] است دنباله�ای دینامیکی سیستم یک دوباره (SDS) دنباله�ای دینامیکی سیستم یک وارون .١٣.١ نتیجه
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درمان و واکسیناسیون با عفونی بیماری مدل یک بهینه ی کنترل

خیری حسین
تبریز دانشگاه

محمدی* مهران
تبریز دانشگاه

چکیده

برای درمان، و بیماری، مستعد افراد برای ناقص، واکسن کننده ی کنترل دو شامل اپیدمی مدل یک مقاله این در
استفاده با که است این هدف نمی شوند. اعمال ثابت نرخ یک با لزوماً کنترل ها که است شده گرفته نظر در عفونی، افراد
سیستم منظور این برای برسانیم. حداقل به را واکسن و درمان به مربوط هزینه های و بیماری حجم بهینه کنترل نظریه ی از

می کنیم. حل عددی صورت به را آن و می آوریم دست به را بهینگی

درمان. واکسیناسیون، بهینه، کنترل اپیدمی، مدل کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

اخیر سال های در است. دینامیکی سیستم های رفتار تنظیم برای لازم قواعد و اصول و تئوری ها تدوین کنترل، علم هدف
حال عین در و انگیز اعجاب و زیبا و ظریف بسیار مجموعه های عنوان به انسان بدن سیستم نظیر بیولوژیکی سیستم های

است. گرفته قرار مطالعه مورد کنترلی پیچیده ی
انجام منظور به هم با و هستند مربوط یکدیگر به که مختلف اجزای از مجموعه ای از است عبارت کنترل سیستم یک
سیگنال یک به که اجزایی از مجموعه یک عنوان به می توان را بخصوص کنترل سیستم یک می کنند. کار بخصوص عمل یک
عبارت عملکرد این موارد از بسیاری در می باشد. عملکرد یک انجام حقیقت در اجزا این پاسخ کرد. تعریف می دهند پاسخ

فشار. یا و ولتاژ وضعیت، حرارت، درجه سرعت، نظیر فیزیکی متغیر یک کنترل است
است، بهینه کنترل نظریه ی داد قرار مطالعه مورد را همه گیر بیماری های شیوع آن از استفاده با می توان که راه هایی از یکی
دو درمان و واکسیناسیون است. ممکن نتیجه بهترین آوردن دست به و سیستم کنترل برای رویکرد یک تعریف پایه ی بر که

هستند. عفونی بیماری مدل های برای کنترل
.[٢] است شده گرفته نظر در شده ارائه مقدس٣ و گومل٢ توسط ٢٠٠٣ سال در که ١SV I اپیدمی مدل مقاله این در
کننده ی کنترل دو و ، I

١+I بیماری، خطی غیر مرتبه یک شامل که قطعی مدل یک بوسیله ی مدل این در عفونی بیماری گسترش
بهینه کنترل نظریه ی بوسیله ی و شده اند گرفته نظر در متغیر زمان به توجه با کنترل ها می شود. داده شرح درمان و واکسن
را می شود مداخلات با مرتبط هزینه های و بیماری حجم رسیدن حداقل به منجر که را رویکردی تا گرفته اند قرار مطالعه مورد
عددی سازی شبیه سپس، می کنیم. حل عددی صورت به سپس و آورده دست به را بهینگی سیستم منظور این برای برگزینیم.

می شود. داده نشان مختلف سناریوهای در

*سخنران

١Susceptibles-Vaccinated-Infectious
٢A.B. gumel
٣S.M. moghadas
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مدل معرفی ٢

فرم به مقاله این در شده گرفته نظر در مدل

Ṡ = π − cβ١f(I)S + αI − (ξ + µ)S,

V̇ = ξS − cβ٢f(I)V − µV, (١)

İ = cβ١f(I)S + cβ٢f(I)V − (α+ µ)I,

آن در که می باشد

f(I) =
I

١ + I
,

مستعد نرخ π ، عفونی بیماری به شده مبتلا افراد جمعیت I ، شده واکسینه افراد جمعیت V ، بیماری مستعد افراد جمعیت S
واکسیناسیون نرخ ξ ، شده واکسینه افراد شدن مبتلا احتمال β٢ ، مستعد افراد شدن مبتلا احتمال β١ افراد، شدن بیماری
. می باشد یافته درمان و مستعد افراد بین تماس تعدادمیانگین c ، طبیعی مرگ µ ، عفونی افراد درمان نرخ α ، مستعد افراد

بهینه مداخله ی رویکرد ٣

در که شده اند. ظاهر معادلات در α(t) و ξ(t) توابع با ترتیب به درمان و واکسیناسیون آن در که می گیریم نظر در را (١) مدل
نرخی ماکزیمم مثال، برای می گیریم. نظر در آن ها برای را محدودیت هایی برخی همیشه و دارند را کننده کنترل نقش مدل این

صورت به کنترل مجموعه ی این رو از شوند. درمان یا واکسیناسیون زمان از دوره یک در می توانند افراد که

Ω = {(ξ(t), α(t)) : ٠ ≤ ξ(t) ≤ ξmax, ٠ ≤ α(t) ≤ αmax, t ∈ [٠, T ]}

برسانیم. حداقل به را افراد درمان و واکسیناسیون به مربوط هزینه های و بیماری حجم که است این هدف جا این در است.
کردن کمینه بهینه کنترل مسئله ی این رو، از .[١] هستند متناسب مربوطه کنترل توابع مجذور با شده گرفته نظر در هزینه های

هدف تابع

J(u) =

∫ T

٠
[AI(t) +Bξ٢(t) + Cα٢(t)]dt

،S(٠) = S٠ اولیه ی شرایط همچنین هستند. کنترل ها و بیماری هزینه ی فاکتورهای C > ٠ و B > ٠ ،A > ٠ که است
هستند. مشخص همیشه I٠ و V٠ ،S٠ مقادیر که می گیریم نظر در را I(٠) = I٠ و V (٠) = V٠

فراهم را بهینگی برای لازم شرایط که می کنیم حل [٣] پونتریاگین بیشینه ی اصل گیری کار به با را بهینه  کنترل مسئله ی ما
[٣] همیلتونین منظور این برای لذا می کند.

H(S, V, I, ξ, α, λ١, λ٢, λ٣, t) = AI(t) +Bξ٢(t) + Cα٢(t) +
٣∑

i=١
λifi

معادلات و هستند. الحاقی متغیرهای ها λi و f٣ = İ و f٢ = V̇ ،f١ = Ṡ آن در که می کنیم. کمینه نقطه به نقطه را
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. می کنیم استفاده اول سناریو در که پارامترهایی مقادیر :١ جدول

T αmax ξmax C B A I٠ V٠ S٠ µ c β٢ β١ π

۶ ٠٫ ٩ ٠٫ ٩ ١ ١ ۵ ١٠٠ ٠ ١٧۴٠٠ ٠٫ ٠۴ ۴ ٣ × ١٠−۶ ١٠−۴ ٧٠٠

صورت به الحاقی

λ̇١ = −∂H

∂S
= (

cβ١I

١ + I
+ ξ + µ)λ١ − ξλ٢ −

cβ١I

١ + I
λ٣

λ̇٢ = −∂H

∂V
= (

cβ٢I

١ + I
+ µ)λ٢ −

cβ٢I

١ + I
λ٣

λ̇٣ = −∂H

∂I
= −A+ (

cβ١S

(١ + I)٢ − α)λ١ +
cβ٢V

(١ + I)٢λ٢ + (α+ µ− cβ١S + cβ٢V

(١ + I)٢ )λ٣

.λ١(T ) = λ٢(T ) = λ٣(T ) = ٠ که هستند
بهینگی شرایط ،u∗ بهینه ی کنترل آوردن دست به برای می دهیم. نشان u∗ متغیر با را بهینه کنترل

∂H
∂ξ = ٠ و ∂H

∂α = ٠

از می گیریم. نظر در {t ∈ [٠, T ] : ٠ ≤ ξ ≤ ξmax, ٠ ≤ α ≤ αmax} مجموعه ی روی α = α∗ و ξ = ξ∗ در را
این رو

ξ∗(t) = S∗ (λ١ − λ٢)

٢B
, α∗(t) = I∗

(λ٣ − λ١)

٢C

داریم: α∗ و ξ∗ کران های گرفتن نظر در با و است

ξ∗(t) =


٠ : S∗(λ١ − λ٢) < ٠
S∗(λ١ − λ٢/(٢B : ٠ ≤ S∗(λ١ − λ٢) ≤ ٢Bξmax

ξmax : S∗(λ١ − λ٢) > ٢Bξmax.

و

α∗(t) =


٠ : I∗(λ٣ − λ١) < ٠
I∗(λ٣ − λ٢/(١C : ٠ ≤ I∗(λ٣ − λ١) ≤ ٢Cαmax

αmax : I∗(λ٣ − λ١) > ٢Cαmax.

اصلی نتایج ۴

با پارامترها برای است) شده گرفته نظر در [١] مرجع در (که ١ جدول مقادیر گرفتن نظر در با را الحاقی و حالت معادلات
راببینید. ١ شکل .[١] می آوریم دست به را بهینه نتایج و می کنیم حل متلب در ۴ مرتبه کوتای رانگ روش از استفاده
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.B = C = ١ مثال: برای باشد، برابر درمان و واکسن به مربوط هزینه های (آ)

از پرهزینه تر بسیار بسیار مستعد افراد واکسیناسیون (ج)
.C = ١ و B = ١٠۶ مثال برای باشد، عفونی افراد درمان

از پرهزینه تر بسیار بسیار عفونی افراد درمان (ب)
و B = ١ مثال برای باشد، مستعد افراد واکسیناسیون

.C = ١٠۶

.١ جدول پارامترهای مقادیر گرفتن نظر در با سیستم بهینه ی نتایج :١ شکل
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ریاضی آموزش



اعشار به کسر تبدیل زمینه در دانش�آموزان بدفهمی�های بررسی
اعشاری اعداد در

مفاخری عباس
مرکزی استان پرورش و آموزش

آزاد غلام سهیلا
آموزشی های نوآوری و درسی برنامه پژوهشکده

∗ معطی رضا
مرکزی استان پرورش و آموزش

چکیده

در اعشاری اعداد بدفهمی�های شناسایی زمینه در پژوهشی یافته�های از بخشی کردن مشخص مقاله این از هدف
کسر تبدیل زمینه در دانش�آموزان رایج بدفهمی�های شناسایی برای است. اعشاری اعداد در اعشار به کسر تبدیل زمینه
شد. گرفته آزمون تهران شهرستان�های در دبیرستان اول دوره دانش�آموزان از نفر ۴٣٧ از اعشاری اعداد در اعشار به
تبدیل زمینه در رایج بدفهمی�های از یکی که داد نشان شده طراحی آزمون در دانش�آموزان عملکرد از آمده دست به نتایج
کسر مخرج و صحیح جزء عنوان به را کسر صورت کسرها تمام در آموزان دانش از بسیاری که است این اعشار به کسر

می�گیرند. نظر در اعشار جزء عنوان به را

بدفهمی ، اعشار به کسر تبدیل اعشاری، اعداد کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 97F50, 97C99

مقدمه ١

مورد ریاضی محتوای و دانش�آموزان نقش است. برخوردار خاصی اهمیت از کشورها از بسیاری در ریاضی آموزش امروزه
مدرسه�ای ریاضیات در که مهمی موضوعات از یکی می�آید. شمار به ریاضی آموزش در مهم موضوع دو دانش�آموزان نیاز
با مرتبط مهم زمینه�های از یکی اعشار به کسر تبدیل است. اعشاری اعداد بوده، ریاضی درسی برنامه�ریزان توجه مورد همواره
و بررسی زمینه در پژوهشی یافته�های از بخشی کردن مشخص مقاله این از هدف است. مدرسه�ای ریاضی در اعشاری اعداد

است. اعشار به کسر تبدیل زمینه در اعشاری اعداد بدفهمی�های ریشه�یابی

پژوهش پیشینه ٢

بدفهمی ١.٢

است. مفهوم یک از یادگیرنده فهم و درک چگونگی یادگیری، مطالعه در عوامل مهم�ترین از یکی سازگرایی و ساخت دیدگاه از
موضوعی ادبیات در علت همین به دارد. فاصله مفهوم، درست فهم با و است اشکال دچار یادگیرنده فهم و درک گاهی

است[١]. شده نامیده کج�فهمی یا بدفهمی ناصحیح و ناقص درک نوع این ریاضی، آموزش و یادگیری روانشناسان

∗سخنران
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اعشار به کسر تبدیل در بدفهمی ٢.٢

برای نمی�توانند می�دهند انجام را آن که آن�هایی و دارند مشکل برعکس و اعشار به کسر تبدیل با دانش�آموزان از بعضی
و هستند اعداد از متفاوت نوع دو اعشار و کسر که می�کنند تصور [٢].دانش�آموزان دهند ارائه منطقی خود رویه�ای الگوریتم
مانند معمولی کسرهای به اعداداعشاری مورد بی تبدیل�های به (١٩٨۶) هیبرت ندارد. وجود برابر اعشاری عدد و کسر هیچ
بر تمرکز می�کنند: تقسیم دسته سه به را دانش�آموزان بدفهمی�های همکاران و رسنیک همچنین می�کند[٣]. اشاره ۴/١٠ به ۴

١٠

.[۴](٣/۴=٣
۴ کسر( مخرج و صورت بین ارتباط ،(١=٠/٣

کسر(٣ مخرج بر تمرکز (٠/٣=
٣
کسر،(۴ صورت

تحقیق روش ٣

ریاضی قسمتی) (دو سؤال ١ شامل پرسشنامه�ای پژوهش این انجام برای است. گرفته انجام توصیفی روش به پژوهش این
دبیرستان اول دوره هشتم و هفتم پایه دانش�آموزان اختیار در اجرا برای و شد تدوین و طراحی پژوهشی ادبیات براساس که
تهران استان شهرستان�های هشتم و هفتم پایه دانش�آموزان کلیه پژوهش این آماری جامعه گرفت. قرار راهنمایی) سوم و (دوم
مورد نمونه در گرفت. قرار استفاده مورد دسترس در نمونه�گیری روش پژوهش این در است. ١٣٩١ -٩٢ تحصیلی سال در
تبدیل زمینه در آموزان دانش بدفهمی�های بررسی برای داشته�اند. شرکت هشتم و هفتم پایه دانش�آموزان از نفر ۴٣٧ مطالعه
شد. انجام مصاحبه دانش�آموزان از برخی با بدفهمی�ها شناخت برای و است شده استفاده آزمون ابزار از نیز اعشار به کسر

ها داده تحلیل و تجزیه ۴

رابطه در قسمتی دو سوال یک پرداخت. خواهیم آزمون در شده مطرح سؤالات به دانش�آموزان پاسخ بررسی به بخش این در
است: زیر صورت به که شده گرفته نظر در اعشار به کسر تبدیل با

بنویسید.” را ٣
٢٠ و ٢۴

١٠٠ کسرهای اعشاری ”نمایش
است. شده خلاصه ١ جدول در اعشاری عدد یک به ٢۴

١٠٠ کسر تبدیل در آموزان دانش پاسخ�های سوال این اول بند در
نوع پنج در پاسخ�ها این دانش�آموزان پاسخ�های بررسی برای داده�اند. نادرست پاسخ دانش�آموزان از درصد ٣٠ سوال این در

اعشار به ٢۴١٠٠ کسر تبدیل در دانش�آموزان پاسخ�های درصد و نحوه :١ جدول

تفکر پاسخ�ها انواع فراوانی درصد دسته پاسخ نوع
٧٠ ١۶ −−− پاسخ بدون

٠/٢۴ ٢٣۶ ۵۴ −−− درست
صحیح جزء عنوان به کسر صورت ٢۴/١٠٠, ٢۴/١ ٢٨ ۶/۴ اول دسته
اعشاری جزء عنوان به کسر مخرج و
صدم جایگاه تشخیص در بدفهمی ٠/٠٢۴ ٧١ ١۶/٢ دوم دسته

مخرج و صورت رقم�های دادن ارتباط ٢۴/٠٠١, ٢۴/٠١, ٢۴/٠۴, ٢/۴ ١٢ ٢/٨ سوم دسته نادرست
کسر صورت بر تمرکز ٠٠/٢۴, ٢۴/٠٠, ٢۴ ١٣ ٣ چهارم دسته
نشده بندی دسته −−−− ٧ ١/۶ پنجم دسته

١ جدول به توجه با است. شده معرفی ١ جدول در دسته چهار در سوال این در دانش�آموزان بدفهمی�های شده�اند. دسته�بندی
است. دوم و اول دسته با رابطه در دانش�آموزان بدفهمی بیشترین
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اعشاری جزء عنوان به را کسر مخرج و اعشاری عدد در صحیح جزء عنوان به را کسر صورت آموزان دانش اول دسته در
مشکل با صدم جایگاه تشخیص در آموزان دانش دوم دسته در می�کنند. تبدیل اعشاری به را کسری عدد و می�گیرند نظر در
نیز ٠/٠٢۴ عدد در دارد وجود یک رقم از قبل صفر یک ٠/٠١ عدد در اینکه دلیل به دانش�آموزان از برخی هستند، مواجه
در ٠/٠٢۴ عدد برای صفر دو کسر)، (مخرج صد عدد صفرهای به توجه با دیگر برخی می�گیرند نظر در ٢۴ از قبل صفر یک

است. ممیز از بعد یکی و ممیز از قبل یکی که می�گیرند، نظر
است. شده خلاصه ٢ جدول در اعشاری عدد یک به ٣

٢٠ کسر تبدیل در آموزان دانش پاسخ�های پژوهش سوال دوم بند در

اعشار به ٣٢٠ کسر تبدیل در دانش�آموزان پاسخ�های درصد و نحوه :٢ جدول

تفکر پاسخ�ها انواع فراوانی درصد دسته پاسخ نوع
٩۶ ٢٢ −−− پاسخ بدون

٠/١۵ ٢٠ ۴/۶ −−− درست
صحیح جزء عنوان به کسر صورت ٣/٢٠, ٣/٢ ١٩٧ ۴۵ اول دسته

کسر صورت بر تمرکز ٠/٠٠٣, ٠/٠٣, ٠/٣, ٣ ۴۵ ١٠/٣ دوم دسته
مخرج و صورت بین ضرب ۶/٢, ۶/۶, ۶, ٢/۶, ٠/۶ ١٢ ٢/٨ سوم دسته

ممیز با مخرج و صورت بین ارتباط ٢/٣, ٢/٠٣, ٢٠/٣, ٣/٠٢٠ ٣۴ ٧/٧ چهارم دسته نادرست
کرد تبدیل اعشار به را عدد نمی�توان ندارد،ندارد اعشار ۶ ١/۴ پنجم دسته
اعشار به ١۵

١٠٠ کسر تبدیل در بدفهمی ١۵, ١/۵, ٠/١٠۵, ٠/٠١۵ ٧ ١/۶ ششم دسته
نشده بندی دسته ٢١ ۴/٨ هفتم دسته

شده�اند. بندی دسته قسمت هفت در نادرست پاسخ�های که داده�اند نادرست پاسخ آموزان دانش از درصد ٧٣ سوال این در
بدفهمی بیشترین ٢ جدول به توجه با است. شده معرفی ٢ جدول در دسته شش در سوال این در دانش�آموزان بدفهمی�های
و صحیح جزء عنوان به را کسر صورت دانش�آموزان درصد ۴۵ اول دسته در است. دوم و اول دسته با رابطه در دانش�آموزان
عدد کسر صورت به توجه با فقط دانش�آموزان از برخی دوم دسته در گرفته�اند. نظر در اعشاری جزء عنوان به را کسر مخرج
از برخی که طوری به داشته�اند مخرج و صورت بین ارتباط در سعی آموزان دانش دیگر، دسته�های در نوشته�اند. را اعشاری
ممیز طرف دو را مخرج و صورت اعداد دانش�آموزان از دیگر برخی و کرده�اند ضرب را مخرج و صورت اعداد آموزان دانش
١٠ از توانی کسر مخرج اینکه دلیل به معتقدند دانش�آموزان برخی پنجم دسته در برده�اند. کار به ممیز طرف یک در فقط یا

کرد. تبدیل اعشاری عدد به را عدد این نمی�توان نیست

اصلی نتایج ۵

بدفهمی�های نیست. ١٠ از مضربی آنها مخرج که می�باشد کسرهایی تبدیل با رابطه در دانش�آموزان بدفهمی�های بیشترین از یکی
به را کسر صورت دانش�آموزان از زیادی تعداد کرد: خلاصه زیر صورت به می�توان را اعشار به کسر تبدیل در دانش�آموزان
تبدیل صورت٣/٢٠ به را ٣

٢٠ کسر مثال برای می�گیرند نظر در اعشار جزء عنوان به را کسر مخرج و صحیح جزء عنوان
کسر نمی�توان که باورند این بر نیست ١٠ از توانی کسر مخرج که این دلیل به دانش�آموزان پاسخ�های از بعضی در می�کنند.
صفر دو کسر)، (مخرج صد عدد صفرهای به توجه با اعشار، به ٢۴

١٠٠ تبدیل در نیز دانش�آموزان برخی کرد. تبدیل اعشار به را
بیشتری تمرکز دانش�آموزان از تعدادی است. ممیز از بعد یکی و ممیز از قبل یکی که می�گیرند، نظر در ٠/٠٢۴ عدد برای
از دیگر برخی می�نویسند. اعشاری عدد یک و کرده ترکیب اعشاری نماد یا ممیز با را کسر صورت و دارند کسر صورت بر

بنویسند. اعشاری عدد یک و کنند ایجاد کسر مخرج و صورت بین ارتباط یک می�کنند سعی نیز دانش�آموزان
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نظریه چارچوب در حد مبحث از متوسطه سوم سال دانش آموزان درک بررسی
APOS

ریحانی ابراهیم
تهران رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه

* شریفی زهرا
تهران رجایی شهید دبیر تربیت دانشگاه

چکیده
تحقیق هستند. روبرو فراوانی مشکلات با آن فهم و درک در دانش آموزان که است ریاضی مفاهیم ازجمله حد مفهوم
کرده بررسی را حد مفهوم در دانش آموزان ذهنی سازهای و ساخت است، گرفته انجام زمینه یابی روش به یک که حاضر

است. داده تطابق است، ریاضی آموزش نظریه های از یکی که APOS مدل با را آن و

متوسطه. سوم ،APOS، ریاضی آموزش نظریه حد، کلیدی: واژه های

مقدمه ١

می دهد تشکیل را انتگرال و دیفرانسیل حساب مفاهیم از بسیاری پایه که است ریاضیات در کاربردی و مهم مفاهیم از یکی حد
(١٩٩١) کارنو[١] می شود. مرتبط غیره و همگرایی و کوچک بی نهایت و بزرگ بی نهایت نطیر دیگر مفاهیم از بسیاری به و
معمولا دبیرستان، ریاضیات در دارد. ریاضی آنالیز در ریشه کاملا که است محوری نقش یک دارای حد مفهوم که است معتقد
یا و صفحه روی نقاط در آن رفتار بررسی به و شده استفاده اعداد از دنباله ای یا سری یک تابع، یک رفتار بیان برای حد از
و مشتق و پیوستگی تعریف برای ریاضی، آنالیز در نیز و انتگرال و دیفرانسیل حساب در حد می شود. پرداخته بی نهایت در

.(١٣٩٢ همکاران، و (ریحانی می گیرد قرار استفاده مورد انتگرال
این اکثر هستند. روبرو فراوانی مشکلات با حد مفهوم درک در دانش آموزان اکثر زمینه، این در شده انجام تحقیقات به بنا
تولید آن تعاریف از صرفاً که است مربوط شناختی رشد جنبه های به بلکه نمی شود، مربوط مفهوم این بودن پیچیده به مشکلات
دانش بر تکیه با دانش آموزان که می دهد نشان است شده انجام زمینه این در که تحقیقاتی نتایج .( ص۵۵ (کارنو، نمی شود
روشهای بر تمرکز با آنها دارند. را پیچیده حدهای محاسبه توانایی حد، دستورهای و قواعد کمک به ابزاری درک و رویه ای
روتین غیر و معمول غیر مسایل حل برای ولی هستند توانا کاملا معمولی مسایل در حد محاسبه ی برای الگوریتمی و جبری
چون و ،(١٣٩٢ ریحانی، در شده نقل ،٢٠٠۶ (جوتر، هستند ناتوان باشد حد مفهوم از خاصی ویژگی های درک نیازمند که
و می دانند نیافتنی دست و سخت را آن ندارند، دسترسی روتین روش یک به همواره توابع حدود محاسبه برای دانش آموزان
خواهد همراه آنها با تحصیل پایان تا که می کند ایجاد مشکلاتی آنها برای مفهومی درک عدم همین و نمی کنند درک را حد مفهوم
مفهومی رشد موضعی چارچوب بر که است مدلی و است آموزش حوزه ی در ریاضی یادگیری نظریات از یکی نظریه این بود.
بفهمد را دسترس در اطلاعات می کند تلاش یادگیرنده آن در و است خاص مفهومی جنبه ی با مرتبط بطوریکه است متمرکز فرد
با همکاران،١٣٨۶). و (عبدی نماید ایجاد ارتباطاتی زمان، آن در خود دسترس در شناختی ساختارهای تمام از استفاده با و

است زیر صورت به می کند هدایت ار حاضر تحقیق که سؤالی گفت می توان شده بیان مطالب به توجه
می گیرد؟ قرار APOS سطوح از یک کدام در حد مفهوم از متوسطه سوم سال دانش آموزان فهم و درک

*سخنران
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اصلی نتایج ٢

نظریه اساس بر که است ساختارگرایی نظریه یک APOS نظریه دارد. نام APOS تحقیق این در استفاده مورد نظری چارچوب
تعمق طریق از مسایل حل برای ذهنش در فرد توسط که است دانشی یادگیری پیاژه عقیده به است. شده بنا پیاژه[١] یادگیری
ذهنی ساختارهای از مفهوم یک به بخشیدن معنا برای آن در دانش آموزان که است فعال فرآیندی و می شود ساخته تفکر و
می تواند مشخص، مفهومی از یادگیرنده فهم و درک دیدگاه بنابراین .(٢٠٠١ مک دونالد[٢]، و (دوبینسکی می کنند استفاده
دهد تشکیل را مفهوم [۶] طرحواره ی بتواند یادگیرنده است ممکن و باشد شیء[۵] فرآیند[۴]، عمل[٣] ، سطوح از یکی در

.([[١٣٨٧ مسلم، (اسلامی
مک و دوبینسکی تعریف به عمل می کند. درک عمل سطح در را آن مفهومی، هر یادگیری ابتدای در فرد هر معمولا
شده داده یاد یادگیرنده به تغییر این راه که است صورتی در فرد توسط شده ساخته پیش از اشیاء دادن تغییر ،(٢٠٠١) دونالد[٧]
گام به گام صورت به را آنها بتواند تا دارد حافظه اش به صریح نیاز مسایل حل و تکالیف انجام برای فرد مرحله این در باشد.
فرآیند که بسازد درونی ذهنی ساختار یک می تواند می کند، بازتاب آن روی شخص و می شود تکرار عملی که زمانی دهد. انجام
فرد همچنین دهد. انجام عمل مرحله ی در خارجی محرک به نیاز بدون را کار همان می تواند شخص مرحله این در دارد. نام
یادگیرنده اینکه از پس تابع مفهوم یادگیری در دهد. انجام را آن حقیقت در اینکه بدون کند فکر فرآیند انجام مورد در می تواند
را عملیات واقعاً اینکه بدون را تابع عمل می تواند کرد، بازتاب عمل این روی و شد مواجه عمل عنوان به تابع با بار چندین
ورودی هایی خاص، تابعی که کند تصور می تواند کند، فکر خاصی ورودی به باشد لازم آنکه بدون مثلا کند. درک کند اجرا

کند. درک را توابع معکوس مفهوم و توابع ترکیب است قادر فرد صورت این در می دهد. خروجی هایی و می گیرد
در یادگیرنده زمانی حد، مفهوم یادگیری در است. کرده درک فرآیند صورت به را تابع یادگیرنده می گوییم وضعیت این در
a به که x از مقادیری برای تابع حد از ذهنی فرآیندِ یک limx→a f(x) محاسبه ی برای باشد قادر که است فرآیند سطح
ضابطه ای چند توابع حد مثلا کند. تولید را خروجی مقادیر آن تغییرات و ورودی مقدارهای به توجه با و بسازد می شود، نزدیک

می گیرد. قرار سطح این در مرزی نقاط در
ریاضی و تجربی سوم پایه دختر دانش آموزان از نفر ٢٣۴ مطالعه مورد نمونه است. پیمایشی تحقیق یک حاضر پژوهش
است ساخته محقق پرسشنامه اطلاعات جمع آوری ابزار شده اند. انتخاب طبقه ای تصادفی شیوه به که هستند قرچک شهرستان
است. شده طراحی حد مفهوم از متوسطه ریاضی دبیران از تن چند و ریاضی آموزش محترم اساتید مشاوره ی با آن سؤالات که
پایایی بیانگر که گردید محاسبه ٨٢/٠ آن کرونباخ آلفای میزان spss نرم افزار کمک با که است سؤال شش شامل اصلی آزمون

می باشد. آزمون قبول قابل
می پردازیم آزمون سؤالات برخی تحلیل و تجزیه به قسمت این در

دهید. پاسخ آن سوالات به و گرفته نظر در را زیر توابع -١

g(x) = ٢x+ ١, x ̸= ٠, f(x) = ٢x+ ١

و

h(x) =

{
٢ + x x ̸= ٠

٣ x = ٠

کنید. محاسبه را زیر حدهای ب) f(٢), g(٢), h(٢) آورید. بدست را رو به مقادیررو الف)
limx→٢ h(x) ،limx→٢ g(x) ،limx→٢ f(x)

دهید. توضیح را خود است؟دلیل پیوسته در تابع کدام ج)
حدود محاسبه ی بین تفاوت و آنها دامنه ی گرفتن نظر در و خاص نقطه ای در توابع مقدار محاسبه سؤال این طرح از هدف
دانش آموزان می رود انتظار می باشد. آنها پیوستگی بررسی و نقطه آن در نشدن تعریف صورت در حتی نقطه، همان در توابع
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چارچوب مبنای در سؤال این تحلیل و تجزیه دهند. پاسخ سؤال این به بتوانند دارند پیوستگی و حد تعریف از که دانشی با
است. شده ارائه (١) جدول در APOS

طرحواره شی فرآیند عمل سوالات
... ... ۴۵ ٩۴٬٠١ الف قسمت به پاسخ در تابع مفهوم از دانش آموزان درک سطح
... ... ۵٩٬٨٢ ٨۵ ب قسمت به پاسخ در حد مفهوم از دانش آموزان درک سطح

٣٠٬٣۴ ٣۵٬٠۴ ... ... ج قسمت به پاسخ در حد مفهوم از دانش آموزان درک سطح

:١ جدول

حد و تابع مفهوم از درستی و خوب درک توانسته اند سؤال این در که افرادی درصد می شود مشاهده جدول در که همانطور
٣۵ زیر سازند نمایان طرحواره سطح در آن

تحقیق سؤال به پاسخ
می گیرد؟ قرار APOS سطوح از یک کدام در حد مفهوم از متوسطه سوم سال دانش آموزان فهم و درک

در کننده شرکت دانش آموزان درک سطح که گرفت نتیجه می توان پاسخها تحلیل و تجزیه از آمده بدست نتایج با توجه با
می باشد: زیر صورت به حد مفهوم از تحقیق این

می شود مشاهده که همانطور ٢٠ طرحواره: درسطح ٣٠ شیء: سطح در ۶٠ فرآیند: سطح در ٨۵ عمل: درسطح
که می باشد مطلب این دهنده ی نشان که می آید پایین تر افراد فراوانی درصد می رود، بالاتر APOS در درک سطوح چقدر هر
شده کمتر فراوانی این می باشد، حد شیء تشکیل به نیاز که زمانی و است فرآیند یا عمل سطح در حد از دانش آموزان اکثر فهم
مرتبط مفاهیم درک برای طرحواره این که هستند حد از طرحواره ای تشکیل به قادر کننده شرکت افراد درصد ٢٠ فقط بطوریکه

می باشد. وضروری لازم انتگرال و مشتق و پیوستگی جمله از دیگر
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لاپلاس- پیشین چگالی از استفاده و بیزی روش به سهام قیمت رشد تحلیل
دیریکله

قریشی کامران سید دکتر
قم دانشگاه علمی هیئت

دادار* الهام
مفید دانشگاه علمی هیئت

چکیده

بندی مدل دراین اساسی فرض شود. می بیزی تحلیل GARCH مدل كمك به سهام قیمت رشد مقاله اين در
AR(١) ایستا اول مرتبه اتورگرسيو مدل ازیک بهره نرخ که شود می فرض واقع است.در تصادفی بهره ازنرخ استفاده
استفاده لاپلاس-دیریکله پيشين توزيع و بيزي روش از پارامترها براورد براي کند. می پیروی غیرثابت ازمبدا عرض با

كنيم. مي

بهره نرخ لاپلاس، دیریکله بیزی، استنباط کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 62F15, 62M05

مقدمه ١

بر مهمي تاثير و... قرضه اوراق و مشتقه اوراق و قراردادها كيفيت بر تاثيرگذاري با آن نوسانات و سهام قيمت شك بدون
تعيين و معاملات ريسك مديريت و كنترل براي توجهي قابل اهميت سهام قيمت بيني پيش جهت اين از دارد. مالي بازارهاي
پردازيم مي هايي مدل به مقاله اين در داشت. خواهد مالي بازارهاي در قرارداها كيفيت ارتقاي نتيجه در و منصفانه قرضه سود

كنند. مي ايفا را بسزايي نقش دارد، وجود واريانسي نابرابری ويژگي آنها در كه هايي قيمت بيني پيش در توانند مي كه
پيش و گذشته در معين زمان طول در آنها تغييرات چگونگي بررسي و مالي هاي داده تحليل و تجزيه روشهاي از يكي
GARCH مدل كمك به سهام قیمت رشد مقاله این است.در زماني سري مدلهاي از استفاده آينده در آن رخداد چگونگي بيني
جای به تصادفی بهره نرخ از استفاده بندی مدل این در اساسی فرض شود. می بیزی تحلیل انگل[٣])، توسط شده (معرفی
مبدا از عرض با AR(١) ایستا اول مرتبه اتورگرسيو مدل یک از بهره نرخ که شود می فرض واقع در است. ثابت بهره نرخ
٢ بخش در كنيم. مي استفاده لاپلاس-دیریکله پيشين توزيع و بيزي روش از پارامترها براورد براي کند. می پیروی غیرثابت

پرداخت. خواهد شده سازی شبیه مطالعه به ٣ بخش شد. خواهند ارائه اصلی نتایج سپس و نیاز مورد مقدمات

*سخنران
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اصلی نتایج ٢

مقدمات ١.٢

کنیم. می استفاده است زیر صورت به که [٣] انگل توسط شده معرفی GARCH مدل از سهام قیمت بندی مدل منظور به

ln
St
St−١

= rt + γ
√
ht −

١
٢
ht +

√
htzt

ht = β٠ + β١ht−١ + β٢ht−١(zt−١ − η)٢,

ما میباشد. استاندارد نرمال توزیع دارای که است تصادفی نوفه متغیر zt و ریسک هزینه γ و تصادفی بهره نرخ rt آن در که
کنیم. می استفاده زیر شکل به اول مرتبه اتورگرسیو مدل از بهره نرخ بندی مدل برای مقاله این در

xt − xt−١ := yt = δt + βxt−١ + ϵt (١)

از استفاده و ϵt برای پیشین چگالی عنوان به t توزیع گرفتن نظر در با خود مقاله در لوما[۴] . xt = log rt آن در که
خواهیم می مقاله این در ما است. پرداخته فوق مدل پارامترهای براورد به MCMC گیری نمونه روشهای و بیزی استنباط
با مقایسه در پیشین های چگالی این از استفاده دلیل نماییم. استفاده پیشین چگالی عنوان به لاپلاس-دیریکله های مدل از
می راحتی به گیبس گیری نمونه روش از استفاده با و بوده موجود پارامترها شرطی های چگالی که است این در لوما[۴] روش

گرفت. نمونه آن از توان

اصلی نتایج ٢.٢

بگیرید: نظر در زیر صورت به را (١) معادل مدل

yt = θt + ϵt

θt = δt + βxt−١ (٢)

واریانس و صفر میانگین با نرمال پیشین توزیع نیز و ϵt برای δ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال پیشین چگالی فرض با
.θt ∼ N(٠, σ٢

t (١+ x٢t−١)) (٢)داریم از β و δt برای σt
است بازنویسی قابل زیر صورت به (٢) مدل که دید توان می راحتی به

yt ∼ N(θt, δ
٢)

θt ∼ N(٠, σ٢
t (١+ x٢t−١)). (٣)

مکانی پارامترهای که صورتی در کند می کنترل را کلی تغییرات τ آن در که است σ٢t = ψtϕ
٢
t τ کنیم می فرض اینجا در ما

مکانی تغییرات القاء امکان فرض این واقع در کنند. می گیری اندازه را تغییرپذیری ها ψt و را ها واریانس از انحراف ϕt
برای ١/٢ پارامتر با نمایی چگالی و ها ϕt برای a پارامتر با دیریکله پیشین چگالی فرض با کند. می ایجاد را بندی مدل در

است: بازنویسی قابل زیر صورت به (٣) مدل ها، ψt

yt ∼ N(θt, δ
٢)

θt|ϕt, τ ∼ DE(τϕt(١+ x٢t−١)
١
٢ ) (۴)

ϕt ∼ Beta(a, (n− ١)a)

τ ∼ G(na,
١
٢
)
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شوند: می داده زیر صورت به پسین چگالی (۴) در شده داده مفروضات با .١.٢ قضیه
i.θt|(ψt, ϕt, τ, xt−١, yt) ∼ N(µt, V

٢
t )

آن در که

µt = yt(١+
١

τ٢ψtϕ
٢
t (١+ x٢t−١)

)−١ , V ٢
t = (١+

١
τ٢ψtϕ

٢
t (١+ x٢t−١)

)−١.

ii.ψt|(θt, ϕt, τ, xt−١, yt) ∼ iG(
ϕtτ(١+x٢

t−١)
١/٢

|θt| , ١)

iii.τ |(ϕt, θt, xt−١, yt) ∼ giG(n(a− ١), ١, ٢
∑n

t=١
|θt|

ϕt

√
١+x٢

t−١

)

iv.ϕt|(θt, xt−١, yt) ∼ Tt∑n
t=١ Tt

توزیع دارای و بوده مستقل T١, T٢, ..., Tn آن در که

Tt ∼ giG(a− ١, ١,
٢|θt|√
١+ x٢t−١

)

باشد. می

معادلات دستگاه حل و θt = δt+βxt−١ رابطه به توجه با و موردنظر پسین توزیع از θ̂١, θ̂٢, ..., θ̂n مقادیر برآورد با
داریم یعنی است. محاسبه قابل β, δ١, δ٢, ..., δn پارامترهای زیر

θ̂١ = δ١ + βx٠

θ̂٢ = δ٢ + βx١

....

θ̂n = δn + βxn−١

نتیجه در و

β =
−
∑n

t=١ δt∑n
t=١ xt−١

آید. می دست به E(θt) ≃
∑n

t=١ θ̂t
n = ٠ به توجه با آخر رابطه

سازی شبیه از حاصل نتایج ٣

الگوریتم شد. انتخاب ٢٠١٠ تا ١٩٩٠ سال از کانادا کشور بهره نرخ داده ٧ ابتدا شده سازی شبیه مطالعه یک انجام برای
آماری ملاک از استفاده شد.با استفاده میانگین از پارامترها براورد برای سپس و تکرار بار ١٠٠٠٠ ١.٢ قضیه در شده ارائه
مدل که بینیم می MSE = ٠٫ ۵٠ به توجه با شد. ارزیابی (٣) مدل بینی پیش توانایی (MSE) خطا دوم توان میانگین

دارد. بهره نرخ بینی پیش در بالایی توانایی (٣)
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ماکسیمم روش به ایتو نوع تصادفی دیفرانسیل معادلات جواب مدل بندی
بورس در سنگ ذغال قیمت شاخص مدل سازی موردی: مطالعه درستنمایی

تهران

چکیده
تخمین برای تقریبی روش های از باید ناگزیر نیستند صریحی جواب دارای همیشه تصادفی دیفرانسیل معادلات
را ت معادلا این ضرایب ماکسیمم درستنمایی برآورد روش معرفی با تا شده سعی مقاله این در کرد. استفاده جواب
های داده بینی پیش برای آمده بدست تصادفی دیفرانسیل معادله از و بزنیم تخمین سنگ ذغال شاخص های داده برای

می کنیم. استفاده سنگ ذغال شاخص

پیش بینی تصادفی، دیفرانسیل معادلات ماکسیمم، درستمایی برآورد کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

بورس، های شاخص ها، آپشن سهام، گذاری قیمت مانند اقتصادی های شاخص نوسانات سازی مدل برای ها ابزار از یکی
دارد کاربرد مالی مسائل در که تصادفی دیفرانسیل معادلات کلی فرم است. تصادفی دیفرانسیل معادلات ، وغیره بهره نرخ

است: زیر به صورت

d(Xt, θ) = f(Xt, θ)dt+ g(Xt, θ)dWt, (١)

بردار θ و انتشار و رانش توابع ترتیب به g(., .) ,.)fو .) تصادفی) (غیر قطعی توابع استاندارد، بروانی حرکت Wt آن در که
توابع برای مختلفی های فرم گرفتن نظر در با می شود. گفته ایتو نوع از فرم، این به معادلات به است. مجهول پارامترهای
دارد. وجود کار این برای مختلفی روشهای می آید. بدست مالی های کاربرد با مختلفی دیفرانسیل معادلات g(., .) ,.)fو .)
برآورد پارامترها درستنمایی، تابع سازی ماکسیمم با روش این در است. درستنمایی ماکسیمم آماری روش روش ها، این از یکی
روش های به نیاز درستنمایی معادله کلی حالت در است. جواب دارای خاص حالات برخی در تنها درستنمایی معادله می شوند.
با ادامه در که است انتقال چگالی تقریب و [۴] عددی شبیه سازی های برد نام می توان که روش هایی جمله از دارد. تقریبی
مقدار Xtکنید٠ فرض می کنیم. رابرآورد (١) مدل پارامترهای ماکسیمم درستنمایی روش و انتقال چگالی تقریب از استفاده
∆t = ti − ti−١ اگر باشد. شده ثبت Xt٠ , Xt١ , ..., Xtn مقادیر t٠, t٢, ..., tn زمانی نقاط در و باشد Xt فرآیند اولیه

می دهیم. نشان زیر به صورت را فرآیند انتقال چگالی تابع باشد، ثابت

pθ(Xti | Xti−١ ,∆t) = pθ(∆t,Xti , Xti−١)

می شود نوشته زیر صورت به درستنمایی تابع فرآیند، مارکفی ویژگی به توجه با

L(θ) =
n∏

i=١

pθ(∆t, xi, xi−١)pθ(x٠)
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مقداری به می شود. گفته درستنمایی لگاریتم تابع ℓθ =
∑n

i=٠ log pθ(∆t, xi, xi−١)+ log pθ(x٠) یعنی آن لگاریتم به
دارای همیشه ℓ′(θ) = ٠ [٣].معادله شود می گفته θ درستنمایی ماکسیمم برآورد کند، می ماکسیمم را تابع این که θ از
تقریب برای تقریبی روشهای از باید بنابراین نیست. بسته ای فرم دارای همیشه انتقال چگالی تابع زیرا، نیست. صریح جواب
را آن اختصار به اینجا در ) ٢ شوجی-اوزاکی و اوزاکی١ تقریبی های روش از مقاله این در شود. استفاده انتقال چگالی تابع
تابع یک وسیله ی به تصادفی دیفرانسیل معادلات در رانش تابع روش ها، این در است[۵]. شده استفاده ( می نامیم شوجی
گاوسی آن ها انتقال چگالی تابع می شود. گفته نیز محلی خطی سازی روش آن ها به دلیل همین به می شود زده تقریب خطی
می کنیم. استفاده مدل بهترین انتخاب برای ۴MAD و ٣ AIC معیار دو از ببینید). را [۵] بیشتر مطالعه ی (برای است
مدل برای درستنمایی ماکسیمم Lمقدار و است آماری مدل پارامتر های kتعداد ٢ln(L)−٢kکه برابر AICمعیار کلی حالت
(
∑n

i=١ | Xi− X̂i |)/n برابر MADمعیار است[٣]. بهتری مدل باشد، کمتری AIC دارای که مدلی شده است. برآورد
باشد، MADکمتری دارای که مدلی است. ها داده تعداد n و شده شبیه سازی X̂iمقدار شده، مشاهده مقدار Xi که است

بگیرید: نظر در را زیر های مدل است. بهتری مدل

١ مدل dXt = (θ١θ٢Xt + θ٣XT ٢)dt+ θ۴X
θ۵
t dWt

٢ مدل dXt = (θ١ + θ٢Xt)dt+ θ٣X
θ۴
t dWt

٣ مدل dXt = (θ١ + θ٢Xt)dt+ θ٣
√
XtdWt

۴ مدل dXt = (θ١Xt)dt+ θ٢X
θ٣
t dWt

ثابت کشش کاکس-انگرسول-راس٧، ، لوگستف-سندرز۶ چان-کارلویی- ساهالیا۵، آیت ترتیب به ۴ تا ١ مدل های به
می شود. گفته ٨ واریانس

بینی پیش و مدل بندی ٢

برآورد برای داده ٢٢٩ از ما است. ١٣٩٣/۶/۵ تا ١٣٩٢/۶/١٢ تاریخ از داده ٢۴١ شامل سنگ ذغال شاخص های داده
جدول در آمده بدست پارامتر های می کنیم. استفاده بینی پیش برای داده ها بقیه ی از و می کنیم استفاده بالا مدل های پارامتر
و ١ مدل های در می کنیم. انتخاب را باشد کمتری MAD و AICدارای که روشی مدل، هر برای است. شده داده نشان ١
مدل ها این از بعدی داده ی ١٣ بینی پیش برای هستند. بهتری روش های اوزاکی روش و۴ ٢ مدل های در و شوجی روش ٣
شده انتخاب مدل های در است. شده داده نشان ٢ وجدول ١ شکل  در که می کنیم مقایسه اصلی داده ی با و می کنیم استفاده
داده ی با را تطبیق بهترین می کنید مشاهده که همانطور می کنیم. انتخاب را ٢ مدل یعنی AICاست کمترین دارای که مدلی

دارد. اصلی
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سنگ ذغال داده های ۴برای و ٣ ،٢ ،١ های مدل پارامتر های برآورد :١ جدول

θ١ θ٢ θ٣ θ۴ θ۵ AIC MAD
شوجی روش

١ مدل Estimate ٠٫٠۶۵٣ −٠٫١١۵٢ ٠٫٠۴٧٩ ٠٫٠٢۴١ ١٫۴۶٠ −١١٠٣٫٠١٨ ٠٫٠۵٨١
Std.Error ٠٫٠٨۶٣ ٠٫١٨۶۵ ٠٫٠٩٩٨۶ ٠٫٠٠١۴ ٠٫۴٠۴١

٢ مدل Estimate ٠٫٠٢۴۴ −٠٫٠٢۶١ −٠٫٠٢۴٢ ١٫۵١١٨ −− −١١٠۴٫٧٩۵ ٠٫٠۵٢٨
Std.Error ٠٫٠١٢۴ ٠٫٠١۴٠ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٣٩٩٧

٣ مدل Estimate ٠٫٠٢٢٧ −٠٫٠٢۴٢ ٠٫٠٢٢۴ −− −− −١١٠٠٫٣٨٢ ٠٫٠۵۶۵
Std.Error ٠٫٠١٢٢ ٠٫٠١٣٣۶ ٠٫٠٠١٠

۴ مدل Estimate ٠٫٠٠١١ −٠٫٠٢۴٠ ١٫۴٧٨ −− −− −١١٠٢٫٨٨٧ ٠٫٠۵٨۵
Std.Error ٠٫٠٠١۵ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٣٩٧٧

اوزاکی روش
١ مدل Estimate ٠٫١١٩٠ −٠٫٢٣٢١ ٠٫١١٠۶ −٠٫٠٢۴٨ ١٫٨٩۵٨ −١١٠١٫٨٨٣ ٠٫٠۵٩

Std.Error ٠٫٠٨٧٨ ٠٫١٩٠٨ ٠٫١٠٢٧ ٠٫٠٠١۵ ٠٫۴٠٧۵١
٢ مدل Estimate ٠٫٠٢۴٣ −٠٫٠٢۶٠ −٠٫٠٢٣٩ ١٫۵٢٠٢ −− −١١٠۴٫٧٩۶ ٠٫٠۴٩٧

Std.Error ٠٫٠١٢۴ ٠٫٠١٣٩ ٠٫٠٠١۴ ٠.٠٫٣٩٩۶
٣ مدل Estimate ٠٫٠٢٢٢ −٠٫٠٢٣٧ −٠٫٠٢٢١ −− −− −١١٠٠٫٢٢٧ ٠٫٠۵٣٩

Std.Error ٠٫٠١٢٢ ٠٫٠١٣٣ ٠٫٠٠١٠
۴ مدل Estimate ٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٢۴١ ١٫۴٧٨۵ −− −− −١١٠٢٫٨٨٧ ٠٫٠۵۴٨

Std.Error ٠٫٠٠١۵ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٣٩٧٨

شده اند. ضرب ٣−١٠ در داده ها . ١٣٩٣/۶/٨ تا ١٣٩٣/۵/٢٠ تاریخ از شده بینی پیش داده ی و١٣ اصلی داده ی ١٣ :٢ جدول

مدل ٠٫٨٨٠٧ ٠٫٩١١٩ ٠٫٩۴٧۵ ٠٫٩٧۵ ٠٫٩۴۵٨ ٠٫٩۶٧٣ ٠٫٩۴۴۴ ٠٫٩١٩٩ ٠٫٩۵۵۵ ٠٫٩٩٣٢ ٠٫٩٧۴ ١٫٠١٠۵ ١٬٠۴٧۵
مدل١ ١٫٠٢٧٣ ١٫٠۴٠۴ ١٫٠٩١۶ ١٫٠۶٨٧ ١٫٠٢٨۴ ١٫٠٢۴١ ١٫٠۵٩٧ ١٫٠۵٩١ ١٫٠۴۶٨ ١٫٠١۶٠ ١٫٠٢۴٠ ١٫٠١١١ ٠٫٩۶٣٠
مدل٢ ٠٫٨٩۵٣ ٠٫٨٩٧٢ ٠٫٨٨٧٢ ٠٫٨٨۵۴ ٠٫٩٠١۴ ٠٫٩٢۵٨ ٠٫٩٢٣۴ ٠٫٩۴۵١ ٠٫٩٢٢۶ ٠٫٩۵٩١ ٠٫٩۶٢٠ ٠٫٩۵۶١ ٠٫٩۶۶۵
٣ مدل ١٫٠٠٢٩ ٠٫٩۶۵٣ ١٫٠٠٧۵ ١٫٠١٧ ١٫٠٠١۴ ٠٫٩٧١۵ ١٫٠١٢٨ ١٫٠۴٠۶ ١٫٠٣۶۶ ١٫٠۴۶٢ ١٫٠١٣٩ ١٫٠٣٨۴ ١٫٠۶۶١
۴ مدل ٠٫٨٩٩۶ ٠٫٩۴۵٠٣ ٠٫٩٨٧٣ ٠٫٩۵٨٠ ٠٫٩۵٢٨ ٠٫٩۴۴١ ٠٫٩٣٣٠ ٠٫٩٠١١ ٠٫٩٣١۶ ٠٫٩۶١٧۴ ٠٫٩۵٧٧ ٠٫٩٩٧١ ١٫٠٢٩۶
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اوزاکی روش ٢ مدل (ب) شوجی روش ١ مدل (آ)

اوزاکی روش ۴ مدل (د) شوجی روش ٣ مدل (ج)

(نقطه چین) شده سازی شبیه داده های نمودار و سیاه) رنگ (به اصلی داده های نمودار :١ شکل
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هندسه



ها اسپری و گسترنده های توزیع

عزیزپور* اسماعیل
گیلان دانشگاه

چکیده

یک دهیم می نشان مدرج، منیفلد یک روی گسترنده توزیع یک همراه به مدرج برداری میدان یک وجود فرض با
است دوم مرتبه دیفرانسیل معادله میدان یک نمایش دارای مذکور میدان آن به نسبت که دارد وجود مختصاتی سیستم

دوم مرتبه دیفرانسیل معادله میدان گسترنده، توزیع مدرج، منیفلد کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 58�50, 34�26

مقدمه ١

نشان [١] در باشد، (r, s) رتبه از گسترنده توزیع یک D و (m,n) بعد از [٢] مدرج منیفلد یک (M,AM ) کنید فرض
مختصات با y شامل U مختصاتی همسایگی یک y ∈ M هر برای که است شده داده

{(qa, yi; ηρ, θα)|١ ≤ q ≤ m− r, ١ ≤ i ≤ m, ١ ≤ p ≤ n− s, ١ ≤ α ≤ n} (١)

بطوریکه دارد وجود

D =

⟨
∂

∂yi
;

∂

∂θα

⟩
, ١ ≤ i ≤ r, ١ ≤ α ≤ s.

به نسبت .[F,D] ∩ D = {٠} و نداشته تعلق D به که داریم (M,AM ) روی F مدرج برداری میدان یک کنید فرض
است زیر موضعی نمایش دارای F ،(١) مختصاتی سیستم

F = fa ∂

∂qa
+ f i ∂

∂yi
+ gρ

∂

∂ηρ
+ gα

∂

∂θα
. (٢)

می نمایش W با را شود می نوشته V١ + [F, V٢] صورت به که (M,AM ) روی مدرج برداری های میدان مجموعه
W برای موضعی پایه یک { ∂

∂yi
, Ci;

∂
∂θα

, Cα} اینصورت در Cα = [F, ∂
∂θα

] و Ci = [F, ∂
∂yi

] دهیم قرار اگر دهیم.
است.

شروط از مدرجی منیفلد زیر (qa, yi; ηp, θα) مختصات با y ∈ U ⊂ M از U = (U,AU ) همسایگی به نسبت
(π, π∗) : U 7→ (N,AN ) تصویر تابع دهیم. می نمایش (N,AN ) با آنرا که شد خواهد حاصل θα = ٠ و yi = ٠
روی C̄α و C̄i توسط شده تولید توزیع اگر کند. می تصویر C̄α و C̄i به بترتیب را Cα و Ci مدرج برداری های میدان
این باشد. می W در تصویرپذیر مدرج برداری های میدان تصویر از متشکل توزیع این دهیم نمایش W̄ با را (N,AN )

*سخنران
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b = ١, ...,m − ٢r;λ = (برای (vb, wi; γλ, σα) مانند مختصاتی سیستم یک قبل، همانند و بوده گسترنده توزیع،
داریم (M,AM ) روی (vb, wi, yi; γλ, σα, θα) موضعی مختصاتی به نسبت بطوریکه دارد وجود (١, ..., n− ٢s

Ci = [F,
∂

∂yi
] = −∂f j

∂yi

∂

∂wj
− ∂gα

∂yi

∂

∂σα
(mod D),

Cα = [F,
∂

∂yi
] = −(−١)|f

j | ∂f
j

∂θα

∂

∂wj
− (−١)|g

β |∂g
β

∂θα

∂

∂σβ
(mod D).

روی (ṽb, w̃i, ỹi; γ̃λ, σ̃α, θ̃α) موضعی مختصات ،Cα و Ci ،W ،D برای قبل مفروضات به نسبت .١.١ قضیه
بطوریکه دارد وجود (M,AM )

D =

⟨
∂

∂ỹi
;

∂

∂θ̃α

⟩
, ١ ≤ i ≤ r, ١ ≤ α ≤ s.

Ci = − ∂

∂w̃i
; Cα = − ∂

∂σ̃α
(mod D).

شد. خواهد حاصل نتیجه مناسب، مختصات تغییر انجام با و شده انجام مجاسبات به توجه با اثبات.

است. F میدان نمایش و شکل نمودن مشخص کرد خواهیم دنبال اکنون که آنچه
N = {y ∈ M |F (y) ∈ D} و F ∈ W گسترنده، های D,Wتوزیع کنیم فرضمی قبل، مفروضات همانند هم باز
[ ∂
∂θα

, Cβ] و [ ∂
∂θα

, Ci] ،[ ∂
∂yi

, Cα] ،[ ∂
∂yi

, Ci] مدرج برداری های میدان از هرکدام کنیم فرضمی همچنین باشد. تهی غیر
یعنی W های مولد حسب بر Cα = [F, ∂

∂θα
] و Ci = [F, ∂

∂yi
] برداری های میدان صورت این در باشند. D توزیع در

بصورت W در F نمایش اگر شوند. می نوشته { ∂
∂yi

, ∂
∂θα

, Cj , Cβ}

F = f i ∂

∂yi
+ f̄α ∂

∂θα
+ giCi + ḡαCα

از عبارتست Ci نمایش ،D پیمانه به آنگاه باشد

Ci = −∂gj

∂yi
Ci −

∂ḡα

∂yi
Cα

از عبارتست Cα نمایش ،D پیمانه به ترتیب همین به .∂ḡ
α

∂yi
= ٠ و ∂gj

∂yi
= −δji نتیجه در

Cα = −(−١)|F | ∂g
i

∂θα
Ci − (−١)|F |∂ḡ

α

∂θβ
Cβ,

.∂ḡ
β

∂θα
= (−١)|F |δβα و ∂gi

∂θα
= ٠ نتیجه در

نتیجه در و بوده (r, s) رتبه از و بوده ناتباهیده ∂
∂θα

و ∂
∂yi

به نسبت ḡα و gi توابع ژاکوبین ماتریس دیگر طرف از
به نسبت بگیریم نظر در (vb, wi; γλ, σα) آنرا روی مختصات اگر است. (M,AM ) از N مانند منیفلدی زیر معرف

نمایش دارای F جدید، مختصات

F = hi
∂

∂yi
+ h̄b

∂

∂vb
+ ¯̄hb

∂

∂wi
+ lα

∂

∂θα
+ l̄λ

∂

∂γλ
+ ¯̄lα

∂

∂σα
(٣)

هستند. (vb, wi, yi; γλ, σα, θα) حسب بر توابعی ضرایب که است
نتیجه توان می براحتی محاسبات انجام با .Ci = − ∂

∂wi
, Cα = − ∂

∂σα
منیفلد زیر این روی که شد گفته قبلا

گرفت
h̄ = ٠, ¯̄hb = yi,

¯̄lα = θα.
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اینصورت در باشد Nناتهی = {y ∈ M |F (y) ∈ D} و F ∈ W اگر باشند. Wگسترنده و D کنید فرض .٢.١ قضیه
یعنی است دوم مرتبه دیفرانسیل معادله میدان یک نمایش دارای F آن به نسبت که دارد وجود مختصاتی سیستم یک

F = yi
∂

∂wi
+ hi

∂

∂yi
+ θα

∂

∂σα
+ lα

∂

∂θα

شود می نتیجه (٣) از نباشد W به متعلق F اگر حال
∂h̄b

∂wi
= ٠,

∂l̄λ

∂wi
= ٠.

روابط از استفاده با
− ∂

∂wi
= Ci = [F,

∂

∂yi
]; − ∂

∂σα
= Cα = [F,

∂

∂θα
]

شود می نتیجه
∂¯̄hj

∂yi
= δji ,

∂¯̄lα

∂yi
= ٠.

.¯̄lβ = θβ و ¯̄hj = yj گرفت نتیجه توان می متغیر تغییر یک انجام با

سیستم یک اینصورت در [F,W] ⊂ W و نباشد W به متعلق F اگر باشند. گسترنده W و D کنید فرض .٣.١ قضیه
است زیر نمایش دارای F آن به نسبت که دارد وجود مختصاتی

F =
∂

∂v١
+ yi

∂

∂wi
+ hi

∂

∂yi
+

∂

∂γ١
+ θα

∂

∂σα
+ lα

∂

∂θα
.
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منیفلدها روی توابع جبرهای دریویشنهای

الیاسی* نیره
خوارزمی دانشگاه

چکیده

خاص جبرهای در مقادیر با هموار منیفلدهای روی هموار توابع جبر پیوسته دریویشنهای تجزیه مقاله این در ما هدف
متناهی جبرهای حالت در قضایا تعمیم نتایج تمام باشد. می نیست، متناهی لزوماً که دلخواه بعد با جبرها H∗ مانند
دریویشن هر نهایت در و ایم کرده تعریف را دیفرانسیلی و ای نقطه دریویشنهای جدید مفهوم دو منظور این است.برای
دریویشن یک و ای نقطه دریویشن یک مستقیم جمع صورت به جبرهارا H∗ به منیفلدها از توابع جبر روی پیوسته

ایم. آورده در دیفرانسیلی

،دریویشن ای نقطه دریویشن دریویشن، جبر، یک در مقادیر با منیفلدها روی هموار توابع جبر کلیدی: واژه های
دیفرانسیلی

Mathematics Subject Classification [2010]: 16W25, 20G42, 46K05, 47C10,
58A05

مقدمه ١

داریم قصد متن این باشد.در می هندسه و آنالیز جبرو های شاخه در اساسی مساله یک مختلف جبرهای دریویشنهای یافتن
در که تذکراتی و تعاریف کلیه بیاوریم. دست به را جبرها برخی در مقادیر با منیفلدها روی توابع جبر پیوسته دریویشنهای

شوند. می یافت شده چاپ مقالات ویا کتب در و اند،استانداردند آمده مقدمه

هر برای هرگاه نامند می A روی دریویشن یک را D : A −→ A خطی نگاشت باشد، جبر یک A اگر .١ . ١ تعریف
باشیم داشته a, b ∈ A

D(ab) = D(a)b+ aD(b)

δa(b) = ab− ba صورت به که δa : A −→ A نگاشت a ∈ A عنصر هر برای A پذیر شرکت جبر هر در .١ . ٢ مثال
Aگوییم. درونی دریویشنهای شکل این به دریویشنهای است.به A روی دریویشن یک شود می تعریف

با را A پیوسته دریویشنهای هست)باشدمجموعه نیز توپولوژی دارای که (جبری توپولوژیک جبر یک A اگر .١ . ٣ تعریف
است. لی جبر یک بعلاوه و برداری فضای یک که میدهیم نشان Der(A)

است. A جبر زیر یک و شود می تعریف زیر صورت به دهیم می نشان Z(A) با که را آن مرکز A جبر یک در .۴ . ١ تعریف

Z(A) = {a ∈ A | ∀b ∈ A ab = ba}
*سخنران
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می نشان C∞(M) با را حقیقی مقادیر با M هموار منیفلد یک روی هموار توابع جبر M منیفلد یک در .۵ . ١ ملاحظه
برشهای مجموعه همان که است M روی برداری میدانهای مجموعه آن دریویشنهای و است دار یکه و جابجایی جبری که دهند
شرکت جبر A اگر دهیم. می نشان C∞(M,A) با را A جبر در مقادیر با M روی هموار توابع جبر است. TM کلاف
زیربه نگاشت با C∞(M) جبر است. دار یکه و پذیر شرکت ای نقطه ضرب عمل با نیز C∞(M,A) باشد، دار یکه و پذیر

گیرد. می قرار C∞(M,A) در طبیعی طور

ϕ : C∞(M) −→ C∞(M,A)

f 7−→ f١C∞(M,A)

باشد. می M روی یک ثابت تابع ١C∞(M,A) بالا در که

شده تعریف ∗ عمل باشدو می نیز هیلبرت فضای بعلاوه که باناخ ∗جبر یک از است عبارت ، جبر H∗یک .۶ . ١ تعریف
باشد: زیر خاصیت دارای < ., . > داخلی ضرب به نسبت جبر روی

< xy, z >=< x, zy∗ >, < xy, z >=< y, x∗z >

اصلی نتایج ٢

است. جبر H∗ یک H جبر بخش این در

با Dq : C∞(M,H) −→ C∞(M,H) خطی نگاشت q : M −→ Der(H) هموار تابع هر برای .٢ . ١ تعریف
است. C∞(M,H) روی پیوسته دریویشن یک Dq(f)(x) = q(x)(f(x)) ∀x ∈ M ضابطه

نامیم. می ای نقطه دریویشنهای را دریویشنها اینگونه

ضابطه با feα : M −→ H ثابت توابع تعریف با باشد، H از یکه متعامد پایه یک {eα}α∈I اگر .٢ . ٢ ملاحظه
بنویسیم. f = Σαfαfeα صورت به را f ∈ C∞(M,H) هر توانیم می feα(m) = eα ∀m ∈ M

صورت به و دهیم می نشان LX با را C∞(M,H) در توابع لی مشتق X ∈ X (M) برداری میدان هر برای .٢ . ٣ تعریف
کنیم: می زیرتعریف صورت به را f روی LX اثر f = Σαfαfeα اگر کنیم. می تعریف زیر

LX(f) = ΣαX(fα)feα

است. C∞(M,H) دریویشن یک LX دهد، می نشان مستقیم محاسبه
دریویشن یک نیز h.D آنگاه ، باشد C∞(M,H) جبر دریویشن یک D و باشد همواری تابع h : M −→ Z(H) اگر
C∞(M,H) جبر دریویشنهای از نیز h.LX اپراتور X ∈ X (M) برداری میدان هر برای خصوص به است جبر این

است.
C∞(M,H) دریویشنهای و TM⊗(M×Z(H)) برداری کلاف برشهای بین یک به یک تناظر یک نکته این از استفاده با
X ∈ X که هستند X⊗h صورت به TM ⊗ (M ×Z(H)) کلاف ای نمونه برشهای کنیم.چون می برقرار زیر صورت به
به که دهیم نشان LX⊗h با را برش این توسط شده ایجاد دریویشن توانیم می است، هموار تابعی h : M −→ Z(H) و

کند. می عمل زیر صورت
LX⊗h(f) = h.LX(f)
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هر برای واقع است.در مدول −Z(H)یک آن تار هر که دهیم می نشان TMZ(H) رابا TM ⊗ (M × Z(H)) کلاف
(TMZ(H))x = TxM ⊗ Z(H) داریم x ∈ M

باشد. صفر ثابت توابع روی آن اثر گاه هر نامیم دیفرانسیلی را C∞(M,H) روی دریویشن یک .۴ . ٢ تعریف

هم که دریویشنی تنها و هستند دیفرانسیلی است، TMZ(H)از برش یک X̂ که L
X̂

صورت به دریویشنهای .۵ . ٢ مثال
است. صفر دریویشن باشد، ای نقطه هم و دیفرانسیلی

است. ای نقطه و دیفرانسیلی دریویشن یک مجموع یکتا طور به C∞(M,H) پیوسته دریویشن هر .۶ . ٢ قضیه

M روی ثابت تابع را fa ، a ∈ H نقطه هر ازای باشد.به C∞(M,H) روی پیوسته دریویشن D یک کنید فرض اثبات.
کنیم. می تعریف زیر صورت به را q(x) : H −→ H تابع x ∈ M هر برای گیریم. می نظر در a مقدار با

q(x)(a) = D(fa)(x)

کنیم.قرار می تعریف q نظیر ای نقطه دریویشن را Dq.است هموار تابعی qو است H دریویشن یک q(x) که دید توان می
زیرا است دیفرانسیلی دریویشن یک D′ دید توان .می D′ = D −Dqدهیم می

D′(fa)(x) = D(fa)(x)−Dq(fa)(x) = D(fa)(x)− q(x)(fa(x))

= D(fa)(x)− q(x)(a) = D(fa)(x)−D(fa)(x) = ٠

آوریم. دست به را آن دیفرانسیلی دریویشنهای کافیست C∞(M,H) جبر دریویشنهای سازی مشخص برای

مقادیرش که f ∈ C∞(M,H) تابع هر برای آنگاه باشد C∞(M,H) ازجبر دیفرانسیلی دریویشن یک D اگر .٢ . ٧ لم
گیرد. می H مرکز در را مقادیرش نیز D(f) گیرد، می H مرکز در را

داریم a ∈ H,x ∈ M هر برای اثبات.

D(f)(x)a = (D(f)fa)(x) = D(ffa)(x) = D(faf)(x) = (faD(f))(x) = aD(f)(x)

آنگاه باشند، یکی f١C∞(M,H) فرم به توابع روی آنها اثر که باشند دیفرانسیلی دریویشن دو D٢ و D١ اگر .٢ . ٨ لم
.D١ = D٢

ضعیف توپولوژی در g ∈ C∞(M,H) تابع دارد.هر {eα} مانند یکه متعامد پایه یک است جبر H∗یک H چون اثبات.
∀α fα ∈ C∞(M) و feα(b) =< eα, b > که شود می نوشته g = Σα∈If

αfeαفرد به منحصر فرم به

D١(g) = D١(Σαf
αfeα) = ΣαD١(f

αfeα)

= ΣαD١(f
α)feα = ΣαD٢(f

α)feα

= ΣαD٢(f
αfeα) = D٢(Σαf

αfeα)

= D٢(g)
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است. TMZ(H) کلاف از برشی X̃ که هستند LX̃ فرم به C∞(M,H) دیفرانسیلی دریویشنهای همه .٢ . ٩ قضیه

مقادیرش D(f)، ١ لم طبق f ∈ C∞(M) تابع هر باشدبرای C∞(M,H) از دیفرانسیلی دریویشن یک D اگر اثبات.
داشت خواهیم {eαj} مانند Z(H) برای {eα}α∈I از یکه متعامد پایه زیر یک انتخاب گیرد.با می H مرکز در را

D(f) = ΣjDj(f)feαj

Dj.اگر = LXj که موجودند Xi ∈ XM برداری میدانهای آنها به وابسته که هستند C∞(M) روی دریویشنهایی Djها که
دهیم قرار

X̃ = ΣjXj ⊗ fej

طبق .پس است یکی f١C∞(M,H) فرم به توابع روی LX̃ و D دریویشن دو اثر که دهد می نشان سرراست محاسبه آنگاه
.D = LX̃ داریم ١ لم

باشند. می زیر کلاف برشهای متناظر C∞(M,H) جبر پیوسته دریویشنهای کلیه ترتیب این به

TMZ(H) ⊕ (M ×Der(H))

سپاس گزاری

دارم. را تشکر کمال بروجردیان دکتر آقای جناب خصوص به و همکارانم ارزشمند راهنماییهای از پایان در
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شبه�ریمانی مترهای بررسی و لی گروه�های از خاص رده�ی یک معرفی

دهکردی طاهری مهران
یزد هنر و علم دانشگاه

دهکردی* طاهری میثم
کاربردی علمی جامع دانشگاه

چکیده

اکیداً اسکالر انحناء یا و صفر برشی انحناء دارای G روی چپ پایای متر هر باشد، حل�پذیر لی گروه یک G اگر
خاص رده�ی Sیک است. منفی اکیداً اسکالر انحناء با چپ پایای متر یک باشد، غیرآبلی G اگر همچنین است. منفی
یعنی آن لی جبر اگر Sاست به متعلق G غیرآبلی گروه یک باشد: خاصیت این دارای اگر است حل�پذیر لی گروه�های از
مقاله این در نوشت. y و x خطی ترکیب صورت به را [x, y] بتوان x, y ∈ g هر برای که باشد خاصیت این دارای g
خاص رده�ی این به متعلق گروه�های روی چپ پایای شبه�ریمانی مترهای می�شود، آورده G ∈ S لی گروه یک از مثالی

می�شود. بیان گروه�ها این مورد در نتایجی و می�شود بررسی

چپ پایای لی، جبر ،S خاص رده�ی شبه�ریمانی، مترهای کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

صفر یک�جا g ⊃ [g, g] ⊃ · · · زنجیر اگر می�گوییم پوچتوان را g این�صورت در باشد آن لی جبر g و لی گروه یک G اگر
.[g, g] = ٠ اگر می�شود نامیده آبلی لی جبر یک همچنین شود.

این است. S خاص رده�ی به متعلق لی گروه�های روی چپ پایای شبه�ریمانی مترهای بررسی مقاله، این در نهایی، هدف
شبه�ریمانی حالت برای مستقل به�طور یا و شبه�ریمانی حالت به آن تعمیم و ریمانی مترهای مورد در قبلی نتایج بررسی با هدف

است. شده دنبال

S خاص رده�ی ٢

عضو دو هر برای که باشد خاصیت این دارای g یعنی آن لی جبر اگر است S به متعلّق G غیرآبلی گروه یک .١.٢ تعریف
نوشت. x, y خطی ترکیب صورت به را [x, y] بتوان ،x, y ∈ g

که: می�شود استنباط S خاصیت این از
،[b, x] = x که باشد موجود b ̸∈ n عضو یک و ١ هم�بعد١ از n آبلی ایده�آل یک اگر فقط و اگر است فوق خاصیت دارای g

.([١]) x ∈ n هر برای
*سخنران

.V/W خارج�قسمتی فضای بعد از است عبارت V Wدر (codimention)عدهمب باشد. V برداری فضای از خطی Wزیرفضایی کنیم ١فرض

آن�گاه: باشد متناهی�البعد V اگر

codim(W ) = dim(V/W ) = dim(V )− dim(W )
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G ∈ S لی گروه یک از لی مثا ١.٢

می�کنیم�: تعریف زیر صورت به را G لی گروه می�آوریم. S خاص رده�ی به متعلّق G لی گروه یک از مثالی اینجا در

G = A(n) = {x −→ Ax+ b : A ∈ GL(n,R), b ∈ Rn}

آفین تبدیلات گروه آن�را که است بعدی n(n+ ١) گروه یک (A, a)(B, b) = (AB, a+ Ab) ضرب عمل با A(n)
. (A−١,−A−١b) از است عبارت (A, b) وارون همچنین می�باشد. (I, ٠) گروه این خنثی عضو می�نامیم.

نگاشت:
η : A(n) −→ GL(n+ ١,R)

(A, b) 7−→
(

A b
٠ ١

)
داد: نمایش زیر صورت به می�توان را A(n) لذا و است) لی گروه�های بین همومورفیسم (یک است. A(n) از نمایش یک

A(n) =

{(
A b
٠ ١

)
: A ∈ GL(n,R), b ∈ Rn

}
≤ GL(n+ ١,R)

داریم: می�گیریم نظر در را (n = ١) خاص حالت اکنون

G = A(١) =
{(

a b
٠ ١

)
: a > ٠, a, b ∈ R

}
آن: در که

(a, b)(c, d) = (ac, ad+ b), e = (١, ٠), (a, b)−١ = (
١
a
,− b

a
)

همچنین:
R(a,b)(c, d) = (ac, bc+ d)

L(a,b)(c, d) = (ac, ad+ b)

.G ∈ S که داد نشان می�توان

G ∈ S لی گروه�های روی چپ، پایای شبه�ریمانی مترهای بررسی ٣

نیازمند آن از قبل اما می�دهیم قرار مطالعه مورد را G ∈ S لی گروه�های روی چپ، پایای شبه�ریمانی متر�های بخش این در
می�گیرند: قرار استفاده مورد ادامه در که هستیم مقدماتی

مرجع در .g لی جبر با منفی، و ثابت برشی انحناء و چپ پایای ریمانی متر یک با باشد لی گروه یک G کنیم فرض
b ̸∈ u هر برای و است. ١ بعد هم از u مانند آبلی آل ایده یک شامل g که است کرده ثابت E. Heintze ،[۵]

ad(b)|u = λI +B

شده (القا چپ پایای ریمانی متر داخلی ضرب به نسبت که است خطی تبدیل یک B و صفر، غیر حقیقی عدد λ آن در که
می�باشد. کج-الحاق، ،(g توسط

نتیجه می�توان توضیحات این از است. صفر برابر B آنها برای که هستند آنهایی دقیقاً ،S به متعلّق لی گروه�های همچنین
گرفت:
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منفی، و ثابت برشی انحناء با چپ پایای ریمانی متر یک G اگر باشد. زوج بعد با لی گروه یک G کنیم فرض .١.٣ نتیجه
می�پذیرد. ممکن) علامت هر (با ثابت برشی انحناء با چپ پایای لورنتز متر یک G آن�گاه بپذیرد،

کنید. مراجعه [۴] مرجع به اثبات.

بدون می�پذیرند منفی و ثابت برشی انحناء با چپ، پایای ریمانی مترهای که دارند وجود فرد بعد از لی گروه�های .٢.٣ نتیجه
نمود. تعریف صفر، یا و منفی ثابتِ برشی انحناء با چپ پایای لورنتز متر یک آنها برای بتوان آنکه

کنید. مراجعه [۴] مرجع به اثبات.

به�صورت را [x, y] بتوان x, y ∈ g هر برای که باشد خاصیت این دارای ،g Gیعنی لی گروه لی جبر کنیم فرض .٣.٣ قضیه
می�باشد. منفی و ثابت برشی انحناء دارای ،G روی چپ پایای ریمانی متر هر آن�گاه نوشت. y و x خطی ترکیب

می�باشد. منفی و ثابت برشی انحناء دارای ،G روی چپ پایای ریمانی متر هر آن�گاه ،G ∈ S اگر .۴.٣ نتیجه

متر�های برای را کلّی�تر حالت سپس و می�آوریم G روی چپ، پایای لورنتز مترهای برای را زیر لم ابتدا قسمت این در
می�کنیم�: اثبات و بیان شبه�ریمانی،

g برای ١ هم�بعد از آبلی ایده�آل یک n و باشد G لی گروه روی چپ، پایای لورنتز متر یک ⟨ , ⟩ کنیم فرض .۵.٣ لم
اگر .r = ⟨b, b⟩ = ±١ و باشد عمود n بر b ∈ g کنیم فرض و باشد. ناتباهیده ،n به ⟨ , ⟩ تحدید که قسمی به باشد

می�باشد. −rλ٢ برابر برشی انحناء دارای G آن�گاه است، کج-الحاق تبدیل یک B که ad(b)|n = λI +B

زیر به�صورت G لی جبر کنیم فرض و باشد. چپ پایای شبه�ریمانی متر یک ساختار با لی گروه یک G کنیم فرض .۶.٣ لم
شود�: تجزیه

g = ⟨b⟩ ⊕ n

که L = ad(b)|n = λI +B اگر .ϵ = ⟨b, b⟩ = ±١ نیز و می�باشد عمود n بر b و است آبلی ایده�آل یک ،n آن در که
می�باشد. K = −ϵλ٢ برابر ثابت، برشی انحناء دارای G آن�گاه ،λ ∈ R و است L کج-الحاق قسمت B

حالت بعد قضیه�ی در سپس و Gمی�آوریم روی چپ، پایای لورنتز متر�های مورد در را زیر قضیه�ی ابتدا نیز قسمت این در
می�کنیم: اثبات و بیان شبه�ریمانی، متر�های برای را کلّی�تر

آن�گاه: S به متعلّق باشد لی گروه یک G کنیم فرض .٧.٣ قضیه

می�باشد. ثابت برشی انحناء دارای ((−,+, . . . ,+) نشان (با چپ پایای لورنتز متر هر .١

انحناء با چپ پایای لورنتز متر یک می�توان ،(k > ٠ or k = ٠ or k < ٠) k دلخواه و ثابت عدد هر ازاء به .٢
نمود. تعریف G روی k برشی

آن�گاه: باشد S به متعلّق ،n بعد از لی گروه یک G کنیم فرض .٨.٣ قضیه

می�باشد. k ثابت برشی انحناء دارای ،(p, n− p) نشان با G روی چپ پایای شبه�ریمانی ساختار هر .١

انحناء با و (p, n− p) نشان با چپ پایای متر یک می�توانیم ،k ∈ R هر و ،٠ < p < n که ،p ∈ N هر ازاء به .٢
مشابهی نتایج نیز p = n ،k > ٠ و p = ٠ ،k < ٠ حالت��های در همچنین کنیم. تعریف G روی k ثابت برشی

داشت. خواهیم
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.S > ٠, p > ٠ یا S < ٠, p < n که می�پذیرد (p, n−p) نشان از چپ پایای متر یک آبلی، غیر لی گروه هر .٩.٣ نتیجه

می�گیریم: نظر در را حالت دو اثبات.
که باشد داشته x, y, z مستقل برداری میدان�های که باشد خاصیت این دارای ،G لی گروه لی جبر اگر اول: حالت

. است برقرار حکم این�صورت در ،[x, y] = z

طبق این�صورت در باشد، خطی وابسته�ی عناصر بقیهی با [x, y] ،x, y ∈ g هر برای یعنی نباشد چنین اگر دوم: حالت
است. برقرار حکم ،٨.٣ قضیه�ی (٢) قسمت طبق این بنابر و ،G ∈ S تعریف،

می�بریم: پایان به برشی، انحناء�های مورد در مهمی قضیه�ی بیان و لی، گروه�های از دیگری دسته�ی معرفی با را بخش این

با برشی انحناء دارای آنها، روی (p, n − p) نشان از چپ پایای متر هر که لی گروه�های همهی مجموعه .١٠.٣ تعریف
می�دهیم. نمایش F(p) با را است ثابت علامت

.S = F(٠) = F(١) = · · · = F(n) .١١.٣ تذکر

: گفت توان می ٨.٣ قضیه�ی طبق کلّی حالت در .[١] F(٠) ⊂ S طرفی از ،S ⊂ F(٠) ،٣.٣ قضیه�ی طبق اولا اثبات.

S ⊂ F(٠) ⊂ F(١) ⊂ · · · ⊂ F(n)

نشان از چپ پایای متر هر که می�گیریم لی گروه�های همه�ی مجموعه را F(p) ،p ̸= ٠ کنیم فرض عکس اثبات برای
منظور این برای .F(p) ⊂ S می�دهیم نشان است. منفی ثابتِ علامت با برشی انحناء دارای آنها، روی (p, n − p)

یعنی نباشد چنین کنیم فرض نوشت. x, y خطی ترکیب به�صورت می�توان را [x, y] ،x, y ∈ g هر برای دهیم نشان باید
نشان از F(p) روی چپ پایای متر یک می�توان این�صورت، در مستقلند) x, y, z و z ∈ g (که .[x, y] = z کنیم فرض

است. تناقض این و باشد مثبت علامت با برشی انحناء دارای که کرد پیدا (p, n− p)

از ،M رشیب انحناء اگر باشد. ناتباهیده متر ساختار یک با n ≥ ٣ بعد از همبند منیفلد یک ،M کنیم فرض .١٢.٣ قضیه
می�باشد. ثابت انحناء دارای M این�صورت در باشد کراندار پائین یا و بالا

کنید. مراجعه [٣] مرجع به اثبات.

می�توان ،(n ≥ ٣, ٠ < p < n) ،F(p) در لی گروه�های یافتن برای گرفت نتیجه می�توان فوق قضیه از .١٣.٣ نتیجه
باشد. ثابت برشی انحناء آنها، روی چپ پایای متر هر برای که کرد جستجو را گروه�هایی
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بعدی سه مختلط لی جبرهای از برخی روی کنترل مستوی زیرفضاهای ارزی هم

∗ شهیدی محمد سید
مراغه دانشگاه

پاشایی فیروز
مراغه دانشگاه

چکیده

به ارائه، این در دارند. کنترلی فرایندهای مطالعه در مهمی نقش مختلط لی جبرهای روی کنترل مستوی فضاهای
یک تراز سطوح از استفاده با پردازیم. می بعدی سه مختلط لی جبرهای از برخی روی کنترل مستوی زیرفضاهای مطالعه
دستگاه یک پذیری کنترل برای و شود می مطرح su(٢) و sl(٢,R) روی رتبه تمام دستگاههای از کاملی بندی رده

گردد. می ارائه ارز هم شرایطی SU(٢) و SL(٢,R) لی گروههای روی رتبه تمام

دستگاه قبول؛ قابل کنترل مماس؛ کلاف مستوی؛ زیرفضاهای چپ؛ ناوردای کنترل دستگاههای کلیدی: واژه�های
همگن.

Mathematics Subject Classification [2010]: 93A10, 93C10

مقدمه ١

های ورودی از U رده یک همراه به (M,X ) (هموار) دینامیکی ١ چند-دستگاه یک از متشکل (هموار) کنترل دستگاه هر
برداری های میدان از ای خانواده X = (Xu)u∈U و حالت فضای بعنوان (هموار) منیفلد یک M که باشد. می قبول قابل
می قرار استفاده مورد u(·) : I → U بصورت کنترل توابع از ای رده هموار کنترل دستگاه چنین در است. M روی Xu

بکار U کنترلی مجموعه بعنوان Rℓ اقلیدسی فضای موارد اغلب در و باشد می پذیر تفکیک متریک فضای یک U که گیرد
کنترل، مختلف دستگاههای بین از میگیرند). نظر در نیز Rℓ از فشرده و محدب زیرمجموعه را U (گاهی شود. می گرفته
گروه روی ناوردا کنترل های دستگاه است. نموده جلب خود به را توجه بیشترین لی های گروه روی ناوردا کنترل های دستگاه
بصورت ناوردا کنترل دستگاههای دینامیکی قاعده است. شده مطرح [٢] و [١] (١٩٧٢ سال (در بار اولین برای لی های
مناسب کنترل مجموعه یک U و متناهی بعد با حقیقی لی گروه یک G که شود می داده نمایش Ξ : G × U → TG

می مشخص وابسته لی جبرهای از g = TeG که گرفت یکسان G × g با موضعی بطور توان می را TG همچنین است.
داد: نمایش زیر بصورت توان می را کنترل دستگاه یک معمول بطور شود.

ġ = Ξ(g , u) ، g ∈ G ، u ∈ U

قابل های کنترل باشد. ℓ-بعدی هموار منیفلد یک U کنیم می فرض مقاله، این در .Ξ(g , u) = gΞ(e, u) ∈ TgG که
گیریم. می نظر در را باشند می فشرده [٠,T ] بازه روی و داشته ای تکه پیوستگی که مقدار -U های نگاشت بصورت قبول

نگاشت بصورت چپ ناوردای کنترل های دستگاه در Φ = (ϕ, φ) : Σ → Σ́ ریختی نگاشت

Φ : G×U → Ǵ× Ú ، (g , u) 7→ (ϕ(g), φ(g , u))

∗سخنران

١polysystem
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باشند. می هموار φ : G×U → Ú و ϕ : G → Ǵ های نگاشت بصورت بازخورد و حالت های مؤلفه که باشد می

یک بودن رتبه تمام برای لازم شرط باشد. کامل لی جبر یک مولد اگر باشد رتبه تمام تواند می Σ دستگاه .١.١ تعریف
است. آن بودن کنترل قابل دستگاه،

هر ازای به داد. تقلیل ها آن همانی های همسایگی میان ارزی هم به توان می را دستگاه دو میان ارزی DFloc-هم هر
١ ∈ Ǵ و ١ ∈ G ازای به دستگاه دو اگر فقط و اگر باشند می ارز DFloc-هم ،Σ́ و Σ های دستگاه á ∈ Ǵ و a ∈ G

باشد. می دستگاه دو همانی های همسایگی میان ارزی DFloc-هم هر کنیم می فرض مقاله این در باشند. ارز DFloc-هم

اصلی نتایج ٢

sl(٢,R) قائم شبه ساده نیم بعدی سه مختلط لی جبر ١.٢

خاص خطی گروه

SL(٢,R) =
{
g ∈ R٢×٢ : detg = ١

}
لی جبر با

sl(٢,R) =
{[

x
٢

y−z
٢

y+z
٢ −x

٢

]
: x, y, z ∈ R

}
مماس نگاشت بطوریکه دارد، وجود ϕ ∈ Aut(SL(٢,R)) خودریختی که داد نشان توان می سادگی به گیریم. می نظر در را

ماتریس برابر T١ϕ

ς =

−١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ −١


است.

dAut(SL(٢,R)) = Aut(sl(٢,R)) .١.٢ گزاره

آید: می بدست زیر بصورت so(٢, ١) روی ⊙ لورنزین ضرب .٢.٢ تعریف

.A⊙B = a١b١ + a٢b٢ − a٣b٣

کند: می حفظ را ⊙ عمل ψ اتومورفیسم هر .B =
∑٣

i=١ biEi و A =
∑٣

i=١ aiEi دهیم می قرار
داریم: (زیرمنیفلد) تراز سطوح برای .(ψ ·A)⊙ (ψ ·B) = A⊙B

.Hα = {A ∈ so(٢, ١) : A⊙A = α,A ̸= ٠}

α = ٠ اگر و صفحه یک دارای باشد α > ٠ اگر ولی α < ٠ که زمانی باشد می صفحه دو از متشکل هذلولی یک Hα

باشد. می مخروط یک باشد،
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از σ(Γ) مشخصه یک آورد. می بوجود مستوی زیرفضاهای برای را کامل و مفید های بندی رده تراز سطوح .٣.٢ تعریف
تابع ،Γ = A+ < B١, B٢ > یا Γ = A+ < B > برای کنیم. می معرفی دوبعدی) یا (یک Γ مستوی زیرفضای یک

باشد: می زیر بشکل ترتیب به Γ از مشخصه

σ(Γ) = sgn(B ⊙B) و σ(Γ) = sgn

(∣∣∣∣B١ ⊙B١ B١ ⊙B٢
B١ ⊙B٢ B٢ ⊙B٢

∣∣∣∣).
باشد Hα با مماس Γ٠ فضای اگر .σ(Γ) = −١ باشد، Hα مخروط داخل با تقاطع جهت در Γ٠ فضای اگر
دهد می نشان دقیق محاسبه یک کند، می حفظ را ⊙ عمل اتومورفیسم که چنان .σ(Γ) = ١ اینصورت غیر در σ(Γ) = ٠

.ψ ∈ Aut(sl(٢,R)) برای σ(ψ · Γ) = σ(Γ) که

باشد: می ارز هم زیر های دستگاه از یکی با دقیقاً sl(٢,R) روی رتبه تمام دستگاه هر .۴.٢ قضیه

Σ
(١,١)
١ : E٣ + u(E٢ + E٣) ، σ(Γ) = ٠

Σ
(١,١)
٢,α : αE٢ + uE٣ ، α > ٠ ، C⊙(Γ)⊙ C⊙(Γ) = α٢ ، σ(Γ) = −١

Σ
(١,١)
٣,α : αE١ + uE٢ ، α > ٠ ، C⊙(Γ)⊙ C⊙(Γ) = α٢ ، σ(Γ) = ١

Σ
(١,١)
۴,α : αE٣ + uE٢ ، α > ٠ ، C⊙(Γ)⊙ C⊙(Γ) = −α٢ ، σ(Γ) = ١

Σ
(٢,٠)
١ : u١E١ + u٢E٢ ، σ(Γ) = ١

Σ
(٢,٠)
٢ : u١E٢ + u٢E٣ ، σ(Γ) = −١

Σ
(٢,١)
١ : E٣ + u١E١ + u٢(E٢ + E٣) ، σ(Γ) = ٠

Σ
(٢,١)
٢,α : αE١ + u١E٢ + u٢E٣ ، α > ٠ ، C⊙(Γ)⊙ C⊙(Γ) = α٢ ، σ(Γ) = −١

Σ
(٢,١)
٣,α : αE٣ + u١E١ + u٢E٢ ، α > ٠ ، C⊙(Γ)⊙ C⊙(Γ) = −α٢ ، σ(Γ) = ١ .

.α > ٠ دهیم می قرار

باشد. متناوب t 7→ exp(tA) اگر فقط و اگر A⊙A < ٠ پس .A ∈ sl(٢,R) کنید فرض .۵.٢ گزاره

باشد. نمی پذیر کنترل SL(٢,R) روی Σ(١,١)
٣,α دستگاه فقط .۶.٢ لم

داشته وجود A ∈ Γ یا باشد همگن اگر فقط و اگر است پذیر کنترل SL(٢,R) روی Σ رتبه تمام دستگاه یک .٧.٢ نتیجه
. A⊙A < ٠ که باشد

su(٢) قائم ساده نیم بعدی سه مختلط لی جبر ٢.٢

همبند لی گروه

SU(٢) =
{
g ∈ C٢×٢ : gg† = ١, detg = ١

}
لی جبر با

su(٢) =
{[

i
٢x

١
٢(iz + y)

١
٢(iz − y) − i

٢x

]
: x, y, z ∈ R

}
گیریم. می نظر در را

.dAut(SU(٢)) = Aut(su(٢)) = Aut(so(٣)) = SO(٣) .٨.٢ گزاره
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شود: می تعریف زیر بصورت su(٢) لی جبر روی • ای نقطه حاصلضرب .٩.٢ تعریف

.A • B = a١b١ + a٢b٢ + a٣b٣

کند: می حفظ را • عمل ψ اتومورفیسم هر .B =
∑٣

i=١ biEi و A =
∑٣

i=١ aiEi دهیم می قرار
داریم: (زیرمنیفلد) تراز سطوح برای .(ψ ·A) • (ψ ·B) = A •B

،Sα = {A ∈ su(٢) : A •A = α}

شوند. می حفظ اتومورفیسم توسط که باشند، می
√
α شعاع با هایی کره ها Sα .α > ٠ هر برای

مماس Sα کره با که Γ = A+ < B١,B٢ > یا Γ = A+ < B > ناهمگن مستوی زیرفضای هر برای .١٠.٢ گزاره
داریم: ترتیب به بوده

C•(Γ) = A− A•B
B•BB

C•(Γ) = A−
[
B١ B٢

] [B١ • B١ B١ • B٢
B١ • B٢ B٢ • B٢

]−١ [
A • B١
A • B٢

]
.α = C•(Γ) • C•(Γ) دهیم می قرار که

.ψ ∈ Aut(su(٢)) اتومورفیسم هر برای ψ · C•(Γ) = C•(ψ · Γ) .١١.٢ گزاره

باشد: می ارز هم زیر های دستگاه از یکی با دقیقاً su(٢) روی رتبه تمام دستگاه هر .١٢.٢ قضیه

Σ
(١,١)
α : αE١ + E٢ ، C•(Γ) • C•(Γ) = α٢

Σ(٢,٠) : u١E١ + u٢E٢

Σ
(٢,١)
α : αE١ + u١E٢ + u٢E٣ ، C•(Γ) • C•(Γ) = α٢

Σ(٣,٠) : u١E١ + u٢E٢ + u٣E٣ .

.α > ٠ دهیم می قرار

باشد. می پذیر کنترل موجود های دستگاه تمام باشد، فشرده SU(٢) چنانچه .١٣.٢ ملاحظه
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X − ATX−١B = CY +R ماتریسی معادله بسته فرم های جواب

پور* عزیزی نوش گل

مدرس تربیت دانشگاه

اصلاحچی محمدرضا

مدرس تربیت دانشگاه

چکیده

فیلترهای پویا، ریزی برنامه کنترل، تئوری در بسیاری ١B−X−ATXکاربردهای = CY +R ماتریسی معادله
استفاده Xبا −ATX−١B = CY +R ماتریسی معادله بسته فرم های جواب تحقیق این در دارد. ... و تصادفی
است. شده داده ارائه ماتریسی های ای چندجمله ضرایب و الحاقی ماتریس ضرایب مشخصه، ای چندجمله ضرایب از

ای چندجمله اسمیت، نرمال فرم پارامتریک، های جواب بسته، فرم های جواب ماتریسی، معادلات کلیدی: های واژه
مشخصه

مقدمه ١

کاربردهای دلیل به که هاست ماتریس نظریه مهم های شاخه از یکی ماتریسی معادلات جواب یافتن و پذیری حل ی مطالعه
بسیار نقش ماتریسی معادلات است. داشته ای ملاحظه قابل گسترش اخیر های سال در دارند، مهندسی و علوم در که فراوانی
قطب تخصیص مثال عنوان به کنترل مسائل از بسیاری کنند[١]. می ایفا پایداری نظریه و کنترل سیستم نظریه در را مهمی
فرم از استفاده با صریح های جواب [٣] دارد.در دوم مرتبه ناهمگن سیلوستر ماتریسی معادله تعمیم با نزدیکی ی رابطه [٢]
و گر مشاهده ماتریس براساس ها جواب معادل فرم همچنین و آیند می بدست ای چندجمله های ماتریس از کاهشی نرمال

ماتریسی معادله مقاله، این در شوند. می بیان کنترل ماتریس

X −ATX−١B = CY +R, (١)

است. R ∈ Rn×nو C ∈ Rn×n،B ∈ Rn×n،متقارن و پذیر معکوس ماتریسی و A ∈ Rn×nکه گیریم می نظر در را

دهیم. می نشان Rn×n بوسیله را n× n های ماتریس مجموعه ،R بوسیله را حقیقی اعداد میدان ما مقاله، این سراسر در
n× n همانی ماتریس دهیم. می نشان adjA و AT توسط ترتیب به را A الحاقی ماتریس و ترانهاده A ∈ Rn×n برای
بصورت مشخصه ای چندجمله A ∈ Rn×n برای بعلاوه نویسیم. می نیز I بصورت را آن و دهیم می نشان In بوسیله را

باشد: می زیر
f(I,A)(s) = det(I − sA) = αns

n + αn−١s
n−١ + ...+ α١s+ ١,

*سخنران
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اصلی نتیجه ٢

آوردن بدست برای آوریم. می بدست را X − ATX−١B = CY + R ماتریسی معادله بسته فرم جواب بخش این در
داریم. ١نیاز اسمیت کاهشی نرمال فرم از ادعایی با زیر لم به ما (١) ماتریسی معادله بسته فرم جواب

کنید فرض اند. شده داده C ∈ Rn×n Bو ∈ Rn×n ،A ∈ Rn×n های ماتریس .٢ . ١ }لم
s|det(I − sATB−١) = ٠

}∩
λ{B−١AT } = ϕ,

دارند وجود △(s) ∈ R[s] ای چندجمله و H(s) ∈ Rn×n[s] و L(s) ∈ Rn×n[s] ای چندجمله های ماتریس آنگاه
بطوریکه

(I − sATB−١)L(s)− CH(s) = △(s)I, (٢)

که
△(γ) ̸= ٠, ∀γ ∈ λ(B−١AT ).

که باشند unimodular ماتریسی ای چندجمله دو Q(s) ∈ R٢n×٢n[s] و P (s) ∈ Rn×n[s] کنید فرض ]اثبات.
I − sATB−١ −C

]
کند. می تبدیل اسمیت٢ نرمال فرم به را

P (s)
[
I − sATB−١ −C

]
Q(s) =

[
diagni=١di(s) ٠

]
, (٣)

چون
{s|det(I − sATB−١) = ٠}

∩
λ{B−١AT } = ϕ,

آنگاه
di(γ) ̸= ٠, i ∈ I[١, n], ∀γ ∈ λ(B−١AT ),

داریم: (٣) از .Q١(s) ∈ R٢n×n[s] با کنیم می تفکیک [Q١(s), Q٢(s)] به را Q(s)

P (s)
[
I − sATB−١ −C

]
Q١(s) = diagni=١di(s)

←→ P (s)
[
I − sATB−١ −C

]
Q١(s)diag

n
i=١

dn(s)
di(s)

= Indn(s)

←→
[
I − sATB−١ −C

]
(Q١(s)diag

n
i=١

dn(s)
di(s)

)P (s) = Indn(s).

تواند می ها انتخاب از یکی بنابراین
△(s) = dn(s)

]و
L(s)
H(s)

]
= (Q١(s)diag

n
i=١

dn(s)

di(s)
)P (s)

کند. می صدق (٢) ی رابطه در که باشد

Smith normal form reduction١

Smith normal form٢
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کنید فرض و باشد Z ∈ Rn×n،R ∈ Rn×n ،C ∈ Rn×n ، A ∈ Rn×n کنید فرض .٢ . ٢ قضیه

{s|det(I −ATB−١) = ٠}
∩

λ{B−١AT } = ϕ,

ای چندجمله های ماتریس و باشد

L(s) =

t−١∑
i=٠

Lis
i ∈ Rn×n[s]

و

H(s) =
t∑

i=٠
His

i ∈ Rn×n[s]

با کنند می صدق (٢) ی رابطه در که △(s) =
∑t

i=٠△is
i ∈ R[s]ای چندجمله و

بعلاوه، باشند. موجود △(γ) ̸= ٠, ∀γ ∈ λ(B−١AT )

f(I,ATB−١)(s) = det(I − sATB−١) = αns
n + αn−١s

n−١ + ...+ α١s+ α٠, α٠ = ١,

adj(I − sATB−١) = Rn−١s
n−١ + ...+R١s+R٠.

شوند: مشخص زیر بصورت توانند می ماتریسی(١) معادله های جواب آنگاه

X =

n−١∑
i=٠

RiCZ(A−TB)i +

n−١∑
i=٠

AT [RiCZ(A−TB)i]−١B

+
t−١∑
i=٠

LiR[△(A−TB)]−١(A−TB)i +
t−١∑
i=٠

AT [LiR[△(A−TB)i]−١(A−TB)i]−١B,

Y = Zf(I,ATB−١)(A
−TB) +

t∑
i=٠

HiR[△(A−TB)]−١(A−TB)i.

هستند. ماتریسی(١) معادله های جواب قضیه، در شده داده Y و X های ماتریس دهیم می نشان ابتدا اثبات.
(۴)

X −ATX−١B =

n−١∑
i=٠

RiCZ(A−TB)i +

n−١∑
i=٠

AT [RiCZ(A−TB)i]−١B

+
t−١∑
i=٠

LiR[△(A−TB)]−١(A−TB)i +
t−١∑
i=٠

AT [LiR[△(A−TB)]−١(A−TB)i]−١B

−
n−١∑
i=٠

AT [RiCZ(A−TB)i]−١B −
n−١∑
i=٠

ATB−١RiCZ(A−TB)iA−TB

−
t−١∑
i=٠

AT [LiR[△(A−TB)]−١(A−TB)i]−١B −
t−١∑
i=٠

ATB−١LiR[△(A−TB)]−١(A−TB)iA−TB

= R٠CZ +

n−١∑
i=٠

(Ri −ATB−١Ri−١)CZ(A−TB)i −ATB−١Rn−١CZ(A−TB)n + L٠R[△(A−TB)]−١

+
t−١∑
i=٠

(Li −ATB−١Li−١)R[△(A−TB)]−١(A−TB)i −ATB−١Lt−١R[△(A−TB)]−١.
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ی رابطه از استفاده با

(I − sATB−١)adj(I − sATB−١) = Idet(I − sATB−١),

داریم:

R٠CZ +

n−١∑
i=٠

(Ri −ATB−١Ri−١)CZ(A−TB)i −ATB−١Rn−١CZ(A−TB)n

= CZ

n∑
i=٠

αi(A
−TB)i = CZf(I,ATB−١)(A

−TB). (۵)

داریم: ی(٢) رابطه از استفاده با

(CH٠ +△٠I)R[△(A−TB)]−١ +

t−١∑
i=١

(CHi +△iI)R[△(A−TB)]−١(A−TB)i

+(CHt +△tI)R[△(A−TB)]−١ =

t∑
i=٠

CHiR[△(A−TB)]−١(A−TB)i

+

t∑
i=٠
△iR[△(A−TB)]−١(A−TB)i =

t∑
i=٠

CHiR[△(A−TB)]−١(A−TB)i +R. (۶)

شود: می نتیجه (۴) در (۵) و (۶) جایگذاری با

X −ATX−١B = CZf(I,ATB−١)(A
−TB) +

t∑
i=٠

CHiR[△(A−TB)]−١(A−TB)i +R

= C(Zf(I,ATB−١)(A
−TB) +

∑t
i=٠ HiR[△(A−TB)]−١(A−TB)i) +R

= CY +R.

کنند. می صدق (١) ماتریسی معادله در قضیه در شده داده Y و X های ماتریس بنابراین
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پس خورد از استفاده با مثبت کسری زمانی گسسته سیستم های عملی پایداری
حالت

طهرانی احسنی حجت
شاهرود دانشگاه

* سپهر مرضیه
شاهرود دانشگاه

چکیده
و لازم شرایط هم چنین و معرفی کسری مثبت زمانی گسسته سیستم های عملی پایداری از جدید روش مقاله این در
تشابهی تبدیلات از استفاده با را سیستم حالت پس خورد ماتریس می شود. بیان سیستم ها این عملی پایداری برای کافی
پایان در باشند. واحد دایره در شده تعیین پیش از مقادیر بسته، حلقه ماتریس ویژه مقادیر که می کنیم محاسبه گونه ای به

می دهیم. ارائه روش تعیین برای مثال یک

بسته،مثبت کسری،حلقه گسسته، سیستم های عملی، پایداری کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 93C05, 93D15

مقدمه ١

مدل های انواع از نمونه ای می گیرند. نظر در نامنفی مقادیر با را خروجی ها و حالت ورودی، متغیرهای مثبت سیستم های در
شناسی، زیست اجتماعی، علوم اقتصاد، مدیریت، علم مهندسی، و فنی علوم در می توان را دارند خطی رفتار که را مثبت
در کسری١ مرتبه تفاضلات از استفاده با دینامیکی سیستم های تحلیل و تجزیه مسأله اخیر دهه های در یافت. ... و پزشکی
هم چنین و [۵] در مثبت کسری زمانی گسسته خطی سیستم های از توصیفی است. شده مطرح [٣] جمله از مقالات از بسیاری

است. شده ارائه [۴] در سیستم ها این پایداری شرایط و عملی٢ پایداری مفهوم

١ ٢

بگیرید: نظر در را زیر حالت فضای معادلات با مثبت کسری زمانی گسسته خطی سیستم

∆αxk+١ = Axk +Buk , k ∈ Z+ (١)

yk = Cxk +Duk (٢)

،A ∈ Rn×n
+ ماتریس های و خروجی و ورودی حالت، بردارهای ترتیب به yk ∈ Rp

+ و uk ∈ Rm
+ ،xk ∈ Rn

+ آن در که
و هستند، مناسب ابعاد با مثبت ماتریس های D و C ،B ∈ Rn×m

+

∆αxk =

k∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
xk−j , ٠ < α < ١ (٣)

*سخنران

١Fractional
٢Practical
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بنویسیم: زیر صورت به را (١) معادله می توانیم (٣) رابطه از استفاده با است. کسری مشتق مرتبه α ∈ R و

xk+١ +
k+١∑
j=١

(−١)j
(
α

j

)
xk−j+١ = Axk +Buk (۴)

داریم: (۴) رابطه از صورت این در می شود، محدود h طبیعی اعداد برخی توسط j که است این بر فرض عملی مسائل در

xk+١ = Aαxk +

h∑
j=١

cjxk−j +Buk , k ∈ Z+ (۵)

Aα = A+ αIn (۶)

cj = cj(α) = (−١)j
(

α

j + ١

)
> ٠ , j = ١, ٢, · · · ,

است. حالت در تأخیر h با زمانی گسسته سیستم یک توصیف (٢) و (۵) معادلات که کنید توجه

مجانبی پایدار (٢) و (۵) سیستم اگر تنها و اگر می شود، نامیده عملی پایدار (٢) و (۴) کسری سیستم [۴] .٢ . ١ تعریف
باشد.

جدید حالت بردار تعریف با

x̄k =


xk
xk−١

...
xk−h


می نویسیم زیر صورت به را (٢) و (۵) معادلات

x̄k+١ = Āx̄k + B̄uk , k ∈ Z+ (٧)

yk = C̄xk + D̄uk (٨)

که

Ā =


Aα c١In c٢In · · · ch−١In chIn
In o o · · · o o
o In o · · · o o
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
o o o · · · In o

 ∈ Rn̄×n̄
+ , B̄ =


B
o
...
o

 ∈ Rn̄×m
+

C̄ =
[
C o · · · o

]
∈ Rp×n̄

+ , D̄ = D ∈ Rp×m
+ , n̄ = (١ + h)n

اصلی مسأله ٣

حالت پس خورد و ،rank (B̄) = m با (٧) سیستم

u(t) = Kx̄(t) (٩)
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داریم: (٧) در (٩) رابطه جایگذاری با می گیریم. نظر در را است حالت پس خورد ماتریس K ∈ Rm×n̄ که

x̄k+١ = (Ā+ B̄K)x̄k = Γ x̄k (١٠)

ویژه) مقادیر (مجموعه طیف که طوری به هستیم K پس خورد ماتریس دنبال به ما واقع در است. بسته حلقه سیستم Γ که
است. مجانبی پایدار (١٠) سیستم که گوییم آنگاه بگیرد، قرار واحد دایره در می دهیم نشان Λ(Γ) با که بسته حلقه سیستم

بگیرید: نظر در را زیر حالت انتقال
x̄(t) = T x̃(t)

روش این در آورد. دست به شد، داده شرح [١] در که مقدماتی تشابهی عملیات با می توان را T ماتریس که

Ã = T−١ĀT , B̃ = T−١B̄

می شوند. تعریف زیر صورت به که هستند B و A ماتریس های برداری همدم فرم

Ã =

 G٠
· · · · · · · · ·

In̄−m On̄−m×m

 , B̃ =

 B٠
· · · · · ·

On̄−m×m


منظم (B̄, Ā) زوج کرونکر ناورداهای اگر است. مثلثی بالا m × m ماتریس یک B٠ و m × n̄ ماتریس یک G٠ که
سطرهای از بعضی باشند نامنظم کرونکر ناورداهای اگر صورت این غیر در و ،[١] هستند فوق فرم به B̃ و Ã آنگاه باشند
اختصاص سیستم به را صفر ویژه مقادیر که (B̃, Ã) زوج برای حالت پس خورد ماتریس .[٢] می شوند پخش Ã از In̄−m

با: است برابر می دهد
u = −B−١

٠ G٠x̃ = F̃ x̃

بسته حلقه ماتریس بنابراین می شود. تعریف Fp = F̃ T−١ صورت به (B̄, Ā) زوج برای اولیه پس خورد ماتریس نتیجه در
می آید. دست به است صفر آن ویژه مقادیر همه که جردن فرم به Γ̃٠ = Ã+ B̃F̃ برداری همدم

فرم به را آن تشابهی عملیات از استفاده با که Aλ = Γ̃٠ +D و D = diag{λ١, λ٢, · · · , λn} می کنیم تعریف حال

فرم به حالت پس خورد ماتریس سپس و می کنیم تبدیل Ãλ =

 Gλ

· · · · · · · · ·
In−m O

 برداری همدم

K = B−١
٠ (−G٠ +Gλ)T

−١

می شود. تعریف

می کنیم. بررسی را زیر مثبت کسری سیستم عملی پایداری .٣ . ١ مثال

∆αxk+١ = Axk +Buk , K ∈ Z+ , α = ٠٫٩ , h = ٢

آن در که

A =

 ١ ٢ ٣
−٢ ١ −١
۴ −١ ٢

 , B =

 ١ ٢ ١
−١ ١ −١
١ ١ ٠
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صورت: به (A) باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر حل.

{۵٫۵٣٩٣, ٠٫−,١٫٧٠٢٧۵٢٧٢, ٠٫١٩٠۴,−٠٫١۶۴۴,−٠٫٠٠۴٣ ± ٠٫٠۵۴۴i,−٠٫٠١۶١ ± ٠٫٠٩٧١i}

طیف در بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که نماییم محاسبه گونه ای به را حالت پس خورد ماتریس می خواهیم

Λ = {٠٫−,٠٫٢−,٠٫١۴۵,−١/٨, ٠٫٠۶,−٠٫٨, ٠٫۶٠٫٢−,٢۵, ٠٫٧}

داریم: شده ارائه روش از استفاده با پس گیرد. قرار

K =

−۴٫٢٣١٧ ٢٫١٠١٧ −١٫۶٣٨٣ ٠٫٠٠۵٧ ٠٫٠٠۵٧ −٠٫٠١٧ ٠٫٠٠٨١ ٠٫٠٠٨١ −٠٫٠٢۴٣
−٠٫٠٩۶٧ −١٫۴٣ −٠٫۶۶۶٧ −٠٫٠٢٢٧ −٠٫٠٢٢٧ ٠ −٠٫٠٠۴۵ −٠٫٠٠۴۵ ٠

١٫٧ −١٫۵١۶٧ ١٫١١۶٧ ٠٫٣١٣٣ −٠٫١۵۶٧ −٠٫۴٧ ٠٫١۵٧ −٠٫٠٧٨۵ −٠٫٢٣۵۵


نتیجه گیری ۴

مطرح حالت پس خورد از استفاده با واحد، دایره در ویژه مقادیر تخصیص با عملی پایداری بررسی برای روش یک این جا در
محدود و سیستم مجانبی پایداری بررسی با مقاله این در است. امده دست به برداری همدم خواص طبق روش این است. شده
از استفاده با می توان که است این روش این مزیت می زنیم. تخمین را سیستم عملی پایدار تأخیری، مقادیر و تعداد کردن

داد. انجام دیگر روش های از ساده تر بسیار را محاسبات مقدماتی تشابهی عملیات
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حالت ازمشتق بااستفاده قطب جایابی

طهرانی احسنی حجت
شاهرود دانشگاه

پور* قرنلی علیرضا
شاهرود دانشگاه

چکیده

سیستم یک تعریف از بااستفاده شودوسپس می گرفته درنظر حالت بردار بامشتق متناسب متغیرکنترل مقاله دراین
می محاسبه ای گونه به تشابهی تبدیلات از استفاده با حالت خورد پس ،ماتریس وارون های قطب واختصاص جدید
گردد. می ارائه روش توضیح جهت مثالی پایان در باشد معینی قطبهای دارای اولیه سیستم بسته حلقه ماتریس -گرددکه

حالت خورد ،پس حالت،پایداری مشتق خورد پس قطب، جایابی خطی، سیستم کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 93B52, 93B55

مقدمه ١

بسته حلقه های قطب که است خورد پس های کننده کنترل ، طراحی ، کنترل های سیستم طراحی وعمل درتئوری مهم مساله
درجامعه حالت خورد پس کنترل دارد.مساله وجود زمینه این در کاملی تحقیقی آثار دهند. قرار مناسب جایگاه در را سیستم
سیستم از ای گسترده دسته برای را روشهای ، محقق چندین است بوده توجه مورد کامل بطور ، گذشته دهه سه ظرف ، کنترل
خورد پس زمینه در .ولی [۴] و [۵] انده نموده ارائه خطی سیستم کنترل باهدف کامل خوردحالت پس تحت خطی -های
شده کنترل نوسانات از حالت،جلوگیری مشتق خورد پس های ازانگیزه .یکی است نگرفته صورت کارچندانی حالت مشتق

باشد.[٣] می مکانیکی های سیستم

حالت مشتق خورد پس از بااستفاده زمانی پیوسته خطی سیستم کنترل ٢

بگیرید: نظر در زیر صورت به ثابت زمان با خطی سیستم یک

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t) (١)

و A ∈ Rn×n که حال در ، باشند می کنترل ورودی و حالت بردار ترتیب به u (t) ∈ Rm و x (t) ∈ Rn که
و rank (B) = m و rank (A) = n کنیم می فرض باشند. می وکنترل سیستم های ماتریس ترتیب به B ∈ Rn×m

کنترل قانون تعریف با است حالت مشتق خورد ازپس استفاده با سیستم برای قطب جایابی هدف rank (A+Bk) = n

u (t) = −kẋ (t) (٢)

*سخنران
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داریم: (١) در (٢) جایگذاری با کند. ایجاد را سیستم پایداری که

ẋ (t) = (I +Bk)−١Ax (t) (٣)

صفر مخالف دلخواه ویژه مقادیر (I +Bk)−١A بسته حلقه ماتریس که بطوری است k بهره ماتریس ،یافتن مساله
داریم: است (I +Bk)−١A اصلی مساله بسته حلقه ماتریس اینکه به توجه با کند اختیار را Λ١ = {λ١, λ٢, ...λn}(

(I +Bk)−١A
)−١

= A−١ (I +Bk) = A−١ +A−١Bk (۴)

داریم: Bn = A−١Bو An = A−١ اختیار با )که
(I +Bk)−١A

)−١
= An +Bnk (۵)

جدید معادله

q̇ (t) = Anq (t) +Bnw (t) (۶)

کنترل باقانون

w (t) = kq (t) (٧)

ای گونه به را خوردحالت پس ماتریس q̇ (t) = (An +Bnk) q (t) داریم: (۶) در (٧) جایگذاری با گیریم می درنظر

باشد Λ٢ =
{
λ−١
١ , λ−١

٢ , ..., λ−١
n

}
مجموعه به متعلق An + Bnk بسته حلقه ماتریس مقادیرویژه که کنیم می تعیین

باشد. می Λمجموعه١ به متعلق (٣) سیستم بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر آنگاه

برداری همدم فضای استانداردبه فضای تبدیل ١.٢

کنیم: می تبدیل زیر صورت به برداری همدم فضای به را استاندارد فضای T تبدیل ماتریس از بااستفاده
داریم: (۶) درمعادله جایگذاری وبا q(t) = T q̃(t)

˙̃q(t) = T−١ AnT q̃(t) + T−١ Bnw (t) (٨)

شود می تبدیل زیر بصورت (٨) معادله B̃n = T−١Bnو Ãn = T−١AnT گرفتن نظر بادر که

˙̃q (t) = Ãn q̃(t) + B̃nw (t) (٩)

باشد: می زیر بصورت ی ساختار دارای که است برداری همدم فرم به
(
B̃n, Ãn

)
زوج درآن که

G٠ است. پذیر ومعکوس مثلثی بالا m×m ماتریس یک Bکه٠ Ãn =

[
G٠
G١

]
و B̃n =

[
B٠

٠(n−m)×m

]
باشد: می زیر خصوصیات دارای که (n−m)×m ماتریس Gو١ m× n دلخواه ماتریس

ستونهای ترتیب به e١, e٢, ..., en−m ٢-اگر هستند. In−m ماتریس از ستونها وبقیه است برابرصفر G١ ستون ١-آخرین
ناوردای شود.اگر می ظاهر G١ ستونهای در اندیس ترتیب به بردارها این باشدآنگاه In−m ماتریس ام (n−m) تا اول

Ãn =

[
G٠

In−m ٠(n−m)×m

]
بصورت برداری همدم فرم باشد منظم کرونکر

[٢] و [١] شوند. می پخش Ãn پایینی In−m ماتریس ستونهای صورت این غیر در بود خواهد
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حالت خورد پس ازماتریس بااستفاده قطب جایابی ٢.٢

یامعادل w (t) = Fq (t) کنترل قانون آوریم. می بدست (٩) صورت رابه (۶) معادله برداری همدم فرم ابتدا قسمت این در
آن

w (t) = FT q̃ (t) (١٠)

داریم: (٩) درمعادله (١٠) رابطه جایگذاری با کنیم. می راتعریف

˙̃q (t) =
(
Ãn + B̃nF̃

)
q̃ (t) (١١)

Γ̃٠ = Ãn + B̃nF̃ ، بسته حلقه ویژه مقادیر کنیم تعریف F̃ = −B−١
٠ G٠ بصورت را خورد پس ماتریس که درصورتی

آنجا واز شود می محاسبه F = F̃ T−١ بصورت F اولیه فضای خورد پس ماتریس F̃ محاسبه با شود برابرصفرمی همگی
هستند. برابرصفر نیز Γ ویژه مقادیر هستند متشابه Γ و Γ̃٠ که

Γ = An + Bnk بسته حلقه ویژه مقادیر که کنیم تعیین بطوری را K حالت خورد پس ماتریس که است این هدف حال

باشد. Λ٢ =
{
λ−١
١ , λ−١

٢ , ..., λ−١
n

}
مجموعه در (٧) باقانون

Aλ = Γ̃٠ + D یعنی نماییم می جمع Γ̃٠ با را D = diag
(
λ−١
١ , λ−١

٢ , ..., λ−١
n

)
قطری منظورماتریس این برای

را Aλ نظیر مقدماتی وسطری مقدماتی ستونی عملیات با حال باشد. می Λ٢ مجموعه D ویژه مقادیر همان Aλ ویژه مقادیر

. کنیم می تبدیل Ãλ =

[
Gλm×n

In−m ٠

]
برداری همدم فرم به

فرم به را خوردحالت پس ماتریس شود.حال می Λ٢ مجموعه همان Ãλ ویژه مقادیر پس اند متشابه Ãλ و Aλ که آنجایی از
شود: می تعریف زیر

K̃ = F̃ +B−١
٠ Gλ = B−١

٠ (−G٠ +Gλ) → K̃ = F̃ + K̃λ

شود: می محاسبه زیر بصورت K بالا روابط از F = F̃ T−١ و Kλ = K̃λT
−١ و K̃λ = B−١

٠ Gλ وداریم:

K = F +Kλ =
(
−B−١

٠G٠ +B−١
٠Gλ

)
T−١ = K̃T−١

مثال ٣

می B =

 ۴ ١١
١ ٢
٣ ٨

 و A =

 ١١
٢

−٣
٢ ١

١ ٠ ٠
۴ −١ ١

 که بطوری ẋ (t) = Ax (t)+Bu (t) مثال:سیستم .١.٣ مثال

کند. اختیار را Λ١ =
{
−١, −١

٢ ,−١
}
دلخواه های قطب حالت مشتق خورد پس ازماتریس بااستفاده خواهیم

An = A−١ درآن که q̇ (t) = Anq (t) +Bnw (t) بصورت سیستم معادله دهیم می که تغییری به توجه با حل.
شود. می زیرمحاسبه صورت به K حالت خورد پس ماتریس شده ارائه روش استفاده با حال شود می Bn = A−١B و

K = F +Kλ =

[
٠ −۶ ١٠

٣
−٢ ٢ ١

]
است. پایدار سیستم دهدکه می نشان که باشد می مثال١.٣ ورودی و حالت پاسخ نمودار ١ شکل
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وورودی گذرا نمودارپاسخ :١ شکل

اصلی نتایج ۴

این .در است برخوردار ای ویژه اهمیت از حالت متغیر نوسانات گرددکه می پیشنهاد دلیل این به حالت مشتق خورد پس
است شده ارائه ثابت زمان خطی های سیستم برای حالت مشتق از استفاده با قطبها جایابی مساله حل برای را روشی مقاله
نیاز و تر عملی روش این که است دلیل این به تشابهی تبدیلات از .استفاده است شده یادآور قطب جایابی برای را وشرایطی

است. شده آزمایی راست روش کارایی مثالی ارائه با درانتها و ندارد را روشها سایر پیچده محاسبات به
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چندگامی های روش از استفاده با دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات عددی حل

ترابی موسی سید
شاهد دانشگاه

تاری ابوالفضل
شاهد دانشگاه

سعیدی* لیلا
شاهد دانشگاه

چکیده

ساختار ابتدا کرد. خواهیم حل گامی چند روشهای از استفاده با را دوم نوع فردهلم انتگرال معادله مقاله این در
پایان در پرداخت. خواهیم روش همگرایی همچنین و جواب یکتایی و وجود بررسی به سپس و کرد خواهیم ارایه را روش

است. شده حل شده ارایه روش با عددی مثال چند نیز

همگرایی گامی، چند روشهای فردهلم، انتگرال معادلات کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65R20

مقدمه ١

بگیرید نظر در را زیر دوم نوع فردهم معادله

y(x) = g(x) +

∫ b

a
K(x, t, y(t))dt (١)

انتگرال-دیفرانسیل معادله یک به را آن و گرفته مشتق انتگرال، معادله طرفین از ابتدا میباشند. هموار توابعی g Kو آن در که
کرد. خواهیم حل را انتگرال معادله دیفرانسیل، معادلات در گامی چند روشهای از استفاده با سپس و میکنیم تبدیل

داشت خواهیم (١) رابطه از گرفتن مشتق با

y′(x) = g′(x) +

∫ b

a

∂K

∂x
K(x, t, y(t))dt

داشت خواهیم لذا و K =
∂K

∂x
میدهیم قرار

y′(x) = g′(x) +

∫ b

a
K(x, t, y(t))dt (٢)

گرفت نظر در زیر صورت به میتوان را (٢) معادله

y′(x) = f(x, y(x)), y(٠) = y٠ (٣)

*سخنران
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دست به میتوان مناسب روش با را y٠ و میباشند متناهی b و a که هستیم a ≤ x ≤ b بازه در جوابی دنبال به آن در که
آورد.

باشد، زیر صورت به فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادله صورت به نظر مورد معادله اگر

y′(x) = y(x) +

∫ b

a
K(x, t, y(t))dt+ g(x), y(٠) = y٠

گرفت. نظر در (٣) صورت به را معادله مستقیما میتوان

چندگامی های روش ٢

افراز xn = a + nh, n = ٠, ١, ٢, . . . , N − ١ صورت به را [a, b] بازه (٣) معادله روی روش بررسی برای
میدهیم قرار و باشد y(xn) جواب برای تقریبی دهنده نشان yn میکنیم فرض میباشد. روش گام طول h آن در که میکنیم

میگیریم نظر در زیر صورت به را (٣) معادله .fn = f(xn, yn)

k∑
j=٠

αjyn+j = h
k∑

j=٠
βjfn+j (۴)

،ODE مسایل حل برای گامی) تک (یا گامی چند روشهای از استفاده با حال هستند. ثابت اعدادی βj و αj آن در که
گیری انتگرال روشهای از یکی با را آن انتگرالی قسمت کافیست fn تقریب برای همچنین نمود. حل میتوان را (۴) معادله

یعنی کنیم، جایگزین عددی

fn = g′n +

N∑
j=٠

γjK(xn, xj , yj)

که داشت خواهیم معادله N و y١, y٢, . . . , yN مجهول N کنیم، استفاده (۴) معادله حل برای گامی تک روش از اگر حال
مجهول yr, . . . , yN و معلوم y١, . . . , yr−١ کنیم، استفاده r-گامی روش از اگر و مییابیم، را مجهولات آنها از استفاده با
خواهند دست به مجهولات آنها از استفاده با که داشت خواهیم معادله N − r+ ١ و مجهول N − r+ ١ یعنی، بود خواهند

آمد.
میآید در زیر صورت به مختلف قاعده چند از استفاده با (۴) رابطه مثال عنوان به

ذوزنقه :قاعده yn+١ − yn =
h

٢
(fn+١ + fn)

سیمپسون :قاعده yn+٢ − yn =
h

٣
(fn+٢ + ۴fn+١ + fn)

آدامز-مولتون :قاعده yn+٢ − yn+١ =
h

١٢
(۵fn+٢ + ٨fn+١ + fn)
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همگرایی و یکتایی وجود، ٣

میکند. بیان (٣) معادله برای را یکتا جواب وجود شرایط [١] از زیر قضیه

a ≤ x ≤ b توسط که D ناحیه در (x, y) نقاط همه برای (٣) رابطه در f(x, y) کنید فرض .٣ . ١ قضیه
داشته وجود L ثابت کنید فرض و باشند متناهی b و a باشد، پیوسته و شده تعریف میشود، تعریف −∞ < y < ∞ و

باشیم داشته باشند D در دو هر (x, y∗) و (x, y) که y∗ و y ،x هر برای طوریکه به باشد

| f(x, y)− f(x, y∗) |≤ L | y − y∗ | . (۵)

(x, y) ∈ D هر برای y(x) که دارد وجود (٣) معادله برای y(x) یکتای جواب یک باشد، معلوم عددی y٠ اگر آنگاه،
است. پذیر مشتق و پیوسته

میگیریم. نظر در زیر صورت به را ”صفر-پایدار” تعریف روش، همگرایی قضیه بیان از قبل

بزرگتر مطلق قدر مشخصه، جملهای چند از ریشهای هیچ اگر میشود نامیده صفر-پایدار ،(۴) گامی چند روش .٣ . ٢ تعریف
باشد. ساده یک مطلق قدر با ریشه هر اگر و باشد نداشته یک از

میکند. بیان را گامی چند روش همگرایی شرایط [٢] از زیر قضیه

صفر-پایدار نیز و باشد یک حداقل مرتبه از (۴) چندگامی روش که است این همگرایی برای کافی و لازم شرایط .٣ . ٣ قضیه
باشد.

عددی نتایج ۴

بگیرید نظر در [٣] از را زیر دوم نوع فردهلم انتگرال معادله .١ . ۴ مثال

y(x) = x− ١
۶
x٢ +

١
٢

∫ ١

٠
x٢y٢(t)dt ٠ ≤ t ≤ ١

معادله، این روی شده ارایه گامی چند روش اعمال با میباشد. y(x) = x صورت به آن دقیق جواب و y(٠) = ٠ آن در که
میآید. دست به افراز نقاط روی دقیق جواب

بگیرید نظر در [۴] از را زیر فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادله دوم، مثال عنوان به .٢ . ۴ مثال

y′(x) =

∫ ١

٠
exty(t)dt+ y(x) +

١− et+١

t+ ١
٠ ≤ t ≤ ١

١ جدول در شده، ارایه روش اعمال از حاصل نتایج میباشد. y = ex صورت به آن دقیق جواب و y(٠) = ١ آن در که
است. شده داده نمایش
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٢ مثال عددی نتایج :١ جدول

N = ٣٠
xi شده ارایه روش خطای [۴] در موجود روش خطای
٠٬١ ٠٬١٣e-٧ ٠٬۵e-٣
٠٬٢ ٠٬۶٠e-٧ ٠٬١e-٢
٠٬٣ ٠٬١١e-۶ ٠٬١e-٢
٠٬۴ ٠٬١٨e-۶ ٠٬٣e-٢
٠٬۵ ٠٬٢۶e-۶ ٠٬۴e-٢
٠٬۶ ٠٬٣۶e-۶ ٠٬۵e-٢
٠٬٧ ٠٬۴٧e-۶ ٠٬٧e-٢
٠٬٨ ٠٬۶١e-۶ ٠٬٩e-٢
٠٬٩ ٠٬٧٨e-۶ ٠٬١e-١

N = ۶٠
xi شده ارایه روش خطای [۴] در موجود روش خطای
٠٬١ ٠٬٢٣e-٨ ٠٬۵e-٣
٠٬٢ ٠٬۶۵e-٨ ٠٬١e-٣
٠٬٣ ٠٬١١e-٧ ٠٬١e-٣
٠٬۴ ٠٬١٧e-٧ ٠٬٧e-٢
٠٬۵ ٠٬٢۴e-٧ ٠٬٢e-٢
٠٬۶ ٠٬٣٢e-٧ ٠٬۴e-٢
٠٬٧ ٠٬۴٢e-٧ ٠٬٣e-٢
٠٬٨ ٠٬۵٣e-٧ ٠٬۶e-٢
٠٬٩ ٠٬۶٧e-٧ ٠٬١e-١
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با معمولی دیفرانسیل معادلات حل برای مکعبی اسپلاین بی محلی هم روش
مرزی شرایط

طهماسبی علی دکتر
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چکیده

مسائل برای را سوم درجه اسپلاین بی محلی هم روش مقاله این در

A (x)w′′ (x) +B (x)w′ (x) +D (x)w (x) = H (x)

هم روش همگرایی توان می همگرایی قضایای کمک به کنیم. می بیان w (x) = α,w (x) = β مرزی مقادیر با
آورد. بدست معمولی دیفرانسیل معادلات برای را محلی

همگرایی مرتبه اسپلاین، بی محلی هم روش معمولی، دیفرانسیل معادلات کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

استفاده مورد مقالات در روشها این از کلی دسته دو دارد. وجود زیادی بسیار های روش دیفرانسیل معادلات مسائل حل برای
اند. گرفته قرار بیشتری

جواب، تقریب و مسئله حل برای و باشند می تیلور سری بسط بر مبتنی که هستند تحلیلی نیمه روشهای اول: دسته
هموتوپی اختلال و آدومیان تجزیه روش به توان می که ندارند دامنه روی بر مسئله سازی گسسته و نظر مورد بازه افراز به نیازی

کرد. اشاره مشابه های روش و تغییراتی های تکرار و
می ها روش این جمله از باشند. می سازی گسسته و افراز بر مبتنی های روش استفاده مورد های روش از دوم: دسته

کرد. اشاره غیره و متناهی عناصر متناهی، تفاضلات های روش به توان
اینگونه حل برای قدرتمند ابزار یک به که باشد می سازی گسسته بر مبتنی های روش انواع از یکی محلی هم روش

ایم. برده بکار اسپلاین بی های پایه از استفاده مبنای بر را محلی هم روش مقاله این در ما است. شده تبدیل مسائل
این به A (x) y′′ + B (x) y′ +D (x) y = H (x) مسئلۀ جواب تقریب برای محلی هم روش یک اجمالی بطور
می انتخاب X برای {φ١, ..., φr} مانند پایه یک و r بعد با X مانند تقریب فضای یک ابتدا که کند می عمل صورت
شوند. می نامیده آزادی درجه ها ci آن در که نوشت w =

∑r
i=٠ ciφi (x)صورت به را w ∈ X هر بتوان که طوری شوند

ای مجموعه یک حال شوند. تعیین باید که بود خواهند ها ci ما مجهولات آنها انتخاب با پس هستند انتخابی φi (x) توابع
هم معادلات در w (x) دادن قرار با سپس و شوند می انتخاب دارند، نام محلی هم نقاط که T = TI ∪ TB مانند نقاط از

زیر: شکل به محلی
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A (x)w′′ (x) +B (x)w′ (x) +D (x)w (x) = H (x) x ∈ TI

w (x) = α , w (x) = β x ∈ TB

انتخاب آیند. می بدست w (x) نتیجه در و ci ضرایب آن حل با که شود می جبری معادلات از دستگاه یک به تبدیل مسئله
برای شده انجام عملیات حجم و دقت در زیادی بسیار تأثیر محلی، هم نقاط و φi (x) ای پایه توابع شکل تقریب، فضای
اسپلاین بی فضای های پایه گیریم می نظر در جواب تقریب برای ما که هایی پایه کنند. می ایفا تقریبی جواب آوردن بدست

هستند. c٢ مرتبه از همواری دارای که باشد می سوم درجه ای جمله چند های

مکعبی اسپلاین بی محلی هم روش تشریح ٢

باشیم داشته را زیر دیفرانسیل معادله کنید فرض
A (x) y′′ +B (x) y′ +D (x) y = H (x) (١)

جواب آوردن بدست برای را مکعبی اسپلاین بی محلی هم روش است. y (a) = α , y (b) = β مرزی شرایط دارای که
صورت به مساوی قسمت n به را I = [a, b] بازدۀ کنید فرض کنیم. می بیان مرزی شرایط با (١) مسئلۀ از تقریبی

Π : a = x◦ < x١ < ... < xn = b

پایه توابع توانیم می بنابراین باشد، Π مکعبی اسپلاین توابع فضای S٣ (Π) همچنین و h = b−a
n آن در که کنیم می افراز

کنیم. بیان زیر صورت به ◦ ≤ i ≤ n برای را مکعبی اسپلاین بی { Bi (x)} ای

Bi (x) =
١
h٣



(x− xi−٢)
٣ , x ∈ [xi−٢, xi−١]

h٣ + ٣h٢ (x− xi−١) + ٣h (x− xi−١)
٢ − ٣ (x− xi−١)

٣ x ∈ [xi−١, xi]

h٣ + ٣h٢ (xi+١ − x) + ٣h (xi+١ − x)٢ − ٣ (xi+١ − x)٣ x ∈ [xi, xi+١] (٢)
(xi+٢ − x)٣ x ∈ [xi+١, xi+٢]

◦ otherwise.

معادلات مسائل حل برای است. محاسبه قابل راحتی به B′′
i و B′

i , Bi مقادیر و است پیوسته پذیر مشتق بار دو Bi هر که
کنیم. می عمل زیر صورت به سوم مرتبه اسپلاین بی روش با است ثابت مرزی مقادیر دارای که معمولی دیفرانسیل

باشیم داشته را زیر دیفرانسیل معادله کنید فرض
A (x) y′′ +B (x) y′ +D (x) y = H (x)

فاصله و است xi = a+ ih صورت به روش های گره همچنین و است y (a) = α , y (b) = β مرزی شرایط دارای که
داریم: (١) ی رابطه برای گرفتن نظر در با صورت این در است. h مقدار برابر ها گره بین

A (xi) y
′′ +B (xi) y

′ +D (xi) y = H (xi) (٣)

روابط به توجه وبا y′′i = y′′ (xi) و y′i = y′ (xi) , yi = y (xi) نامگذاری با
yi = ci−١ + ۴ci + ci+١

y′i =
٣
h (ci−١ − ci+١) (۴)

y′′i = ۶
h٢ (ci−١ − ٢ci + ci+١)

داریم (٣) معادله در (۴) روابط از استفاده با )حال
۶
h٢A (xi) +

٣
h
B (xi) +D (xi)

)
ci−١ +

(
−١٢
h٢ A (xi) + ۴D (xi)

)
ci
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+

(
۶
h٢A (xi)−

٣
h
B (xi) +D (xi)

)
ci+١ = H (xi) (۵)

(به را cn+١ و c−١ مجهول دو است کافی بنابراین است. مجهول n+ ٣ و معادله n+ ١ دارای لذا ◦ ≤ i ≤ n چون
دستگاه cn+١ و c−١ متغیر دو حذف و (۵) رابطه از استفاده با اینک کنیم. حذف دستگاه از مسئله) اولیه شرط دو کمک

است زیر صورت به Tn ضرایب ماتریس عناصر آن در که شود می نتیجه Tncn = fn خطی معادلات

t٠,٠ =
٣۶
h٢A (a)− ١٢

h B (a)

tj,j−١ =
۶
h٢A (xj) +

٣
hB (xj) +D (xj)

tj,j =
١٢
h٢A (xj) + ۴D (xj)

tj,j+١ =
۶
h٢A (xj)− ٣

hB (xj) +D (xj)

tn,n = ٣۶
h٢A (a) + ١٢

h B (a)

ti,j = ٠ , ∀ | i− j| > ١

است زیر صورت به خطی معادلات دستگاه راست سمت بردار مقادیر چنین هم
f◦ = H (a)−

(
D (a) + ۶

h٢A (a) + ٣
hB (a)

)
α

fi = H (xi) for ١ ≤ i ≤ n− ١
fn = H (b)−

(
D (b) + ۶

h٢A (b)− ٣
hB (b)

)
β

مقادیر (۴) رابطه از استفاده با سپس شد، خواهد محاسبه ci مجهول n + ١ مقادیر مذکور خطی معاددلات دستگاه حل از
شد. خواهد حاصل اسپلاین بی روش مطلق خطای نتیجه در و ها yi عددی

اسپلاین درونیابی همگرایی ٣

محلی هم روش ساختار در که است شده بحث [٢] در که را مکعبی اسپلاین درونیابی نتایج از بعضی دهیم می نشان حال
گیرد. می قرار استفاده مورد بالا مرتبه اسپلاین

y (x) ∈ C [a, b] اگر باشد. (١) معادله مرزی شرایط با y (x) برای S٣ (Π) در یکتا درونیابی S (x) کنید فرض .١.٣ لم
است برقرار زیر روابط آنگاه

S (xi) = y (xi) , S′ (xi) = y′ (xi) +O
(
h۴

)
S′′ (xi) = y′′ (xi)−

h٢

١٢
y(۴) (xi) +O

(
h۴

)
داریم: بالا روابط بر علاوه است. [٢] از مستقیمی نتیجه لم این

∥ y′′ − S′′∥∞ = O
(
h٢

)
∥ y′ − S′∥∞ = O

(
h٣

)
∥ y − S∥∞ = O

(
h۴

)
داریم: بالا لم فرضیات به توجه با .٢.٣ نتیجه

S′′ (xi)− ٢S′′ (xi) + S′′ (xi)

h
= y(۴) (xi) +O

(
h۴

)
١ ≤ i ≤ n− ١

بصورت تیلور بسط بوسیلۀ که حالی در است آمده بدست بالا لم از مستقیم استفاده بوسیله y(۴) (xi) و S′′ (xi) بین رابطۀ
داد نشان توان می زیر

y(۴) (x٠) = ٢y(۴) (x١)− y(۴) (x٢) +O
(
h٢

)
y(۴) (xn) = ٢y(۴) (xn−١)− y(۴) (xn−٢) +O

(
h٢

)
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عددی نتایج ۴

نتایج به و ایم کرده اجرا است) ها بازه زیر تعداد n ) n متفاوت مقادیر برای را اسپلاین بی محلی هم روش زیر های مثال در
ایم. یافته دست است شده درج جدول در که مطلوب

مثال(١):
y′′ + y = ٣x sin (x)

y (٠) = ٢
y′ (٠) = ٠

واقعی :جواب y = ٢ cos (x) + sin (x) + ٣
۴
(
x sin (x)− x٢cos (x)

)
مثال(٢):

x٢y′′ − xy = x

y (١) = ٢
y (٢) = ۴

واقعی :جواب y = x٢ − x+ ٢

تعداد n و مسئله) عددی (مقدار تقریبی جواب y∗ مسئله، دقیق جواب y آن در که E = ∥ y − y∗∥٢ زیر، جدول در
هاست. بازه زیر

١٠٠٠ ١٠٠ ١٠ n/مثال
E = ۵/٢٩٣۴× ١٠−۶ E = ١/۶٧٣٨× ١٠−۴ E = ۵/٣× ٣−١٠ مثال(١)
E = ۶/۵٠٧٠× ١٠−۶ E = ۴/١٢٨٠× ١٠−۵ E = ١/٣× ٣−١٠ مثال(٢)
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ترم چند با انتشار دیفرانسیل معادله حل برای گالرکین محدود اجزای روش
بعدی دو فضای در کسری ریتز زمان-مکان مشتقات

* غریبی زینب
مدرس تربیت دانشگاه

اصلاحچی محمدرضا
مدرس تربیت دانشگاه

چکیده
نظر در بعدی دو فضای در ریتز مکان زمان- مشتقات ترم چند با انتشار معادلات برای مرزی-اولیه مقدار مسئله
و می آوریم بدست گالرکین، محدود اجزای روش بوسیله را مسئله گسسته نیمه طرح هم        چنین و ضعیف فرم می گیریم.
متناهی تفاضلات روش اساس بر گسسته کاملا طرح یک این بر علاوه می کنیم. ثابت را ضعیف جواب یکتایی و وجود

است. شده بحث جواب همگرایی و پایداری وجود، و است شده داده توسعه زمان مشتقات سازی گسسته برای

زمان مشتقات ترم چند با انتشار دیفرانسیل معادله محدود، اجزای روش کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

محاسبات اخیرا می کند. بحث دلخواه مرتبه های از مشتق و انتگرال مورد در که است ریاضی از شاخه ای کسری محاسبات
جواب های که می دانیم خوبی به است. شده تبدیل داغ موضوع یک به مهندسی و علوم در گسترده کاربرد به توجه با کسری
نامتناهی سری شامل همیشه آیند) بدست خوشبختانه اگر ) و می آیند بدست سختی به کسری دیفرانسیل معادلات برای تحلیلی
یکی محدود اجزای روش می شویم. متوسل عددی روش های از برخی به ما بنابراین است. بر هزینه خیلی آن ارزیابی که است
اول مرحله در هنوز و است بالا همگرایی مرتبه با همیشه که است، کسری دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های از
ترم چند دیفرانسیل معادلات برای محدود اجزای روش از استفاده به را خود توجه بیشتر نویسنده ها تاکنون، است. توسعه

کرده اند. بحث بعدی دو مسائل به محققان از اندکی تعداد تنها و کرده اند متمرکز بعدی یک کسری زمان-مکان
می گیریم نظر در کسری ریتز زمان-مکان چندترم انتشار معادله برای زیر مرزی-اولیه مقدار مسئله مقاله، این در

P (C٠ Dt)u(x, y, t) = κ١
RDβ

|x|u(x, y, t) + κ٢
RDγ

|y|u(x, y, t),

(x, y, t) ∈ Ω× (٠, T ] ,
u(x, y, ٠) = g(x, y), (x, y, t) ∈ Ω
u(x, y, t) = ٠, (x, y, t) ∈ ∂Ω× (٠, T ]

(١)

ناحیه Ω = [a, b] × [c, d] و کسری مکان مشتق مرتبه های ١ < β, γ ≤ ٢ پیوسته، تابع g و κ١ ≥ ٠, κ٢ ≥ ٠ که
می کنیم: تعریف زیر بصورت P (C٠ Dt) دیفرانسیل عملگر اینجا در می باشد. مسئله

P (C٠ Dt) =

m∑
i=١

bi
C
٠ D

αi
t .
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چپ کاپاتو کسری مشتق با کسری زمان مشتق مرتبه ٠ < αm ≤ ... ≤ α١ ≤ ١ و i = ١, ...,m برای bi > ٠ که
می شود: تعریف زیر به صورت که C

٠ Dt
µ

C
٠ D

µ
t u(t) =

١
Γ(١−µ)

t∫
٠
(t− τ)−µ du(τ)

dt dτ, ٠ < µ ≤ ١

می شود: تعریف زیر بصورت RDβ
|x| ریتز عملگر همچنین

RDβ
|x| =

−١
٢ cos(βπ/٢)

(Ra D
β
x + R

xD
β
b ),

که
R
a D

θ
xu(x) =

١
Γ(n−θ)

dn

dxn

x∫
a
(x− τ)n−١−θu(τ)dτ, n− ١ < θ < n

R
xD

θ
bu(x) =

(−١)n
Γ(n−θ)

dn

dxn

b∫
x
(τ − x)n−١−θu(τ)dτ.

کرد. تعریف نیز RDγ
|y| ریتز کسری مکان مشتق می توان مشابه، بطور

و باشند می ∥.∥Hk(Ω) و ∥.∥L٢(Ω) نرمهای نماد ترتیب به ∥.∥k و ∥.∥٠ مقاله این در گسسته: نیمه طرح و ضعیف فرم
باشد. می متفاوت مختلف، موقعیت های در که است ثابتی C

می کنیم پیدا شده، داده u(x, y, ٠) ∈ L٢(Ω) برای آورد: بدست صورت این به می توان را (٢) مسئله ضعیف فرم
کند: صدق ذیل رابطه در که بطوری u ∈ L٠])٢, T ];V ) ∩ C٠])٠, T ];L٢(Ω)) (P (C٠ Dt)u, v) = −A(u, v), ∀v ∈ V ≡ H

β/٢
٠ ∩H

γ/٢
٠

u(x, y, ٠) = g(x, y).

(٢)

که
A(u, v) := c١{(Ra D

β/٢
x u(x, y, t),RxD

β/٢
b v(x, y, t))

+(RxD
β/٢
b u(x, y, t),Ra D

β/٢
x v(x, y, t))}

+c٢{(Rc D
γ/٢
y u(x, y, t),Ry D

γ/٢
d v(x, y, t))

+(Ry D
γ/٢
d u(x, y, t),Rc D

γ/٢
y v(x, y, t))},

و
c١ =

κ١
٢ cos(βπ/٢)

, c٢ =
κ٢

٢ cos(γπ/٢)
.

می کنیم تعریف ذیل صورت به ترتیب به را زیر نرم و نرم شبه خطا، آنالیز بحث منظور به

|u|(β,γ) :=
(
|(Ra D

β/٢
x u,RxD

β/٢
b u)|+ |(Rc D

γ/٢
y u,Ry D

γ/٢
d u)|

)١/٢
,

∥u∥(β,γ) := (∥u∥٢
٠ + |u|٢(β,γ))

١/٢.

است. coercive و پیوسته دوخطی، فرم یک شده، تعریف A(u, v) فرم ([١]) .١ . ١ قضیه

که دارد وجود C ثابت پس باشد، (٢) مسئله ضعیف جواب u اگر ([١]) .١ . ٢ قضیه

∥u(t)∥٠ ≤ C∥u(٠)∥٠.

٢–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

… زمان-مکان مشتقات ترم چند با انتشار دیفرانسیل معادله حل برای گالرکین محدود اجزای روش سخنرانی

١۶۵



وجود (٢) تغییرات مسئله برای یکتا جواب پس باشد، پذیر حل (٢) مسئله اگر که می کند ایجاب بالا، قضیه واقع در
دارد.

فضای می کنیم تعریف و می کنیم تقسیم مثلثی المان های به را Ω ناحیه منظور بدین می پردازیم. گسسته نیمه طرح به اکنون
و کوچک h برای که بطوری Xr

h := {vh ∈ C(Ω̄), vh|e = Pr(x, y), vh|(x,y) ̸=Ωh
= ٠} محدود اجزای

باشیم: داشته را ذیل رابطه v ∈ Hµ ∩Hmax{β/٢,γ/٢}

inf
χ∈Xr

h

(∥v − χ∥٠ + h∥∇(v − χ)∥٠) ≤ hµ∥v∥µ, ١ ≤ µ < r

پیدا است مطلوب پس است. زیر صورت به (٣) مسئله گسسته نیمه فرم داد نشان توان می ،Vh = V ∩Xr
h کنیم فرض

نماید: صدق ذیل رابطه در که uh ∈ Vh کردن
(P (C٠ Dt)uh, χ) = −A(uh, χ), ∀χ ∈ Vh

uh(x, y, ٠) = gh(x, y).

است. g اولیه داده تقریب gh ∈ Xr
h که بطوری

است. بررسی قابل ٣ قضیه اثبات از استفاده با گسسته نیمه تغییرات مسئله پایداری چنین هم

اصلی نتایج ٢

τ = T/K زمانی گام طول با یکنواخت بطور را [٠, T ] بازه کسری، زمان مشتقات سازی گسسته برای گسسته. کاملا طرح
داشت: خواهیم t = tn+١ در P (C٠ Dt)u(t) برای [٢] زمان سازی گسسته از استفاده با می کنیم. تقسیم K ∈ N برای

P (C٠ Dt)u(tn+١) = Pτ (
C
٠ D̄t)u(tn+١) +Rn+١

τ .

شود: می تعریف ذیل صورت به Pτ (
C
٠ D̄t) گسسته دیفرانسیل عملگر که

Pτ (
C
٠ D̄t)u(tn+١) :=

n∑
j=٠

Pj(u(x, y, tn+١−j)− u(x, y, tn−j)) + rn+١
α,τ .

می شوند: تعریف ذیل صورت به {Pj}nj=٠ ضرایب که

Pj =

m∑
i=١

bidαi,j

Γ(٢ − αi)ταi
, j ∈ N

شود: می کران ذیل صورت به Pτ (
C
٠ D̄t)u(tn+١) تقریب از Rn+١

τ موضعی برشی خطای [٢] طبق سپس

|Rn+١
τ | ≤ C max

٠≤t≤T
|utt(x, y, t)|

(
m∑
i=١

biτ
٢−αi

)
≤ Cτ٢−α١ max

٠≤t≤T
|utt(x, y, t)|.

صدق ذیل رابطه در که بطوری Un+١ ∈ Vh کردن پیدا است مطلوب می کنیم. استخراج را زیر گسسته کاملا طرح اکنون
کند:

(Pτ (
C
٠ D̄t))U

n+١, χ) = −A(Un+١, χ), ∀χ ∈ Vh

U٠ = gh(x, y).
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کند: صدق ذیل رابطه در که بطوری است Un+١ ∈ Vh کردن پیدا با معادل فوق گسسته کاملا طرح
P٠(U

n+١, χ) +A(Un+١, χ) =
∑n−١

j=٠ (Pj − Pj+١)(U
n−j , χ) + Pn(U

٠, χ), ∀χ ∈ Vh

U٠ = gh(x, y).

است. یکتا جواب دارای گسسته کاملا طرح پس ،g ∈ L٢(Ω) که می کنیم فرض .٢ . ١ قضیه

می باشد. [١] مشابه اثبات اثبات.

می دهد. نتیجه را گسسته کاملا طرح نامشروط پایداری ذیل قضیه

n ∈ N هر برای یعنی است؛ نامشروط پایدار فوق گسسته کاملا طرح .٢ . ٢ قضیه

∥Un∥٠ ≤ C∥U٠∥٠

می باشد. [٢] مشابه اثبات اثبات.

می دهد. نتیجه را همگرایی ذیل قضیه

داریم زیر خطای برآورد پس باشند، گسسته کاملا و اصلی مسئله جوابهای ترتیب به Un و u(x, y, t) اگر .٢ . ٣ قضیه

∥u(tn)−Un∥٢
(β,γ) ≤

{
τ٣−α + ∥u(t٠)− U٢∥٠

max{β,γ} + h٢r+٢−٢λ
(
∥u(t٠)∥٢

r+١ + τ٣∥ut∥٢
٠,r+١ + ∥u(tn)∥٢

r+١

)}
.λ = max{β/٢, γ/٢} و ∥u∥٠,l :=

(∫ T
٠ ∥u(., t)∥٢

l dt
)١/٢

که
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غیرخطی سهموی مسئله یک حل در آن کاربرد و عملگرها جداسازی روش

نوروزی* زهرا
طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه

ذاکری علی
طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه

چکیده

معادلات حل منظور به نیوتن روش به معادله یک ریشه یافتن بر ١مبتنی عملگر جداسازی روش مقاله این در
نشان واقعی جواب با آن مقایسه و روش این بکارگیری از حاصل تقریبی می�شود.جواب�های ارائه خطی غیر دیفرانسیل

است. روش این مناسب همگرایی و دقت دهنده

متناهی،مسئله�ی تفاضلات نیوتن،روش غیرخطی،روش دیفرانسیل معادلات عملگر، جداسازی روش کلیدی: واژه�های
نفوذ

مقدمه ١

موج، گرما، معادله نظیر معادلات از شده شناخته کلاس�های برخی پاره�ای مشتقات با دیفرانسیل معادلات به مربوط مسائل در
در است. شده ارائه ها آن حل برای بسیاری تحلیلی یا عددی متفاوت روش�های کنون تا که دارد وجود ... و انتشار انتقال،
قرار یکدیگر کنار در معادله یک در دیفرانسیلی عبارت چندین ، -انتشار انتقال معادله�ی نظیر طبیعی پدیده�های از بسیاری
مورد روش سازگاری یا همگرایی پایداری، شرایط برقراری عدم جهت به آنها حل برای موجود عددی روش�های که می�گیرند

نمی�باشد. کارآمد استفاده،
استوار می�شود گفته مسئله زیر آن�ها به که ساده�تر مسائل به مسئله جداسازی پایه بر عملگر جداسازی روش اساسی ایده�ی
معادلات حل در ١٩۵٧ سال در و شد مطرح ٢ لی-تروتر جداسازی روش به موسوم روش این بار اولین ١٩۵٠ سال در است.
روش انتخاب با مزبور روش از همچنین شد. کارگرفته به ۴ باگرینفسکی و گادونف٣ توسط پاره�ای مشتقات با دیفرانسیل
سال از غیرخطی مسائل حل برای روش این از شد. استفاده ١٩۶٠ سال در خطی مسئله زیر هر برای متناهی تفاضلات

. [٢ ،۴] است شده استفاده کنون تا ٢٠٠۵
می�شوند. حل مشهور عددی روش�های از استفاده با ساده�تر مسئله�های زیر اولیه مسئله�ی حل جای به� عملگر جداسازی روش در
معادله برای مثال طور به . می�گردد فراهم اصلی مسئله�ی جواب آوردن بدست برای خاص عددی روش�های ترکیب قابلیت لذا
متصل از جداسازی روش تکنیک�های با اصلی جواب و شده حل پایداریشان حوزه�ی در معادلات از یک هر انتقال-انتشار
در و دهد کاهش را محاسبات نیاز مورد حافظه�ی می�تواند روش این از استفاده آمد. خواهد بدست مسئله�ها زیر جواب کردن
جداسازی روش بعدی چند مسائل برخی در همچنین است. پایدار نامشروط طور به که کند ایجاد الگوریتمی مسائل بعضی

است. ممکن حل روش تنها عملگر

*سخنران

١operator splitting method
٢Lie-Trotter
٣Gadonov
۴Bagrinovskii
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عملگر جداسازی روش�های معرفی از پس و پرداخته بعدی یک فضای در سهموی غیرخطی مسئله یک بیان به ابتدا مقاله این در
در می�پردازیم. شده ارائه روش از استفاده با آن حل الگوریتم به سپس کرده بیان را عملگرها جداسازی در نیوتن تکراری روش
محاسبه آن خطای و روش این از حاصل جواب تقریب خطی غیر پاره�ای مشتقات با دیفرانسیل معادله از مثالی بیان با آخر

می�گردد.

مسئله بیان ٢

مسئله صورت این در باشند. t ≥ ٠ دامنه بر شده تعریف توابع a, b > ٠ آن در که D(u) = a(t)u٢ + b(t) کنید فرض
بگیرید: نظر در را زیر صورت به سهموی خطی غیر

ut − (D(u)ux)x = f(x, t), ٠ < x < ١, t ≥ ٠

u(x, ٠) = p(x), u(٠, t) = q١(x), u(١, t) = q٢(x) (١)

دارد. یکتا جواب فوق مسئله�ی باشند، همگن مرزی شرایط که چنان .١.٢ قضیه

. ر.ک[٧] اثبات.

عملگرها جداسازی روش�های ٣

روش�های کرد. تقسیم تکراری روش�های و دنباله�ای روش�های دسته�ی دو به می�توان را عملگرها جداسازی روش�های کلی طور به
مطرح اخیر سال�های در که تکراری روش�های که صورتی در دارند، کاربرد خطی دیفرانسیلی عملگرهای برای تنها دنباله�ای
نیز غیرخطی دیفرانسیلی عملگرهای جداسازی به خطی دیفرانسیلی عملگرهای جداسازی در آن�ها کاربرد بر علاوه شده�اند

کنید. رجوع [٢ ،٣] به جداسازی روش الگوریتم�های بیشتر مطالعه منظور به می�پردازند.

می�پردازیم: غیرخطی دیفرانسیل معادلات برای عملگرها جداسازی تکراری روش�های پیاده�سازی چگونگی بیان به ادامه در

∂U

∂t
= A(U(t))U(t) +B(U(t))U(t). t ∈ [t٠, T ], U(t٠) = U٠ (٢)

. می�باشند X باناخ فضای بر شده تعریف دیفرانسیلی عملگرهای A(U), B(U) : X −→ X آن در که
این همگرایی همچنین کنید. ۴]رجوع ،۵] به می�باشند خطی دیفرانسیلی عملگرهای B و A که حالتی در بیشتر مطالعه برای

است. آمده [١ ،۶] در لکس همگرایی قضیه از استفاده با روش
بازه زیر هر در زیر الگوریتم طبق و دارند نقش مسئله زیر هر در عملگر دو دنباله�ای روش�های برخلاف تکراری روش�های در

می�شود: اعمال عملگر جداسازی روش است، یکسان گام طول با کل زمانی بازه�ی افراز از حاصل که [tn, tn+١]

∂ui(t)

∂t
= A(ui(t))ui(t) +B(ui−١(t))ui−١(t) ui(t

n) = unsp

∂ui+١(t)

∂t
= A(ui(t))ui(t) +B(ui+١(t))ui+١(t) ui+١(t

n) = unsp (٣)

u٠(t) = ٠ معمولا (که دلخواه اولیه حدس یک ، u٠(t) = ٠ تکرار شروع نقطه ، i = ١, ٣, · · · , ٢m+١ آن در که
u٠sp = که است جداسازی روش از حاصل u واقعی جواب تقریب usp مقاله این در همچنین . می�باشد می�گردد) اختیار

. un+١
sp = u٢m+٢(t

n+١) داریم: t = tn+١ لحظه در و معلوم مقداری unsp ،t = tn در و U(t٠)
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نیوتن روش بر مبتنی عملگر جداسازی تکراری روش ۴

تفاضلات روش نظیر پاره�ای مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل روش�های جمله از روش�هایی مسئله�ها زیر از یک هر حل برای
شده استفاده مسئله�ها زیر حل برای نیوتن روش از بخش این در می�شود. گرفته کار به ... و متناهی عناصر روش متناهی،

است.
تکرار ، تابع ریشه از تقریبی یافتن برای دهیم قرار نظر مد را است تابع یک F آن در که F (c) = ٠ اگر نیوتن: روش

ck+١ = ck −D(F (ck))
−١

F (ck)

| ck+١−ck شرط≥| برقراری زمان تا یعنی ε دلخواه دقت به رسیدن تا را است F تابع ژاکوبی D(Fماتریس (c)) آن در که
می�شوند: تعریف زیر تابع دو نیوتن روش از استفاده با تکراری روش مسئله�های زیر حل برای اینک می�دهیم. ادامه ε

F١(ui) =
∂ui
∂t

−A(ui)ui −B(ui−١)ui−١ = ٠, ui(t
n) = unsp (۴)

F٢(ui+١) =
∂ui+١
∂t

−A(ui)ui −B(ui+١)ui+١ = ٠, ui+١(t
n) = unsp (۵)

می�آیند: بدست زیر الگوریتم�های (۵) و (۴) برای ترتیب به نیوتن روش بکارگیری با حال

uk+١
i = uki −D(F١(u

k
i ))

−١
(
∂uki
∂t

−A(uki )u
k
i −B(uki−١)u

k
i−١), (۶)

D(F١(u
k
i )) = −(A(uki ) +

∂A(uki )

∂uki
uki ), uki (t

n) = unsp

uk+١
i+١ = uki+١ −D(F٢(u

k
i+١))

−١
(
∂uki+١
∂t

−A(uki )u
k
i −B(uki+١)u

k
i+١), (٧)

D(F٢(u
k
i+١)) = −(B(uki+١) +

∂B(uki+١)

∂uki+١
uki+١), uki+١(t

n) = unsp

می�باشد. t = tn+١ زمان در جداسازی روش از حاصل تقریبی ،جواب un+١
sp = u٢m+٢(t

n+١) نتیجه در و
می�دهیم: قرار بگیرید. نظر در را (١) مسئله اکنون

A(u)u = ((a(t)u٢ + b(t))
∂٢

∂x٢
)u, B(u)u = (٢a(t)u(

∂

∂x
)
٢
)u.

می�دهد: نتیجه را زیر توابع نظر مورد مسئله برای (٣) نیوتن روش بکارگیری صورت این در

F١(ui) =
∂ui
∂t

− ((a(t)u٢i + b(t))
∂٢ui
∂x٢

)− (٢a(t)ui−١(
∂ui−١
∂x

)
٢
), ui(t

n) = unsp

F٢(ui+١) =
∂ui+١
∂t

− ((a(t)u٢i + b(t))
∂٢ui
∂x٢

)− (٢a(t)ui+١(
∂ui+١
∂x

)
٢
), ui+١(t

n) = unsp (٨)

آن در که tj = jk و xl = lh چنانکه می�شود گرفته بکار uxx و ux و ut تقریب جهت متناهی تفاضلات روش سپس
محاسبه u(xl, tj+١) از تقریبی تکرار هر در (٨) روش اعمال با آخر در می�باشد. زمانی گام طول k و مکانی گام طول h

شد. خواهد
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عددی نتایج ۵

بگیرید: نظر در زیر صورت به را آن مرزی و اولیه شرایط و می�باشد (١) کلی فرم به که خطی غیر نفوذ مسئله�ی .١.۵ مثال

ut−(((t١+٢)u٢+(٣t))ux)x = ١+etx٨−٢e٢t(١+t٢)x٢(t+etx٢)−٢et(٣t+(١+t٢)(t+etx٢)٢).

٠ < x < ١, t ≥ ٠, u(x, ٠) = x٢, u(٠, t) = t, u(١, t) = et + t.

نمودارهای در (xl, tj) نقاط در خطا تابع (۶) و (۵) الگوریتم�های در (٨) در شده تعریف F٢ ، F١ توابع جایگذاری با حل.
است. شده ارائه ذیل

h = ٠/٢, k = ٠/٠٠٢۵ (ب) h = ٠/٢۵, k = ٠/٠٢۵ (آ)

m = ۴ برای عملگرها جداسازی تکراری روش خطای تابع :١ شکل
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همراه ماتريس های حاصل ضرب طيفی شعاع برای كرانی

پناهی مهدی
بيرجند دانشگاه رياضی، گروه

پامرغی* الهه
بيرجند دانشگاه رياضی، گروه

چکیده

شعاع می کند تضمين كه می شود منظور طوری همراه ماتريس k مشخصه ی چند جمله ای های ضرايب روی شرايطی
.٠ < t < ١ آن در كه است، كراندار tk وسيله ی به مذكور ماتريس های حاصل ضرب طيفی

طيفی شعاع ماتريس ها، حاصل ضرب همراه، ماتريس های کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 15A42, 15B99

مقدمه ١

در قبلا نيز ديگری كارهای است. شده ارائه همراه ماتريس های از متناهی حاصل ضرب طيفی شعاع برای كرانی [٢] در اخيراً
برای ماتريسی، نماد از استفاده با اثباتی،  مقاله اين ٣ بخش در .[۴] است شده انجام همراه ماتريس های حاصل ضرب مورد
مورد در كه انسترام-كاكايا١ قضيه با مرتبط نتيجه اين خاص حالت ،٢ بخش در است. شده آورده ،[٢] در شده ارائه كران

می شود. ارائه ،[١] است چندجمله ای يك صفرهای موقعيت

انسترام-كاكايا قضيه ٢

،n× n همراه ماتريس

C =


−a١ −a٢ −a٣ · · · −an−١ −an

١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠ ٠
...

...
...

...
...

٠ ٠ ٠ · · · ١ ٠

 , (١)

صورت به آن مشخصه ی چندجمله ای بگيريد. نظر در را

p(λ) = λn + a١λ
n−١ + · · ·+ an,

فرض ،[١] انسترام-كاكايا قضيه از می باشد.

١ ≥ a١ ≥ a٢ ≥ · · · ≥ an ≥ ٠, (٢)

*سخنران

١The Eneström-Kakaya theorem
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طيفی شعاع ،(٢) فرض با بنابراين می كنند. صدق |λ| ≤ ١ رابطه ی در p(λ) = ٠ ريشه های تمام كه می دهد نتيجه
است. ١ حداكثر C از ρ (C )

(n+١)×(n+١) ماتريس يك A كنيد فرض می كنيم. اثبات زير صورت به ماتريسی، نماد از استفاده با را، نتيجه اين
صورت به

A =

[
C ◦
u ١

]
, (٣)

كنيد فرض است. n بعد با سطری بردار يك u = (٠, ٠, · · · , ٠, ١ ) آن در كه باشد،

B =


١ − a١ a١ − a٢ a٢ − a٣ · · · an−١ − an an

١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠ ٠
...

...
...

...
...

٠ ٠ ٠ · · · ١ ٠

 , (۴)

صورت به شده تعريف (n+ ١)× (n+ ١) ماتريسی L و (n+ ١)× (n+ ١) همراه ماتريس يك

L =



١ −١ ٠ · · · ٠ ٠
٠ ١ −١ · · · ٠ ٠
٠ ٠ ١ · · · ٠ ٠
...

...
...

...
...

٠ ٠ ٠ · · · ١ −١
٠ ٠ ٠ · · · ٠ ١


,

بنابراين ،AL = LB كه می آوريم بدست ساده محاسبه ی با باشد.

L−١AL = B.

داريم پس .ρ(A) = ρ(B) و متشابه اند B و A نتيجه در

ρ(C) ≤ ρ(A) = ρ(B) = ١,

است. ١ آن سطر هر عناصر مجموع كه می باشد نامنفی ماتريس يك يعنی است، [٣] تصادفی ماتريس يك B كه

قضيه تعميم ٣

می كنيم. استفاده زير لم اثبات برای ايده همين از

را − (ai١, ai٢, . . . , ain ) اول سطرهای با ترتيب به (١) شكل به ،i = ١, ٢, . . . , k ،Ci همراه ماتريس های .٣ . ١ لم
كنيد فرض بگيريد. نظر در

١ ≥ ai١ ≥ ai٢ ≥ · · · ≥ ain ≥ ٠, i = ١, ٢, . . . , k.

صورت اين در
ρ(C١C٢ · · ·Ck) ≤ ١.
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كه كنيد توجه می دهيم. تشكيل ،(۴) و (٣) شكل به ترتيب به را Bi و Ai ماتريس های اثبات.

ρ(C١C٢ · · ·Ck) ≤ ρ(A١A٢ · · ·Ak) = ρ(B١B٢ · · ·Bk) = ١,

است. سطری تصادفی ماتريس يك B١B٢ · · ·Bk زيرا

می آوريم. بدست را اصلی نتيجه ی اكنون

− (ai١, ai٢, . . . , ain ) اول سطرهای با ترتيب به (١) شكل به ،i = ١, ٢, . . . , k ،Ci همراه ماتريس های .٣ . ٢ قضیه
كنيد فرض بگيريد. نظر در را

ai٠ := ١ > ai١ > ai٢ > · · · > ain ≥ ٠, i = ١, ٢, . . . , k.

كنيد تعريف
t = maxki=١maxnj=١

ai,j
ai,j−١

< ١.

صورت اين در
ρ(C١C٢ · · ·Ck) ≤ tk < ١.

كنيد فرض می كنيم. ايجاد را C̃i متناظر همراه ماتريس های و ãi,j = t−jai,j می كنيم تعريف اثبات.

W = diag(١, t−١, . . . , t−n+١).

صورت اين در
Ci = tWC̃iW

−١.

رابطه ی ،C̃i ماتريس های روی ،٣ . ١ لم بكارگيری با

ρ(C١C٢ · · ·Ck) = tkρ(C̃١C̃٢ · · · C̃k) ≤ tk,

می شود. نتيجه

مراجع
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از استفاده با فازی های دستگاه حل از حاصل فازی قوی های جواب یافتن
ژنتیک الگوریتم

لطیف علیمحمد
یزد دانشگاه

محمدی لیلا
یزد دانشگاه

راد* صابری فاطمه
یزد دانشگاه

چکیده

فازی راست سمت بردار و حقیقی ضرایب ماتریس با فازی خطی های دستگاه عددی حل برای روشی مقاله این در
همان که حقیقی بردار یک صورت به دستگاه های جواب روش این در است. گردیده ارائه ژنتیک الگوریتم از استفاده با
شده سعی مناسب، برازندگی تابع یک از استفاده با است. شده تعریف باشند، می ژنتیک الگوریتم های کروموزوم
مثال شده، ارائه روش ارزیابی برای شود. همگرا دستگاه جواب سمت به اولیه تصادفی جمعیت یک از ژنتیک الگوریتم
های روش در که مثالی گردید مشاهده و شد حل پیشنهادی روش و سیدل گاوس و ژاکوبی تکراری های روش با هایی

شود. می همگرا دستگاه جواب سمت به روش این در واگراست، سیدل گاوس و ژاکوبی

ژنتیک الگوریتم فازی، خطی دستگاه های حل در تکراری روش های مثلثی، فازی اعداد کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

شد مطرح فریدمن توسط بار اولین فازی، راست سمت بردار و حقیقی ضرایب ماتریس با فازی خطی دستگاه حل کلی مدل
٢n× ٢n حقیقی خطی دستگاه یک به را n× n فازی خطی دستگاه جایگزینی، روش کارگیری به با همکارانش و او .[٢]
در .[١] اند شده مطرح دیگر نویسندگان توسط ها دستگاه حل برای الگوریتم چندین نمودند. حل را آن سپس و کرده تبدیل
و کرده بررسی عددی طور به فازی خطی دستگاه حل برای را سیدل گاوس و ژاکوبی تکراری های روش توانایی مقاله، این

نماییم. می پیشنهاد نیستند کارامد ها روش این که مواردی برای را ژنتیک الگوریتم

صدق زیر شرایط در که شود می تعریف ٠ ≤ r ≤ ١ هر برای (u, ū) مرتب زوج صورت به ،U فازی عدد .١ . ١ تعریف
کند: می

باشد. [٠, ١] بازه بر اکید صعودی و پیوسته چپ از کراندار، تابعی ،U(r) (١) •

باشد. [٠, ١] بازه بر اکید نزولی و پیوسته چپ از کراندار، تابعی ،U(r) (٢) •

.U(r) ≤ U(r) ،٠ ≤ r ≤ ١ هر برای (٣) •
*سخنران
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A = (aij)n×n آن در که بگیرید نظر در را
∑n

j=١ aijxj = yi, ١ ≤ i ≤ n فازی خطی معادلات دستگاه .١ . ٢ تعریف
دستگاه ابتدا شده، داده فازی دستگاه حل منظور به هستند. فازی اعداد ١ ≤ i ≤ n ،yi ∈ E١ و حقیقی ضرایب ماتریس

: دهیم می تشکیل را زیر خطی

n∑
j=١

sijxj −
n∑

j=١

sij+n xj = yi, ١ ≤ i ≤ n ,

n∑
j=١

sijxj −
n∑

j=١

sij+n xj = yi, n+ ١ ≤ i ≤ ٢n

شود: می مشخص زیر صورت به si,j آن در }که
sij = si+n,j+n = aij , aij ≥ ٠
si,j+n = si+n,j = −aij , ai,j < ٠

١و ≤ i, j ≤ ٢n ،S = (sij) آن در که SX = Y دستگاه بود. خواهند صفر برابر ها si,j سایر و

X = (x١, x٢, ..., xn,−x١,−x٢, ...,−xn)
T , Y = (y١, y٢, ..., yn,−y١,−y٢, ...,−yn)

T .

وارون S ماتریس اگر فقط و اگر است X یکتای جواب دارای که باشد می (٢n × ٢n) فازی تابعی دستگاه یک اکنون
.X = S−١Y از عبارتست دستگاه دقیق جواب صورت این در باشد. پذیر

جواب یک را SX = Y دستگاه حل از حاصل ،X = (x١, x٢, ..., xn,−x١,−x٢, ...,−xn)
T جواب .١ . ٣ تعریف

عدد جواب، های مولفه از یکی حداقل اگر باشند. فازی اعداد آن جواب های مولفه تمام گاه هر نامند دستگاه این فازی قوی
است. فازی ضعیف جواب یک جواب آن نباشد، فازی

فقط و اگر است فازی بردار یک ،Y دلخواه بردار هر برای X = S−١Y معادله حل از ،X یکتای جواب [٢] .۴ . ١ قضیه
.١ ≤ i, j ≤ ٢n ،(S−١)ij ≥ ٠ اگر

ژنتیک الگوریتم ٢

آمده وجود به ژنتیکی تحولات در انتخاب مفهوم مبنای بر و بیولوژیکی تطبیقی های سیستم از الهام با ژنتیکی های الگوریتم
نسل طی ها کروموزوم این نامند. می کروموزوم را بردارها این شوند، می کد تصادفی صورت به فرضی های پاسخ است.
برای معیاری برازندگی این که شود می محاسبه کروموزوم هر برازندگی میزان نسل هر طی کنند. می پیدا تکامل متوالی های
می ایجاد قبل نسل های کروموزوم در جهش و ترکیب انتخاب، فرایند طی بعدی نسل باشد. می هدف تابع بهبود میزان
شده داده اطلاعات ترکیب، عملگر کند. می تعیین را کروموزوم آن ترکیب احتمال میزان کروموزوم، هر برازندگی میزان شود.
جهش عملگر دهد. می ظهور بعدی نسل در نمونه دو صورت به و کند می تلفیق یک هر از تصادفی هایی بخش گزینش با را
ها نسل سازگاری متوالی، های نسل طی شده اعمال انتخابی اثر دلیل به شود. می استفاده جمعیت در پراکندگی حفظ برای

کند. می حرکت ها کروموزوم بهتر برازندگی سمت به

٢–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

ژنتیک الگوریتم از استفاده با فازی های دستگاه حل از حاصل فازی قوی های جواب یافتن سخنرانی

١٧۶



عددی نتایج ٣

برای را ها روش همگرایی و کنیم می مطرح بوده فازی دقیق جواب دارای که را فازی های دستگاه از هایی مثال بخش این در
همگرایی سرعت که شده ارایه جدولی نیز مثال هر از بعد دهیم. می قرار بررسی مورد عددی طور به ،X(٠) اولیه شروع نقطه

کند. می مقایسه هم با را ها روش

بگیرید: نظر در را زیر غالب قطر فازی دستگاه .٣ . ١ مثال
۴x١ + x٢ + x٣ + x۵ = (۶٫ ۵ + ۶٫ ۵r, ١٨٫ ۵ − ۶٫ ۵r)

−x١ + ٣x٢ + x٣ + x۴ = (−١٫ ۶ + ۴٫ ۶r, ۵٫ ۴ − ٢٫ ۴r)
٢x١ + x٢ + ۵x٣ − x۴ − x۵ = (−١٫ ٨ + ٧٫ ٨r, ١١٫ ٢ − ۵٫ ٢r)

−x١ − x٢ − x٣ + ۴x۴ = (−٣٫ ۵ + ٣٫ ۵r, ۴٫ ۵ − ۴٫ ۵r)
٢x٢ − x٣ + x۴ + ۴x۵ = (٧٫ ۶ + ۶٫ ۴r, ١٩٫ ۶ − ۵٫ ۶r)

(١)

با: است برابر آن دقیق جواب که

X∗
١ = (١ + r, ٣ − r), X∗

٢ = (٠٫ ٢ + ٠٫ ٨r, ١٫ ٢ − ٠٫ ٢r), X∗
٣ = (٠٫ ٣ + ٠٫ ٧r, ١٫ ٣ − ٠٫ ٣r)

X∗
۴ = (٠٫ ۵ + ٠٫ ۵r, ١٫ ۵ − ٠٫ ۵r), X∗

۵ = (٢ + r, ۴ − r)

x
(٠)
٣ = ، x(٠)٢ = (١ + ۴r, ۶ − r) ، x(٠)١ = (−۴ + ٢r,−١ − r) شروع نقطه از استفاده با مثال این

و ژاکوبی تکراری های روش توسط ،x(٠)۵ = (−۶+ ٣r,−٢− r) و x(٠)۴ = (−۵+ ٣r,−١− r) ،(٢+ r, ۴− r)

روش به نسبت ژاکوبی روش همگرایی که گردد می مشاهده است. شده داده نشان ١ جدول در نتایج و شده حل سیدل گاوس
است. کندتر ای ملاحظه قابل صورت به سیدل گاوس

١٬٣ مثال به مربوط نتایج :١ جدول

N Jacobi،||xN − x∗||∞ ||xN − x∗||∞ Gaus-Seidel ،||xN − x∗||∞ ||xN − x∗||∞
۵ ٠/٧۴۴٨٣٧٢٣٩ ٠/٧۵۴١٨۵٠۶٩٢ ٠/٠٣٣٠٠۴٨٩۴ ٠/٠٣٧٨٩٩٢۶۴
١۵ ٠/٢٣٨۵٧٢٣١٢ ٠/٢٣٩٠١٢٧۵٠ ٠/٠٠٠٠٠٠٠٨۶ ٠/٠٠٠٠٠٠٧
٢۵ ٠/٠٨٠۴٩٢٠٨۵ ٠/٠٨٠۴٩۴۶١٨ ٠/٠٠٠٠٠٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٠٠٠٠١

باشد: نمی غالب قطر که بگیرید نظر در را زیر فازی دستگاه .٣ . ٢ مثال
٢x١ + ٢x٢ + x٣ = (٢٫ ٧ + ۴٫ ٣r, ٩٫ ٧ − ٢٫ ٧r)
٢x١ + ٣x٢ + x٣ = (٢٫ ٩ + ۵٫ ١r, ١٠٫ ٩ − ٢٫ ٩r)
٣x١ + x٢ + ٢x٣ = (٣٫ ٨ + ۵٫ ٢r, ١٢٫ ٨ − ٣٫ ٨r)

(٢)

با: است برابر آن دقیق جواب و

X∗
١ = (١ + r, ٣ − r), X∗

٢ = (٠٫ ٢ + ٠٫ ٨r, ١٫ ٢ − ٠٫ ٢r), X∗
٣ = (٠٫ ٣ + ٠٫ ٧r, ١٫ ٣ − ٠٫ ٣r)

، x(٠)١ = (٠٫ ٩ + r, ٢٫ ٩ − r) شروع نقطه از استفاده با مثال این

x
(٠)
٢ = (٠٫ ٢ + ٠٫ ٧r, ١٫ ١ − ٠٫ ٢r), x(٠)٣ = (٠٫ ۴ + ٠٫ ۵r, ١٫ ۵ − ٠٫ ۶r)

می ملاحظه که طور همان است. شده ارایه ٢ جدول در نتایج و شده حل سیدل گاوس و ژاکوبی تکراری های روش توسط
واگراست. ژاکوبی روش ولی همگرا مساله این حل در سیدل گاوس روش گردد،
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بگیرید: نظر در را زیر فازی دستگاه .٣ . ٣ مثال
٣x١ + ٢x٢ + x٣ − ٣x۵ = (−١٫ ٩ + ۴٫ ٩r, ۶٫ ١ − ٣٫ ١r)

−٢x١ + x٢ + x٣ − x۴ + x۵ = (−٢٫ ۵ + ٢٫ ۵r, ٢٫ ٩۵ − ٢٫ ٩۵r)
١x١ − x٢ + ٢x٣ + x۴ + x۵ = (٠٫ ١۵ + ٣٫ ٨۵r, ۶ − ٢r)

−x٣ + x۴ + ٢x۵ = (−٠٫ ۴۵ + ٢٫ ۴۵r, ۴٫ ٢ − ٢٫ ٢r)
x١ − ٢x٢ + x۵ = (−١٫ ٧ + ١٫ ٧r, ١٫ ۴ − ١٫ ۴r)

(٣)

با: است برابر آن دقیق جواب که

X∗
١ = (٠٫ ۴ + ٠٫ ۶r, ١٫ ١ − ٠٫ ١r), X∗

٢ = (٠٫ ۶ + ٠٫ ۴r, ١٫ ٢ − ٠٫ ٢r), X∗
٣ = (٠٫ ٢ + ٠٫ ٨r, ١٫ ٣ − ٠٫ ٣r)

X∗
۴ = (٠٫ ٢۵ + ٠٫ ٧۵r, ١٫ ۴ − ٠٫ ۴r), X∗

۵ = (٠٫ ٣ + ٠٫ ٧r, ١٫ ۵ − ٠٫ ۵r)

به ژنتیک الگوریتم از حاصله فازی قوی جواب اما هستند واگرا دستگاه این حل برای سیدل گاوس و ژاکوبی های روش
است. زیر صورت

X١ = (٠٫ ٢٨٩۴ + ٠٫ ۵٩٧٢r, ١٫ ١١٨٩ − ٠٫ ١٢٨۶r), X٢ = (٠٫ ۵۵١۶ + ٠٫ ٣٧٩٨r, ١٫ ٢۵۴٢ − ٠٫ ١٧٠٨r)

X٣ = (٠٫ ٢٠١۵ + ٠٫ ٨١٣٨r, ١٫ ٢٨٠۵ − ٠٫ ٣٠٧٢r), X۴ = (٠٫ ٣۶٣۴ + ٠٫ ٧۶۶٠r, ١٫ ۵١۴٢ − ٠٫ ٣۶٢٩r)

X۵ = (٠٫ ٣۴٨۵ + ٠٫ ۶٨٨۴r, ١٫ ٣۵٧٧ − ٠٫ ۵١١٧r)

٢٬٣ مثال به مربوط نتایج :٢ جدول

N Jacobi،||xN − x∗||∞ ||xN − x∗||∞ Gaus-Seidel ،||xN − x∗||∞ ||xN − x∗||∞
۵ ٣/٨٩٢٧٠٨ ٣/٨٩٢٧٠٨ ٠/٣٩۶۴ ٠/٣٩۶۴
١۵ ١۴٠/۶١۴١٨٨ ١۴٠/۶١۴١٨٨ ٠/٠٠۵٣١٢ ٠/٠٠۵٣١٢
٢٠ ٨۴۵/١٢٠۴۴۶ ٨۴۵/١٢٠۴۴۶ ٠/٠٠١۴٠۵ ٠/٠٠١۴٠۵

گیری نتیجه ۴

تکراری تقریبی های جواب اما بوده فازی دقیق جواب دارای که گرفتند قرار بررسی مورد فازی های دستگاه مقاله این در
الگوریتم از توان می نیستند، کارا سیدل گاوس و ژاکوبی های روش که مواردی در نباشند. فازی مراحل بعضی در است ممکن
طراحی ای گونه به توان می را ژنتیک الگوریتم اینکه، توجه قابل نکته کرد. استفاده مطلوب جواب به دستیابی برای ژنتیک

باشند. نیز فازی قوی و بوده برخوردار مطلوبی دقت از تقریبی های جواب که نمود
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روش با بقاء قوانین حل برای ساده وزن دار نوسانی غیر اساساََ محدودکننده یک
کوتا رونگه ناپیوسته گالرکین

فرضی جواد دکتر
تبریز سهند صنعتی دانشگاه

کریمیان* نقی
تبریز سهند صنعتی دانشگاه

چکیده

روش برای ١ (WENO) دار وزن نوسانی غیر اساساََ رهیافت اساس بر ساده کننده محدود یک مقاله، این در
جواب آوردن دست به هدف با بقاء قوانین حل برای که شود می ارائه ٢ (DGRK) کوتا رونگه ناپیوسته گالرکین های
صورت به شوک از عبور و یکنواخت بالای مرتبه دقت به همزمان دستیابی جهت بالا مرتبه سازی محدود روند و قوی
سازی باز جای به ای جمله چند کل بازسازی کننده محدود این ایده گیرد. می قرار استفاده مورد نوسانی وغیر دقیق
هدف سلول در سازی باز ای جمله چند یعنی، است. کلاسیک WENO سازیهای باز در ها ممان یا ای نقطه مقادیر
روند از محدب ترکیب خطی غیر وزنهای و است آن مجاور سلولهای و سلول این در ایها جمله چند از محدب ترکیب یک

است. سازی پیاده در آن سادگی کننده محدود این اصلی مزیت کنند. می پیروی کلاسیک WENO

بقاء. معادلات ،WENOکننده محدود کوتا، رونگه ناپیوسته گالرکین روش کلیدی: واژه های

مسئله بیان و مقدمه ١
است زیر شکل به هذلولوی بقاء معادلات حل }هدف

ut + f(u)x = ٠,
u(x, ٠) = u٠(x) .

(١)

حالت فقط اینجا در می باشد. شار f : Rn −→ Rn و ضعیف جواب u : R × [٠,∞) −→ Rn توابع آن در که
پردازش روند آمد، دست به [١] RKDG روش با u آنکه از بعد می شود. داده قرار بررسی مورد ، (n = ١) اسکالر

.[٢] شد خواهد اجرا وسپس طرح می باشد WENO کننده محدود از حاصل که را زیر پسین

ابتدا که ترتیب بدین می شود. مشخص است داده رخ ناپیوستگی آن در که سلولی یعنی شده، آشفته سلول ابتدا
می شوند گرفته نظر در زیر سلولی میانگین های

ūj =
١

△xj

∫
Ij

udx, △xj = xj+١/٢ − xj−١/٢, Ij = [xj−١/٢, xj+١/٢].

نیز و

ũj = u−
j+١/٢ − ūj , ˜̃uj = ūj − u+

j−١/٢,

می شوند[٣] اصلاح زیر شکل به معمولی minmod محدودکننده وسیله ی به هردو ˜̃uj و ũj آن در که

ũ
(mod)
j = m(ũj ,△+ūj ,△−ūj), ˜̃u

(mod)
j = m(˜̃uj ,△+ūj ,△−ūj).

*سخنران

١ Weighted Essentialy Nonoscillatory Limiter
٢Runge-Kutta Discontinuous Galerkin

١–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

… ناپیوسته گالرکین روش با بقاء قوانین حل برای ساده وزن دار نوسانی غیر اساساََ محدودکننده یک سخنرانی

١٧٩



آن در که

△+ūj = ūj+١ − ūj , △−ūj = ūj − ūj−١.

می شود: تعریف زیر شکل به m تابع minmod تابع از استفاده با

m(a١, · · · , al) =
{

s ·min١6j6l | aj | if s = sign(a١) = · · · = sign(al),
٠ otherwise .

[۴] ٣ TVB اصلاح شده ی minmod تابع اساس بر همچنین

m̃(a١, · · · , al) =
{

a١ if | a١ |6 Mh٢, h = max١6j6l | △xj |,
m(a١, · · · , al) otherwise .

برقرار همزمان صورت به ˜̃u(mod)
j = ˜̃uj و ũ(mod)

j = ũj اگر حال .[۵] است ثابت مقدار یک M > ٠ آن در که
عملیات و می شود معرفی شده آشفته سلول عنوان به سلول اینصورت غیر در نیست. شده آشفته سلول ام j سلول باشند،

می شود: انجام آن روی بر زیر

نشان p٠(x), p١(x), p٢(x) با ترتیب به Ij−١, Ij , Ij+١ سلول های روی را u از DG جواب جمله ای های چند
می شود اعمال زیر تغییرات اکنون می شود. داده

p̃٠(x) = p٠(x)− ¯̄p٠ + ¯̄p١, p̃٢(x) = p٢(x)− ¯̄p٢ + ¯̄p١,

آن در که

¯̄p٠ =
١

△xj

∫
Ij

p٠(x)dx, ¯̄p١ =
١

△xj

∫
Ij

p١(x)dx, ¯̄p٢ =
١

△xj

∫
Ij

p٢(x)dx.

می  شود داده نمایش زیر صورت به pnew١ (x) یعنی ، WENO نهایی خطی غیر شده ی بازسازی جمله ای چند

pnew١ (x) = w٠p̃٠(x) + w١p١(x) + w٢p̃٢(x).

آمده اند دست به زیر صورت به به[٢] استناد با wl نرمال شده ی خطی غیر وزن های

wl =
w̄l∑٢
s=٠ w̄s

, l = ٠, ١, ٢,

صورت به βl همواری وشاخص γl خطی وزن های از هستند توابعی w̄l شده ی نرمال غیر و خطی غیر وزن های نیز و
زیر

w̄l =
γl

(ε+ βl)٢ , ε = ١٠−۶,

γ٠ = ٠٫ ٠٠١, γ١ = ٠٫ ٩٩٨, γ٢ = ٠٫ ٠٠١,

βl =
k−١∑
s=١

∫
Ij

△x٢s−١
j (

∂s

∂xs
Pl(x))dx.

. [٢] می باشد (xj−١/٢, xj+١/٢) فاصله ی در درونیاب جمله ای چند Pl(x) و k = ٣ می شود فرض اینجا در

٣ Total Variation Bounded
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اصلی نتایج ٢
۴ برگرز معادله .٢ . ١ مثال

ut + (
u٢

٢
)x = ٠, ٠ 6 x 6 ٢π,

t = ٠٫ ۵ زمان در معادله است. شده گرفته نظر در دوره ای مرزی شرایط و u(x, ٠) = ٠٫ ۵ + sin(x) اولیه شرط با
و یکنواخت شبکه حالت برای ترتیب به زیر جدول دو در ونتایج شده حل متفاوت CFL ثابت و N سلول تعداد برای
شوک دارای آن جواب هموار، اولیه شرط داشتن علی رغم معادله این است. شده داده قرار یکنواخت غیر شبکه حالت

می دهد. نشان مناسب دقت با را ناپیوستگی این شده ارائه روش که می باشد

DG without limiter DG with WENO limiter(M=0.01)
CFL N L1error Order L∞error Order L1error Order L∞error Order

20 3.81E-03 - 3.82E-02 - 7.65E-03 - 6.86E-02 -
40 9.46E-04 2.01 1.03E-02 1.90 1.81E-03 2.08 2.01E-02 1.77

0.3 80 2.35E-04 2.01 2.65E-03 1.95 3.06E-04 2.57 3.10E-03 2.70
160 5.89E-05 2.00 6.73E-04 1.98 5.93E-05 2.37 6.73E-04 2.20
320 1.47E-05 2.00 1.70E-04 1.98 1.47E-05 2.01 1.70E-04 1.98
20 2.73E-04 - 5.07E-03 - 2.68E-04 - 5.08E-03 -
40 4.22E-05 2.69 8.96E-04 2.50 4.17E-05 2.68 8.96E-04 2.50

0.15 80 6.17E-06 2.77 1.60E-04 2.48 6.17E-06 2.76 1.60E-04 2.48
160 8.86E-07 2.80 2.55E-05 2.65 8.92E-07 2.79 2.55E-05 2.65
320 1.25E-07 2.82 3.79E-06 2.75 1.27E-07 2.81 3.79E-06 2.75

یکنواخت. شبکه حالت در ٢ . ١ مثال حل از حاصل نتایج :١ جدول

DG without limiter DG with WENO limiter(M=0.01)
CFL N L1error Order L∞error Order L1error Order L∞error Order

20 3.84E-03 - 4.01E-02 - 6.35E-03 - 7.32E-02 -
40 9.85E-04 1.96 1.28E-02 1.65 1.93E-03 1.72 2.07E-02 1.84

0.3 80 2.44E-04 2.02 3.09E-03 2.05 3.16E-04 2.61 3.16E-03 2.71
160 6.14E-05 1.99 8.28E-04 1.90 6.22E-05 2.35 8.28E-04 1.93
320 1.53E-05 2.00 2.36E-04 1.81 1.53E-05 2.02 2.36E-04 1.81
20 2.86E-04 - 4.87E-03 - 2.79E-04 - 4.88E-03 -
40 4.43E-05 2.69 7.68E-04 2.66 4.38E-05 2.67 7.68E-04 2.67

0.15 80 6.37E-06 2.80 1.61E-04 2.25 6.37E-06 2.78 1.61E-04 2.25
160 9.08E-07 2.81 2.83E-05 2.51 9.16E-07 2.80 2.83E-05 2.51
320 1.30E-07 2.81 4.12E-06 2.78 1.32E-07 2.80 4.12E-06 2.78

غیریکنواخت. شبکه حالت در ٢ . ١ مثال حل از حاصل نتایج :٢ جدول

۴ Burgers
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یکنواخت غیر شبکه حالت (ب) یکنواخت شبکه حالت (آ)

.CFL=٠/٣ ثابت و سلول N=٨٠ با t=١s در برگرز معادله :١ شکل
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هیلبرت فضای در یکنوا دستگاه�های حل برای فیلتر بر مبتنی روش یک ارایه

پیغامی محمدرضا
طوسی الدین نصیر خواجه صنعتی دانشگاه

* ارزانی فرشید
طوسی الدین نصیر خواجه صنعتی دانشگاه

چکیده

می�شود. معرفی هیلبرت فضای در یکنوا دستگاه�های حل برای شده اصلاح مانده�ای طیفی روش یک مقاله این در
شده سازی پیاده و طراحی ٢٠١٣ سال در کروز توسط شده ارایه مانده�ای طیفی روش روی فیلتر مفهوم افزودن با روش این
همگرایی می�کند. برطرف را قبلی روش�های مشکلات که است ویژگی�هایی دارای روش این در شده معرفی فیلتر است.
است. شده اجرا آزمونی مسایل مجموعه روی روش این است. شده اثبات استاندارد فرضیات تحت روش این سراسری
بدون روش�های حتی و قبلی روش�های به نسبت روش این بیشتر سرعت و بهتر کارایی از حاکی حاصل عددی نتایج

است. فیلتر

فیلتر هیلبرت، فضای مشتق، بدون سازی بهینه معادلات، دستگاه کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65K05, 90C30, 90C06

مقدمه ١

می�شود: گرفته نظر در زیر صورت به که است H هیلبرت فضای در غیرخطی معادله حل مقاله، این در نظر مورد مساله

F (x) = ٠ (١)

یک به هیلبرت فضای می�باشد. خودش داخل به هیلبرت فضای یک از شیتز لیپ پیوسته و یکنوا نگاشت یک F آن در که
از مختلفی مسائل در دستگاه�ها اینگونه است. شده مجهز ∥.∥ =

√
< ., . > آن متناظر نرم و < ., . > داخلی ضرب

[۵ ،٢ ،١] در اخیر سال�های در زمینه این در مطالعات دارند. کاربر مدیریت و مهندسی اقتصاد، دیفرانسیل، معادلات قبیل
است. گرفته صورت

با شده مطرح روش از بسطی را آن می�توان که دادند ارائه (١) حل برای روشی [۵] ٢٠١٣ سال در همکاران و کروز
با که جستجو جهت عنوان به d = F (x) مانده از روش این گرفت. نظر در [۶] در DF − SANE و SANE عنوان
می�باشد. نایکنوا خطی جستجوی یک به مجهز روش این همچنین می�کند. استفاده است، شده ترکیب مناسب گام طول یک
در است. همگرایی اثبات در مشتقپذیری به نیاز عدم زمینه این در قبلی کارهای به نسبت کروز کار در توجه قابل مطلب

می�آید: دست به زیر صورت به جدید نقطه کروز الگوریتم

xk+١ = xk − λkαkF (xk) k ⩾ ٠ (٢)

*سخنران
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جهت −αkF (xk) و می�آید دست به خطی جستجوی روش�های از استفاده با که می�باشد گام طول λk > ٠ آن در که
می�آید. بدست [٧] برزیلا-بروین روش از استفاده با αk ضریب که است جستجو

معادلات دستگاه�های حل روش�های برای را فیلتر مفهوم بکارگیری نحوه [۴] در همکاران و اچبست ٢٠١٢ سال در
غیر خطی غیر دستگاه�های حل برای بود، گرفته نظر در فیلتر مفهوم سازی پیاده برای ایشان که روشی کردند. بیان غیرخطی

می�گیرد. قرار مشتق بدون سازی بهینه های روش دسته�ی در روش این که است شده استفاده کراندار و مربعی
روی بر [٩] در پیغامی و ارزانی توسط شده ارائه فیلتر روش سازی پیاده مقاله این در ما هدف فوق، موارد به توجه با
تضمین برای اچبست توسط [۴] در شده ذکر نکات به توجه با سازی پیاده این که است ذکر به لازم می�باشد. کروز الگوریتم
در آنچه اساس بر تغییراتی روش همگرایی اثبات و خطی جستجوی ساختار در همچنین است. پیشنهادی الگوریتم همگرایی

داد. خواهیم است آمده [۴]

پیشنهادی الگوریتم ٢

است. شده سازی پیاده [٨] در امیری مهدوی و فاطمی توسط شده مطرح فیلتر اساس بر فیلتر ساختار پیشنهادی، الگوریتم در
صورت به جدید فیلتر در نقاط پذیرش شرط

θj(x
+
k )

µ٢ + λ٢
∥∥θ(x+k )∥∥µ١

٢ ⩽ θj(xl)
µ٢ + λ١ ∥θ(xl)∥µ١

٢ (٣)

زیر صورت به را پیشنهادی الگوریتم حال است. مساله نقاط بعد p و ٠ < µ١ < µ٢ ، ٠ < λ١ < λ٢ <
١√
p آن در که

می�کنیم: ارائه

پیشنهادی: الگوریتم

داده ٠ < γ < ١, ٠ < ∂ < ١, ٠ < αmax < ∞, ٠ < α٠ < αmax, k٠ ⩾ ٠ ،x٠ ∈ H مقادير صفر: گام
تکرار را سه تا يک گام�های است نشده برقرار ∥F (xk)∥ ⩽ ε شرط که زمانی تا .Filter = ∅ و k := ٠ ده قرار شده.

کن:

.linesearch = true و λ٠ = ١ ده قرار و کن محاسبه را dk = −αkF (xk) یک:جهت گام

کن: تکرار را زير مراحل ، i = ١ : N برای دو: گام
برزيلای-بروين روش از استفاده با zik محاسبه -١

را فيلتر و کن اضافه Filter مجموعه به را جديد نقطه و xk+١ = zik ده: قرار آن�گاه شد، پذيرفته فيلتر در zik اگر -٢
شو. خارج دو گام از .linesearch = false و k := k + ١ ده: قرار کن. بهنگام

.linesearch = false و k := k+١ ، xk+١ = zik ده: قرار است، برقرار جديد نقطه برای [٣] گريپو شرط اگر -٣
شو. خارج دو گام از

بدست خطی جستجوی الگوريتم از استفاده با dk جهت در را λk گام طول آن�گاه ،linesearch = true اگر سه: گام
.k := k + ١ و xk+١ = xk + λkdk ده: قرار و آور
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همگرایی آنالیز ٣

است: برقرار زیر شرح به همگرایی قضیه مقدماتی، لم چند از استفاده با

دنباله {xk} و خودش داخل به هیلبرت فضای یک از شیتز لیپ پیوسته و یکنوا نگاشت یک F کنید فرض .١.٣ قضیه
داشت: خواهیم الگوریتم، شرایط گرفتن نظر در با آنگاه باشد. پیشنهادی الگوریتم توسط شده تولید

lim
k→∞

∥F (xk)∥ = ٠

نتایج ۴

سيستم تحت MATLAB محيط در DF − SANE و کروز الگوريتم�های همراه به مقاله اين در پيشنهادی الگوريتم
نتايج مقايسه شدند. اجرا [۵] در شده مطرح آزمونی مسايل روی الگوريتم سه هر شد. سازی پياده Ubuntu لینوکس عامل
نسبت بيشتری سرعت و بهتر کارايی پيشنهادی الگوريتم که می�دهد نشان ديگر الگوريتم دو با پيشنهادی الگوريتم از حاصل

دارد. ديگر الگوريتم دو به

مراجع

[1] W. Zhou, D.H. Li, A globally convergent BFGS method for nonlinear monotone equations
without any merit functions, Math. Comput. 77 (2008) pp 2231–2240.

[2] W. Zhou, D.H. Li, Limited memory BFGS method for nonlinear monotone equations, J. Com-
put. Math. 25 (2007) 89–96.

[3] L. Grippo, F. Lampariello, S. Lucidi, A nonmonotone line search technique for Newton’s
method, SIAM Journal on Numerical Analysis 23 (1986) 707–716.

[4] N. Echebest, M.L. Schuverdt, R.P. Vignau, A derivative-free method for solving box-constrained
underdetermined nonlinear systems of equations, Applied Mathematics and Computation 219
(2012) 3198–3208.

[5] William La Cruz, Residual spectral algorithm for solving monotone equations on a Hilbert
space,Applied Mathematics and Computation 219 (2013) 6633–6644.

[6] W. La Cruz, J.M. Martínez, M. Raydan, Spectral residual method without gradient information
for solving large-scale nonlinear systems of equations, Math. Comput. 75 (2006) 1429–1448.

[7] J. Barzilai, J.M. Borwein, Two-point step size gradient method, IMA J. Numer. Anal., 8, pp.
141–148. 1988.

[8] M. Fatemi, N. Mahdavi-Amiri, A filter trust-region algorithm for unconstrained optimization
with strong global convergence properties, Comput. Optim. Appl., 52, pp. 239-266. 2012.

[9] F. Arzani, M. Reza Peyghami, A new nonmonotone filter Barzilai–Borwein method
for solving unconstrained optimization problems, Int. J. Comput Math., 2015,
doi:10.1080/00207160.2015.1009903.

farzani@dena.kntu.ac.ir الکترونیکی: پست
peyghami@kntu.ac.ir الکترونیکی: پست

٣–٣ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

هیلبرت فضای در یکنوا دستگاه های حل برای فیلتر بر مبتنی روش یک ارایه سخنرانی

١٨۶



بیشینه سود با چینی پستچی مساله برای معتبر نامساویهای از دسته ای بررسی

زاده خرمی مصطفی
شیراز صنعتی دانشگاه

حیدری* فرزانه
شیراز صنعتی دانشگاه

چکیده

می بررسی و معرفی بیشینه سود با چینی پستچی مساله برای ریاضی ریزی برنامه مدل یک ابتدا مقاله این در
دسته این که شد خواهد ثابت و شوند می معرفی مساله شدنی فضای برای خاص های نامساوی از دسته ای سپس شود.
کننده ی تعریف ها نامساوی این که شد خواهد ثابت این بر علاوه هستند. شدنی مساله شدنی فضای برای نامساویها
این کارایی عددی نتیجه ارایه با درپایان . دهند می بدست شدنی فضای از مناسبی تقریب بنابراین و هستند وجهک

گرفت. خواهد قرار مطالعه مورد ها نامساوی

تور همبند، گراف برش، و شاخه روش معتبر، نامساوی بیشینه، سود با چینی پستچی مساله کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

شود، می نامیده مبدا که راس یک از شروع با پستچی آن، در که است مسیری کوتاهترین یافتن هدف چینی پستچی مساله در
تعمیمی می گیرد قرار بحث مورد اینجا در که مساله ای برگردد. مبدا نقطه به سپس و کند پیمایش یکبار حداقل را گراف یال هر
ce هزینه یک یال هر مساله این در می شود. نامیده بیشینه سود با چینی پستچی مساله ی که است چینی پستچی مساله از
پیمایش از حاصل سود یک و سرویس دهی بدون یال پیمایش برای cde هزینه  یک سرویس دهی، با همراه پیمایش هر برای
بیشینه خالص سود حداکثر با بسته گشت یک یافتن هدف می شود. تولید سود یک شود، پیمایش یالی که زمان هر دارد. یال
نامیده جواب تور که بازمی گردد مبدا به و می کند پیمایش مشخص دفعات تعداد به را یال هایی شده، شروع مبدا از که است
نیز بار یک از بیش یالی اگر و نکرد پیمایش را یال ها از برخی می توان مساله این در چینی پستچی مساله ی برخلاف می شود.
کنید فرض می کنیم. بیان را می شود استفاده ادامه در که نمادهایی مدل شرح از قبل می گیرد. تعلق آن به سودی شود پیمایش
،e ∈ E یال هر به است. مبدا ١ ∈ V کنید فرض راس کلیت از کاستن بدون است. بی سویی و همبند گراف G = (V,E)

را آنها ترتیب به که می یابد اختصاص بار امین ne بار،...، دومین بار، اولین برای یال دهی سرویس ناخالص سود ne ≥ ٠
می یابد. اختصاص c١

e, ..., c
ne
e , cde هزینه های ne + ١ ،e ∈ E یال هر به این بر علاوه می دهیم. نشان b١

e, ..., b
ne
e نماد با

در می باشد، بار امین ne بار،...، دومین بار، اولین برای e یال سرویس دهی و پیمایش هزینه ی به مربوط اول هزینه ی ne

می شود. نامیده سربار هزینه ی اصطلاحا که می باشد سرویس دهی هیچ بدون یال پیمایش به مربوط فقط cde هزینه ی حالی که
برابر سربار خالص سود حالی که در است t = ١, ٢, ..., ne برای bte − cte برابر e یال پیمایش امین t خالص سود بنابراین
است. آمده [١] مرجع در آن اثبات و داریم زیر قضیه ی بیان به نیاز دهیم، شرح را مساله مدل این که از قبل می باشد. −cde

*سخنران
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هر به که است مساله ای با معادل e یال هر به یافته اختصاص خالص سود ne + ١ با گراف یک روی مساله .١ . ١ قضیه
صورت این غیر در bodde = bevene = −cde ،ne = ٠ اگر می شود. داده اختصاص bevene و bodde خالص سود دو فقط یال

bodde = max{
k∑

l=١

b
l
e : k ≤ ne + ١, فرد k}, bevene = max{

k∑
l=١

b
l
e : k ≤ ne + زوج,١ k} − bodde

e = (i, j) ∈ E یال هر برای ye و xe دودویی متغیر دو از استفاده با می توان را مساله ، ١ . ١ قضیه از نتیجه ای عنوان به
غیر در و یک مقدار xe متغیر شود پیمایش e یال اگر می دهد. نشان را پیمایش دومین و اولین ترتیب به که کرد فرمول بندی
صورت این غیر در و یک مقدار ye متغیر شود دوبارپیمایش e یال اگر حالی که در گرفت. خواهد صفر مقدار صورت این

و δ(S) = (S : V \ S) می کنیم فرض بگیرید. نظر در را S ⊆ V گرفت. خواهد صفر مقدار
تابع کرد. بندی مدل زیر صورت به می توان را مساله صورت این در .E(S) = {e = (i, j) ∈ E : i, j ∈ S}
هر جواب که می کند ایجاب اول محدودیت دسته است.

∑
e∈E(b

odd
e xe + bevene ye) بیشینه صورت به مساله این هدف

محدودیت دسته است.
∑

e∈δ(i)(xe + ye) ≡ ٠ (mod٢), ∀i صورت به که کند، پیمایش زوج دفعات تعداد به را راس
است

∑
e∈δ(S)(xe+ye) ≥ ٢xf , ∀S ⊂ V \{١}, ∀f ∈ E(S) صورت به که می دهد نشان را جواب همبندی دوم

پیمایش قبلا که می افتد اتفاق زمانی پیمایش دومین که می سازد مطمئن سوم محدودیت می شود. نامیده همبندی نامساوی و
داشته توجه می باشد. xe, ye ∈ {٠, ١}, ∀e ∈ E محدودیت آخرین و است xe ≥ ye, ∀e ∈ E صورت به که باشد شده
کرد.چون تبدیل خطی صورت به صحیح متغیر چندین معرفی با می توان اگرچه است، خطی غیر اول محدودیت دسته که باشید
می کنیم فرض ادامه در است. مساله برای شدنی جواب یک لذا می کند، صدق بالا محدودیت های همه ی در (x, y) = (٠, ٠)
گراف دیگر عبارت به باشد. یال سه حداقل شامل ،S ⊂ V ،δ(S) سره مجموعه زیر هر اگر است سه-یالی همبند G گراف
باشد داشته وجود متمایز یال های با مسیر سه حداقل ،V از j و i راس جفت هر برای اگر تنها و اگر است سه-یالی همبند G

چندوجهی به نسبت را نامساوی این باشد. خطی نامساوی یک ،(β, b٠) که کنیم فرض می کند. متصل هم به را j و i که
به دیگر، عبارت به باشد. {x | βTx ≤ b٠} مجموعه از مجموعه ای زیر P هرگاه گوییم، معتبر نامساوی یک P ⊆ Rd

این در باشد. P چندوجهی وجه های از یکی F که کنیم فرض و باشد. برقرار βTx ≤ b٠ خطی نامساوی ،x ∈ P هر ازای
کننده ی تعریف نامساوی را، آن با متناظر نامساوی و وجهک یک را آن باشد، dim(P ) − ١ با برابر F بعد اگر صورت
نظر در را زیر نامساوی های دسته باشد. فرد F یال های وتعداد F ⊆ δ(S) ،S ⊂ V \ {١} کنید فرض می نامیم. وجهک

بگیرید.

(x− y)(δ(S) \ F ) ≥ (x− y)(F )− |F |+ ١ ∀S ⊂ δ(S) , فرد |F | (١)

است. معتبر بیشینه سود با چینی پستچی مساله شدنی فضای برای (١) نامساوی های دسته .١ . ٢ قضیه

(x∗, y∗)(δ(S)\F ) ≥ (x∗, y∗)(F )− کنیم ثابت است کافی باشد. تورجواب یک (x∗, y∗) کنید فرض اثبات:
است. آمده [١] مرجع در آن اثبات که .|F |+ ١

همبند G گراف اگر هستند وجهک کننده ی تعریف مساله جواب فضای برای ١ زوجیت نامساوی های دسته .١ . ٣ قضیه
باشند. دو-یالی همبند G(V \ S) و G(S) گراف های و سه-یالی

کنید نوشت.فرض (x − y)(F ) − (x − y)(δ(S) \ F )) ≤ |F | − ١ فرم به می توان را ١ نامساوی اثبات:
به طوری که دارد وجود ax+ by ≤ c معتبر نامساوی

{(x, y) ∈ MBCPP (G) : (x− y)(F )− (x− y)(δ(S) \ F )) = |F | − ١}

⊆ {(x, y) ∈ MBCPP (G) : ax+ by + c}
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همبند G \ {(i, j)} است،گراف سه-یالی همبند G گراف این که به توجه با .(i, j) ∈ E(S) ∪ E(V \ S) کنید فرض
می کند. ملاقات را i راس و می کند برآورده تساوی صورت به را ١ که دارد وجود (x١, y١) نام به جواب تور یک و است،
برآورده تساوی صورت به را ١ و می آید به دست (i, j) یال پیمایش بار دو کردن اضافه با (x١, y١) از (x٢, y٢) جواب تور
می آوریم: به دست دومین از معادله اولین کردن کم از بعد است. برقرار ax٢ + by٢ = c و ax١ + by١ = c پس می سازد.

aij + bij = ٠ ∀(i, j) ∈ E(S) ∪ E(V \ S)

است، دو-یالی همبند G(V \ S) گراف و سه-یالی همبند G گراف این که به توجه با .(i, j) ∈ E(V \ S) کنید فرض
(i, j) یال شامل ولی می کند متصل هم به را j و i راس های که بسازیم P٢ و P١ متمایز یال های با مسیر دو می توانیم
تور یک می توانیم باشد، G(V \ S) در مسیر دو هر اگر باشد. G(V \ S) در آن ها از یکی حداقل به طوری که نیست،
یک دقیقا را (i, j) یال به طوری که سازد برآورده تساوی صورت به را همبندی نامساوی که بسازیم G در (x١, y١) جواب
همه ی بسازیم. (x١, y١) تور از استفاده با را (x۴, y۴) و (x٣, y٣) ،(x٢, y٢) جواب تور سه می توانیم می کند. پیمایش بار
کنید فرض می سازند. برآورده را ax + by = c همچنین و درآورده تساوی صورت به را همبندی نامساوی تورها این
(x١, y١) تور در بار یک فقط که است Pi مسیر در یال هایی مجموعه P ١

i که ،α(Pi) =
∑

e∈P ١
i
ae +

∑
e∈P ٢

i
be

پیمایش بار دو یا نمی شوند پیمایش اصلا یا (x١, y١) تور در که است Pi مسیر در یال هایی مجموعه P ٢
i و می شوند پیمایش

می آوریم. به دست را α(P١) + α(P٢) = ٠ رابطه ی کنیم، کم ax٢ + by٢ = c از را ax١ + by١ = c اگر می شوند.
نهایت، در .α(P١) = α(P٢) = ٠ نتیجه در و α(P١) = α(P٢) داریم ۴ و ٣ تورهای مقایسه ی با ترتیب، همین به
.bij = ٠ پس ،aij + bij = ٠ که آن جایی از .aij = ٠ و aij = α(P١) داریم کنیم، مقایسه هم با را ٣ و ١ تور اگر
G(V \ S) در P٢ مسیر که کنید فرض حال .aij = bij = ٠ داریم مشابه استلال یک با ،(i, j) ∈ E(S) یال هر برای

می گیریم: نظر در را حالت سه کرد. پیمایش را e٢ و e١ فقط می توان است، همبند G(S) گراف این که به توجه با نباشد.

و می سازد برآورده تساوی صورت به را همبندی نامساوی باشدکه جواب تور (x١, y١) کنید فرض .e١, e٢ ∈ F .١
داشته توجه نمی کند. پیمایش را e٢ یال ولی می کند پیمایش بار یک را F \ {e٢} در یال های همه ی و (i, j) یال
در یال هر که می اوریم دست به تورجواب یک می کنیم، اضافه را P٢ مسیر به را یال هر از کپی یک وقتی که باشید

می کند. پیمایش بار دو را e٢ یال و بار یک را F \ {e١}

می سازد. برآورده تساوی صورت به را همبندی نامساوی که باشد جواب تور یک (x١, y١) کنید فرض .e١, e٢ ̸∈ F .٢
وقتی نمی کند. پیمایش را e٢ یال ولی می کند پیمایش بار یک را F ∪ {e١} یال های همه ی و (i, j) یال تور این
یک را F ∪ {e٢} در یال هر که می آوریم دست به جواب تور یک می کنیم، اضافه P٢ مسیر به را یال هر از کپی یک

می کند. پیمایش دوبار را e١ یال و بار

برآورده تساوی صورت به را همبندی نامساوی که باشد تورجواب یک (x١, y١) کنید فرض .e١ ∈ F, e٢ ̸∈ F .٣
F ∪{e٢} در یالی هر که می آوریم دست به جواب تور یک کنیم، اضافه P٢ مسیر به را یال هر از کپی یک اگر می سازد.

کند. پیمایش بار یک دقیقا را

برای می توان را نتیجه همان .aij = bij = ٠ می آوریم دست به (i, j) ∈ E(v \ S) یال هر برای بالا، حالت سه هر در
داد. انجام نیز (i, j) ∈ E(S) یال هر

صورت به را همبندی نامساوی که دارد وجود (x١, y١) نام به جواب تور یک بگیرید. نظر در را (i, j) ∈ δ(S) یال حال
که است توری (x٢, y٢) می کند. ملاقات را j و i راس حالی که در نمی کند پیمایش را (i, j) یال و می سازد برآورده تساوی
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،ax١ + by١ = ax٢ + by٢ = c که آن جایی از است. آمده دست به (x١, y١) تور به (i, j) یال دوبار کردن اضافه از بعد
.aij + bij = ٠ داریم (i, j) ∈ δ(S) یال هر برای رابطه دو این کردن کم با

یال و بار یک دقیقا را F \ {e١} یال های همه ی که باشد تورجواب (x١, y١) کنید فرض .e١, e٢ ∈ F کنید فرض
پیمایش بار دو را e٢ یال و بار یک دقیقا را F \ {e٢} یال های همه ی که باشد توری (x٢, yمی کند.(٢ پیمایش بار دو را e١

هر برای این که گرفتن نظر در و آن ها مقایسه با می کنند. برآورده تساوی صورت به را همبندی نامساوی تور دو هر می کند.
با .ae١ = ae٢ بنابراین، و be١ = be٢ می آوریم دست به ،aij = bij = ٠ داریم (i, j) ∈ E(S) ∪ E(V \ S) یال

.bij = −λ و aij = λ می آوریم دست به (i, j) ∈ F همه  برای روش این تکرار
یال های همه ی که باشد جواب تور یک (x١, y١) کنید بگیرید. فرض نظر در را e٢ ∈ F ،e١ ∈ δ(S) \ F هر برای
یال و بار یک دقیقا را F \ {e٢} در یال های همه ی (x٢, y٢) تور و می کند استفاده بار یک دقیقا را F ∪ {e٢} به متعلق

.be١ = −λ بنابراین و ae١ = be٢ = −λ داریم آن ها مقایسه با می کند. پیمایش بار دو را e٢

و می دهد کاهش را λx(F ) − λy(F ) − λx(δ(S) \ F ) + λy(δ(S) \ F ) ≤ c ،ax + by ≤ c بنابراین
x(F )−y(F )−x(δ(S)\F )+y(δ(S)\F ) ≤ |F |−١ به ax+by ≤ c نامساوی این رو، از و λ|F |−λ = c

می دهد کاهش
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نقلیه وسایل مسیریابی مساله حل برای همسایگی ساختار چندین کارای بررسی
ناهمگن ناوگان با

خرمی�زاده مصطفی
شیراز صنعتی دانشگاه

محمودی* افسانه
شیراز صنعتی دانشگاه

چکیده

وسایل مسیریابی مساله حل برای را شده شناخته همسایگی�های از متنوع و مختلف ساختار چندین مقاله این در
مساله با متناسب داده�ای ساختارهای از مجموعه یک همسایگی هر به سپس می�دهیم. شرح ناهمگن ناوگان با نقلیه
که کرد بهنگام طوری همسایگی هر انجام با را داده�ای ساختارهای این می�توان چگونه که می�دهیم شرح و داده نسبت
مورد را همسایگی ساختارهای این کارایی عددی نتایج ارایه با پایان در باشد شدنی مساله برای بعد مرحله در جواب
جست. بهره مساله این حل برای فراابتکاری روش�های در می�توان همسایگی ساختارهای این از می�دهیم. قرار بحث

ناهمگن؛ ناوگان با نقلیه وسایل مسیریابی همسایگی؛ ساختار فراابتکاری؛ روش�های کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 90B22, 90B99, 90C90

مقدمه ١

سیستم�های بهره�وری و کارایی افزایش برای و داشته عمل در بالایی بسیار کاربرد اخیر دهه چند در که مهم مباحث از یکی
مولفه�های از یکی نقل و حمل هزینه چون علاوه به .[٣] است ١ نقلیه وسایل مسیریابی بحث است شده مطرح نقل و حمل
کالا نقل و حمل هزینه�های کاهش همواره رو این از است مشتری رضایت�مندی سطح چنین هم و کالا شده تمام قیمت در موثر
ارتقا مشابه کالاهای دیگر با مقایسه در را کالایشان پذیری رقابت بتوانند آن�ها طریق این به تا است تولید�کنندگان علاقه مورد

.[١] دهند افزایش را خود سوددهی و فروش مقدار و بخشند
از که است V = {٠, ١, ..., n} رأس�ها مجموعه آن در که باشد، دار جهت گراف یک G = (V,E) کنید فرض
نشان ٠ رأس باشد. می E = {(i, j) : i, j ∈ V, i ̸= j} شکل به کمان�ها مجموعه و است شده تشکیل رأس n + ١
دهنده نشان که رأس�ها سایر از V ′ = V \ {٠} مجموعه و دارد قرار نقلیه وسایل ناوگان آن در که است شروع نقطه دهنده
مختلف نقلیه وسیله نوع m از ناوگان است. qi تقاضای دارای i ∈ V مشتری هر است. شده تشکیل هستند، مشتری n
دارای کدام هر که دارند، وجود نقلیه وسیله mu, u ∈ M هر برای M = {١, ٢, ...,m} فرض با است. شده تشکیل
پایان در می�دهیم. نشان fu نماد با را آن که می�گیریم نظر در ثابت هزینه یک نقلیه وسیله هر برای است. Qu ظرفیت
وابسته هزینه ru و است j و i رأس�های بین فاصله dij آن در که می�گیریم نظر در cuij = dijru هزینه یک کمان هر برای
آن در که می�شود، مشخص (R, u) مرتب زوج با مسیر هر مساله این در .[٢] می�باشد فاصله واحد هر برای u نقلیه وسیله
است گراف در دور یک مسیر هر دیگر، عبارت به i٢, ..., i|R|−١ ∈ V ′ و i١ = i|R| = ٠ و R = (i١, i٢, ..., i|R|)

نقلیه وسیله ظرفیت از مشتریان تقاضای میزان اگر است. یافته اختصاص u نقلیه وسیله به و می�باشد شروع نقطه شامل که

*سخنران

Vehicle Routing١
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نقلیه وسیله ثابت هزینه جمع مسیر یک به یافته اختصاص هزینه است. شدنی (R, u) مسیر می�گوییم آنگاه نکند، تجاوز
یافتن از است عبارت ناهمگن نقلیه وسایل مسیریابی مساله صورت این در می�باشد. شده پیموده کمان�های هزینه و متناظر
نقلیه وسیله برای شده تعریف مسیرهای تعداد بیشینه شود؛ ملاقات یکبار دقیقا مشتری هر که طوری به شدنی، مسیرهای

.[۴] شود کمینه هزینه�ها مجموع و نشود بیشتر mu از u ∈ M

همسایگی ساختارهای شرح ٢

بهنگام و بهبود منظور به می�شود. استفاده همسایگی ساختار مجموعه از ناهمگن ناوگان با نقلیه وسایل مسیریابی مساله در
مسیر هر به مربوط مشتریان (Demand) تقاضای مسیر هر برای گرفتند، قرار همسایگی ساختار در که مسیرهایی ٢ سازی
یافته اختصاص مشتریان تقاضای مجموع مولفه شش به که کمکی داده�ای ساختارهای سری یک r از و می�شود گرفته نظر در
مسیر هر مشتریان تقاضای کمترین ،(MaxD[r]) مسیر هر مشتریان تقاضای بیشترین ،(SumD[r]) مسیر هر به
مجاور مشتری دو تقاضای جمع کمینه ،(MaxPairD[r]) مجاور مشتری دو تقاضای جمع بیشینه ،(MinD[r])

اختصاص مسیر هر به می�شود تقسیم�بندی (CumD[ri]) مسیر از رأس هر در تجمعی تقاضای و (MinPairD[r])

می�دهیم.
از تصادف به K مانند مشتری یک می�دهیم نشان Sh(١،٠) نماد با را آن که همسایگی ساختار این در : Sh(١،٠)
شود. برآورده زیر شرایط باید ناشدنی حرکت�های بررسی از اجتناب منظور به می�شود. داده انتقال r٢ مسیر به r١ مسیر
ناشدنی نمی�باشد. شدنی r٢ مسیر به r١ مسیر از مشتری هر انتقال آنگاه MinD[r١] + SumD[r٢] > Q اگر
سایر پس ندارد، را r٢ مسیر به ورود شرایط تقاضا حداقل با مشتری که هنگامی زیرا است. روشن کاملا جواب بودن
اگر این بر علاوه داشت. نخواهند ورود شرایط می�باشد تقاضا حداقل با مساوی یا بیشتر تقاضای دارای که دیگر مشتریان
امکان اگر حال نمی�شود. داده انتقال r٢ مسیر از موقعیتی هیچ به K مشتری پس باشد D[k] + SumD[r٢] > Q

کمکی داده��ای ساختارهای باید و می�شود داده انتقال r٢ مسیر انتهای به مشتری داشت، وجود r٢ مسیر به r١ مسیر از انتقال
است. شده آورده زیر صورت به آن�ها کردن بهنگام نحوه که شوند، بهنگام کرده تغییر مسیرهای

به r١ مسیر تقاضای مجموع پس شده اضافه r٢ مسیر به و شده برداشته r١ مسیر از K تصادفی مشتری که آنجای از
r١ مسیر در K مشتری اگر حال می�یابد. افزایش اندازه همان به r٢ مسیر و یافته کاهش K تصادفی مشتری تقاضای اندازه
همان صورت این غیر در شود بهنگام مسیر کل در تقاضا (کمترین) بیشترین باید است بوده دارا را تقاضا (کمترین) بیشترین
در می�شود مقایسه مسیر در تقاضا (کمترین) بیشترین با K مشتری تقاضای r٢ مسیر در می�شود گرفته نظر در قبلی مقدار
می�ماند. باقی تغییر بدون صورت این غیر در می�شود گرفته نظر در تقاضا (کمترین) بیشترین عنوان به بودن بیشتر صورت
تصادف به K مشتری که شود توجه باید r١ مسیر در مجاور مشتری دو تقاضای جمع (کمینه) بیشینه کردن بهنگام برای
مسیر در مجاور مشتری دو تقاضای جمع (کمینه) بیشینه و شود انجام سازی بهنگام بعد به K مشتری از باید پس شده انتخاب
دو تقاضای جمع (کمینه) بیشینه کردن بهنگام برای می�شود اضافه مسیر انتهای به K مشتری r٢ مسیر در ولی شود مشخص
کردن بهنگام برای شود. جایگزین بودن بیشتر صورت در و شود مقایسه و شده بررسی آخر مشتری دو کافیست مجاور مشتری
تقاضای بعد به K مشتری از ولی است قبل مانند تجمعی تقاضای K مشتری قبل تا r١ مسیر از رأس هر در تجمعی تقاضای
شود. اضافه مسیر به باید آخر مشتری برای فقط r٢ مسیر در تجمعی تقاضای ولی می�یابد کاهش K تقاضای مقدار به تجمعی
تصادف به L و K مانند مجاور مشتری دو می�شود داده نمایش Sh(٢،٠) با که همسایگی ساختار این در : Sh(٢،٠)
کمان دو رو این از گرفت، نظر در کمان انتقال صورت به می�توان را حرکت این می�شود. داده انتقال r٢ مسیر به r١ مسیر از
بررسی زیر شرایط باید r٢ مسیر به r١ مسیر از مشتری انتقال شروع از قبل می�شود منتقل r٢ مسیر به (L،K) و (K،L)

update٢
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انتهای به مشتریان داشت، وجود r٢ مسیر به r١ مسیر از انتقال امکان اگر [r٢]SumD+[r١]MinDحال <= Q:شود
آن�ها کردن بهنگام نحوه که شوند، بهنگام کرده تغییر مسیرهای کمکی داده��ای ساختارهای باید و می�شود داده انتقال r٢ مسیر
اضافه r٢ مسیر به و شده برداشته r١ مسیر از L و K مانند مجاور مشتری دو که آنجا از است. شده آورده زیر صورت به
اندازه همان به r٢ مسیر و یافته کاهش L و K تصادفی مشتری تقاضای اندازه به r١ مسیر تقاضای مجموع پس شده�اند
(کمترین) بیشترین باید است بوده دارا را تقاضا (کمترین) بیشترین r١ مسیر در L و K مشتریان اگر حال می�یابد. افزایش
مشتریان تقاضای r٢ مسیر در می�شود گرفته نظر در قبلی مقدار همان صورت این غیر در شود بهنگام مسیر کل در تقاضا
(کمترین) بیشترین عنوان به L یا K بودن، بیشتر صورت در می�شود مقایسه مسیر در تقاضا (کمترین) بیشترین با L و K
دو تقاضای جمع (کمینه) بیشینه کردن بهنگام برای می�ماند. باقی تغییر بدون صورت این غیر در می�شود گرفته نظر در تقاضا
بهنگام بعد به L و K مشتری از باید پس شده انتخاب تصادف به K مشتری که شود توجه باید r١ مسیر در مجاور مشتری
L و K مشتری r٢ مسیر در ولی شود مشخص مسیر در مجاور مشتری دو تقاضای جمع (کمینه) بیشینه و شود انجام سازی
آخر مشتری سه کافیست مجاور مشتری دو تقاضای جمع (کمینه) بیشینه کردن بهنگام برای می�شود اضافه مسیر انتهای به
مسیر از رأس هر در تجمعی تقاضای کردن بهنگام برای شود. جایگزین بودن بیشتر صورت در و شود مقایسه و شده بررسی
تقاضای مقدار به تجمعی تقاضای بعد به L و K مشتری از ولی است قبل مانند تجمعی تقاضای L و K مشتری قبل تا r١

شود. اضافه مسیر به باید آخر مشتری دو برای فقط r٢ مسیر در تجمعی تقاضای ولی می�یابد کاهش L و K
و r١ مسیر از K مانند مشتری بین جایگشت می�شود داده نشان Sw(١،١) با که همسایگی ساختار این :در Sw(١،١)
زیر شرایط باید ناشدنی، حرکت�های بررسی از اجتناب منظور به می�گیرد. انجام تصادفی صورت به r٢ مسیر از L مانند مشتری
D[K]+SumD[r٢]−MaxD[r٢] <= Q [r٢]SumD+[r٢]MaxD−[r١]MinDو <= Q شود: برآورده
کرده تغییر مسیرهای کمکی داده��ای ساختارهای باید و می�شود انجام r٢ مسیر و r١ مسیر دو بین جایگشت امکان اگر حال
مشتری و r١ مسیر از K تصادفی مشتری که آنجا از است. شده آورده زیر صورت به آن�ها کردن بهنگام نحوه که شوند، بهنگام
به و کاهش K تصادفی مشتری تقاضای اندازه به r١ مسیر تقاضای مجموع پس می�کنند جایگشت r٢ مسیر از L تصادفی
r١ مسیر در K مشتری اگر حال می�شود. اعمال عکس صورت به r٢ مسیر در و یافته افزایش L مشتری تقاضای اندازه
تقاضا بیشترین عنوان به بودن بیشتر درصورت می�شود مقایسه L مشتری با است بوده دارا را تقاضا (کمترین) بیشترین
بودن بیشتر صورت در و می�شود مقایسه مسیر در تقاضا (کمترین) بیشترین با L صورت این غیر در می�شود گرفته نظر در
برای می�شود. عمل r١ مسیر مانند r٢ مسیر در می�شود گرفته نظر در قبلی مقدار همان صورت این غیر در می�شود جایگزین
شده انتخاب تصادف به K مشتری که شود توجه باید r١ مسیر در مجاور مشتری دو تقاضای جمع (کمینه) بیشینه کردن بهنگام
مشخص مسیر در مجاور مشتری دو تقاضای جمع (کمینه) بیشینه و شود انجام سازی بهنگام بعد به K مشتری از باید پس
مشتری قبل تا r١ مسیر از رأس هر در تجمعی تقاضای کردن بهنگام برای می�شود. عمل r١ مسیر مانند r٢ مسیر در شود.
تقاضای مقدار به و کاهش K تقاضای مقدار به تجمعی تقاضای بعد به K مشتری از ولی است قبل مانند تجمعی تقاضای K

می�شود. عکس نیز r٢ مسیر در می�یابد. افزایش L
مسیر از k′ مانند مشتری با r١ مسیر از L و K مانند مجاور مشتری دو جایگشت همسایگی ساختار این در : Sw(٢،١)
از جلوگیری برای می�شود. گرفته نظر در (L،K) و (K،L) کمان دو Shift(٢،٠)، همانند می�شود. انجام تصادفی صورت به r٢
MinPairD[r١]−MaxD[r٢]+SumD[r٢] <= Q شود: گرفته نظر در زیر شرایط باید ناشدنی، حرکات بررسی
بهنگام کرده تغییر مسیرهای کمکی داده��ای ساختارهای باید داشت، وجود r٢ مسیر به r١ مسیر از جایگشت امکان اگر حال
و می�شود بهنگام Sh(٢،٠) در r١ مسیر مانند r١ مسیر است. شده آورده زیر صورت به آن�ها کردن بهنگام نحوه که شوند،

می�شود. بهنگام Sw(١،١) در r٢ مسیر مانند r٢ مسیر
K مانند مجاور مشتری دو بین جایگشت می�شود داده نمایش Sw(٢،٢) با که همسایگی ساختار این در : Sw(٢،٢)
تبادل از شدنی ترکیب چهار سپس تصادفی. صورت به r٢ مسیر از L′ و k′ مانند مجاور مشتری دو با r١ مسیر از L و

٣–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

ناهمگن ناوگان با نقلیه وسایل مسیریابی مساله حل برای همسایگی ساختار چندین کارای بررسی سخنرانی

١٩٣



در زیر شرایط باید ناشدنی حرکات بررسی از جلوگیری برای بنابراین می�شود. گرفته نظر در (K ′, L′) و (K،L) کمان�های
مسیر از جایگشت امکان اگر [r١]MinPairDحال −MaxPairD[r٢] + SumD[r٢] <= Q شود: گرفته نظر
آن�ها کردن بهنگام نحوه که شوند، بهنگام کرده تغییر مسیرهای کمکی داده��ای ساختارهای باید داشت، وجود r٢ مسیر به r١

است. شده انتخاب تصادف به مشتری دو مشتری، یک بجای که تفاوت این با می�باشد. Sw(١،١)

اصلی نتایج ٣

انجام Corei۵ مرکزی پردازش�گر و حافظه ۴Gig با رایانه یک از استفاده با WIN٧و عامل سیستم محیط در پیاده�سازی
است. شده استفاده است مشتری ٢٠ و نقلیه وسایل ١٠٠ دارای که در شده ارایه آزمون مساله بزرگترین از است. شده

زمان کل جواب میانگین جواب بهترین نام شماره
٢٣۴ ١۴٩٨۵.۴٩٨٠۴٧ ٧٠٩٣.٨٠٠٢٩٣ Sh(١،٠) ١
۵١۴ ١۵٢۴۴.۴۶۵٨٢٠ ٧٢٢۵.۴٠٠٣٩١ Sh(٢،٠) ٢
١٠٧١ ١۵۶١٩.٢١۶٧٩٧ ٧٣٢۶.۴٠٠٣٩١ SW(١،١) ٣
٢٨٠ ١۶٨٠٢.۶٣٨۶٧٢ ۶٨۶٨.٠٠٠٠٠٠ SW(٢،١) ۴
٢٣٩٠ ١۵۴٠٣.٩٧۴۶٠٩ ۶٣۶۵.۵٩٩۶٠٩ SW(٢،٢) ۵

SW(٢،٢)دو در شد گفته قبلا که همان�طور است SW(٢،٢) همسایگی به مربوط جواب بهترین که می�شود مشاهده بالا جدول از
و می�باشد مشتری دو مسیر هر در جایگشت حداکثر چون و می�شود جایگشت دیگر مسیری از مشتری دو با مسیر از مشتری
باشد داشته را ممکن حالت چهار بررسی توانایی که می�دهد مسیر به را امکان این و می�دهد روی اتفاق این SW(٢،٢) در تنها
محاسباتی زمان دارای همسایگی�ها بقیه به نسبت هم�چنین می�شود. جواب کیفیت بهبود باعث و نموده انتخاب را بهترین و
مسیر از مشتری یک تنها Sh(١،٠) در است. Sh(١،٠) همسایگی به مربوط محاسباتی زمان کمترین می�باشد. بیشتری

باشد. داشته نیاز کمتری محاسباتی زمان به می�شود باعث و شده آسان�تر محاسبات انجام و می�شود داده انتقال
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فازی خطی کنترل سیستم های برای کراندار ورودی-خروجی پایداری
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امینی فاطمه
نور پیام دانشگاه
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چکیده
بحث، مورد پایداری می دهد. قرار بررسی مورد ریاضی دیدگاه از را فازی خطی کنترل سیستم یک پایداری مقاله، این
دستیابی برای کافی و لازم شرایط باشند. مطرح سیستم، برای کراندار خروجی های و ورودی که است زمانی به مربوط

گردید. خواهد اثبات فازی ریاضیات از استفاده با و ارائه قضیه یک صورت به پایداری نوع این به

کراندار خروجی و ورودی پایداری، فازی، خطی کنترل سیستم کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 34H05, 93C42, 06D72, 34K20

مقدمه ١

فازی اعداد مجموعه می گردد. ارائه کنترل نظریه و فازی تئوری زمینه در نیاز مورد اولیه تعاریف و مفاهیم برخی قسمت این در
می گیریم. نظر در R حقیقی اعداد مجموعه روی E نماد با را

شرایط در و ٠ ≤ α ≤ ١ که (u(α), u(α)) مرتب زوج از عبارتست پارامتری فرم در فازی عدد یک ([١]) .١ . ١ تعریف
می کند: صدق زیر

دارد. راست پیوستگی [٠, ١] روی که است کاهشی غیر و کراندار تابعی u(α) .١

دارد. چپ پیوستگی [٠, ١] روی که است افزایشی غیر و کراندار تابعی u(α) .٢

.u(α) ≤ u(α), ٠ ≤ α ≤ ١ .٣

از: عبارتست u ∈ E فازی عدد برای آلفا-برش مجموعه ٠ ≤ α ≤ ١ هر ازای به ([٢]) .١ . ٢ تعریف

[u]α =

{
{x ∈ R|u(x) ≥ α} if α > ٠
cl(suppu) if α = ٠ (١)

که می کند تعریف [u(α), u(α)] صورت به کراندار و بسته بازه یک فازی، عدد هر آلفا-برش مجموعه ترتیب بدین
کافیست y ∈ R دلخواه و حقیقی عدد هر نمایش برای هستند. [u]α راست و چپ انتهایی نقاط ترتیب به u(α) و u(α)

دهیم: قرار

ỹ(t) =

{
١ if t = y
٠ if t ̸= y

(٢)

.٠̃ = [٠]α = (٠, ٠) مثلا

*سخنران
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از عبارتست v = (v(α), v(α)) و u = (u(α), u(α)) فازی عدد دو بین هاسدورف فاصله ([٣]) .١ . ٣ تعریف
که: d : E × E → R+ ∪ {٠} نگاشت

d(u, v) = sup max{|u(α)− v(α)|, |u(α)− v(α)|} (٣)

می کند. تعریف E روی متر یک d که می شود دیده سادگی به

همچنین .[f(t)]α = (f(t, α), f(t, α)) که باشد [a,∞) روی مقدار فازی تابع یک f(t) کنیم فرض .۴ . ١ قضیه
و باشند ریمان انتگرال پذیر (b ≥ a ازای (به [a, b] روی f(t, α) و f(t, α) توابع α ∈ [٠, ١] هر ازای به کنیم فرض
در .

∫ b
a |f(t, α)|dt ≤ M(α) و

∫ b
a |f(t, α)|dt ≤ M(α) که باشند موجود چنان M(α) و M(α) مثبت توابع

این بر علاوه است. فازی عدد یک انتگرال این حاصل و است [a,∞) روی فازی ریمان انتگرال پذیر f(t) تابع صورت این
داریم:

[

∫ ∞

a
f(t)dt]α =

(∫ ∞

a
f(t, α)dt,

∫ ∞

a
f(t, α)dt

)
(۴)

شود. مراجعه [۴] به اثبات برای اثبات.

خروجی: ورودی-تک تک سیستم }اکنون
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(۵)

عنوان به y : R → E ،x : Rn → E ،u : R → E و D ∈ R ،C ∈ R١×n ،B ∈ Rn×١ ،A ∈ Rn×n که را
می گیریم. نظر در فازی خطی کنترل سیستم یک

با را u(t) از ناشی فازی خروجی آنگاه شود وارد (۵) سیستم به فازی ضربه ورودی یک عنوان به u(t) اگر .۵ . ١ تعریف
داریم: و می کنیم تعریف ضربه پاسخ عنوان به داده نمایش g(t)

y(t) =

∫ t

٠
g(t− τ)u(τ)dτ =

∫ t

٠
g(t)u(t− τ)dτ (۶)

داشته وجود um = (um(α), um(α)) هرگاه می شود نامیده فازی کراندار (۵) سیستم برای u(t) ورودی .۶ . ١ تعریف
که: باشد

d(|u(t)|, ٠̃) ≤ d(um, ٠̃) (٧)

به منجر u(t) فازی کراندار ورودی هر که معناست بدین فازی کراندار ورودی-خروجی پایداری فوق، تعریف به توجه با
گردد. فازی کراندار خروجی یک

اصلی نتایج ٢

می گردد. اثبات و بیان (۵) سیستم برای کراندار ورودی-خروجی پایداری برای کافی و لازم شرایط قسمت این در
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پاسخ اگر تنها و اگر دارد کراندار ورودی-خروجی پایداری (۵) خروجی ورودی-تک تک فازی کنترل سیستم .٢ . ١ قضیه
باشیم: داشته دیگر، عبارت به باشد. فازی انتگرال پذیر مطلقا [٠,∞) روی g(t) فازی ضربه

d
( ∫ ∞

٠
|g(t)|dt, ٠̃

)
≤ d(M, ٠̃) < ∞

.M = (M(α),M(α)) ∈ E جاییکه

um = یعنی باشد؛ دلخواه کراندار فازی ورودی یک u(t) و باشد فازی انتگرال پذیر مطلقا g(t) کنیم فرض اثبات.
که: باشد داشته وجود (um(α), um(α))

d(|u(t)|, ٠̃) ≤ d(um, ٠̃), ∀t ≥ ٠

:(۶) طبق

d(|y(t)|, ٠̃) = d(|
∫ t

٠
g(t− τ)u(τ)dτ |, ٠̃)

طرفی: از

|
∫ t

٠
g(τ, α)u(t−τ, α)dτ | ≤

∫ t

٠
|g(τ, α)||u(t−τ, α)|dτ ≤ um(α)

∫ t

٠
g(τ, α)dτ ≤ um(α)M(α)

و

|
∫ t

٠
g(τ, α)u(t−τ, α)dτ | ≤

∫ t

٠
|g(τ, α)||u(t−τ, α)|dτ ≤ um(α)

∫ t

٠
g(τ, α)dτ ≤ um(α)M(α)

داریم: هاسدورف فاصله تعریف طبق بنابراین

d
( ∫ ∞

٠
|g(t)|dt, ٠̃

)
≤ d(M, ٠̃)

است. کراندار آمده، دست به فازی خروجی بنابراین
این در نیست. فازی انتگرال پذیر مطلقا g(t) اما دارد کراندار ورودی-خروجی پایداری (۵) سیستم کنیم فرض حال

که: دارد وجود t١ صورت

d(

∫ t١

٠
|g(τ)|dτ, ٠̃) = ∞

داریم: N = (N(α), N(α)) فازی عدد هر برای دیگر عبارت به یا

d(

∫ t١

٠
|g(τ)|dτ, ٠̃) ≥ d(N, ٠̃)

می کنیم: انتخاب زیر صورت به کراندار فازی ورودی یک اکنون

u(t١ − τ, α) =

{
١̃ g(τ, α) ≥ ٠̃
−̃١ g(τ, α) < ٠̃
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آنگاه:
y(t, α) =

∫ t١

٠
g(τ, α)u(t١ − τ, α)dτ =

∫ t١

٠
|g(τ, α)|dτ ≥ N(α)

و:

y(t, α) =

∫ t١

٠
g(τ, α)u(t١ − τ, α)dτ =

∫ t١

٠
|g(τ, α)|dτ ≥ N(α)

داریم: هاسدورف فاصله تعریف به توجه با
d(y(t), ٠̃) ≥ d(N, ٠̃)

بود. نخواهد کراندار حاصل، خروجی فوق، کراندار فازی ورودی ازای به یعنی
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آن کارایی بررسی و شبکه در جریان کمینه هزینه مسأله�ی تعمیم

ولیزاده مسلم
تبریز اسلامی آزاد دانشگاه

قراملکی قیصر امید
تبریز دانشگاه

∗ کولانی محسن
تبریز دانشگاه

چکیده

مسائل قالب�بندی برای یال جریان�های روی ثابت پایین و بالا کران�های با شبکه در جریان کمینه�ی هزینه�ی مسأله�ی
مقاله، این در باشد؛ نیازها پاسخگوی عمل در نمی�تواند قالب�بندی این موارد بعضی در اما می�رود. به�کار زیادی منطقی
مسأله این می�نماید. جبران را قبلی مسأله ضعف�های برخی و بوده کارا نیز عمل در که می�پردازیم آن از تعمیمی بررسی به
نشان عمل در آن بودن کارآ عددی مثال یک حل با و می�شود قالب�بندی آمیخته صحیح خطی برنامه�ریزی یک به�صورت

می�شود. داده

شبکه در جریان هزینه�ی کمترین نامنظم، پایین کران شبکه، بهینه�سازی کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

الکتریکی، کامپیوتری، شبکه�های توسط کارخانه�ها در تولیدشده محصولات نیز و برق جریان دیجیتالی، داده�ها�ی از عظیمی حجم
شوند: انجام می�توانند مختلفی راه�های از انتقال�ها این می�شوند. منتقل دیگر نقطه�ی به نقطه�ای از نقل حمل�و و مخابراتی
دیجیتالی داده�ی یا صوتی پیغام یک برساند، مصرف�کننده دست به مختلفی راه�های از را خود محصولات می�تواند کارخانه یک
اما دارند را خود به مربوط هزینه�ی راه�ها این از کدام هر شود. هدایت مقصد سمت به مختلفی سرورهای طریق از می�تواند
کار باشد، داشته بر در را ممکن هزینه�ی کمترین به�طوری�که جریان انتقال این برای راه بهترین انتخاب مورد در تصمیم�گیری
چنین محققان تا است شده باعث روزمره زندگی در شبکه�ها روزافزون نمود است. دشوار بسیار موارد برخی در و نیست ساده�ای
قالب�های حل برای گوناگون روش�های بررسی به و نمایند قالب�بندی ریاضی مسائل به�صورت را شبکه�ها به مربوط مسائل

می�باشد. مسائل دسته این از ،١MCNF شبکه، در جریان کمینه�ی هزینه�ی مسأله�ی بپردازند. حاصل
الگوریتم�های است. شده� ارائه استاندارد MCNF مسائل حل برای مختلفی چند�جمله�ای و شبه�چندجمله�ای الگوریتم�های
باشد. ضعیف می�تواند حالت بدترین در آنها رفتار اما می�کنند، عمل بهتر صحیح داده�های حالت برای معمولا شبه�چندجمله�ای
ضعیف رفتار از جلوگیری برای .[١] هستند دسته این از اولیه-ثانویه و متوالی مسیر کوتاهترین دور، حذف الگوریتم�های
مقیاس�کردن الگوریتم�های شده�اند. ارائه زیادی چندجمله�ای الگوریتم�های حالت، بدترین در شبه�چندجمله�ای الگوریتم�های
و می�کنیم بیان را عمل در آن ضعف دلیل و MCNF مسأله�ی مقاله این در .[٢] می�باشند نوع این از نیز هزینه و ظرفیت

می�دهیم. نشان مثالی با را عمل در آن بودن کارا و پرداخته آن از تعمیمی بررسی به ضعف، این کردن طرف بر جهت

∗سخنران

١Minimal cost network flow
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مسأله تعریف ٢

،MCNF مسأله�ی در است. ثابت آن یال هر جریان هزینه�ی که بگیرید نظر در را تقاضا گره یک و عرضه گره یک با شبکه یک
میزان (١ به�شرطی�که: گردد حداقل تقاضا تامین جهت هزینه کل به�گونه�ای�که، است یال هر روی جریان مقدار تعیین هدف،
یال هر روی جریان�های (٣ باشند؛ برابر میانی گره�های خروجی و ورودی جریان�های (٢ نباشد؛ موجود منابع از بیشتر تقاضا

کنند. صدق خود بالای و پایین کران در
یا کم است ممکن یال�ها امتداد در جریان تعمیم�یافته، شبکه�ی در اما می�کنند حفظ را جریان�ها یال�ها عادی شبکه در
جریان واحد xij اگر �است. شده داده اختصاص lij مثبتِ عامل یک (i, j) یال هر برای تعمیم�یافته شبکه در شود. زیاد
کاهش بیان�گر (٠ < lij < ١) ١ از کمتر مثبت عامل� می�رسد. j گره به جریان واحد lijxij آنگاه شود (i, j) یال وارد
بیان�گر (١ < lij < ∞) ١ از بزرگتر مثبت عامل� لوله؛ خطوط طریق از نفت انتقال در کاهش دادن نشان همانند می�باشد،
شبکه�ی باشند، ١ برابر عامل�ها تمامی زمانی�که نیز و توزیع؛ کانال طریق از افزوده ارزش دادن نشان همانند می�باشد، افزایش
به�صورت تعمیم�یافته شبکه�ی در MCNF مسأله�ی خطی برنامه�ریزی قالب می�آید. در عادی شبکه�ی یک شکل به تعمیم�یافته

min
∑

(i,j)∈A

cijxij

s.t.
∑

{j:(i,j)∈A}

xij −
∑

{j:(j,i)∈A}

ljixji = b(i), i ∈ N

Lij ≤ xij ≤ Uij , (i, j) ∈ A

می�رسد. j گره به که جریانی نه می�شود فرستاده i گره از که است جریانی بالای کران Uij که باشید داشته توجه .[٣] است

می�رسد. j گره به که جریانی واحد هزینه�ی نه می�شود ارسال i گره از که است جریانی واحد هزینه�ی نیز cij مشابه، به�طور
این از حاصل بهینه جواب موارد برخی در اما می�رود، به�کار زیادی منطقی مسائل قالب�بندی برای MCNF مسأله�ی قالب
توزیعی طبیعی گاز یا نفت میزان تعیین برای قالب�بندی این مثلا باشد؛ ممکن جواب کاراترین نیز عمل در نمی�تواند قالب�بندی
گیرد. قرار لوله هر بالای و پایین کران بین بایستی جریان حجم که �گونه این به است استفاده قابل نیز لوله خطوط طریق از
که جریانی هر تا می�شود داده قرار صفر برابر معمولا نیز پایین کران شود؛ گرفته نظر در لوله ظرفیت همان می�تواند بالا کران
غیرممکن فیزیکی نظر از یا آنها کوچک خیلی حجم انتقال عمل در بااین�حال، کند. عبور آن از بتواند باشد ظرفیت از کمتر
پایین کران یک می�توان MCNF قالبِ یالِ هر برای محدودیت، این با مقابله برای است. نشدنی اقتصادی نظر از یا و است
کران با یال یک این�که، به�ویژه باشند. نداشته را یال از عبور اجازه�ی کم بسیار جریان�های به�اینصورت�که کرد تعریف مشروط
مثبتِ پایین کران از ناکمتر آن در جریان و بوده باز اینکه یا و باشد صفر آن در جریان و بوده بسته می�تواند مشروط پایین
می�گیرد. قرار توجه مورد ،٢VLB نامنظم، پایین کران عنوان تحت پایین کران نوع این مقاله، این در باشد. مشخص مشروط

پژوهش دست�آوردهای ٣

است. یال�ها از مجموعه�ای A و گره�ها از مجموعه�ای N آن در که است مفروض G = (N,A) تعمیم�یافته�ی شبکه�ی یک
D و S مثبت مقدار دو نیز و باشد تقاضا گره یک نشان�دهنده�ی d ∈ N و عرضه گره یک نشان�دهنده�ی s ∈ N کنید فرض
فرض به�علاوه، باشند. تقاضا گره در نیاز مورد تقاضای حداقل و عرضه گره در موجود عرضه میزان بیشترین نشان�گر ترتیب به
باشند. نامنظم پایین کران�های با یال�هایی از مجموعه یک A٢ و ثابت پایین کران��های با یال�هایی از مجموعه یک A١ کنید

٢Variable lower bounds
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افزایش/کاهش، عامل جریان، واحد هزینه�ی بیان�گر ترتیب به Uij و Lij ،lij ،cij نامنفی� اعداد ،(i, j) ∈ A یال هر برای
موجود یال�های و A١ در موجود یال�های برای Lij تعبیر که باشید داشته توجه هستند. جریان بالای کران و جریان پایین کران
از ناکمتر یا صفر می�تواند xij جریان است، VLB یال یک که (i, j) ∈ A٢ دلخواه یالِ یک برای است. متفاوت A٢ در

تصمیم متغیر و می�دهد نشان را (i, j) ∈ A یالِ روی جریان ،xij تصمیم متغیر اینکه به�علاوه .Lij > ٠ که باشد Lij

yij =

{
١ باشد باز (i, j) ∈ A٢ اگر
٠ صورت این غیر در

داریم: را زیر MCNF-VLB قالب ،MCNF قالب در yij نماد از استفاده با می�کند. بیان را (i, j) ∈ A٢ یال وضعیت

min
∑

(i,j)∈A

cijxij (١)

s.t.
∑

(i,j)∈A

xij −
∑

(j,i)∈A

ljixji ≤ S, i = s (٢)

∑
(i,j)∈A

xij −
∑

(j,i)∈A

ljixji = ٠, i ̸= s, d (٣)

∑
(i,j)∈A

xij −
∑

(j,i)∈A

ljixji ≤ −D, i = d (۴)

Lij ≤ xij ≤ Uij , (i, j) ∈ A١ (۵)

Lijyij ≤ xij ≤ Uijyij , (i, j) ∈ A٢ (۶)

yij ∈ {٠, ١}, (i, j) ∈ A٢. (٧)

را شبکه از عبوری جریان کل هزینه�ی که است این آن، هدف و بوده آمیخته صحیح خطی برنامه�ریزی قالب یک قالب، این
شود خارج s عرضه� گره از می�تواند واحد S حداکثر که می�سازد مشخص (٢) قید برساند. حداقل به (١) هدف تابع همانند
هر در جریان حفظ مبین (٣) قید شود. داده تحویل d تقاضای گره به می�تواند واحد D حداقل که می�دهد نشان (۴) قید و
قیود گیرند. قرار خود بالای و پایین کران�های بین تا می�کند محدود را A١ یال�های روی جریان (۵) قید می�باشد. میانی گره
(yij = ٠ (زمانیکه باشد صفر باید یا V LB یال یک روی جریان که می�دهند، نشان را V LB یال�های ملزومات (٧)-(۶)
گره�های با MCNF-VLB که کنید توجه .(yij = ١ (زمانیکه گیرد قرار خودش مثبت بالای و پایین کران�های بین یا و

.[۴] دارد وجود تقاضا گره یک و عرضه گره یک فقط که شود تبدیل حالتی به می�تواند آسانی به متعدد تقاضای و عرضه

MCNF-VLB قالب کارایی بررسی و عددی مثال ١.٣

می�دهد. نشان یال ۵ و گره ۴ با شبکه یک روی را متناظر MCNF-VLB و MCNF نمونه�ی یک (ب) شکل و (آ) شکل
VLB یال مقطع، خطوط شکل به یال� (ب) شکل در است. واحد ١٠ مساوی و بوده تقاضا کل برابر عرضه کل شبکه این در
یال به مربوط بالای کران بیان�گر c و پایین کران بیان�گر b هزینه�، بیان�گر a ،(a, b, c) سه�تایی بردار در و می�دهد نشان را
دو این بهینه�ی جواب ،CPLEX نرم�افزار از استفاده با است. ١ برابر یال�ها تمامی روی افزایش/کاهش عامل است. نظیر
طبق کرده�ایم. درج ١ جدول در را آنها جواب و مشخصات و آوردیم به�دست را MCNF-VLB و MCNF کوچکِ نمونه�ی
نمونه�ی برای و بوده ۵۶ برابر MCNF-VLB نمونه�ی برای کمینه هزینه�ی جریان واحد ١٠ انتقال با آمده، به�دست نتایج
دقت اندکی با درصورتی�که است داده ارائه تئوری نظر از را بهتری جواب MCNF قالب واقع در می�باشد. ۵٠ برابر MCNF
نمونه�ی در طرفی، از دارد. وجود (٣, ۴) یال امتداد در جریان واحد ۵ ،MCNF نمونه�ی بهینه�ی جواب در که می�کنیم ملاحظه
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VLB یال یک با (آ) با متناظر MCNF-VLB نمونه�ی (ب) MCNF نمونه�ی برای شبکه یک (آ)

واحد ٨ از کمتر ارسال دیگر عبارت به و می�باشد ٨ پایین کران دارای و بوده VLB یال یک (٣, ۴) یال ،MCNF-VLB
است. نشدنی MCNF-VLB نمونه�ی برای MCNF بهینه�ی جواب لذا نیست. به�صرفه عمل در یال این طریق از جریان

ولی دهد ارائه MCNF-VLB به نسبت را بهتری جواب ظاهر در MCNF قالب است ممکن پیشنهادات: و نتیجه�گیری
داد. انجام آن حل روش�های و MCNF-VLB قالب روی بر را بیشتری پژوهش�های می�توان لذا نباشد. کارا عمل در

.MCNF-VLB و MCNF نمونه�های محاسباتی نتایج :١ جدول

MCNF MCNF-VLB یال هزینه�ی یال پایانی گره یال آغازین گره
جریان جریان VLB بالا کران پایین کران
٨ ٨ ٠ ١٠ ٧ ٣ ٢ ١
٢ ٢ ٠ ١٠ ٢ ۵ ٣ ١
٣ ۶ ٠ ٨ ٠ ٢ ٣ ٢
۵ ٢ ٠ ۵ ٠ ١ ۴ ٢
۵ ٨ ١+ ١٠ ٨ ١ ۴ ٣
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بیولوژیکی محاسبات براساس محدود پشتی کوله مسئله حل

سارانی* مهرناز
زاهدان پزشکی علوم دانشگاه سلامت، دانشکده

چکیده

مورد بسیار دارد، زمانی - ای چندجمله غیر مسائل حل در که بالایی تواناییهای خاطر به مولکولی محاسبات امروزه
مسائل از یکی که شوند می نامیده محدود پشتی کوله مسائل پشتی، کوله مسائل از خاصی دسته است. گرفته قرار توجه
بالا موازی محاسبات قابلیت مانند DNA محاسبات های ویژگی از استفاده با مقاله این در و است سخت محاسباتی

پردازیم. می DNA محاسبات براساس محدود پشتی کوله مسئله حل به ، اطلاعات انبوه سازی ذخیره قدرت و

DNA محاسبات محدود، پشتی کوله بیولوژیکی،مسئله محاسبات کلیدی: واژه های

مقدمه ١

پیچیده های مجموعه و زنده سلولهای از استفاده ایده بار نخستین برای فینمن ریچارد نام به فیزیکدان یک ۵٠ دهه انتهای در
برای روش یک آن در که شد ارائه آدلمان لئونارد توسط ١٩٩۴ نوامبر در موضوع این در مقاله اولین کرد. مطرح را مولکولی
حوزه ،DNA محاسباتی مهم های ویژگی دلیل به و شد سازی پیاده آزمایشگاهی طور به و ارائه هامیلتونی مسیر مسئله حل
برای الگوریتمی سپس شود می کد DNA های رشته با ابتدا محاسبات این در است. داده قرار رو پیش را جدیدی تحقیقاتی
پردازیم. می DNA های الگوریتم از بااستفاده محدود پشتی کوله مسئله حل به مقاله این در شود. می ارائه جواب کردن پیدا

عملگرها و DNAمبانی ٢

آدنین آلی باز چهار از یکی و قند فسفات، اصلی بخش سه از نوکلئوتید هر و نوکلئوتید چند از ای رشته تک DNA مولکول
مکمل که باشد می رشته تک دو از متشکل ای رشته دو DNA است. شده تشکیل C سیتوزین و G گوانین ،T تیمین ،A
شوند. می متصل بهم دیگر رشته از T باز با A باز دیگرو رشته از c باز با رشته یک از G باز که صورت بدین هستند، یکدیگر

نامند. می واتسون-کریک مکمل را رشته هر مکمل
باشد: می زیر صورت به الگوریتم اجرای برای نیاز مورد عملگرهای

ریزد. می T٠ تیوب داخل را T١, ..., Tn های تیوب همه محتویات :merge(T٠, T١, ..., Tn)

تیوب همه داخل در را T٠ تیوب در موجود های رشته تمام از کپی یک عملگر این : Amplify(T٠, T١, ..., Tn)

کند. می خالی را T٠ تیوب سپس و کند می ایجاد T١, ..., Tn های
و T١ تیوب در و شناسایی را هستند s شامل که T٠ تیوب های رشته همه عملگر این :Extract(T٠, s, T١, T٢)

ریزد. می T٢ در را ها رشته مابقی
کند. می اضافه T تیوب های رشته همه انتهای به را s رشته عملگر این :Append(T, s)

سارانی *مهرناز
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کند. می یک را pام بیت مقدار ،T تیوب در موجود های رشته تمام در :Set(T, p)
کند. می صفر را pام بیت مقدار ،T تیوب در موجود های رشته تمام در :Clear(T, p)

شوید. می آنرا واقع در و ریزد می بیرون را T تیوب محتویات عملگر این :Wash(T )

محدود پشتی کوله مسئله حل برای DNA الگوریتم ٣

برنامه مدل به را مسئله ابتدا بیولوژیکی محاسبات روش به آن حل برای باشد می محدود پشتی کوله مسئله (١) شماره مسئله
باشد. می یک و صفر ریزی برنامه مدل به آن تبدیل (٢) شماره مسئله و کنیم می تبدیل یک و صفر ریزی

max
n∑

j=١

pjxj max
n∑

j=١

pj

kj∑
i=٠

٢iyji

s.t
n∑

j=١

wjxj ≤ W =⇒ s.t
n∑

j=١

wj

kj∑
i=٠

٢iyji ≤ W

٠ ≤ xj ≤ uj , i = ١, ٢, ...,m yji ∈ {٠, ١}

xj ∈ Z, ∀j

(١) (٢)

اولین kj جائیکه ٢ شماره مسئله و B = {wj} و j پشتی کوله وزن wj و هستند مثبت صحیح wj pjو ،W یک شماره مسئله در که
باشد. می متغیر N =

∑
n.kj و قید یک دارای ٢ شماره مسئله کند. می صدق ٢kj − ١ ≥ uj رابطه در که است صحیحی عدد

K و متغیرها تعداد N باشد. می بیت NK ها رشته این از کدام هر طول که گیریم می نظر در قید یک با متناظر رشته یک ابتدا
٨ به شوند می استفاده الگوریتم این در که هایی رشته کل طول باشند. می pj ،W wjها، کدگذاری برای لازم های بیت تعداد حداکثر

(١ شماره جدول (مطابق کنیم. می تقسیم بخش

یک شماره جدول :١ جدول

no Region ١ ٢ ٣ ۴
pos Bit → NK → (N + ١)k → (N + ١)k +N → (٢N + ١)k + ٢N

mean Logical Wj W Yj WjYj

no Region ۵ ۶ ٧ ٨
pos Bit → (٢N + ٢)k + ٢N → (٢N + ٣)k + ٣N → (٣N + ٣)k + ٣N → (٣N + ۴)k + ۴N

mean Logical
∑

WjYj area flage Pj PY

yi با رشته، از iام بیت کنیم. می ارائه نظر مورد مسئله حل برای را است، شده تشکیل فرآیند چندین از که زیر DNA الگوریتم
که است بیت k طول به ای رشته w٠ همچنین و شود می داده نمایش y٠i با باشد صفر اگر و y١i با باشد یک اگر که شود می داده نمایش

هستند. صفر تماما
(N+١)k+N تا (N+١)k بیت از ها، رشته تمامی برای واقع در کنیم. می تولید را ممکن جوابهای تمام Init فرآیند توسط ابتدا
،T٠ از رشته هر ازای به را WY مقدار paralell-add و process-value ،Init-valueفرآیندهای توسط شوند. اولیه دهی مقدار
مقداردهی را ۶, ٧ نواحی دوم، فرآیند محاسبه، آنرا ضریب و متغیر هر مقدار حاصلضرب اول، فرآیند کنیم، می تبدیل دودویی صورت به
ریزیم. می دور و کنیم می تفکیک T٠ فضای از comparator-lt فرآیند توسط را نشدنی جوابهای سپس کند. می صفر با برابر اولیه
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ضرایب شدنی جواب هر در متغیر هر مقدار به توجه با Append− ci فرآیند توسط شوند. می مقایسه باهم ۶ و ٣ نواحی فرآیند این در
مقدار T٠ روی Init-value وسیله به ٩ ناحیه از بیت هر به نهایت در و کنیم می اضافه T٠ در موجود های رشته انتهای به را هدف توابع
توسط نهایت در و گردد می محاسبه ٢ مبنای در T٠ های رشته برای را CX ،parallel-add توسط سپس شود، می داده صفر اولیه

آید. می دست به بهین جواب با متناظر هایی رشته یا رشته وجود صورت در comparator

Procedure process− value(T٠,m, k) Procedure Init(T٠, N, k)

for j = ١ to N do T١ = T٢ = ϕ

for i = ١ to kj do for j = ١ to N do

Extract(T٠, y
١
α+i, Ty, Tno) Append(T٠, kj)

Append(Ty, ٢i ∗ wj) for i = ١ to kj

Append(Tno, w٠) Amplify(T٠, T١, T٢)

merge(T٠, Ty, Tno) Append(T١, y
١
α+i)

next i Append(T٢, y
٠
α+i)

next j merge(T٠, T١, T٢)

w٠ = ٠, α = (N + ١)k next i

Procedure parallel − add(T٠, k, α, β, f,m) next j

for i = ١ to N do α = (N + ١)k +N

for j = ١ to k − ١ do

Extract(T٠, y
١
(α+ki)−j , Tp, Tq) Procedure Init− value(T٠, l, p)

Extract(Tp, y
١
β−j , Ta, Tb) for i = ١ to l do

set(Tb, yβ−j) Append(T٠, y
٠
p+i)

clear(Ta, yβ−j) next i

set(Ta, yf−(j+١)) (l, p) = (٢(N+k), (٢N+١)k+N)

merge(T٠, Ta, Tb, Tq)

next j Procedure comparatorr − lt(Tit,m, k)

for j = ١ to (N + k) do for i = ١ to k do

Extract(T٠, y
١
f−j , Tf١ , Tf٠) Extract(Tit, x

١
α+i, T١, T٢)

Extract(Tf١ , y
١
β−j , TA١ , TA٠) Extract(T١, x

٠
Qk+i, Tdrop, Tit)

set(TA٠ , yβ−j) Extract(T٢, x
١
Qk+i, Tok, Tit)

clear(TA١ , yβ−j) next i

clear(TA٠ , yf−j) merge(Tit, Tok, Tit)

set(TA١ , yf−(j+١)) α = (٢Q+ ١)k +Q

clear(TA١ , yf−j) Procedure parallel − comparator(T٠, Q, k)

merge(T٠, TA١ , TA٠ , Tf٠) s = ٠

next j Do

next i s++

(α, β, f) = ((٢N + ١)k +N, if number(Tans) = ١ then exit
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(٢N + ٢)k + ٢N, (٢N + ١)k +N) if number(Tans) > ١ then

Procedure Append− ci(T٠,m, k) for i = s+ ١ to Q do

for i = ١ to m do Extract(Tans, x
٠
α+i, Ti, Tans)

for j = ١ to ni do if number(Ti) = ١ then exit

Extract(T٠, x
١
α+j , Tp١ , Tp٠) Amplify(Ti, Tans)

Append(Tp١ , cij) if number(Ti) > ١ then

Append(Tp٠ , c٠) wash(Tans)

merge(T٠, Tp١ , Tp٠) Amplify(Ti, Tans)

next i next i

α = (Q+ ١)k, c٠ = ٠ until number(Tans) > ٠

α = (٣Q+ ٢)k + ٣Q

گیری نتیجه
است، سخت محاسباتی مسئله یک که محدود، پشتی کوله مسئله حل برای DNA الگوریتم یک stricker مدل براساس مقاله این در
الگوریتم از دلیل همین به بود نخواهد حل قابل راحتی به معمول روشهای با مسئله بزرگ سایز در محاسبات بودن حجیم دلیل به شد. ارائه
نو های ایده از یکی self-assembly روش همچنین و باشد می ها الگوریتم دسته این از DNA الگوریتم که کنیم می استفاده ابتکاری
را مسائل اینگونه توانند می علاقمندان و اند نشده حل شیوه این به NP مسائل از بسیاری هنوز که است DNA محاسبات در جالب و

دهند. قرار بررسی مورد
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هدف توابع در بازه�ای ضرایب با کسری دوترازه��ی خطی برنامه�ریزی مسئله حل

نهی مست میش حسن
بلوچستان و سیستان دانشگاه

حمیدی فرهاد
بلوچستان و سیستان دانشگاه

امیری* ندا
بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده

باشد. می آن حل برای روشی ی ارائه و ای بازه کسری ی دوترازه خطی ریزی برنامه مسئله معرفی هدف مقاله، این در
خطی برنامه�ریزی مسئله سپس داشت، خواهیم کسری دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی برمسئله مروری ابتدا شروع، برای
بازه�ای کسرهایی صورت به هدف توابع ضرایب چون مسئله، حل برای . کرد خواهیم معرفی را بازه�ای کسری دوترازه�ی
بازه�ای صورت به هدف توابع در مخرج و صورت ضرایب چون طرفی از نیست. امکانپذیر راحتی به مسئله حل هستند،
استفاده ایده�اصلی مقاله، دراین می�باشد. بالایی تراز هدف تابع بهینه�ی مقدار بدترین و بهترین تعیین هدف پس، است.
را پیشنهادیمان مدل نهایتاً، و می�باشد. مسئله حل برای کوپر و چارنز متغیر تغییر گرفتن نظر در و برش صفحه مدل از

کرد. خواهیم تشریح مثال یک روی

دوترازه�ی خطی ریزی برنامه ، برش صفحه مدل ، بازه�ای ضرایب کسری، دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی کلیدی: واژه�های
بازه�ای کسری

Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

تراز هدف تابع و بالایی تراز هدف (تابع آن هدف توابع که، است زمانی دوترازه خطی ریزی برنامه مسئله یک از خاصی حالت
، داشت خواهیم (BLFP ) کسری دوترازه�ی خطی ریزی برنامه مسئله یک صورت این در باشند. کسری صورت به پائینی)
: است تعریف قابل زیر صورت به (BLFP ) مسئله یک شد[٢]. ١٩٩٩مطرح سال در ١ گیل و کالویت توسط بار اولین که

min
x∈X

f١(x,y) (١)

min
y∈Y

f٢(x,y)

s.t. (x,y) ∈ S

مسئله حل روش�های جمله از . di١x+di٢ + βi > ٠ ، i = ١, ٢ ازای به fi(x,y) = ci١x+ci٢y+αi

di١x+di٢y+βi
، که طوری به

روش، این در .[۵] است شده ٢ارائه میشرا توسط ٢٠٠٧ سال در که است وزن�دهی روش کسری، دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی
سال در کرد. تبدیل ترازه تک سازی بهینه مسئله یک به را دوترازه خطی برنامه�ریزی مسئله می�توان مناسب، وزن�هایی تعیین با
به�دست کسری هدف تابع هر بهینه�ی جواب�های روش، این در . دادند پیشنهاد تیلور سری روش ٣ تکسری دوران ، ٢٠١٠

*سخنران

١Calvete and Gale
٢Mishra
٣Duran toksari
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مناسب، وزن�های با سپس می�شود، گرفته نظر در تیلور جمله�ای چند یک کسری هدف تابع هر برای که گونه�ای به . می�آید
برنامه�ریزی مسئله حل روی ، ۴ گیل و ٢٠٠۴کالویت سال در می�شود. تبدیل خطی دوترازه�ی مسئله به کسری دوترازه�ی مسئله
می�افتد. اتفاق شدنی ناحیه از مرزی راسی نقاط در BLFP مسئله بهین جواب که دادند نشان و کردند کار کسری دوترازه�ی
هندسی نظری از همچنین را مسئله و . پرداختند �BLFP مسئله حل به ، ام k - بهترین الگوریتم گرفتن نظر در با ، سپس
برنامه�ریزی مسئله توانستند کوپر و چارنز متغیر تغییر باتوسعه�ی ، ۵ کیخا و پایان ،٢٠١٢ درسال .[٣] دادند قرار بررسی مورد
مدل صحت توانستند قضیه، یک بیان با و کنند تبدیل خطی دوترازه�ی برنامه�ریزی مسئله یک به را کسری دوترازه�ی خطی
کمک به آن حل و ای بازه کسری ی دوترازه ریزی برنامه مسئله معرفی ، ما هدف اینجا در . کنند ثابت را خود پیشنهادی
برش گرفتن نظر در همچنین و KKT شرایط از استفاده ، مقاله این در ما اصلی ایده ، واقع در . می�باشد برش صفحه مدل
ضرایب چون بازه�ای، کسری دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی مسئله حل برای . می�باشد BLFPIC مسئله حل برای ، ۶ توی -
بهترین مسئله های بانام BLFP مسئله جفت یک به را مسئله ابتدا ، است بازه�ای صورت به هدف توابع مخرج و صورت
به را کسری دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی مسئله دو کوپر و چارنز متغیر تغییر کمک با سپس ، می�کنیم تبدیل بدترین مسئله و
تحت را بالایی تراز هدف تابع مقدار بهینه�ی های جواب بدترین و بهترین ، نهایتاً . می�کنیم تبدیل BLP مسئله جفت یک

می�کنیم تشریح مثال یک روی را خود پیشنهادی مدل و . می�آوریم به�دست توی برش از بااستفاده KKTو شرایط

: هرگاه است کسری دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی مسئله بهینه�ی جواب ، (x∗,y∗) راسی نقطه�ی .١.١ تعریف

. باشد شدنی (x∗,y∗) -١

fi(x
∗,y∗) ≤ fi(x,y), ∀i = ١, ٢ : باشیم داشته (x,y) ∈ S شدنی راسی هرنقطه برای -٢

ای t∗ اگر تنها و اگر ، است کسری دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی مسئله بهینهی جواب (x∗,y∗) راسی نقطه�ی .٢.١ قضیه
. باشد خطی دوترازه�ی برنامه�ریزی مسئله بهین جواب (y١

∗,y٢
∗) که باشد داشته وجود

. است امکان�پذیر به�راحتی کوپر و چارنز متغیر تغییر و بهینگی تعریف به توجه با فوق قضیه�ی اثبات اثبات.

بازه�ای دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی مسئله حل برای پیشنهادی روش ٢

روشی سپس . می�پردازیم هدف توابع در بازه�ای ضرایب با کسری دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی مسئله معرفی به قسمت، این در
: بگیرید نظر در را زیر مسئله� می�دهیم. ارائه پیشنهاد مسائل مدل این حل برای

min
x∈X

[c١١, c١١]x+ [c١٢, c١٢]y + [α١, α١]

[d١١, d١١]x+ [d١٢, d١٢]y + [β١, β١]
(٢)

s.t min
y∈Y

[c٢١, c٢١]x+ [c٢٢, c٢٢]y + [α٢, α٢]

[d٢١, d٢١]x+ [d٢٢, d٢٢]y + [β٢, β٢]

s.t. Ax+By ≤ b

x, y ≥ ٠

۴Calvete and Gale
۵Payan and Keikha
۶Tuy
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پرداختند. هدف توابع در بازه�ای ضرایب با کسری دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی مسئله حل برزا،رامبلی�وسراج٧به ٢٠١٢ سال در
مسئله در چون کنند[١]. تعیین را بالایی تراز هدف تابع مقدار بهینه�ی جواب توانستند ام k - بهترین الگوریتم کمک به آنها
تراز هدف تابع مقدار بهینه�ی جواب�های بدترین و بهترین تعیین هدف پس است. بازه�ای صورت به هدف توابع ضرایب فوق
و مطلوبترین گرفتن نظر در با کسری، دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی مسئله زیر دو به را فوق مسئله�ی بنابراین می�باشد. بالایی
دوترازه�ی برنامه�ریزی مسئله دو به یافته، توسعه متغییر تغیر از بااستفاده سپس می�کنیم. تبدیل هدف، توابع مقدار نامطلوبترین
به�دست (٢) مسئله�ی بهینه�ی مقادیر بدترین و بهترین خطی، دوترازه�ی برنامه�ریزی مسئله دو این حل با که . می�رسیم خطی
بر الگوریتم این . است شده ارائه [۵] در که است برشی صفحه الگوریتم می�شود، پیشنهاد مقاله این در که روشی می�آید.
در برش ایجاد شرایط گرفتن نظر در با همچنین و شده بیان توضیحات به توجه با . است شده طراحی ٨ توی - برش اساس

. می�دهیم ارائه را زیر الگوریتم [۵]
: الگوریتم

برای پائینی تراز هدف تابع گرفتن نظر در بدون را خطی دوترازه�ی برنامه�ریزی بهترین مسئله دهید. قرار i = ١ -١
.٢ گام به برو . کنید حل (xi,yi) بهینه�ی جواب آوردن به�دست

بهترین (xi,yi) راسی نقطه�ی باشد، برقرار شرط اگر . می�کنیم اعمال آمده به�دست راسی نقطه�ی برای را [۵] شرط -٢
نقطه�ی هیچ که به�نحوی . می�کنیم اعمال را [۵] در شده معرفی برش صورت این غیر در . بود خواهد بهین جواب

. ٣ گام به برو نشود. ایجاد دیگری راسی

داشته بالایی تراز هدف تابع برای بهین جواب بهترین که راسی نقطه�ای ، (xi,yi) به مجاور راسی نقاط مجموعه از -٣
.١ گام به برو . کنید انتخاب باشد،

. می�یابد ادامه (٢) مسئله�ی بالایی تراز هدف تابع برای بهینه جواب بهترین به رسیدن تا ، فوق روند

فوق روند به باتوجه و خطی دوترازه�ی برنامه�ریزی بدترین مسئله حل با ، (٢) مسئله�ی بهینه�ی جواب بدترین .١.٢ ملاحظه
. می�آید به�دست

٧Borza , Rambely and saraj
٨Tuy
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: بگیرید نظر در را زیر هدف توابع در بازه�ای ضرایب با کسری دوترازه�ی خطی برنامه�ریزی مسئله .٢.٢ مثال

min
x∈X

[−۴,−٢]x+ [٣, ١٠]y + [−١−,٣]
[٢, ۵]x+ [٣, ۶]y + [١, ۶]

(٣)

min
y∈Y

f(x,y) =
[٨, ١٠]x+ [−٢−,٣]y + [−١−,٢]

[١, ۵]x+ [١, ٣]y + [١, ٧]
s.t. − ١x+ ٢y ≤ ١٣

٢x+ ٣y ≤ ٣٧

٢x− y ≤ ١٧

٢x− ٣y ≤ ١١

x+ ۴y ≥ ١١

۵x+ ٢y ≥ ١٩

x, y ≥ ٠

(٧, ١) راسی نقطه�ی از شروع با و ، فوق روند باانجام هستند. بازه�ای هدف، توابع ضرایب می�شود مشاهده همان�طورکه حل.
برای بهینه جواب بدترین به�راحتی فوق روند همان مشابه . می�رسیم (۵, ٩) بهینه�ی جواب بهترین به برش چهار از پس

. می�آید به�دست (٢) مسئله�ی
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ژنتیک الگوریتم از استفاده با ترازه دو خطی ریزی برنامه حل

صلاحی* نگار
ابهر واحد اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

روش، تاثیر دادن نشان در سهولت بعلت که است دوترازه٢ برنامه�ریزی�های چندترازه١، برنامه�ریزی از خاصی حالت
خطی برنامه�ریزی مسائل ترازه دو سیستم�های اساسی و مهم انواع از یکی همچنین می�شود. گرفته درنظر ترازه دو بیشتر

است. (Blpp) دوترازه
برنامه�ریزی نوع این طرفی از اما هستند خطی همگی مسائل نوع این پایین و بالا سطوح قیود و هدف توابع که هرچند
بدست را پایین�تر مسائل از جوابی هستند. مهم و نیستند محدب و پیوسته همه�حا در بالا تراز مسائل هدف توابع برای

نباشند. مشتق�پذیر و خطی کلی بطور که آورند
یک بالای تراز برازندگی تابع ساختن با (Blpp) حل برای را ژنتیک الگوریتم از طرحی داریم قصد مقاله این در
روش از می�شود گرفته بکار اینجا در که ژنتیکی الگوریتم دهیم. ارائه بودن شدنی درجه تعریف برپایه خطی برنامه�ریزی
به قیود در صادق آغازین نسل یک جای به جمعیت آغازین نسل تصادفی تغییر با بلکه نمی�کند استفاده قیود جریمه تابع
تعداد و آمده دست به عددی نتایج با سرانجام و می�آورد بدست را بهینه جواب الگوریتم، توانایی بخشیدن بهبود منظور

می�دهد. نشان را آن بودن کارا و توانایی روش، این با شده حل مثال

ژنتیک۵. الگوریتم بهینه۴، جواب متمرکز٣، نا تصمیم�گیری ترازه، دو خطی برنامه�ریزی کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

نظر در هستند ارتباط در هم با پیرو چندین و رهبر یك كه تعادلی وضعیت یك در را مشاركتی غیر و نامتمركز تصمیم سیستم یك
طریق از می�تواند رهبر باشند؛ داشته را خودشان به مربوط تصمیم متغیرهای كدام هر پیروها و رهبر كه �كنیم فرض می�گیریم،
را خود عینی كاربردهای این�كه در پیروها مقابل، در (امركند) بگذارد، تأثیر پیروها عكس�العمل به خودش تصمیم متغیرهای
سیستم�های نیرومند ابزار لذا دارند�، تام اختیار برسانند�، حداكثر به و بخشند بهبود دیگر پیروهای و رهبر تصمیمات قبال در
قابل به�طور است، ممكن خطی برنامه�ریزی فرمول�های كه است ذكر به لازم است، ترازه» چند «برنامه�ریزی نامتمركز تعیین

كند. تغییر دیگر مقاله تا مقاله یك از ملاحظه�ای
.[١] نمودند اثبات عددی مثال�های با را بالا تراز مسائل بودن نامحدب (١٩٨۴) سال در کاروان و بیالاس

و اخیر سالهای در این بر علاوه [١] است. NP-hard مسأله یک (Blpp) هر که نمودند اثبات باردوبن-آید همچنین
کند پیدا را (Blpp) مسأله کلی بهینه جواب می�تواند NP-hard مسأله هر که داشتند اذعان (٢٠٠١) ساوارد و بینسنت

*سخنران

١Multi level
٢Bi-level
٣Decenteralized Decision Making
۴Optimized solution
۵Geneic Algorithm
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.[١]
بصورت خلاصه بطور را آنها می�توان که است شده ارائه دوترازه خطی برنامه�ریزی حل برای منطقی الگوریتم�های حاضر حال در

نمود: دسته�بندی زیر

.[١] است بهترین ام -K الگوریتم از برگرفته اساساً روش این رأسی: نقطه کردن پیدا روش -١

جریمه تابع کاربردی روش و کران و شاخه الگوریتم و خطی مکمل الگوریتم از برگرفته روش این تبدیلات: روش -٢
می�باشد.

است. ژنتیک الگوریتم و Nash تعادل معادله ژنتیکی حل براساس روش این تکاملی: روش -٣

(Blpp) ترازه دو خطی برنامه�ریزی ریاضی مدل ٢

برنامه�ریزی مدل عنوان به را زیر مدل مقاله این در که دارد وجود ترازه دو غیرخطی و خطی برنامه�ریزی مدلهای از مختلفی انواع
:[١] می�کنیم معرفی خطی

P١ : maxF (x, y) = atx+ bty

y ≥ ٠

P٢ : max f(x, y) = ctx+ dty

s.to : Ax+By ≤ r

x, y ≥ ٠

بطوریکه:

b, d, y ∈ Rn٢

a, c, x ∈ Rn١ , b ∈ Rm×n٢ , A ∈ Rm×n١ , r ∈ Rm

بصورت پایین تراز مسأله هدف تابع بنابراین می�شود. ثابت پایین تراز هدف تابع در ctx جمله شود، فرض ثابت x اگر که
درمی�آید: زیر

f̄ = dty

بصورت خطی دوترازه برنامه�ریزی مسأله قیدی ناحیه کنید فرض حال

S = {(x, y)|Ax+By ≤ r}

کراندار و ناتهی مجموعه سپس است کراندار و ناتهی ناحیه این که باشد

Q = {y|By ≤ r −Ax, y ≥ ٠}

مسأله بهینه جوابهای مجموعه Y (x) کنید فرض و بگیرید درنظر را

max f̄ = dty

y ∈ Q(x)
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بطوریکه: است موجود Y (x) مجموعه از منحصربفردی عضو باشد.

ψf (s) = {(x, y) | (x, y) ∈ S, y ∈ Y (x)}

درآید: زیر فرم به می�تواند P١ مسأله بنابراین

(P٣) : maxF (x, y) = ctx+ dty

s.to : Ax+By ≤ r

y = Y (x)

باشد: زیر مسأله جواب یک (x, y) نقطه اگر حال

maxF (x, y) = ctx+ dty

s.to : Ax+By ≤ r , y = Y (x)

هست. نیز (P١) مسأله جواب (x, y) بنابراین

اگر: (feasibility point) گوییم: شدنی را (x, y) نقطه .١.٢ تعریف

(x, y) ∈ ψf (s)

نقطه هر برای اگر اگروفقط می�دانیم (Blpp) مسأله بهینه جواب را (x∗, y∗) ∈ ψf (s) شدنی نقطه .٢.٢ تعریف
باشیم: داشته (x, y) ∈ ψf (s)

F (x∗, y∗) ≥ f(x, y)

می�کند. بحث تعاریف این براساس را (Blpp) عددی روش مقاله این

(Blpp) برای ژنتیک الگوریتم طرح ٣

بدست آن برای واضحی و آشکار فرمول نمی�توان و نیست آسانی کار دوترازه خطی برنامه�ریزی در بالا تراز هدف تابع شناخت
کار به بنابراین ندارد، مشخصی فرمول�بندی نیز خود که می�شود ناشی پایینی تراز توابع حل از توابع اینگونه حل چون آورد
مذکور الگوریتم�های در شده ذکر شرایط به توجه با بهینه جوابهای وجود روی بحث لذا و نبوده آسانی کار مشتق تعریف بردن
داریم سعی نوشتار این در لذا است. مشکلی بسیار کار عددی روشهای با بهینه�سازی مسائل در ژنتیک الگوریتم همچنین و

ببریم. بکار است بهینه جواب آوردن بدست در کارا روشی که ژنتیک الگوریتم از استفاده با را دوترازه خطی برنامه�ریزی

(Blpp) حل برای شده ارائه (GA) الگوریتم اصلی ایده ۴

بالا تراز بهینه واکنش با متناظر را پایین تراز تصمیم متغیر سپس می�کنیم، انتخاب قیود در صادق آغازین جمعیت یک ابتدا
ژنتیک عملگر توسط بهینه جواب زمانیکه تا بودن، شدنی درجه برمبنای برازندگی�شان تابع محاسبه با را افراد و می�سازیم

می�کنیم. ارزیابی شود جستجو بهتر و بیشتر و بیشتر
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قیود کدگذاری ۵

صورت: بدو حاضر کدگذاریهای اغلب

دودویی بردار کدگذاری الف-

می�شود. تقسیم (حقیقی) شناور بردار کدگذاری ب-

همراه دقیق�تری بهینه جوابهای آوردن بدست و زودتر همگرایی با و بوده نزدیکتر مسأله فضای به دوم روش است داده نشان تجربه
بردار یک بصورت فرد هر بنابراین می�شود. استفاده حقیقی کدگذاری از نیز نوشتار این در است.
بصورت آغازین جمعیت افراد کلی بطور ژنتیک الگوریتم�های در می�شود. گرفته درنظر VK = (VK١ , VK٢ , · · · , VKm)

داریم: سروکار قیود با زیر طریق به اینجا در نباشند. قیدی ناحیه در که دارند را فرزندانی تولید به تمایل و شده تولید تصادفی
یک بعنوان را هستند صادق Ax + By ≤ r قیود در که افرادی سپس و تولید تصادفی بطور افراد، از نسل یک ابتدا
و می�کنند صدق قیود در طریق این به شده تولید افراد همه�ی بنابراین می�اندازیم، بیرون را بقیه و داشته نگه آغازین جمعیت

شد. خواهند قیود در صادق شده انتخاب ژنتیکی عملگرهای بوسیله نیز فرزندان

برازندگی تابع محاسبه ۶

نموده تعریف زیر بصورت را برازندگی تابع ابتدا شدنی، درجه تعریف از استفاده با GA الگوریتم توسط (P٣) مسأله حل برای
باشد. (x, y) ∈ S هر برای شدنی ناحیه از بازه�ای بزرگ جریمه یک d می�کنیم فرض و

می�شود: تعریف زیر تابع بصورت که باشد شدنی ناحیه صدق درجه θ ∈ [٠, ١] کنیم فرض .١.۶ تعریف
١ اگر ∥y − Y (x)∥ = ٠

١−
∥∥∥∥y − Y (x)

d

∥∥∥∥ اگر α∥y − Y (x)∥ ≤ d

٠ اگر ∥y − Y (x)∥ ≥ d

می�گردد: محاسبه زیر بصورت برازندگی تابع فوق تعریف طبق بنابراین باشد نرم یک ∥∥ بطوریکه

eval (vk) = (F (x, y)− Fmin ∗ θ (∗)

باشد. s روی F (x, y) تابع مقدار کمترین Fmin صورتیکه در

ژنتیک عملگرهای ٧

ساده- پیوند آنها مهمترین از که است، شده استفاده بسیاری پیوند عملگرهای از پیوسته متغیرهای با بهینه�سازی مسائل در
حسابی پیوند از نوعی نیز مقاله این دارد. بیشتری کاربرد حسابی پیوند جمعیت�ها اغلب در ولی می�باشد. حسابی ضربدری-
بهترین از انحراف و شده پایدارتر سیستم تا می�شود سبب امر این و هستند قیدی ناحیه در هنوز (فرزندان) که می�برد بکار را
باشند، والدین از خطی ترکیب کلی بطور که کند تولید بگونه�ای را فرزند دو می�تواند حسابی پیوند عملگر باشد. کمتر جواب
بود. خواهد زیر بصورت آنها فرزندان بنابراین کنند فرزند تولید حسابی پیوند عملگر تحت که باشند رشته�ای دو v١, v٢ اگر

v′١ = α ∗ v١ + (١− α)v٢

v′٢ = α ∗ v٢ + (١− α)
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نیز v − ١, v٢ ∈ S بستار حسابی عملگر نوع این که است تذکر به لازم و است تصادفی عددی α ∈ [٠, ١] صورتیکه در
هست.

است. گرفته قرار استفاده مورد نیز نوشتار این در که است جهش ژنتیک الگوریتم در برده بکار مهم عملگرهای از دیگر یکی
جواب که مسائلی حل برای مرزی جهش با اینجا در که مرزی. و غیریکنواخت یکنواخت- جهش دارد: مختلفی انواع جهش

داریم. سروکار است قیود جستجوی ناحیه نزدیکی یا در، آنها بهینه
جهت می�تواند ها V ′

Ki
از کدام هر که می�آید بدست V ′

K = (V ′
K١
, V ′

K٢
, · · · , V ′

Km
) بنابراین: کند جهش Vk فرد اگر

باشند. یکسان احتمال با VK راست جهش یا چپ
جستجو سپس و می�شوند حذف غیرکارا فرزندان و شده انتخاب کارا فرزندان که می�گیرد صورت اصل این برپایه انتخاب اما و
برازندگی�شان تابع محاسبه با افراد (بالاترین) بزرگترین از تعدادی نتیجتاً و می�گیرد صورت جمعیت در جواب بهترین برای
در زیادی انتخاب عملگرهای گرچه می�شود. انجام سازی بهینه بیشتر طول در نیز تکامل دوره و می�یابند افزایش بتدریج

است. منطقی و ساده انتخاب که می�بریم بکار را رولت چرخ انتخاب با اینجا در اما دارد وجود GA الگوریتم

خاتمه معیارهای ٨

بعنوان تکرار بیشترین تعداد گردد. متوقف محاسبات و شود حاصل مطلوب نتیجه که می�گیرد انجام صورتی در آخر نتیجه�گیری
می�نماییم. بیان زیر مراحل بصورت را حاضر مقاله در شده گرفته بکار ژنتیک الگوریتم لذا می�شود گرفته درنظر خاتمه شرط

نسل تکرار بیشترین و (Pm) جهش احتمال ،(Pc) پیوند احتمال ،(M) جمعیت مبنای انتخاب (آغازسازی) :(١) گام
(t = ٠) می�شود شروع صفر از نسل اینکه فرض و MAXGEN

می�کنیم. تولید آغازین نسل از شده ساخته Mو را قیدی) (ناحیه S در شده تصادفی افراد اولیه) نسل (آغازسازی :(٢) گام
(*) فرمول با مطابق نسل هر برازندگی مقدار برآورد و برازندگی تابع محاسبه :(٣) گام

عملگرهای از نیز بعدی نسل تولید برای و دولت جرخ بوسیله فرد انتخاب و GA عملگرهای توسط بعدی نسل تولید :(۴) گام
می�شود. استفاده شده ذکر جهش و پیوند

دیگر عبارت به می�آید. بدست بهینه جواب و می�شود متوقف الگوریتم باشد (t > M) هنگامی�که خاتمه) (شرط :(۵) گام
می�رویم. (٣) گام به سپس t = t+ ١

عددی نتایج ٩

است: شده داده نشان دوترازه خطی برنامه�ریزی برای ژنتیك الگوریتم نوع این حل روش كارایی زیر مثال�های در

[۶] .١.٩ مثال
max
x≥٠

F (x, y) = x+ ٣y

شده حل y برای
max
y≥٠

f (x, y) = x− ٣y

s.t.
−x− ٢y ≤ −١٠
x− ٢y ≤ ۶
٢x− y ≤ ٢١
x+ ٢y ≤ ٣٨
−x+ ٢y ≤ ١٨
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.٢.٩ مثال
max
x≥٠

F (x, y) = −٨x١ − ۴x٢ − ۴y١ − ۴٠y٢ − ۴y٣

شده حل y برای
max
y≥٠

f (x, y) = x١ + ٢x٢ + y١ + y٢ + ٢y٣
s.t.

−y١ + y٢ + y٣ ≤ −١
٢x١ − y١ + ٢y٢ + ٠٫ ۵y٣ ≤ ١
٢x٢ + ٢y١ − y٢ − ٠٫ ۵y٣ ≤ ١

[٧] .٣.٩ مثال
max
x≥٠

F (x, y) = ٨x١ + ۴x٢ − ۴y١ + ۴٠y٢ + ۴y٣
s.t.

x١ + ٢x٢ − y٣ ≤ ١
٣

max
y≥٠

f (x, y) = −٢y١ − y٢ − ٢y٣
s.t.

−y١ + y٢ + y٣ ≤ ١
۴x١ − ٢y١ + ۴y٢ + y٣ ≤ ٢
۴x٢ + ۴y١ − ٢y٢ − y٣ ≤ ٢

ذكر منابع در موجود ژنتیك الگوریتم�ها و شده برده به�كار ژنتیك الگوریتم به�وسیله نسل ۵٠٠ میان از آمده به�دست نتایج مقایسه
است: شده داده نشان زیر جدول در شده

١ جدول

قبلی الگوریتم�های از آمده به�دست نتایج شده ارائه الگوریتم از آمده به�دست نتایج پارامترها
f F (x, y) f F (x, y) pm pc M

−١٧ ۴٩ (١۶, ١١) −١۶٫ ٩۵٧ ۴٨٫ ٨٧۵ (١۵٫ ٩۵٩, ١٠٫ ٩٧٢) ٠٫ ١۵ ٠٫ ٧ ۵٠ ١
−٣٫ ٢ ٢٩٫ ٢ (٠, ٠٫ ٩, ٠, ٠٫ ۶, ٠٫ ۴) −٣٫ ١٨۶ ٢٩٫ ١٧٢ (٠, ٠٫ ٨٩٩, ٠, ٠٫ ۶, ٠٫ ٣٩۴) ٠٫ ٢ ٠٫ ۶ ١٠٠ ٢
−١٫ ٨ ١٨٫ ۴ (٠٫ ٢, ٠٫ ٨, ٠, ٠٫ ٢, ٠٫ ٨) −١٫ ٧٩٧ ١٨٫ ۵۴۴ (٠٫ ۵٣٣, ٠٫ ٨, ٠, ٠٫ ١٩٧, ٠٫ ٨) ٠٫ ٣ ٠٫ ۶ ١٠٠ ٣

تراز و بالا تراز هدف توابع مقادیر به�ترتیب f و F جهش، احتمال Pm پیوند، احتمال Pc جمعیت، Mمیزان :* توجه
می�باشند. برنامه�ریزی مسأله پائین

استنباط چنین شده ذكر منابع در موجود ژنتیك الگوریتم و شده ارائه ژنتیك الگوریتم توسط آمده به�دست عددی نتایج از
سرعت و جمعیت میزان كه می�دهد نشان نیز تجربه طرفی از و است قبلی روش�های از كاراتر بسیار شده ارائه روش كه می�شود
اندازه چه هر لذا دارد، پارامتر دو این بر كمتری تأثیر پیوند عمل اما دارد�، تأثیر الگوریتم همگرایی سرعت و كارایی بر جهش،

كنیم. استفاده بیشتری جهش سرعت از باید یابد افزایش همگرایی سرعت آن�كه برای شود، بزرگتر جمعیت

نتیجه�گیری ١٠

با وابسته پائین تراز مسأله بهینه جواب كه ترازه�ای دو خطی برنامه�ریزی حل برای را ژنتیك الگوریتم از روشی مقاله، این
با مقایسه در روش این كه می�دهد نشان نیز ١ جدول در نشان عددی نتایج همچنین می�كند�، پیشنهاد را است بالا تراز مساله

است: ریز خصوصیات دارای قدیمی روش�های

۶–٧ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

ژنتیک الگوریتم از استفاده با ترازه دو خطی ریزی برنامه حل سخنرانی

٢١۶



همه در بهینه جواب آوردن به�دست و قیود مشكل بحث و نداشته تابع متغیرهای همه به خاصی نیاز مذكور روش .١
می�سازد. طرف بر را آنها توابع مشتق�پذیری تعریف وجود با الگوریتم�ها

آغازین نسل تصادفی تغییر با و نموده دوری قیود جریمه تابعه روش بردن به�كار از شده ارائه ژنتیك الگوریتم روش .٢
می�كند. تلاش الگوریتم توانائی بهبود برای قیود در صادق
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الگوریتم یک و اتوبوس�رانی پایانه مکان�یابی مساله برای جدید مدل یک
آن حل برای محلی جستجوی

قنبری رضا
مشهد فردوسی دانشگاه

* راهدار سحر
مشهد فردوسی دانشگاه

چکیده

پایانه�های مکان تعیین مساله، این در هدف است. عمومی حمل�ونقل در مهم مساله یک اتوبوس، شبکه طراحی
شده تعریف همسایگی سه پایانه هر برای پژوهش، این در است. آن�ها به متقاضی ایستگاه�های تخصیص و نیاز مورد
نوعی به مدل این که است، شده گرفته نظر در ایستگاه�ها به پایانه سرویس�دهی میزان یک همسایگی، هر با متناظر و
محلی جستجوی ابتکاری الگوریتم از آن، حل برای سپس است. امیری مهدوی و قنبری توسط شده ارائه مدل تصحیح
تابع تغییرات محاسبه برای فرمول یک محلی، جستجوی الگوریتم محاسباتی زمان کاهش برای است. شده استفاده
نشان آن کارایی شده�اند، ساخته تصادفی صورت به که بزرگ مسائل روی الگوریتم آزمون با سپس است. شده ارائه هدف

است. شده داده

اتوبوس�رانی. پایانه مکان�یابی مساله ابتکاری، الگوریتم سرویس، تابع کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 90C10, 90C27

مقدمه ١

گردید. مطرح [١] حجازی و آشتیانی توسط بار نخستین ،(BTLP ) اتوبوس�رانی پایانه مکان�یابی مساله می�دانیم که آن�جا تا
قنبری دادند. گسترش مختلف حالت�های روی را آن [٢] امیری مهدوی و قنبری بابایی، و [٣] امیری مهدوی و قنبری سپس
(نقاط اتوبوس ایستگاه عنوان به گره n با شبکه یک می�کنند: تعریف زیر صورت به را BTLP ،[٣] امیری مهدوی و
می�شود. گرفته نظر در سرویس) (مراکز اتوبوس پایانه برای کاندید مراکز عنوان به mگره و مسافر مشخص تعدادی با تقاضا)
است واضح شود. ماکزیمم سرویس تابع طوری�که به است کاندید مرکز m میان از پایانه مشخص تعدادی انتخاب هدف،
شده ارائه فرا�ابتکاری الگوریتم�های BTLP حل برای است. تسهیلات مکان�یابی مساله از خاص حالت یک BTLP که
الگوریتم یک آن حل برای سپس و است شده گرفته نظر در فازی عدد یک ایستگاه هر مسافران تعداد ،[٢] در .[٣ ،١] است
در که نحوی به کرده�اند تعریف همسایگی یک پایانه هر برای ،[٣] در امیری مهدوی و قنبری است. شده ارائه فراابتکاری
بر کاهشی تابع یک سرویس�دهی میزان و کند سرویس�دهی خود همسایگی در موجود ایستگاه�های تمام به تاسیس، صورت
امیری مهدوی و قنبری توسط شده ارائه مدل در واقع، در است. شده گرفته نظر در نظر مورد پایانه از ایستگاه فاصله حسب
ما که است توجه قابل باشد. ناچیز پایانه از ایستگاه�ها فاصله تفاوت چند هر است، فاصله تاثیر تحت سرویس�دهی میزان
آن�گاه باشد، ناچیز پایانه از ایستگاه�ها فاصله اختلاف اگر که رسیده�ایم نتیجه این به شده انجام بررسی�های با پژوهش، این در
باشد، کمتر ثابتی مقدار یک از پایانه از ایستگاه�ها فاصله اگر که معنی این به است. یکسان پایانه از ایستگاه�ها رضایت میزان
طوری�که به کنیم می تعریف همسایگی یک پایانه هر برای پس، است. برابر هم با ایستگاه�ها به پایانه سرویس�دهی میزان

*سخنران
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گرفتن ثابت دیگر، عبارت به می�شود. فرض ثابت عددی خود همسایگی در موجود ایستگاه�های به پایانه سرویس�دهی میزان
در تفاوتی باشد کمتر ثابتی عدد از پایانه، تعدادی از ایستگاه یک فاصله اگر که است معنی این به سرویس�دهی میزان این
توسط شده ارائه مدل خلاف بر مورد، این به توجه با داشت. نخواهد وجود کند دریافت سرویس پایانه کدام از ایستگاه که این

می�شود. تعریف همسایگی نوع سه پایانه هر برای ،[٣] امیری مهدوی و قنبری

مساله پیشنهادی مدل� ٢

و باشند تقاضا گره�های مجموعه J = {١, · · · , n} و سرویس�دهنده مراکز مجموعه I = {١, · · · ,m} بگیرید نظر در
هدف باشد. j ∈ J از i ∈ I گره فاصله cij و مشخص j ∈ J گره) (پتانسیل گره هر مسافران تعداد dj کنید فرض

شود. ماکزیمم است شده بیان ٣.٢ تعریف در که سرویس تابع طوری�که به� است پایانه p انتخاب

می�شود: تعریف همسایگی نوع سه i ∈ I هر برای .١.٢ تعریف
J∗
١i = {j ∈ J ; cij < r١}, J∗

٢i = {j ∈ J ; r١ ≤ cij < r٢}, J∗
٣i = {j ∈ J ; cij ≥ r٢},

هستند. ثابت r١, r٢ ∈ R+ آن در که

می�شود: تعریف j ∈ J هر برای .٢.٢ تعریف
I∗١j = {i ∈ I; j ∈ J∗

١i}, I∗٢j = {i ∈ I; j ∈ J∗
٢i}, I∗٣j = {i ∈ I; j ∈ J∗

٣i}.

همسایگی می�شود. فرض C١ ثابت عدد سرویس�دهی، میزان هستند (J∗
١i) ١ نوع همسایگی در که ایستگاه�هایی برای

همسایگی ایستگاه�های از دورتر فاصله�ی در ایستگاه�ها چون که تفاوت این با است. ١ نوع همسایگی مانند نیز (J∗
٢i) ٢ نوع

شده فرض ،(J∗
٣i) ٣ نوع همسایگی در می�شود. فرض C٢ ثابت عدد ایستگاه�ها به پایانه سرویس�دهی میزان هستند، ١ نوع

فاصله برحسب کاهشی تابع یک سرویس�دهی میزان باشد، بیشتر (r٢) ثابت مقدار از پایانه تا ایستگاه�ها فاصله اگر که است
فاصله تاثیر تحت سرویس�دهی میزان باشد بیشتر (r٢)ثابت مقدار یک از فاصله اگر دیگر، عبارت به است. پایانه از ایستگاه

است.

به سرویس تابع ،S ⊂ I برای باشد، j گره پتانسیل dj و j ایستگاه به i پایانه سرویس�دهی میزان fij اگر .٣.٢ تعریف
می�شود: تعریف زیر صورت

F (S) =

n∑
j=١

dj × (maxi∈Sfij).

می�دهد. اختصاص خود به را
١
cij

و C٢ ، C١ مقدار سه از یکی تنها fij شده، بیان توضیحات به توجه با .۴.٢ ملاحظه

می�گردد: تعریف زیر صورت به دودویی متغیرهای BTLP ریاضی بیان برای
دودویی متغیر yi است. صفر صورت، این غیر در و بگیرد سرویس i پایانه از j گره اگر است ١ با برابر دودویی متغیر xij

است. صفر صورت، این غیر در و شود انتخاب پایانه عنوان به i کاندید مرکز اگر است ١ با برابر
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می�شوند: تعریف ٠-١ مساله یک چارچوب در زیر صورت به BTLP پیشنهادی مدل محدودیت�های و هدف تابع

max
∑
i∈I

∑
j∈J∗

١i

C١djxij +
∑
j∈J∗

٢i

C٢djxij +
∑
j∈J∗

٣i

١
cij

djxij


s.t.∑
j∈J∗

١i

xij +
∑
j∈J∗

٢i

xij +
∑
j∈J∗

٣i

xij ≤ |J |yi ∀i ∈ I (١)

∑
i∈I∗١j

xij +
∑
i∈I∗٢j

xij +
∑
i∈I∗٣j

xij = ١ ∀j ∈ J (٢)

m∑
i=١

yi = p (٣)

xij ∈ {٠, ١}, yi ∈ {٠, ١} ∀i ∈ I, j ∈ J (۴)

در تنها می�دهد نشان (١) محدودیت می�کند. مشخص را گره�ها تمام به کاندید گره�های سرویس�دهی میزان فوق هدف تابع
نشان (٢) محدودیت دهد. سرویس می�تواند خود اطراف گره�های به شود انتخاب پایانه عنوان به i سرویس مرکز که صورتی
امیری مهدوی و قنبری توسط شده ارائه مدل در قید این بگیرد. سرویس باید اتوبوس پایانه یک از تنها j گره هر که می�دهد
محدودیت نگیرند. سرویس مرکزی هیچ از و باشد سرویس شعاع از خارج نقاط است ممکن آن�ها مدل در زیرا ندارد وجود
نشان را xij و yi متغیرهای بودن یک یا صفر (۵) و (۴) های محدودیت و می�کند تضمین را نیاز مورد پایانه�های تعداد (٣)

می�دهد.

محلی جستجوی الگوریتم ٣

حل برای .[۵] است شده معرفی همبرگر و کوهن توسط بار اولین تسهیلات مکان�یابی مسائل برای محلی جستجوی الگوریتم
ذکر برتری�های دلیل به مقاله این در لذا است. شده گزارش بسیاری محلی جستجوی الگوریتم�های تسهیلات، مکان�یابی مساله

می�شود. بیان زیر صورت به همسایگی حالت، این در که است شده انتخاب ٢− swap حالت ،[۴] گواش توسط شده

تعریف زیر صورت به S همسایگی�های مجموعه� بگیرید. نظر در را |S| = p که S ⊂ I شدنی جواب یک .١.٣ تعریف
می�شود:

N(S) = {T |T ⊂ I, |T | = p, |T − S| = ١}.

دارد. نام ٢− swap الگوریتم کند، کار ١.٣ تعریف در همسایگی پایه بر که الگوریتمی
اولیه جواب گرفتند. نظر در (POF ) هدف تابع پتانسیل نام به ویژگی یک پایانه هر برای [٣] امیری مهدوی و قنبری
تاسیس می�باشند دارا بیشتری POF که پایانه p ابتدا در که مفهوم بدین می�آید، دست به POF مبنای بر اینجا در الگوریتم
نشان عددی نتایج دارد. وجود بهبود بهترین و بهبود اولین استراتژی دو محلی جستجوی الگوریتم پیاده�سازی برای می�شوند.
نیاز بیشتری محاسباتی زمان اما نمی�کند، تولید بهتری جواب بهبود، اولین به نسبت الزاما بهبود بهترین استراتژی که می�د�هد
محاسبه بودن مشکل دلیل به که هست توجه قابل می�شود. استفاده بهبود اولین استراتژی از پژوهش، این در لذا .[٣] دارد

است. شده ارائه ٣.٣ قضیه هدف تابع تغییرات محاسبه برای محاسبات، بودن زمان�بر و هدف تابع
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می�شود: تعریف زیر صورت به هدف تابع پتانسیل i ∈ I هر برای .٢.٣ تعریف

POF (i) =
∑
j∈J∗

١i

djC١ +
∑
j∈J∗

٢i

djC٢ +
∑
j∈J∗

٣i

dj
١
cij

.

طوری�که به t ∈ T و s ∈ S دارد وجود ،|S − T | = ١ و |S| = |T | = p ،S, T ⊂ I می�کنیم فرض .٣.٣ قضیه
می�کنیم. تعریف را fi١j = max{fij ; i ∈ S ∪ {t}} ،j ∈ J هر برای هستند). یکتا t و s) t /∈ S و s /∈ T

،Ns = {j ∈ J ; fi١j = fsj} می�شوند: تقسیم زیر صورت به گروه ٣ به ها گره می�شوند باز t ∈ T و sبسته ∈ S وقتی
برابر هدف تابع تغییر مقدار �صورت این در K = {j ∈ J ; fi١j = maxi∈T∩Sfij} و Nt = {j ∈ J ; fi١j = ftj}

با: است
∆f = F (T )− F (S) =

∑
j∈Nt

dj(ftj −maxi∈Sfij) +
∑
j∈Ns

dj(maxi∈S\s∪{t}fij − fsj).

عددی نتایج ۴

r١ = ٠٫ ۵ پیاده�سازی�ها تمام در و است شده گرفته نظر در ١
cij

بزرگترین دومین، و اولین ترتیب به C٢ و C١ پژوهش، این در
می�شود. فرض r٢ = ٢ و

جستجوی الگوریتم و CPLEX توسط ،BTLP مدل حل از حاصل نتایج محلی، جستجوی الگوریتم کارایی آزمون برای
است. شده خلاصه زیر جدول در بزرگ ابعاد با تصادفی مساله چند روی محلی

(n) (m) (p) الگوریتم(ثانیه) اجرا زمان (ثانیه) CPLEX اجرا زمان (F (S)−F (S∗)
F (S∗) ) نسبی خطای

٢٠٠ ۵٠ ۵ ١٫ ٧۵ ٢۴٠ ٠٫ ٠٠٠١٩
۵٠٠ ٢٠٠ ٢٠ ٢٣٫ ٩٢ ۶٢٠ ٠٫ ٠٢۵
١٠٠٠ ٢٠٠ ٢٠ ۵٫ ٢٩ ۶۵٠ ٠٫ ٠٠۵٢

میانگین و محلی جستجوی الگوریتم اجرای زمان برابر ٩۵ ،CPLEX اجرای زمان میانگین طور به که است توجه قالب
است. ٠٫ ٠٠٣۵ محلی جستجوی الگوریتم و CPLEX توسط آمده به�دست جواب�� نسبی خطای
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یافته تعمیم چندکی رگرسیون مدل بیزی تحلیل
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چکیده
تحلیل نوع این در است. شده پیشنهاد بیزی مدل یک یافته تعمیم چندکی رگرسیون تحلیل برای مقاله این در
مدل کارایی می�شوند. گرفته به�کار پاسخ متغیر توزیع تبیین برای چندک�ها از مجموعه�ای میانگین، جای به رگرسیونی

است. گرفته قرار ارزیابی مورد شبیه�سازی مطالعه یک قالب در پیشنهادی

درستنمایی ماکسیمم نوع از براوردگرهایی بیز، چندکی، رگرسیون چندک، کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 62F15,62G08

مقدمه ١

تبیینی متغیرهای از مجموعه�ای بر شرطی به�صورت آن از تابعی يا پاسخ متغیر میانگین رگرسیونی تحلیل معمول روش�های در
مدل�سازی فرایند در را پاسخ متغیر توزیع نمی�تواند تنهایی به است، تمرکز معیارهای از یکی میانگین چون می�شود. مدل�بندی
طرفی، از بکشند. تصویر به جامع�تری به�صورت را توزیع شکل می�توانند هم کنار در که هستند معیارهایی چندک�ها نماید. تبیین
از نیز متغیر این کرانگین مقادیر رفتار پاسخ متغير شرطی میانگین علاوه�بر باشد، داشته وجود دور�افتاده�ای داده�های هنگامی�که
تحلیل [۵] و [٢] .[۴] است خطا قدرمطلق معیار از استفاده داده�ها این�گونه اثر کاهش برای راه یک است. برخوردار اهمیت
برای می�پذیرد، صورت خطا قدرمطلق ساختن مینیمم هدف با رگرسیونی مدل پارامترهای براورد آن در که را میانه رگرسیون
میانه رگرسیون از تعمیمی می�توان را چندکی رگرسیون نمودند. پیشنهاد هستند، افتاده دور نقاط دارای که داده�هایی مدل�سازی
متغیرهای از مجموعه�ای بر شرطی به�صورت متغیر اين چندک�های پاسخ، متغیر میانگین مدل�بندی جای به آن در که دانست
جواب و همگرایی لزوماً چندکی رگرسیون مدل�های برازش برای استفاده مورد الگوریتم�های چون می�شوند. مدل�بندی تبیینی
ماکسیمم نوع از براوردگرهایی بر مبتنی كه ساختند مطرح را یافته تعمیم چندکی رگرسيون ایده�ی [١] نمی�کنند، تضمین را یکتا
تعمیم چندکی رگرسيون تحليل بیزی رویکرد مقاله، اين در می�شوند. تعریف تاثير تابع یک اساس بر و هستند درستنمایی
پسين توزيع پارامترها، برای مناسب پيشين توزيع�های گرفتن نظر در با منظور، اين برای است. گرفته قرار توجه مورد یافته
رگرسيون مدل بر مبتنی درستنمایی تابع پيچيده شكل به�دليل كه است شده داده نشان است. شده محاسبه مدل پارامترهای
پارامترها كامل شرطی پسين توزيع�های اين�رو از دارد. پيچيده�ای شكل و بوده بسته فرم فاقد پسين توزيع یافته، تعمیم چندکی
در پيشنهادی بيز مدل کارایی هم�چنين است. شده داده توسعه پسين توزيع از نمونه�گيری برای مناسب گيبز الگوريتم و محاسبه
است. گرفته قرار ارزيابی مورد ، شبیه�سازی مطالعه یک اساس بر فراوانی�گرایانه مدل با مقايسه در مدل پارامترهای براورد

محاسبه پيشين، توزيع تعيين نحوه و گرفته قرار بحث مورد بیزی دیدگاه از یافته تعمیم چندکی رگرسيون تحليل ٢ بخش در
رگرسيون مدل�های مقايسه و ارزيابی برای ٣ بخش در است. شده داده شرح غيره، و پسين توزيع از نمونه�گيری پسين، توزيع

است. پذيرفته صورت شبيه�سازی مطالعه�ای بيزی و فراوانی�گرایانه رهيافت در یافته تعمیم چندکی رگرسيون و چندکی

*سخنران
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یافته تعمیم چندکی رگرسيون مدل بيزی رویکرد ٢

پاسخ ميانگين مدل�بندی بر مبتنی رگرسيونی روش�های باشد، داشته وجود پرت داده چند يا يک داده�ها مجموعه در هنگامی�كه
پارامترهای بردار براورد است. ميانه رگرسيون از استفاده داده�ها این�گونه اثر کاهش برای راه یک داشت. نخواهند را لازم كارايی
زیان تابع ساختن کمینه طریق از خطا قدرمطلق كمترين روش از استفاده با ،βββ′

q = (β٠, β١, ..., βp) چندکی رگرسیون مدل
به�صورت وزنی خطای قدرمطلق

n∑
i=١

| yi − xxx′iβββq | {(١− q)I(yi − xxx′iβββq ≤ ٠) + qI(yi − xxx′iβββq > ٠)},

جواب و همگرایی لزوماً چندکی رگرسیون مدل�های برازش برای استفاده مورد الگوریتم�های چون می�پذیرد. صورت βββ به نسبت
بر مبتنی رگرسیونی تحلیل نوع این ساختند. مطرح را یافته تعمیم چندکی رگرسيون ایده�ی [١] نمی�کنند، تضمین را یکتا
درباره بیشتر جزئیات ذکر از اینجا در می�شود. تعریف تاثير تابع یک پایه بر و است درستنمایی ماکسیمم نوع از براوردگرهایی

می�دهیم. ارجاع [۴] به را خواننده و کرده خودداری براوردگرها نوع این
رگرسيون مدل یک می�شود. تعریف تاثیر تابع یک پایه بر که است چندکی رگرسیون از تعمیمی یافته، تعمیم چندکی رگرسيون
چندکی رگرسيون مدل یک کنید فرض می�باشد. MQq = xxx′iβββψ(q) به�صورت كلی حالت در یافته تعمیم شرطی چندکی

زیان تابع با یافته تعمیم

ρq(u) = ٢ρ(
u

s
)(qI(u > ٠) + (١− q)I(u ≤ ٠))

آن در که باشد، مدنظر

ρ(u) =

{
u٢

٢ |u| ≤ c

c|u| − c٢

٢ |u| > c.

به�صورت نامتقارن لاپلاس خطا جمله�ی توزیع اگر صورت، این در
f(ε) = K(q) exp(−ρq(yi − xxx′iβββ)), (١)

به�صورت (١) رابطه در چگالی�ساز ثابت که داد نشان می�توان شود، گرفته نظر در

K−١(q) =
s

٢√q
(γ(

١
٢
, ٢c

√
q)− γ(

١
٢
, c
√
q)) +

s

٢
√
١− q

(γ(
١
٢
, ٢c

√
١− q)− γ(

١
٢
, c
√

١− q))

+
s

٢cq
exp(−٢qc٢) +

s

٢c(١− q)
exp(−١)٢− q)c٢),

تابع γ(١٢ , a) =
∫ a
٠ t−

١
٢ e−tdt و مثبت و ثابت کمیتی c ،s = ١

٠/۶٧۴۵median{|yi − x′iβ|} آن در که بود، خواهد
است: زیر به�شکل یافته تعمیم چندکی رگرسيون مدل با متناظر درستنمایی تابع اساس، این بر است. ناقص گامای

f(y|(x١,x٢,...,xn),βββ,q) = Πni=١{K(q) exp(−ρq(yi−xxx′iβββ))} = Kn(q) exp(−
n∑
i=١

ρq(yi−xxx′iβββ)). (٢)

آن�ها برای و تلقی تصادفی متغیرهایی مدل این پارامترهای که است آن یافته تعمیم چندکی رگرسيون مدل بیزی تحلیل لازمه
(٠, ١) به�ترتیب βββ پارامترهای بردار و q پارامتر تغییرات دامنه این�که به توجه با شود. گرفته نظر در مناسب پیشین توزیع�های
است. شده گرفته نظر در چندمتغیره نرمال و بتا پیشین توزیع�های به�ترتیب پارامترها این برای حاضر، مقاله در هستند، RP و

به�صورت مدل پارامترهای پیشین توزیع�های اساس، این بر

βββ|σ٢ ∼ Np(βββ٠ , σ
٢IIIp), βββ٠ ∈ RP , σ٢ ∈ Rt,
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١/σ٢ ∼ Gamma(a٠ , b٠), a٠ , b٠ ∈ R,
q ∼ beta(η٠ , ξ٠), η٠ , ξ٠ ∈ Rt, (٣)

یا تعیین تحلیل�گر توسط و هستند پیشین توزیع پارامترهای ابر ξ٠ و η٠ ،b٠ ،a٠ ،βββ٠ آن�ها در که است، شده گرفته نظر در
به�صورت می�توان را پسین توزیع (٣) رابطه�ی پیشین توزیع�های و (٢) درستنمایی تابع گرفتن نظر در با اکنون می�شوند. براورد

π(βββ, σ٢, q|DDD) ∝ Kn(q) exp(−
n∑
i=١

ρq(yi−xxx′iβββ))×Φp(βββ;µµµ, σ
٢III)×dIG(σ٢; a٠ , b٠)×dbeta(q; η٠ , ξ٠),

(۴)
توزیع�های چگالی توابع دهنده نشان به�ترتیب dbeta(q; η٠ , ξ٠) و dIGamma(σ٢; a٠ , b٠) آن در که نمود، بازنویسی
تعمیم چندکی رگرسيون مدل بر مبتنی درستنمايی تابع پيچيده شكل به�دلیل که می�شود ملاحظه هستند. بتا و وارون گامای
مارکف زنجیر کارلویی مونت الگوریتم�های از ادامه در رو، این از دارد. پيچيده�ای شكل و بوده بسته فرم فاقد پسين توزيع یافته،
گيبز الگوريتم از استفاده لازمه می�شود. استفاده پارامترها درباره پسینی استنباط�های سپس و پسین توزیع از نمونه�گیری برای

به�صورت محاسبات اندکی با توزيع�ها این است. پارامترها كامل شرطی پسين توزيع�های شناخت

π(βββ|σ٢, q,DDD) ∝ exp(−
∑

ρq(yi − xxx′iβββ))Φp(βββ, µ, σ
٢I),

π(σ٢|βββ, q,DDD) ∝ Φp(βββ, µ, σ
٢I)dIG(σ٢; a٠, b٠),

π(q|βββσ٢,DDD) ∝ Kn(q) exp(−
∑

ρq(yi − xxx′iβββ))dbeta(q; η٠, ξ٠),

الگوريتم كمک به پارامترها توام پسين توزيع از می�توان كامل شرطی پسين توزيع�های داشتن دست در با اكنون می�ایند. به�دست
صورت q و σ٢ ،βββ پارامترهای از یک هیچ كامل شرطی پسين توزيع می�شود مشاهده كه همان�طور نمود. نمونه�گيری گيبز
کامل شرطی پسین توزیع�های این از نمونه�گیری برای متروپوليس-هستينگز الگوريتم از بنابراين ندارد، شده�ای شناخته و بسته
متروپوليس-هاستينگز و گيبز الگوريتم�های از تلفيقی به (۴) پسين توزيع از نمونه�گيری برای اساس، این بر می�شود. استفاده

است. نياز

شبيه�سازی مطالعه ٣

مدل�های با آن كارايی و گرفته قرار ارزيابی مورد شبيه�سازی مطالعه�ی يک چارچوب در پيشنهادی بيزی مدل بخش اين در
چندکی رگرسيون مدل يک منظور اين برای می�شود. مقايسه یافته تعمیم چندکی رگرسيون و چندکی رگرسیون فراوانی�گرایانه

به�شكل یافته تعمیم
MQ = xxx′βββ = β٠ψ + β١ψ(q)x١ + β٢ψ(q)x٢

β١ = ٢/۵ و β٠ = −١ فرض با شده�اند شبیه�سازی نرمال توزیع از تبیینی متغیرهای مقادیر است شده گرفته نظر در
بر حاکم قطعیت عدم نمودن لحاظ به�منظور است. شده توليد آن با متناظر نرمال توزيع از پاسخ مشاهدات بردار β٢ = ۴
مقادیر آ�ن�ها اساس بر و تکرار بار ١٠٠٠ پارامترها براورد و تصادفی نمونه�های تولید فرایند تصادفی، نمونه�های تولید فرایند
متفاوت نمونه�ای اندازه�های و q مختلف مقادير به�ازای رقیب مدل�های از حاصل براوردگرهای خطای دوم توان�های ریشه
مدل�های به نسبت بیزی یافته تعمیم چندکی رگرسیون مدل که می�دهد نشان نتایج است. شده ارائه ١ جدول در و محاسبه

است. برخوردار کمتری RMSE از رقیب
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تعمیم چندکی چندکی، رگرسیون رو�ش�های از حاصل براوردگرهای (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه مقادیر :١ جدول
افتاده. دور داده�های حضور عدم در q = ٠/۵ چندک به�ازای ۵٠ و ٢۵ ،١٠ نمونه اندازه برای بیزی یافته تعمیم چندکی و یافته

رگرسیونی مدل
یافته تعمیم چندکی چندکی پارامتر نمونه اندازه

بیزی فراوانی�گرایانه

٠/٢٠٣۶ ١/٠۶۴۶ ١/٠٧١٩ β٠
٠/٠٨٩٨ ٢/۵١٧٨ ٢/۵٣٢٣ β١ ١٠
٠/١٢٨٩ ۴/٠٣۶١ ۴/٠٣۶۴ β٢
٠/٢٩٢٧ ١/٧۴٣٩ ١/٧٠۶٣ β٠
٠/٢٩٠٠ ٢/۴٩۵٩ ٢/۴٩١١ β١ ٢۵
٠/٣٢٢١ ٣/٩٩٨۶ ٣/٩٩۶١ β٢
٠/٩۴٨٧ ١/٧٣۵٣ ١/۶٨٩۵ β٠
٠/٢٨١٣ ٢/۵٠٠۴ ٢/۵٠١٨ β١ ۵٠
٠/۶۴۴٣ ٣/٩٩۴٢ ٣/٩٩١۵ β٢

نتیجه�گیری و بحث ۴

تحلیل مرسوم روش�های این�رو، از نماید. تبیین را جامعه توزیع نمی�تواند تنهایی به تمرکز معیارهای از یکی به�عنوان میانگین
رگرسیونی تحلیل نیستند. لازم کارایی دارای کاربردها از بسیاری در می�کنند، مدل�بندی را پاسخ متغیر میانگین که رگرسیونی
به مدل به می�گیرند، قرار استفاده مورد پاسخ متغیر توزیع تبیین برای چندک�ها از مجموعه�ای آن در که تعمیم�یافته، چندکی

می�شود. منجر کاراتری مراتب
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زمینه ها سایر



جز�ء�کسری روی ازجمع�های نمونه�هایی بررسی

* حسنلو زهرا
زنجان دانشگاه

چکیده

اول اعداد همچنین و صحیح اعداد حقیقی، اعداد روی جزء�کسری روی جمع�های از نمونه�هایی به مقاله این در
روی جمع به مربوط نتایج و قضایا روش این کمک به و می�دهیم شرح و بیان را دیریشله هذلولی روش ابتدا می�پردازیم.

می�کنیم. اثبات را جزء�کسری

ریمان زتای تابع دیریشله، هذلولی روش پیچشی، ضرب جزء�کسری، جمع کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 11J70, 11A41,11P82

مقدمه ١

می�شود تعریف زیر صورت به x جزء�کسری x ∈ N هر برای

{x} = x− [x] .

نماد با را g و f ( دیریشله ضرب (یا پیچشی ضرب آنگاه باشند، حسابی تابع دو g و f اگر پیچشی). (ضرب ١.١ تعریف
. می�شود تعریف n ∈ N هر ازای به (f ∗ g)(n) =

∑
d|n f(d)g(

n
d ) صورت به و داده نشان f ∗ g

کرد، خواهیم اشاره آنها به که مقدماتی از استفاده با و می�پردازیم جزءکسری روی جمع��های از نمونه�هایی به مقاله این در
کرد. خواهیم اثبات را آنها از برخی و بیان را زیر احکام

داریم a, b ̸= ٠ صحیح اعداد و x ⩾ ١ حقیقی عدد برای .٢.١ قضیه

∑
d⩽x

d≡b (mod a)

{x
d

}
=

x

a
(١− γ) +O

(√
x
)
.

است. γ ∼= ٠٫ ۵٧٧٢١۵۶۶۴٩ تقریبی مقدار با اویلر ثابت γ اینجا در که

داریم x ⩾ ١ برای .٣.١ ∑قضیه
n⩽x

{x
n

}
= (١− γ)x+O(

√
x).
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داریم ،x ⩾ ١ حقیقی عدد و a ⩾ ١ صحیح عدد برای .۴.١ ∑قضیه
k⩽ a√x

{ x

ka

}
= a

√
x
(
١− γ١/a

)
+O

(
x١/(a+١)

)
.

داریم p ∈ P برای .۵.١ قضیه

∑
p⩽x

{
x

p

}
=

x

log x
(١− γ) + o

(
x

log x

)
.

و [٢] به می�توان زیر لم�های اثبات و شرح برای که می�کنیم بیان را زیر لم�های و مقدمات ابتدا فوق قضایای اثبات برای
کرد. رجوع [۴] همچنین و [٣]

داریم ،s ̸= ١ و s > ٠ و x ⩾ ١ برای .۶.١ لم

∑
n⩽x

١
ns

=
x١−s

(١− s)
+ ζ(s) +O(x−s).

داریم: x ⩾ ١ و v ⩾ ٠ برای .٧.١ لم

∑
n⩽x

١
(n+ v)

= log(x+ v) + C(v) +O(
١
x
),

(C(٠) = γ vداریم = ٠ (برای است. v به وابسته تنها C(v) اینجا در

و باشد حسابی تابع دو f, g کنید فرض دیریشله) هذلولی (روش .٨.١ لم

F (x) =
∑
n⩽x

f(x), G(x) =
∑
n⩽x

g(x).

داریم y ∈ [١, x] هر برای اینصورت در

∑
n⩽x

f ∗ g(n) =
∑
n⩽x

g(n)F
(x
n

)
+
∑
m⩽

x

y

f(m)G
( x

m

)
− F

(
x

y

)
G(y).

داریم x ⩾ ١ حقیقی عدد و f, g حسابی تابع دو هر برای .٩.١ لم

∑
d⩽x

f(d)
{x
d

}
= x

∑
d⩽x

f(d)

d
−
∑
n⩽x

f ∗ ١(n).

اصلی نتایج ٢

می�کنیم. اثبات دیریشله هذلولی روش کمک با و نمونه عنوان به را ٣.١ و ٢.١ قضیه�های قسمت دراین
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داریم ٩.١ لم از استفاده با f(d) = ١ اگر ،٠ ⩽ b < a می�کنیم فرض .٢.١ قضیه ∑اثبات
d⩽x

d≡b (mod a)

{x
d

}
= x

∑
d⩽x

d≡b (mod a)

١
d
−
∑
n⩽x

f ∗ ١(n), (١)

داریم t٠ := ٠ و b ̸= ٠ اگر tb :=
١
b
می�دهیم قرار ،٧.١ لم از استفاده با

∑
d⩽x

d≡b (mod a)

١
d
= tb +

١
a

∑
k⩽x−b

a

١
k + b

a

=
١
a
log
(x
a

)
+ tb +

C
(
b
a

)
a

+O

(
١
x

)
, (٢)

بنابراین ،y =
√
x می�دهیم قرار دیریشله هذلولی روش در که ترتیب بدین می�کنیم. استفاده ٨.١ لم از ١ آوردن بدست برای

داریم

∑
n⩽x

f ∗ ١(n) =
∑
n⩽√

x

∑
m⩽x/n

f(m) +
∑

m⩽√
x

f(m)
[ x
m

]
−

∑
n⩽√

x

f(n)

∑
n⩽√

x

١


=
∑
n⩽√

x

∑
m⩽x/n

m≡b (mod a)

١+
∑

m⩽√
x

m≡b (mod a)

[ x
m

]
−
[√

x
] ∑

n⩽√
x

m≡b (mod a)

١

=
∑
n⩽√

x

( x

an
+O(١)

)
+

∑
m⩽√

x
m≡b (mod a)

( x

m
+O(

√
x)
)
−
(√

x+O(١)
)(√

x

a
+O(١)

)

=
x

a

(
log

√
x+ γ

)
+ x

(
١
a
log

(√
x

a

)
+ tb +

C( ba)

a

)
− x

a
+O(

√
x), (٣)

داریم ٣ ٢و جایگذاری ∑با
d⩽x

d≡b (mod a)

{x
d

}
= x

∑
d⩽x

d≡b (mod a)

١
d
−
∑
n⩽x

f ∗ ١(n)

= x

(
١
a
log

x

a
+

١
b
+

C( ba)

a
+O

(
١
x

))
−
(x
a
log

√
x+ γ

)
= x

((
١
a
log

√
x

a

)
+

١
b
+

C( ba)

a

)
− x

a
+O(

√
x)

=
x

a
− x

a
γ +O(

√
x)

=
x

a
(١− γ) +O(

√
x),

می�شود. حاصل مطلوب نتیجه لذا

داریم جزء�کسری تعریف طبق و گرفته نظر در n طبیعی عدد مقسوم�علیه�های روی جمع را d(n) .٣.١ قضیه ∑اثبات
n⩽x

d(n) =
∑
n⩽x

[x
n

]
= x

∑
n⩽x

١
n
−
∑
n⩽x

{x
n

}
, (۴)

٣–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

جز ء کسری روی جمع های بررسی سخنرانی

٢٣٠



داریم نتیجه ∑در
n⩽x

d(n) = x log x+ (٢γ − ١)x+O
(√

x
)
, (۵)

داریم ٨.١ لم طبق نتیجه در شود. رجوع [٣] مرجع به فرمول این اثبات برای

∑
n⩽x

{x
n

}
= x

∑
n⩽x

١
n
−
∑
n⩽x

d(n),

نتیجه ∑در
n⩽x

{x
n

}
= x

(
log x+ γ +O

(
١
x

)
− x log x− (٢γ − ١)x+O

(√
x
))

= (١− γ)x+O
(√

x
)
,

می�شود. تمام اثبات ترتیب بدین
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و مکش با مدور لوله ی یک در سیال جریان دینامیک تحلیلی نیمه بررسی
مغناطیسی میدان حضور در و دمش

کاربردی* ریاضی ارشد کارشناسی عبدالهی، وحیده
بلوچستان و سیستان دانشگاه

مکانیک مهندسی دانشکده ی استادیار میم، شفیعی محمدحسین
بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده

آن در دمش و مکش که شکل دایره ای مقطع با لوله  ای در سیال یک جریان بر مغناطیسی میدان تأثیر حاضر، کار در
مغناطیسی میدان یک در الکتریسیته جریان هادی سیال بررسی، این در است. گرفته قرار بررسی مورد می گیرد، صورت
سیال، جریان بر حاکم معادلات و مغناطیسی میدان تأثیر تحت سیال بر وارد نیروهای و است شده گرفته نظر در
مختصات در جزیی مشتقات با غیر خطی معادلات ابتدا معادلات، از دسته این حل جهت گرفته اند. قرار مطالعه مورد
در است. شده تبدیل غیر خطی معمولی دیفرانسیل معادله ی دسته یک به مناسب، جریان تابع از استفاده با استوانه ای،
نشان محاسبات این از حاصل نتایج است. شده حل متناهی تفاضل عددی روش کمک به معادلات از دسته این نهایت

می باشد. مؤثر بسیار سیال، در فشار افت و برشی تنش نیروی میزان در مغناطیس ضریب مقدار که می دهد

متناهی تفاضل جریان- تابع دمش- مکش- مغناطیسی- میدان کلیدی: واژه های

مقدمه ١

زمینه های در کاربردی برنامه های از بسیاری اساس و پایه مغناطیسی، میدان تأثیر تحت الکتریسیته هادی سیال یک مطالعه ی
الکتریسیته هادی سیال و ( MHD مگنتو هیدرو دینامیک( جریان گسترده ی کاربردهای علت به است. علمی و مهندسی
نظیر کاربردهایی به می توان نمونه عنوان به که است رو به رو افزونی روز توجه با علم از شاخه این پزشکی، و صنعت در
موضوع کرد[١]. اشاره این ها، نظیر و بالا حرارت درجه ی با پلاسماها ،MHD پمپ های ،MHD برق کننده ی تولید
در را مگنتو هیدرو دینامیک اصطلاح که بود کسی اولین آلفوون هانس شد. مطرح ١٩٣٠ سال از بعد مگنتو هیدرو دینامیک،
کرد. معرفی علمی مستقل رشته ی یک عنوان به فیزیک) (اختر نجوم فیزیک در را پدیده این وی کرد. معرفی ١٩۴٢ سال
کار های شد. نوبل جایزه ی برنده ی ١٩٧٠ سال در MHD زمینه ی در علمی گسترده ی تحقیقات علت به آلفوون هانس
او شد. انجام هارتمن توسط مهندسی، علوم در مغناطیسی هیدرو دینامیک دانش توسعه ی منظور به گرفته صورت اولیه ی
مجرا یک از که مذاب فلز جریان روی را مطالعاتی ١٩٧٣ سال در وی کرد. اختراع ١٩١٨ سال در را الکترومغناطیسی بمب
و تحلیلی بررسی هارتمن، توسط شده انجام کار های دیگر از داد. انجام می شد، اعمال مغناطیسی میدان آن بر و کرده عبور
MHD زمینه ی در هارتمن توسط شده انجام کارهای به توجه با می باشد. مغناطیسی میدان یک در جیوه جریان تجربی
در که جریان هایی توصیف برای هارتمن، جریان اصطلاح آورد. حساب به مذاب فلزات هیدرو دینامیک علم پدر را او می توان
فرآیندهای در موضوعی عنوان به پلاسما فیزیک ١٩۵٠ سال در می شود. استفاده باشند، مغناطیسی میدان تأثیر تحت کانال،
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در گردید. مطرح مغناطیسی هیدرودینامیک به مربوط مباحث در هسته ای، رآکتورهای در شده کنترل گرما هسته ای گداخت
مطرح را نجوم علوم و مگنتو هیدرو دینامیک بین ارتباط که داد ارائه را آلفوون امواج به مربوط نظریه ی آلفوون سال ها همین
در مگنتو هیدرو دینامیک دانش از استفاده هارتمن، توسط شده انجام مطالعات با ١٩۶٠ دهه ی اوایل در سر انجام می کند.
و حیات دادند. انجام لوله ها MHDدر جریان روی را آزمایشگاهی و نظری مطالعات لازاروس و هارتمن شد. آغاز مهندسی
جریان زمینه ی در [٣] همکاران و سای آوردند. دست به لوله درون MHD جریان برای صریح تحلیلی حل یک همکاران[٢]
آشفتگی، روش از استفاده با و مغناطیسی میدان یک حضور در دیواره انقباض یا انبساط با متخلخل لوله ی یک در ناپایدار
هادی سیال در معلّق ذره  ی یک حرارت انتقال و هیدرومغناطیس سیال یک ناپایدار و آرام جریان شامکا کردند. مطالعه
کرد. بررسی عددی طور به می باشد، یکنواخت مغناطیسی میدان حضور در و مدور لوله ی یا کانال یک درون که را الکتریسیته
یک حول است، نیز الکتریسیته جریان هادی کم، میزان به که را تراکم ناپذیر و لزج پایدار، سیال جریان همکاران[۴] و اسکار
مجموعه دادند. قرار بررسی و مطالعه مورد پانصد ، تا صد دامنه ی با رینولدز عدد با تراز، هم مغناطیسی میدان با مدور سیلندر
در ماکسول معادلات و سیالات دینامیک از استوکس - ناویر معادلات از ترکیبی می کنند، توصیف را MHD که معادلاتی

می  شوند. حل عددی یا تحلیلی صورت به همزمان طور به دیفرانسیل، معادلات این است. الکترومغناطیس

حاکم معادلات حل و مسئله فرمول بندی ٢

شده گرفته نظر در νm نفوذپذیری و a(t) شعاع با متخلخل دیواره ی با لوله ای در سیال یک تراکم ناپذیر و ناپایدار آرام، جریان
می گیرد. صورت یکنواخت طور به انقباض ها، یا انبساط ها و است همراه دمش یا مکش با لوله دیواره ی که طوری به است،

مطابق لوله مرکز در مختصات مرکز مبدأ با r − z استوانه ای مختصات سیستم است، شده داده نشان شکل در که طور همان
در سرعت مؤلفه های ترتیب به v و u است. شعاع راستای در r و لوله محور راستای در z می شود. گرفته نظر در (١) شکل

است. لوله دیواره ی بر عمود مغناطیسی میدان B و می باشند r و z راستای

مغناطیسی میدان درحضور و دیواره انقباض یا انبساط با متخلخل لوله ی :١ شکل
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مختصات دستگاه در و دیفرانسیلی مقیاس در استوکس) ناویر- حرکت(معادلات اندازه معادلات و پیوستگی معادله ی
می شوند: بیان زیر صورت به ترتیب به مغناطیسی، میدان تأثیر تحت و استوانه ای

∂u

∂z
+
∂v

∂r
+
v

r
= ٠, (١)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂z
+ v

∂u

∂r
=

−١
ρ

∂p

∂z
+ ν(

∂٢u

∂z٢ +
∂٢u

∂r٢ +
١
r

∂u

∂r
)− ١

ρ
σuB٢, (٢)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂z
+ v

∂v

∂r
=

−١
ρ

∂p

∂r
+ ν(

∂٢v

∂z٢ +
∂٢v

∂r٢ +
١
r

∂v

∂r
− v

r٢ ),
(٣)

مرزی شرایط می باشند. مغناطیسی میدان بردار B و سیال سینماتیکی لزجت و فشار چگالی، ترتیب به ν و p ،ρ آن در که
است: شده تعریف زیر صورت به

r = a(t) : u = ٠, v = −vm = −Aa

r = ٠ :
∂u

∂r
= ٠, v = ٠

z = ٠ : u = ٠, v = ٠

(۴)

می شود: تعریف زیر صورت به جریان تابع می باشد. دیواره نفوذپذیری اندازه ی A =
vm
a

که

ψ = νzF (ξ, t), (۵)

صورت به می شوند، داده نشان v و u با ترتیب به که −→j و −→i راستای در سرعت بردار مؤلفه های است. ξ =
r

a
آن در و

می شوند: تعریف زیر

u =
νzFξ(ξ, t)

a٢ξ
, (۶)

v = −νF (ξ, t)
aξ

, (٧)

متغیر تغییر اعمال با و زمان واحد از کردن نظر صرف و حاصل معادلات در جریان تابع دادن قرار و مسأله تشابهی حل با
می آید: دست به معلوم مرزی شرایط با غیرخطی معمولی دیفرانسیل معادله ی یک η = ξ٢ جدید

(٨)ηf
′′′
+ f

′′
+
α

٢
(ηf

′′
+ f

′
) +

Re

٢
(ff

′′ − f
′٢
)− M

٢
(η٣f

′ − ٢η٢f

+۴
١∫
٠
ηf(η)dη) = k,

(٩)f
′
(١) = ٠, f(١) = ١, f(٠) = ٠.

تفاضل عددی روش به معادله این حل نتایج از بخشی است. انتگرال گیری ثابت k و رینولدز بعد بدون عدد Re آن در که
است: شده آورده نمودار صورت به متلب، محیط در متناهی
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α و M مختلف مقادیر ازای به f ′′
(٠) تابع دوم مشتق تغییرات نمودار :٢ شکل

نتیجه گیری ٣

جریان در فشار افت میزان نیرو این که می باشد برشی تنش نیروی تغییرات میزان دهنده ی نشان واقع در f ′′ تابع تغییرات
رینولدز عدد تغییرات تأثیر تحت آن کاهش و افزایش و تابع تغییرات سطح نتیجه، در می کند. مشخص را لوله درون سیال
کاربردهای در شد، خواهد نیز برشی تنش مقدار تغییر باعث که ،α ضریب تأثیر تحت همچنین و مغناطیس ضریب تغییر و
صورت بررسی این در که چه آن طبق داشت. خواهد بسزایی تأثیر روزمره، کاربردهای و تأسیساتی صنایع پزشکی، و صنعتی
به و حرارتی لوله های آزمایشگاه ها، در مگنتو هیدرودینامیک، که جایی آن از تحقیق، این از حاصل نتایج اساس بر و گرفت
در فشار افت میزان مناسب کنترل و دقیق محاسبات با می توان دارد، گسترده ای کاربرد پیرامون، جهان و طبیعت در کلی طور
کرد. کمک خدمات کیفیت بیشتر چه هر شدن بهینه تر به انرژی، و مواد مصرف کاهش با کانال ها، و لوله ها درون سیال جریان
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متقارن معین دوم درجه مداد برای جزئی ویژه مقادیر تخصیص و تعامد

* شایقی معصومه
یزد دانشگاه

کرباسی مهدی سید
یزد دانشگاه

چکیده

نامطلوب ویژه مقادیر از کمی تعداد تعیین با رابطه در ١ (PQEV AP دوم( مرتبه ویژه مقادیر جزئی تخصیص مساله
می مانند. تغییر بدون متناظر ویژه بردارهای و ویژه مقادیر از زیادی تعداد که حالی در می باشد، ماتریسی مداد یک از
مساله این جواب است. کنترل ثبات های سیستم و ارتعاشی ساختارهای در تشدید نامطلوب کنترل از ناشی مساله

می باشد. خورد پس های ماتریس جفت یک مستلزم

خورد پس ماتریس ارتعاش، سیستم شده، داده تخصیص ویژه ی ساختار دوم، درجه ویژه مقدار مساله کلیدی: واژه های

نیازها پیش و مقدمات ١

دستگاه یک ... و فضاپیماها هواپیماها، بلند، های ساختمان ها، پل نظیر ارتعاشی ساختارهای که است شده شناخته خوبی به
v(t) = xeλt آن در که آورند می وجود به Mv̈ +Cv̇ +Kv = f(t) شکل به دوم مرتبه ماتریسی دیفرانسیل معادلات

می شوند: منجر زیر صورت به ٢ (QEP دوم( درجه ویژه مقدار مسائل به که هستند مسائلی چنین های جواب

P (λ) := Mλ٢ + Cλ+K (١)

و ویژه مقادیر کردن پیدا مساله، می شوند. نامیده سختی ماتریس K و میرائی ماتریس C جرمی، ماتریس M اینجا در
می باشد. P (λ) دوم مرتبه مداد ویژه بردارهای

خطی مداد یک P که می شود تبدیل یافته تعمیم ویزه ی مقدار مساله ی به مساله باشد، صفر ماتریس یک C اگر .١ . ١ تعریف
می باشد. µ = −λ٢ و P (µ) = K − µM صورت به

کنترل bu(t) انرژی تابع از کاربردهایی با می تواند Mv̈ + Cv̇ + Kv = ٠ دوم مرتبه ماتریسی دیفرانسیل معادله
است: اسکالر یک u(t) و ثابت بردار یک b ∈ Rn آن در که شود

Mv̈ + Cv̇ +Kv = bu(t) (٢)

Mv̈ + (C − bf t)v̇ + (K − bgt)v = ٠ (٣)

*سخنران

١The Partial Quadratic Eigenvalue Assignment Problem
٢Quadratic Eigenvalue Problem
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u(t) = f tv̈ + gtv (۴)

است. شده توصیف Pc(λ) = Mλ٢ + (C − bf t)λ + (K − bgt)بسته حلقه مداد وسیله به ساختار این دینامیک
که طوری به دارد g و f خورد پس بردارهای کردن پیدا به نیاز دوم، مرتبه مداد برای جزئی، ویژه مقادیر تخصیص مساله
دستگاه است. P (λ) باز حلقه مداد طیف در بقیه و است معین ویژه مقادیر تعدادی دارای Pc(λ) بسته حلقه مداد طیف

اگر: فقط و اگر است پذیر کنترل کاملا P (λ) باز حلقه مداد از λ ویژه مقدار هر برای Mv̈ + Cv̇Kv = bu(t)

rank{λ٢M + λC +K, b} = n (۵)

که است طیف یک دارای بسته حلقه مداد که طوری به است g و f وجود برای کافی و لازم شرط یک بودن پذیر کنترل کاملا
شود. داده تخصیص دلخواه طور به می تواند

جزئی ویژه مقادیر تخصیص ٢

و m ⩽ n مختلط عدد M می دهیم: ارائه P (λ) مداد برای جزئی ویژه مقادیر تخصیص مساله جواب یک حاضر حال در
بسته حلقه مداد که بیابیم را g و f توابع باید است، شده داده b ∈ Rm بردار یک و µ١, µ٢, ..., µm

یک این باشد. {µ١, µ٢, µm, λm+١, ..., λ٢n} طیف دارای Pc(λ) = Mλ٢ + (C − bf t)λ+ (K − bgt)

با را P (λ) مداد از {λj}mj=١ ویژه ی مقادیر تا کردیم استفاده g و f بردارهای از که است جزئی ویژه مقدار تخصیص مساله
می کنیم: بیان را زیر قضیه ی منظور این برای می مانند. تغییر بدون ویژه مقادیر دیگر و کنیم عوض {µj}mj=١

کردیم: افراز زیر صورت به را ٢n× ٢n ویژه ی مقدار ماتریس و ٢n× ٢n ویژه ی بردار ماتریس کنید فرض
X =

[
X١ X٢

]
,

Λ =
[
Λ١ Λ٢

]

کنید فرض .٢ . ١ قضیه

f = MX١Λ١β, (۶)

g = −KX١β, (٧)

داریم: β انتخاب هر ازای به پس است، مختلط عد یک β

MX٢Λ
٢
٢ + (C − bf t)X٢Λ٢ + (K − bgt)X٢ = ٠ (٨)

،MXΛ٢+CXλ+KX = ٠ ویژه ی تجزیه ی Pدارای (λ) = Mλ٢+Cλ+K باز حلقه مداد کنید فرض .٢ . ٢ قضیه
می شوند: انتخاب زیر صورت به β از βj های مولفه و قبل قضیه صورت به g و f و

βj =
١

btxj

µj − λj

λj
Πm

i=١,i̸=j

µj − λj

λi − λj
(٩)

آن اول ویژه ی بردار m و می باشد {µ١, µ٢, ..., µm, ..., λm+١, ..., λ٢n} طیف دارای Pc(λ) بسته حلقه مداد بنابراین
کند. صدق (µ٢

jM + µjC +K)yj = b و j = ١, ٢, ...,m معادله ی در تا شود تراز می تواند
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ماتریس .F = I − Sکنید فرض و کرونکر، دلتای δij انتقال، ماتریس عنوان به S = [δi+١,j ] تعریف با .٢ . ٣ مثال
با: هستند معین و قطری سه مدل این برای K و C ، M های

M = ٢(I + SST ) + S + ST ,

C = FLF T ,

Γ = diag{γ١, γ٢, ..., γn},
γi =

١
١٠٠sin(

٢πi
n ),

K = ١٠٠٠FF T .

هستند: زیر صورت به ها ماتریس n = ۴ برای بنابراین

M =


۴ ١ ٠ ٠
١ ۴ ١ ٠
٠ ١ ۴ ١
٠ ٠ ١ ٢

 ,

C = ١
١٠٠


١٫٠٨٩٨ −٠٫٧٠٧١ ٠ ٠
−٠٫٧٠٧١ ١٫۶٣١٠ −٠٫٩٢٣٩ ٠

٠ −٠٫٩٢٣٩ ١٫٩٢٣٩ −١٫٠٠٠٠
٠ ٠ −١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠

 ,

K = ١٠٠٠


٢ −١ ٠ ٠
−١ ٢ −١ ٠
٠ −١ ٢ −١
٠ ٠ −١ ١


نمایش زیر جدول در که است ای ویژه مقادیر دارای K و C ، M از انتخاب این برای P (λ) = Mλ٢ +Cλ+K مداد

است. شده داده

n = ۴ برای باز حلقه مداد ویژه مقادیر :١ جدول

i λi

١ −٧٫۶٨١٣ ××١٠−۵ − ۵٫١٠٢i
٢ −٧٫۶٨١٣ ××١٠−۵ + ۵٫١٠٢i
٣ −٩٫۶۴٣۵ ××١٠−۴ − ١۶٫٠٩۶i
۴ −٩٫۶۴٣۵ ××١٠−۴ + ١۶٫٠٩۶i
۵ −٣٫٢۵٩٠ ××٣−١٠ − ٢٩٫٢٣٩i
۶ −٣٫٢۵٩٠ ××٣−١٠ + ٢٩٫٢٣٩i
٧ −٨٫١٩۴٧ ××٣−١٠ − ۴٢٫٢٨٢i
٨ −٨٫١٩۴٧ ××٣−١٠ + ۴٢٫٢٨٢i

λ١ ویژه ی مقادیر و می کنیم محاسبه b = (١, ١, ١, ١)t یکه ی بردار با را g و f خورد پس بردارهای حاضر، حال در حل.
داریم: اول قضیه از استفاده با می دهیم. تخصیص µ١,٢ = −(١ ± i) به را λ٢ و

β =

[
−١٫٢٨٨٨ + ٠٫۴۵٨۶i
−١٫٢٨٨٨ − ٠٫۴۵٨۶i

]
,

داریم: g و f برای دوم قضیه از استفاده با همچنین
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f =


−١٫۴٨۵٠
−٢٫٧۴٣٩
−٣٫۵٨۵٢
−١٫٩۴٠٣

 , g =


١٧٫٨۴٧٧
٣٢٫٩٧۶٩
۴٣٫٠٨۵٧
٢٣٫٣١٧٧



اصلی نتایج ٣

باشد جواب دارای جزئی تخصیص مساله یک اینکه برای نتیجه در و β وجود برای کافی شرایط که است واضح βj عبارت از
که: است این

نیست، صفر λjو j = ١, ٢, ...,m هیچ
و متمایزند، ها {λj}mj=١

باشد. متعامد xj و j = ١, ٢, ...,m به نسبت نباید b

مراجع

pp.٢٣۵-٢٨۶. ،(٢٠٠١) ۴٣ Jornal، SIAM ،problem eigenvalue quadratic The Meerbergen، K. Tisseur، F. [١]

[2] B. N. Datta, S. Elhay, Y. Ram Orthognality and partial pole assignment for the symmetric
definite quadratic pencil, Linear Algebra and its Applications, 257 (1997), pp. 29-48.

[3] T. K. Caughey, M. E. J. Okelly, classical normal modes in damed linear dynamic systems, 32
(1995), pp. 583-588.

[4] B. N. Datta, Linear and numericall linear algebra in control theory research problems, 197, 198
(1994), pp. 775-790.

smkarbassi@yazd.ac.ir الکترونیکی: پست
masoomeshayeghi@gmail.com الکترونیکی: پست

۴–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

متقارن معین دوم درجه مداد برای جزئی ویژه مقادیر تخصیص و تعامد سخنرانی

٢٣٩



پوئین تینگ بردارهای از استفاده با موج میدان انتشار جهت تعیین

منفرد سلیمانی مهرداد
شاهرود دانشگاه

پستانا کروز ری نام
باهیا فدرال دانشگاه

مرادزاده علی
شاهرود دانشگاه تهران،همکار دانشگاه

* مرادپوری فرزاد
شاهرود دانشگاه

چکیده
تداخل که پیچیده زمین شناسی مناطق نمودن تصویر برای موج های میدان جداسازی نتیجه در و انتشار جهت تعیین
قرار اختیار در را ریاضیاتی ابزار های پوئین تینگ بردار های می باشد. ضروری بسیار دارد همراه به را نوفه١ تولید و امواج
می یابند، انتشار مخالف جهت در که رخداد هایی از را پراکنش نقطه یک در فاز هم و جهت هم رخداد های بتوان تا می دهد
اساس مقاله این در شده ارائه پوئین تینگ بردار داد. تمیز هم از را هستند فاز هم مسیر از طولانی بخش امتداد در اما
ارائه مسئله حل فرمول بندی ابتدا هدف به نیل جهت می آورد. فراهم را موج میدان انتشار جهت محاسبه برای ریاضیاتی
است. گردیده ارائه دولایه ای مدل یک برای تصویر سازی شرط یک توسعه با نتایج موج میدان های جداسازی از پس و

انتشار جهت پوئین تینگ، بردار موج، میدان لرزه ای، تصویر سازی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

تولید (منبع چشمه از میدان موج تولید می شود. فرستاده زمین درون به لرزه ای چشمه یک طریق از امواج لرزه ای، اکتشافات در
اولین است. ،x = (x, y, z) بطوریکه می شود، داده نشان Pd = (x, t) با و می یابد، انتشار پایین رونده صورت به موج)
کلربوت می شود. داده نشان Pu = (x, t) با و می یابد انتشار برگشتی و پسرو صورت به نیز شده ثبت بازتابی میدان موج
خاص، عمقی نقطه یک در کرد[١]. معرفی را پایین رونده و بالارونده میدان موج از استفاده با لرزه ای تصویر سازی ،(١٩٧١)
باشد[٢]. منطبق زمانی نظر از بالارونده موج با پایین رونده موج ورودی اولین که داشت خواهد وجود زماني واقعي بازتابنده
صفر زمانی تاخیر عرضی همبستگی سنتی تصویرسازی شرط از استفاده با زیر سطحی تصویر واقعی، بازتابنده وجود صورت در

آمد[٣].  خواهد بدست زیر رابطه با

I(x) =

∫ tmax

t=٠
S(x, t)R(x, t)dt (١)

میدان موج گیرنده از پسرو یافته انتشار میدان موج  R(x, t) و موج انتشار چشمه از شده منتشر میدان موج  S(x, t) بطوریکه
می باشد.  ثبت زمان حداکثر  tmax و  t زمان  و  x موقعیت در

پوئین تینگ بردار ٢

این که می شود توصیف برداری با می شود، تعبیر شدت عنوان به نیز گاهی که زمان واحد در سطح یکای از انرژی انتقال آهنگ   
و می شود نامیده پوئین تینگ بردار داد، قرار بحث مورد را آن خواص بار نخستین برای که پوئین تینگ ٢  هنری جان یاد به بردار

*سخنران

١Noise
٢ John Henry Poynting
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نمود. استفاده انرژی تولید مولد یک از انرژی شارش جهت ردیابی برای می توان پوئین تینگ بردار از می دهند. نشان  S با آنرا
کرده اند. استفاده آن برای نیز جهت ٣  بردار مثل اصطلاحاتی از محققین برخی

 

آنها جداسازی و موج میدان های انتشار جهت تعیین و پوئین تینگ بردارهای ٢ . ١

اکتشافات در تصویر کیفیت بهبود برای را پوئین تینگ بردار اطلاعات می توان موج، میدان های انتشار جهت از استفاده با   
زمان به نسبت میدان موج مشتق حاصلضرب عنوان به را پوئین تینگ بردارهای ،  (٢٠٠۴) مافرت و یون کرد. محاسبه لرزه ای
زمانی گام های به دسترسی و صحیح زوایای تولید برای دقیق عددی مشتقات به روش این کردند[۴]. محاسبه آن گرادیان در

می گردد[۵].  مشخص زیر بصورت  ،S تینگ پوئین بردار صوتی، موج معادله برای دارد. نیاز میدان موج برونیابی طول در

S(x, t) = −∂P (x, t)

∂t
∇P (x, t) (٢)

دامنه زمانی مشتق پوئین تینگ، بردار محاسبه برای که می باشند میدان موج  P (x, t) و پوئین تینگ بردار  S(x, t) آن در که
پوئین تینگ بردار زمان، به نسبت آن مشتق و میدان موج گرادیان محاسبه از پس شوند. محاسبه باید آن گرادیان و میدان موج
بدست موج انتشار جهت محاسبه برای را ریاضیاتی پایه یک پوئین تینگ بردار آورد. بدست معادله(٢) توسط توان می را

می دهد.
توان می منظور این برای نمود. جدا را میدان موج پوئین تینگ بردار مولفه های محاسبه از استفاده با می توان همچنین   

کرد[۶]. محاسبه پوئین تینگ بردار طریق از را میدان موج انتشار جهت زاویه

θ = arctan(
Sz

Sx
) (٣)

قرار توجه مورد است،  θ ∈ [٠,−π] جاییکه میدان موج پایین رونده بخش و  θ ∈ [٠, π] جاییکه، میدان موج بالارونده بخش
نمود. انتخاب را میدان موج دلخواه بخش می توان تعریف، این با ١؛الف،ب،ج). (شکل می گیرد

کرد. محاسبه را بازتاب زاویه می توان شدند، محاسبه چشمه و گیرنده موج میدان های برای پوئین تینگ بردارهای که وقتی   
انتشار جهت بطوریکه می گردد، استفاده گیرنده و چشمه موج میدان انتشار جهات تعیین برای پوئین تینگ بردار از اینجا در
تینگ پوئین بردار های گیرنده، و چشمه برای بترتیب می شود. داده تشخیص پوئین تینگ بردار بودن منفی یا مثبت بوسیله موج
 x مکان از توابعی پوئین تینگ بردارهای این باشند، می  R = (Rx, Rz) و  S = (Sx, Sz) بصورت بعدی دو مدل یک

می شود[۶]. محاسبه زیر بصورت بازتاب زاویه هستند.  t و

α =
١
٢
cos−١(

S.R

|S| |R|
) (۴)

 
مولفه های که پیچیده) زمین شناسی ساختارهای با مناطق (در میدان موج بالای پیچیدگی با مناطق در پوئین تینگ بردار از استفاده 
نتیجه در و موج میدان های جداسازی و انتشار جهت تعیین برای جهت)، سه در مثال (برای کنند تداخل میدان موج گوناگون

می باشد. کارآمد بسیار زیر سطحی ساختارهای دقیق تر تصویر
پایین فرکانس نوفه های تولید به منجر ،١ معادله سنتی تصویر سازی شرط از استفاده سپس و میدان موج برونیابی انجام
برای است. شده داده نشان ٢-ب شکل در ٢-الف شکل لایه ای دو مدل برای مسئله این می گردد. سطحی زیر تصویر در

٣ direction vector
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بالارونده مولفه (ج) رونده پایین مولفه (ب) اصلی موج میدان (الف) ای: لحظه تصویر :١ شکل
 

رخ بازتاب) ساطح سطوح یا سطح وجود (عدم غیر بازتابی نقاط در که هم جهت موج میدان های شدن همبسته از جلوگیری
در نماید. میسر را هم مخالف کاملا انتشار جهت دارای امواج بین همبستگی که است تصویر سازی شرط به نیاز می دهند،
شرط توسعه با ادامه در و شده استفاده امواج انتشار جهت تعیین جهت پوئین تینگ بردار از حاضر مطالعه در راستا، این
استفاده نظر مورد هدف به نیل برای معادله(۵) بصورت آن ارائه و ،(٢٠١٢) همکاران و کرولی توسط شده ارائه تصویر سازی
می کند[٧]. عمل گیرنده و چشمه موج میدان گرادیان و زمانی مشتق از حاصل نتیجه مبنای بر تصویر سازی شرط این است. شده

I(x) = ١
c٢

∫ tmax

t=٠
∂
∂tS(x− h, t− τ) ∂

∂tR(x+ h, t+ τ)dt+

+
∫ tmax

t=٠ ∇S(x− h, t− τ).∇R(x+ h, t+ τ)dt.
(۵)

تصویر حال در نقطه نزدیک مکانی و زمانی ۴  تاخیر بترتیب  ،t و  h و لاپلاسین عملگر و ∇  صوتی موج سرعت  c  بطوریکه
و بوده مخالف علامت دارای ( ξ > ۶٠◦) بزرگ بازتاب زوایای با مرتبط رخدادهای برای  ۵ ، معادله عبارت دو می باشد.  شدن
عبارت، دو بودن علامت هم به توجه با مطلوب رخداد های و حذف توجهی قابل بطور موجود نوفه های عبارت، دو جمع هنگام

است. شده داده نشان ٢-ج شکل در حاصل نتایج شد. خواهند حفظ

نتیجه گیری ٣

همراه به را نوفه تولید نتیجه در و امواج تداخل که پیچیده زمین شناسی مناطق نمودن تصویر برای موج میدان های جداسازی
محیط در میدان موج انتشار پیشروی هنگام در را شبکه نقطه هر زاویه پوئین تینگ، بردار روش می باشد. ضروری بسیار دارد
هر در اما می شوند، ذخیره و محاسبه زمانی و مکانی موقعیت های همه در محلی پوئین تینگ بردارهای چه اگر می کند. محاسبه
جداسازی برای آن، محاسباتی هزینه برابر در بنابراین دارد. نیاز کمتری محاسباتی حلقه های پوئین تینگ بردار روش صورت
آن، اعمال و مناسب تصویر سازی شرط یک توسعه با همچنین مطالعه این در باشد. می کارآمد بسیار روشی موج میدان های

است.  یافته افزایش ملاحظه ای قابل نحو به نهایی تصویر کیفیت بهبود
۴time lag
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استفاده با تصویر سازی و موج میدان جداسازی (ج) معادله١، از استفاده با تصویر سازی (ب) لایه ای دو مدل (الف) :٢ شکل
.۵ معادله تصویر سازی شرط از
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آن کاربردهای و آرایه�ای کدهای تساوی کنترل ماتریس توقف فاصله

فرهادی مجید
دامغان دانشگاه

کلائی متی صالحیان بهزاد
دامغان دانشگاه

* پورگنجه نجفی فرزانه
دامغان دانشگاه

چکیده

این است.نقش تکراری کدگشایی تحت خطی کدهای عملکرد تحلیل و تجزیه برای پارامتری ،١ توقف فاصله�ی
فاصله اما است، ثابت پارامتر یک همینگ فاصله حداقل می�باشد.اگرچه کدها در همینگ فاصله نقش همانند پارامتر
دارد.در بستگی C کد ٣ تساوی کنترل ماتریس انتخاب به معادل طور به یا C کد با متناظر ٢ تنر گراف انتخاب به توقف

می�پردازیم. روز مسائل در آن کاربرد و توقف فاصله توقف، مجموعه�های توصیف به مقاله این

توقف مجموعه توزیع�های توقف، فاصله،فاصله توقف،مینیموم مجموعه تساوی، کنترل ماتریس کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 11B96

مقدمه ١

بیان صریح طور به آن غیر که آن مگر ١ ≤ m ≤ q که به�طوری� است، صحیحی mعدد و اول فرد عدد q مقاله این سرتاسر در
شده�اند. بندی دسته تشابهشان و موضوع بر�حسب نوشته�ها چنین هم است. qm×q٢ تساوی کنترل ماتریس Hیک و شود.
در که بگیرید، نظر در را C باینری خطی ,n]-کد k, d] یک برای ممکن وابسته سطرهای تعداد با H تساوی کنترل ماتریس

است. n− k ،H سطرهای تعداد مینیموم است.بنابراین، همینگ فاصله مینیموم d و بعد k کد، طول n آن

هر برای ،که ,G(V١است V٢) بخشی دو گراف یک ،H تساوی کنترل ماتریس با C کد یک از تنر گراف یک .١.١ تعریف
hij ̸= ٠ دارد،اگر وجود یالی j و iرأس دو .بین دارد وجود V٢ در رأس Hیک ستون هر برای و V١ در رأس Hیک سطر

.

است، H شاخص ستون�های از l-عنصری مجموعه یک H برای l ≤ n اندازه از S توقف مجموعه یک .٢.١ تعریف
توقف مجموعه تنر، گراف دیدگاه� از ندارد.هم�چنین یک وزن با سطری H از آن متناظر l-ستونی زیرماتریس که به�طوری
است.اندازه ٢-همبند مینیموم S در S همسایگی هر که به�طوری است، TG(H) در متغیر گره�های از زیرمجموعه�ای S
بیشینه باید بهتر عملکرد برای و می�دهیم نمایش s(H) با و می�نامیم توقف فاصله را H از ناتهی توقف مجموعه کوچک�ترین

.s(H) ≤ d(C) داریم باشد.
*سخنران

١Stopping Distance
٢Tanner Graph
٣Parity-check Matrix
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کاربرد�ها ٢

که ناسره و سره کدهای برای تساوی کنترل ماتریس�های مفهوم از استفاده با ٢٠١١ و ٢٠٠٩ سال در اسماعیلی مرتضی دکتر
می�باشند، CI(m, q) و CP (m, q) آن�ها متناظر کدهای و می�شوند، داده نشان HI(m, q) و HP (m, q) با ترتیب به
s(HP (m, q)) = s(HI(m, q)) = داریم: زیر صورت به است،که داده ارائه توقف فاصله برای کران�هایی و مقادیر
و نمی�باشد قرار بر m > ٣ مقادیر برای تساوی این کردند ثابت و m = ٢, ٣ d(CPبرای (m, q) = d(CI(m, q))
۴AWGN کانال دو هر روی بهتری عملکرد ناسره کدهای رو این از است. سره کدهای از بیشتر ناسره کد�های توقف فاصله
٢٠١٢ درسال که شد، ارائه (m ≥ ۴, q ≥ ٧ ) برای توقف فاصله مینیموم بر کمتری کران ۵دارند[١].هم�چنین BEC و
دست به m ≤ ٧, q ≤ ٧٩ برای توقف فاصله و فاصله مینیموم ٢٠١۴ سال در و شد. داده ارتقا q ≥ ١١ و m ≥ ۴ برای
را d(٧, q) ≤ ٢۴ بالای کران چنین هم دادند، تغییر d(۶, q) ≤ ٢٠ به d(۶, q) ≤ ٣٢ از را همینگ فاصله کران و آمد.
با واژه�های کد نیستیم قادر کران�ها این با آوردند،که دست به کدواژه یک ۶ الگوی نگهدارنده�ی ماتریس مفهوم از استفاده با
کد�های توقف مجموعه�های هم�چنین و کنیم. پیدا فاصله مینیموم الگوریتم یک از استفاده با q مقدار چندین برای کم خیلی وزن
C(m, q) کدواژه�های مینیموم و توقف عه�های مجمو مینیموم تعداد ٢٠١٠ سال در آمد[٢]. به�دست ٢٠١۴ در جبری هندسه
برای بالایی کران ٢٠١۴ سال در هم�چنین و آمد[٣]. بهدست (m, q) = (۴, ۵), (۴, ٧) برای و m = ٢, ٣ مقادیر برای
واژه�های کد آمد.تعداد به�دست کامل به�طور m ≤ ۵ برای و شد ارائه d(m, q) ٧آرایه�ای LDPC کدهای فاصله مینیموم
با واژه�های کد مولد نگهدارنده�ی بر را خواصی کردند.هم�چنین اعلام ٢٠١۴ سال در q > ١٩ تمام برای را وزن مینیموم با

آوردند. به�دست را (q > ١٩) C(۴, q) کد وزن مینیموم
را i اندازه از توقف مجموعه�های تعداد واقع در توزیع این . می�شود داده نشان {Ti(H)}n=٠

i=٠ با توقف مجموعه توزیع�های
برای ٢٠١٢ سال در و مولر رد- کدهای برخی برای ٢٠١١ سال در و [۴] خطی کد�های برخی برای ٢٠١٠ سال در می�شمارد.
کنترل ماتریس یک H∗ کنیم فرض آمد. به�دست بیضوی منحنی�های گویای نقاط گروه از استفاده با جبری هندسه کد�های
بهینه را H تساوی کنترل ماتریس است.پس شده تشکیل C دوگان کد صفر غیر کد�واژه�های تمام با که باشد C از تساوی
از استفاده با باشد. داشته را سطرها کمترین H و Ti(H) = Ti(H

∗) ، i = ٠, ..., n هر برای می�نامیم،اگر BEC

کنترل ماتریس با C از تکراری کدگشای ، BEC می�آورند.در به�دست را بهینه ماتریس�های ، ترکیبیات و متناهی هندسه
کدگشای ،BEC در است. جامع کدگشای یک از کمتر بسیار کدگشایی پیچیدگی با BEC بهینه کدگشایی یک بهینه تساوی
است. کدگشایی پیچیدگی بالاترین دارای اما می�یابد، دست ممکن عملکرد بهترین به H∗ تساوی کنترل ماتریس با تکراری
H∗ از کمتری کدگشایی پیچیدگی است ممکن و می�یابد دست ممکن عملکرد بهترین ،به H تساوی کنترل ماتریس با ولی
یک H∗ توقف مجموعه هر است، H∗ سطرهای برخی توسط شده تشکیل ماتریس زیر یک H که آنجا از باشد. داشته

i = ٠, ١, ..., n[۵] هر برای Ti(H) ≥ Ti(H
∗) که می�دهد معنی این و است H توقف مجموعه

کدگشایی تحت نا�موفق گشایی کد احتمال و شد تعیین کد�ها برخی IDS٨ پذیر اصلاح�نا مجموعه توزیع�های ٢٠١٣ سال در
است. غیر�نزولی یکنواخت به�طور [٠, ١] بازه در خطی کد هر برای BEC روی بهینه

شده معرفی ٢٠١۵ سال در ٩ جوششی حک کانال�های برای شده سوراخ و شده کوتاه آرایه�ای LDPC کد�های از خانواده یک
است.ظرفیت تساوی کنترل ماتریس در متوالی های ستون با متناظر دورهای تحلیل و شناسایی اساس بر ساختار این است.که

۴Additive White Gaussian Noise
۵Binary Erasure Channel
۶Template Support Matrix
٧Low- Density Parity-check Code
٨Incorrigible Set
٩Burst Erasure Channels
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m = ٣, ۴, ۵ و q کوچک مقادیر برای برش بردارهای تمام کرد. مشخص دور�هایی چنین با توان می را Lmax حکجوششی
توجهی قابل به�طور ( نیست بزرگ بسیار q هنگامی�که ) فاصله ،مینیموم برش بردار صحیح انتخاب با است. آمده به�دست

می�یابد. افزایش
یک از استفاده با آن تساوی کنترل ماتریس که به�طوری شد، طراحی ١٠ MDS کدهای برای جدیدی ساختار ٢٠١٣ سال در
هم�چنین است. شده ساخته اولیه جمله�ای چند یک ،از ١٢ همراه ماتریس از شده ترکیب بلوک�هایی توسط ١١ منظم فوق ماتریس

n − k = ۴ و n − k = ٢ موارد برای را کدواژه نماد در خطا ⌊n− k

٢
⌋ می�تواند که شد معرفی کدگشایی الگوریتم یک

کند. اصلاح
برای را توقف فاصله و توقف مجموعه�های و شد بیان ٢٠١۵ سال در LDPC کدهای ١٣ مکانی به�طور شده وصل نسخه
که آمد، دست به است، معتبر است) m به ابسته و q٠ ) q ≥ q٠ هر برای که را L ≥ ٢ جفت�ساز طول و m = ٣, ۴, ۵

می�دهد. افزایش توجهی قابل طور به خطا اصلاح در را کدگشا عملکرد نسخه این
در RS کدهای RS کدواژه�های اساس بر ١۵ RS − LDPC کدهای از برداری و (QC) ١۴ دوری شبه نمایش دو
و دوری جایگشت ماتریس�های شامل تساوی کنترل ماتریس بخش بیشترین اول نمایش تحت که شد. ارائه ٢٠١۵ سال
آسان�تر را RS−LDPC کدهای رتبه�ی تحلیل تجزیه و کدگشایی اجرای و کدگشایی نمایش این است،و صفر ماتریس�های
غیر بردار یک توسط می�تواند RS −LDPC کد تساوی کنترل ماتریس در جایگشت ماتریس دوم، نمایش تحت کند. می
نمایش، این با و است. ساخته را RS کد باشد�که می میدانی اجزای از جایگشت یک آن درایه�های شده،که تعریف باینری
ساختار تحلیل و تجزیه تواند می که می�شود، بیان RS − LDPC طول تمام کدهای برای تکراری تغییر�ناپذیری خاصیت

کند.[۶] آسان�تر را کدها این
شده بیان چینی باقی�مانده قضیه اساس بر ١۶ (RFID) فرکانس شناسایی چسب�های بر گروه�بندی برای جدید طراحی یک
باقی�مانده نمایش افزونگی انگیزه با و است آمده به�دست توقف فاصله مفهوم به نگاهی با ٢٠١٣ سال در طراحی است.این
ماتریس�های گروه ساخت در انعطاف�پذیری بلکه می�سازد، میسر را کدگشایی تعیین ضمانت تنها نه طرح این شد. ارائه چینی
نیاز مورد اشیا هم�چنین هستند، خطی کد یک از فاصله مینیموم و توقف فاصله طرح این کلیدی می�برد.اشیا بالا را ١٧ مولد
نامیده ١٨ بست بن مجموعه�های و رتبه کمبود به�ترتیب که مقابلشان نقطه�ی و گروه�بندی از کدگشایی ضمانت�های مطالعه برای

می�کند.[٧] امکان�پذیر را خطا نرخ نظری تحلیل تجزیه که می�شوند،می�باشند،
تحت ١٩ (CS) فشرده دریافت برای اندازه�گیری ماتریس�های عنوان به می�توانند LDPC کد از تساوی کنترل ماتریس�های
تعداد کم�ترین ٢١ جرقه بگیریم، نظر در را آرایه�ای کدهای از H(m, q) تساوی کنترل ماتریس اگر شوند. استفاده ٢٠ BS

پایین کران دو شد.هم�چنین محاسبه m = ٢, ٣ برای ٢٠١٣ سال در که است، ماتریس یک در خطی وابسته ستون�های
شبه ساختار اندازه�گیری ماتریس�های است. آمده به�دست m ≥ ۴ برای زیرماتریس�هایشان یا H ماتریس از جرقه�ها از
زیر و ماتریس�ها این جرقه�ی مورد در نظری دهند.نتایج ارائه ساده�ای و مناسب تحقیق سخت�افزار می�توانند و دارند دوری

١٠Maximum Distance Separable
١١Superregular Matrix
١٢Companion Matrix
١٣Spatially-Coupled Version Of LDPC Codes
١۴Quasi-Cyclic Representation
١۵Reed-Solomon LDPC
١۶ Radio-Ferquency Identification
١٧Generator Matrices
١٨Deed-End Sets
١٩Compressed Sensing
٢٠Based Pursuit
٢١Spark
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می�کند. تضمین را آن�ها خوب عملکرد ، ماتریس�هایشان
یک از استفاده با روش شد.این بیان ٢٠١١ سال در LDPC کد�های تساوی کنترل ماتریس طراحی برای ساده روش یک
اجرا قابل دوری شبه کد و آرایه�ای کد اصلاح ، آرایه�ای کد ندارد،برای ۴ طول دور که بالا نرخ کد برای آل ایده حسابی دنباله
طول با QC − LDPC بر ساخت روش این از استفاده و است، اسماعیلی دکتر کار گسترش ً اساسا ساختار می�باشد.این
این عملکرد بهبود باعث نهایت در است،و اسماعیلی دکتر توسط آمده به�دست نتایج با مقایسه قابل مشابه، کد نرخ و بلوک

می�باشد. کدها
ماتریس�ها این از استفاده با می�شوند. گرفته نظر در خطی کدهای از مهمی ساختار عنوان به مولد ماتریس�های کد، نظریه�ی در
فاصله و توقف مجموعه�ی مفهوم از استفاده با ٢٠١٢ سال کرد.در بیان خطی کدهای برای بهینه�ای فاصله�ی مینیموم می�توان

[٨] شد. ساخته LDPC کدهای برای بهینه�ای مولد ماتریس�های توقف

اصلی نتایج ٣

های توزیع و توقف فاصله پارامتر کند. بیان را کد یک ساختار از مهمی بخش می�تواند کدها تساوی کنترل ماتریس�های
فاصله مینیموم پارامتر و پارامترها این بهینه مقدار به دستیابی است، تساوی کنترل ماتریس�های به مربوط توقف مجموعه
را توقف فاصله می�خواهیم ما هم�چنین . باشد متن در شده معرفی کانال�های در ایده�آل عملکرد به رسیدن برای راهی می�تواند

دهیم. قرار سازی بهینه و محاسبه مورد خطی کد�های خانواده�های از برخی برای
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هایی تونل ایجاد جهت حفاری های دستگاه ساخت در آن کاربرد و رولو مثلث
شکل مربعی مقطع با

لازمی حسینعلی
بافق واحد اسلامی آزاد دانشگاه

امرودی نخعی علی
اشتر مالک صنعتی دانشگاه

بافقی* اشرفی مهدی
بافق واحد اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

های حفاری حفر، تکنولوژی توسعه و زمینی زیر فضاهای از استفاده به نیاز افزایش به توجه با اخیر دهه چند در
ماشین این جمله از است. شده ساخته و طراحی خصوص این در ای پیشرفته آلات ماشین و است یافته گسترش مکانیزه
می حفر را ای دایره مقطع سطح با هایی تونل مناسب، سرعت با و مکانیزه کاملا بصورت که هستد ها TBM آلات
جدید ریاضی مدل یک آن کمک به و معرفی رولو مثلث بویژه و ثابت عرض با های منحنی ابتدا مقاله این در کنند.
کند. حفر شکل مربعی مقطع سطح با هایی تونل تواند می جدید ماشین که شود می ارائه TBM دستگاه ساخت برای
امر این که دهیم می نشان شکل) مربعی جدید(مقطع روش با شکل) ای دایره (مقطع فعلی روش مقایسه با نیز پایان در

دهد. افزایش را وری بهره درنتیجه و کاهش را حفاری های هزینه درصد) ٣٠ (تا تواند می موارد از برخی در

TBM دستگاه تونل، ایجاد حفر، تکنولوژی رولو، مثلث کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 32B25, 53A04

مقدمه ١

در شکل مربعی های سوراخ ایجاد به توان می جمله (از دارد فراوانی کاربردهای صنعت در شکل مربعی های سوراخ ایجاد
از و شود می کوپلینگ کامل درگیری باعث میله، و شفت سوراخ بودن مربعی زیرا کرد، اشاره میله با آن کردن کوپل و شفت
ارایه کوچک) ابعاد (در شکل مربعی های سوراخ ایجاد برای متعددی روشهای تاکنون کند. می جلوگیری آن چرخیدن هرز
CNC روش از استفاده .[٩] خانکشی روش و الکتریکی[۵] تخلیه [٣]،روش CNC دستگاه از استفاده جمله از است شده
صرفه به مقرون و استفاده قابل تونل) حفاری بویژه ) بزرگ ابعاد در عملا و دارد پی در زیادی هزینه بالا بسیار دقت رغم علی
مربعی های سوراخ ایجاد برای دیگر روش .[٢] است استفاده قابل رسانا مواد برای صرفا نیز الکتریکی تخلیه روش نیست.
این در باشد. داشته چرخشی حرکت مربع یک داخل تواند می که است رولو مثلث شکل به هایی سرمته از استفاده شکل
شکل مربعی های سوراخ ایجاد در آن از استفاده نحوه و معرفی را رولو مثلث بویژه و ثابت عرض با های منحنی ابتدا مقاله
١ (TBM) حفاری های دستگاه ساخت برای جدیدی ساختار آن به توجه با و دهیم می قرار بررسی مورد کامل طور به را
حفاری های دستگاه ساخت در تواند می که است این دیگر های روش با مقایسه در روش این خاص ویژگی دهیم. می ارایه
هایی دستگاه صفحات این چرخیدن نحوه و برش صفحات در تغییرات برخی کردن لحاظ با توان می و گیرد قرار استفاده مورد
های تونل بر شکل مربعی مقطع با های تونل مزیت نیز پایان در کنند. تولید شکل مربع مقطع سطح با هایی تونل که ساخت

کنیم. می بیان را شکل ای دایره مقطع با

*سخنران

١Tunnel Boring Machine
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رولو مثلث و ثابت عرض با های منحنی معرفی ٢

ثابت عرض با های منحنی ٢ . ١

موازی مماس خط دو دقیقا مسیر هر در است هموار منحنی یک آن مرز که بسته محدب مسطح اشکال برای .٢ . ١ تعریف
گویند. منحنی عرض را مسیر بر عمود موازی مماس خطوط بین عمودی فاصله دارد. وجود مرزی منحنی بر

عرض با منحنی را آن مرز و ثابت عرض با را شکل آن آنگاه باشد یکسان ها مسیر تمام در شکل عرض اگر .٢ . ٢ تعریف
.[۴] گوییم ٢ ثابت

است. دایره ثابت عرض با منحنی ترین ساده

(Reuleaux Triangle) رولو مثلث ٢ . ٢

طراح مهندس ٣ رولوکس فرانس خدمات پاس به که است رولو مثلث ثابت، عرض با های منحنی ترین شاخص از یکی
a ضلع طول به الاضلاع متساوی مثلث یک از رولو مثلث یک رسم برای است[۶]. شده نامگذاری نام این به آلمانی ماشین
کند. وصل هم به را دیگر راس دو که کنیم می رسم کمان یک رئوس از یکی مرکز و a شعاع با که بدینصورت کنیم می استفاده
خاص طور به دهند. می تشکیل را رولو مثلث قوس سه این دهیم می انجام نیز دیگر راس دو برای را کار این مشابه طور به
است واضح فوق تعاریف به توجه با .[۶] هستند ثابت عرض با های منحنی از ای ویژه مجموعه ، رئولوکس های ضلعی چند

باشد. داشته چرخش موازی خط دو بین هموار کاملا بصورت و براحتی تواند می رولو مثلث که

رولو مثلث کمک به شکل مربعی های سوراخ ایجاد ٣

و باشد داشته دوران موازی خط دو بین تواند می منحنی این ، جهات تمام در رولو مثلث منحنی عرض بودن ثابت دلیل به
در و شوند طراحی رولو مثلث شکل به برش صفحات یا سرمته اگر بنابراین دارد. را مربع یک درون چرخش قابلیت نتیجه در
حفاری یا برداری براده عملیات و دهد می پوشش را مربع داخلی سطح تمام کند چرخش درجه ٣۶٠ اندازه به مربعی قاب یک

دهد. انجام مربعی مقطع شکل به را

مربعی سوراخ ایجاد مکانیزم ریاضی تحلیل ٣ . ١

بودن ثابت یعنی ثابت، عرض با های منحنی خاصیت مهمترین از برش) (صفحه سرمته منحنی معادله آوردن بدست برای
در که شود می محاسبه l(θ) = r(θ) + r(θ + π) بصورت منحنی عرض کنیم. می استفاده جهات همه در منحنی عرض

قطبی حالت در منحنی عرض :١ شکل

٢curves of constant width
٣Franz Reuleaux
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افقی محور با مذکور خط زاویه θ و مبدا تا θ زاویه در منحنی بر شده رسم مماس بر عمود خط فاصله دهنده نشان r(θ) آن
داریم: ثابت عرض با های منحنی در است.

r(θ) + r(θ + π) = k (١)

آیند: می بدست زیر معادله از منحنی بر شده رسم های مماس مجموعه است. ثابت عدد یک k آن در که

F (x, y, θ) = x cos(θ) + y sin(θ)− r(θ) (٢)

،θ به نسبت دستگاه این حل با بنابراین .F = ٠, ∂F∂θ = ٠ داریم: منحنی) با مماس خط تماس (محل مماسی نقطه در
آیند: می بدست زیر بصورت θ برحسب y و x های متغیر

x(θ) = r(θ) cos(θ)− r′(θ) sin(θ), (٣)

y(θ) = r(θ) sin(θ) + r′(θ) cos(θ) (۴)

حایز نکته البته هستند ثابت عرض با همگی که آید می بدست مختلفی های منحنی معادلات ،r(θ) مختلف توابع انتخاب با
کند. صدق (١) معادله در بایست می r(θ) معادله که است این اهمیت

زیرا کند می صدق (١) معادله در نیز r(θ) = cos(٣θ) + a تابع .٣ . ١ مثال

r(θ) + r(θ + π) = cos(٣θ) + a+ cos(٣θ + ٣π) + a = ٢a, y(θ) = sin(θ)

داریم: (٣) معادله در آن قراردادن با همچنین باشد. می k = ٢aثابت عرض با منحنی یک فوق، معادله دهد می نشان این و

x(θ) = (cos(٣θ) + a) cos(θ) + ٣ sin(٣θ) sin(θ), y(θ) = (cos(٣θ) + a) sin(θ)− ٣ sin(٣θ) cos(θ)

است رولو مثلث معادله واقع در معادله، این و است شده داده نشان زیر شکل در a = ٩ خاص حالت در معادله این نمودار
ثابت منحنی عرض که است واضح کند می صدق معادلات در اینکه به توجه با و است. k = ٢a = ١٨ با برابر آن عرض و

باشد. داشته دوران مربع یک در تواند می براحتی و بوده

k = ١٨ عرض با رولو مثلث :٢ شکل

و گیرد نمی قرار ثابتی نقطه در آن ثقل) (مرکز هندسی مرکز رولو مثلث چرخش با که است این توجه قابل نکته اینجا در
غیر کوپلینگ یک از بایستی برش صفحات یا سرمته به موتور) یا (دریل گشتاور تولید منبع از گشتاور انتقال برای درنتیجه
کوپلینگ به توان می جمله از که دارد را راستا هم غیر محور دو بین گشتاور انتقال وظیفه کوپلینگ این کرد. استفاده محور هم
کوپلینگ خصوص در البته کرد. اشاره [٧] اشمیت ریچارد کوپلینگ یا هوک کوپلینگ ، یونیورسال کوپلینگ ،[٢] الدهام
(به برش صفحات یا سرمته چرخش اینصورت غیر در که چرا است مهم بسیار خروجی و ورودی دوران سرعت بودن ثابت
بودن ثابت [٧] در همکاران و چالشتری حسینی شود. نمی حاصل مطلوب نتیجه و بود نخواهد هموار رولو) مثلث شکل
هم غیر کوپلینگ از استفاده امکان [٢] دیگر ای مقاله در همچنین اند. کرده بررسی را یونیورسال کوپلینگ در ورودی سرعت

اند. داده قرار تائید و بررسی مورد را الدهام محور
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٢a ضلع به مربعی تونل :٣ شکل

گیری نتیجه ۴

نعل ای، دایره مقاطع آن به توجه با که باشد می آن کاربری نوع تونل حفاری ابعاد و شکل انتخاب در مهم های شاخص از یکی
مقاطع قادرند فقط (TBM)فعلی مکانیزه های دستگاه .[١] گیرند می قرار استفاده مورد مستطیل یا مربع بیضوی، اسبی،
به باشد تر مناسب تواند می شکل مربع مقطع سطح با تونل ایجاد موارد از بسیاری در حالیکه در [١] کنند حفر را ای دایره
شکل ای دایره مقطع در کنیم حفاری تونل یک ٢a ارتفاع و ٢a عرض به قطار تردد برای بخواهیم کنید فرض نمونه عنوان
٢πa٢ با برابر تونل طول متر هر ازای به حفاری میزان و باشد می

√
٢a شعاع با تونل احداث به نیاز فعلی) های (دستگاه

که گردد حفر ٢a ضلع به مربعی تونل است کافی مقاله) این پیشنهادی (دستگاه شکل مربعی مقطع در حالیکه در باشد. می
این و است شکل ای دایره حالت ٢

٣ از کمتر که باشد می ۴a٢ معادل تونل طول متر هر ازای به حالت این در حفاری میزان
دهد. می افزایش را تونل حفر اجرای سرعت و داده کاهش را آن) های هزینه (و حفاری میزان درصد) ٣٠ (حداقل امر
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ارزیابی ابر ابرحلقه�های و ارزیاب�ها ابر

انوریه محمد سید
یزد دانشگاه

هریجانی* میردار خدیجه
یزد دانشگاه

چکیده

گروه یک گرفتن نظر در با منظور این برای می�دهیم. توسعه جبری ساختارهای ابر به را ارزیاب نظریه مقاله این در
های ویژگی سپس و می�کنیم تعریف مرتب تماماً آبلی گروه یک توی به میدان ابر یک از را ارزیاب ابر مرتب تماماً آبلی

دارد. وجود ارزیاب ابر یک مرتب تماماً آبلی گروه هر برای می�دهیم نشان و می�نماییم بررسی را آن

مرتب تماماً آبلی گروه ابرمیدان، ابرحلقه، ابرارزیاب، کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

هاس ،[٩] استروسکی .[٧] شد مطرح ١٩١٢ سال در کورشاک جوزف مجارستانی ریاضیدان توسط بار اولین ارزیاب نظریه
میدان یک روی ارزیاب نظریه تعمیم به کرول ١٩٣١ سال در دادند. توسعه را ارزیاب نظریه دیگران و [١٠] اشمیت ،[۴]
داریم سعی ما مقاله این در .[۶] نمود معرفی را ارزیاب حوزه و میدان یک روی ارزیاب مفهوم بار اولین و پرداخت دلخواه
گروه�ها، نیم مانند جبری ساختارهای از تعمیمی جبری ساختارهای ابر دهیم. توسیع جبری ساختارهای ابر به را ارزیاب نظریه
در حالی�که در است؛ عضو یک عضو دو ترکیب کلاسیک جبری ساختار یک در است. غیره و میدان�ها حلقه�ها، گروه�ها،
ریاضیدانان کنگره هشتمین در فرانسوی ریاضیدان مارتی، است. ناتهی مجموعه یک عضو دو ترکیب جبری ساختار ابر یک
℘∗(H) و ناتهی مجموعه یک H کنیم فرض . [٨] نامید گروه ابر را آن و کرد ارایه گروه�ها مفهوم از تعمیمی اسکاندیناوی
می نامیده H روی عمل ابر یک + : H ×H → ℘∗(H) نگاشت آنگاه باشد، H ناتهی زیرمجموعه�های تمام مجموعه
x, y, z ∈ H هر ازای به یعنی باشد برقرار پذیری شرکت خاصیت هرگاه: گوییم گروه ابر یک را (H,+) ساختار شود.
باشیم داشته x ∈ H هر ازای به یعنی کند صدق تکثیر خاصیت در و x)؛ + y) + z = x + (y + z) باشیم داشته
میدان��ها و حلقه�ها از توسیعی واقع در که نمود معرفی را میدان��ها ابر و حلقه�ها ابر مفهوم کراسنر .x+H = H +x = H

به�طوری�که باشد داشته وجود ٠ ∈ H عضو باشد؛ جابجایی هرگاه: نامیم کانونی گروه ابر را (H,+) ابرگروه .[۵] می�باشند
�که به�طوری باشد داشته وجود x′ ∈ R یک x ∈ H هر برای ؛ ٠ + x = x + ٠ = x باشیم داشته x ∈ H هر برای

می�نامیم. x وارون را x′ عضو ؛ ٠ ∈ x+ x′

(R, ·) است؛ کانونی گروه ابر (R,+) می�نامیم: حلقه ابر را کند می صدق زیر شرایط در که (R,+, ·) جبری ساختار
گوییم جابجایی را (R,+, ·) حلقه ابر باشد. پذیر توزیع + عمل ابر به نسبت · عمل باشد؛ همانی عضو دارای و گروه نیم یک
می�نامیم. حوزه ابر یک را صفر علیه�های مقسوم فاقد و R یکدار و جابجایی حلقه ابر باشد. جابجایی گروه نیم (R, ·) هرگاه

*سخنران
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I ناتهی زیرمجموعه باشد. ابرحلقه یک (A,+, ·) اگر نامیم R حلقه ابر زیر یک را R حلقه ابر از A ناتهی زیرمجموعه
. rx, xr ∈ I و x− y ⊆ I باشیم داشته r ∈ R هر و x, y ∈ R هر برای اگر نامیم؛ ایده�آل� ابر یک را R حلقه ابر از
R و M خود ،M شامل ایده�آل�های ابر تنها اگر نامیم؛ ماکسیمال ایده�آل� ابر یک را R حلقه ابر از M سره ایده�آل� ابر

باشد. گروه (R⋆ = R \ {٠}, ·) اگر نامیم میدان ابر را (R,+, ·) حلقه ابر باشند.

ابر با Q/N = {xN|x ∈ Q} مجموعه می�گیریم. نظر در را N طبیعی اعداد مجموعه و Q گویای اعداد میدان .١.١ مثال
است: میدان ابر یک زیر در شده تعریف ضرب و عمل

xN⊕ yN = {zN|z ∈ xN+ yN}, xN · yN = xyN

نمود. مراجعه [٢] و [١] به می�توان جبری ساختارهای ابر زمینه در بیشتر مطالعه برای
مقاله این در .[٣] کردند تعریف مرتب تماماً آبلی گروه یک به حلقه ابر یک از را ارزیاب ابر ثلاثی و دواز ٢٠٠۶ سال در

می�کنیم. بیان را آن ویژگی�های سپس و می�نماییم تعریف مرتب تماماً آبلی گروه توی به میدان ابر یک از را ارزیاب ابر

اصلی نتایج ٢

و تعاریف بیان به و می�گیریم نظر در مرتب تماماً آبلی گروه یک (G,+,≤) و میدان ابر یک را (F,+, ·) بخش این در
می�پردازیم. قضایا

کند: صدق زیر ویژگی�های در اگر نامیم F روی ارزیاب ابر یک را ν : F → G ∪ {∞} پوشای نگاشت .١.٢ تعریف

ν(x)؛ = ∞ ⇔ x = ٠ .١

ν(xy)؛ = ν(x) + ν(y) ، x, y ∈ R هر برای .٢

. ν(z) ≥ min{ν(x), ν(y)} ، z ∈ x+ y هر و x, y ∈ R هر برای .٣

x = pα a
b نوشت زیر صورت به می�توان را x ناصفر گویای عدد هر است. ثابت اول عدد یک p کنیم فرض .٢.٢ ملاحظه

.α ∈ Z و p . b ،p . a ، a, b ∈ Z که

تعریف زیر صورت به را νp : Q/N → Z∪{∞} نگاشت می�گیریم. نظر در را ١.١ مثال در Q/N میدان ابر .٣.٢ مثال
Q/N میدان ابر روی ارزیاب ابر یک νp .νp(٠) = ∞ و νp(xN) = α ،x ∈ Q \ {٠} هر برای کنیم فرض می�کنیم.

است.

داریم: صورت این در است. ارزیاب ابر یک ν : F → G ∪ {∞} کنیم فرض .۴.٢ لم

.ν(١) = ٠ الف)

ν(x−١) = −ν(x) ب)

ν(x) ̸= ν(y) =⇒ (∀z ∈ x+ y) ν(z) = min{ν(x), ν(y)} ج)

است. جابجایی F آنگاه باشد؛ F میدان ابر روی ارزیاب ابر یک ν : F → G ∪ {∞} اگر .۵.٢ قضیه

آنگاه: باشد. ارزیاب ابر یک ν : F → G ∪ {∞} کنیم فرض .۶.٢ قضیه
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می�نامیم. ارزیاب ابر حلقه ابر را آن و است F حلقه ابر زیر Rν = {x ∈ F |ν(x) ≥ ٠} مجموعه الف)

است. Rν ماکسیمال ایده�آل� ابر Mνتنها = {x ∈ F |ν(x) > ٠} مجموعه ب)

است. Rν یکه عناصر همه شامل گروه یک Uν = {x ∈ F |ν(x) = ٠} مجموعه ج)

می�دهیم. نشان [ν] با را آن عناصر و می�دهیم نشان VF با را F میدان ابر روی روی ارزیاب�ها ابر همه مجموعه

به�طوری باشد F از R حلقه�های ابر زیر همه مجموعه RF می�کنیم فرض و می�گیریم نظر در را F میدان ابر .٧.٢ قضیه
�که به�طوری دارد وجود ψ : VF → RF سویی دو تناظر آنگاه .x /∈ R ⇒ x−١ ∈ R ،x ∈ F ⋆ هر برای �که

.ψ([ν]) = Rν = {x ∈ F |ν(x) ≥ ٠}

f : G١ ∪ {∞} −→ G٢ ∪ {∞} می�کنیم فرض و می�گیریم نظر در را G٢ و G١ مرتب تماما آبلی گروه دو .٨.٢ قضیه
آنگاه باشد. ارزیاب ابر یک ν : F → G١∪{∞} کنیم فرض بعلاوه باشد. ترتیب حافظ همریختی یک f(∞) = ∞ که

است. ارزیاب ابر یک νf = ν ◦ f

باشد: برقرار زیر شرایط اگر تنها و اگر گوییم معادل را F میدان ابر روی ν١, ν٢ ارزیاب�های ابر .٩.٢ تعریف
(Rν١ ,Mν١) = (Rν٢ ,Mν٢).

نگاشت اگر تنها و اگر معادلند ν١, ν٢ می�گیریم. نظر در آن روی را ν١, ν٢ ارزیاب�های ابر و F میدان ابر .١٠.٢ قضیه
.ν٢ = ν١ ◦ f, f(∞) = ∞ �که به�طوری �باشد داشته وجود f : Gν١ ∪ {∞} → Gν٢ ∪ {∞} ترتیب حافظ

دارد. وجود مرتب تماماً آبلی گروه هر توی به ارزیاب ابر یک که می�شود داده نشان زیر قضیه در

وجود ν ارزیاب ابر و F میدان ابر صورت این در است مرتب تماماً آبلی گروه یک (G,+,≤) کنیم فرض .١١.٢ قضیه
.ν(F ⋆) = G �که به�طوری دارند

f : G→ F ترتیب حافظ نگاشت�های همه Rمجموعه فرضمی�کنیم و می�گیریم نظر در Kرا دلخواه مرتب میدان ابر اثبات.
زیر صورت به R روی را ⊙ عمل و ⊕ عمل ابر است. متناهی σ(f) = {γ ∈ G|f(γ) ̸= ٠} مجموعه �که به�طوری باشد

می�کنیم: تعریف
(f ⊕ g)(γ) = f(γ) + g(γ),

(f ⊙ g)(γ) =
∑

γ=γ١◦γ٢

f(γ١)g(γ٢).

است. ابرحوزه یک (R,⊕,⊙) آنگاه
تعریف ν(٠) = ∞ و f ̸= ٠ اگر ν(f) = σ(f) مجموعه عنصر کوچکترین ضابطه�ی، با را ν : R→ G نگاشت
روی ارزیاب ابر یک ν داد نشان می�توان می�دهیم؛ توسیع F به را ν باشد؛ R کسرهای میدان ابر F می�کنیم فرض می�کنیم.

است. F
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G گروه نرمال�سازهای و غیرنرمال زیرگروه�های تزویج کلاس�های تعداد

مستقیم زهره
ایران صنعت و علم دانشگاه

* گرمسیری مومبنی فرزانه
ایران صنعت و علم دانشگاه

چکیده
کلاس�های تعداد و v(G) Gبا غیرنرمال زیرگروه�های تزویج کلاس�های تعداد باشد. متناهی گروه Gیک کنید فرض
ارتباط ،G دلخواه متناهی گروه برای مقاله این در . می�شود داده نشان w(G) با G زیرگروه�های نرمال�سازهای تزویج

می�کنیم. بررسی را w(G) و v(G) بین

p-گروه پوچ�توانی، کلاس نرمال�ساز، تزویج، کلاس کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 20E45,20D25

مقدمه ١

آن باشد، -گروه p یک G اگر که کردند ثابت لاهایه٢ و اله١ رحمت ،١٩٩١ سال باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض
متناهی p-گروه یک G اگر کردند ثابت توتا۵ و سیکا۴ ٢٠١٢،برندل٣، سال در چنین هم .v(G) ≥ p یا v(G) ≤ ١ گاه
گروه یک G هرگاه که است واضح .c(G) ≤ ٢ گاه آن ،p ̸= ٢ اگر و c(G) ≤ ٣ گاه آن ،w(G) ≤ p + ١ که باشد
G در U های مزدوج همه گاه آن باشد، G در نرمال�ساز یک U اگر هم�چنین .w(G) = ١ و v(G) = ٠ باشد، ددکیند

نرمال�سازند.

نشان v(G) با را G غیرنرمال زیرگروه�های تزویج کلاس�های تعداد باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١.١ تعریف
می�دهیم.

نشان w(G) با Gرا زیرگروه�های نرمال�سازهای تزویج کلاس�های تعداد باشد. متناهی گروه Gیک کنید فرض .٢.١ تعریف
می�دهیم.

این در باشد. w(G) ≤ p + ١ شرط با متناهی p-گروه یک G کنید فرض ببینید.) را [٣] مرجع از (قضیه .٣.١ قضیه
.c(G) ≤ ٢ گاه آن ،p ̸= ٢ اگر .c(G) ≤ ٣ صورت

برای صورت دراین باشد. ٢ توانی پوچ کلاس از p-گروه یک G کنید فرض ببینید.) را [١] مرجع از ١٨ (تمرین .۴.١ لم
:n صحیح عدد هر و x, y ∈ G هر

،[x, yn] = [xn, y] = [x, y]n الف)
.(xy)n = xnyn[y, x](

n
٢) ب)

*سخنران

١Rhemtulla
٢La Haye
٣Brandl
۴Sica
۵Tota
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اصلی نتایج ٢

. w(G) ≤ v(G) + ١ صورت این در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١.٢ قضیه

.H = gKg−١ طوری�که به دارد وجود g ∈ G گاه آن باشند، مزدوج K و H هرگاه .H,K ≤ G کنید فرض اثبات.
اند. مزدوج نیز NG(H) و NG(K) لذا .NG(H) = NG(gKg−١) = gNG(K)g−١ لذا

نرمال�سازهای چون باشند. G غیرنرمال زیرگروه�های تزویج کلاس�های C١, C٢, ..., Cn مجموعه�های کنید فرض حال
می تشکیل تزویج کلاس n حداکثر ،G غیرنرمال زیرگروه�های نرمال�سازهای لذا هستند مزدوج ،G در مزدوج زیرگروه�های

دهند.
.w(G) ≤ n+ ١ = v(G) + ١ لذا .NG(H) = G داریم G در H نرمال زیرگروه هر برای هم�چنین

اگر .p = ٢ برای n ≥ ۴ و p > ٢ برای n ≥ ٣ و اول عدد یک p کنید فرض .٢.٢ مثال
G = M(pn) = ⟨a, b|apn−١

= bp = ١, ab = a١+pn−٢⟩

.w(G) = ٢ گاه آن

لذا ،v(G) = ١ ،[٢] مرجع از ٢.١ مثال به بنا باشند. G غیرنرمال زیرگروه�های H١, ..., Ht کنید فرض اثبات.
لذا اند، نرمال غیر G در ها Hi اما مزدوج�اند. NG(H١), ..., NG(Ht) بنابراین اند. مزدوج H١, ...,Ht

لذا .NG(K) = G (G خود جمله (از G در نرمال K زیرگروه هر برای هم�چنین .i هر ازای به NG(Hi) ̸= G

.w(G) = ٢ بنابراین می�دهند. تزویج کلاس دو تشکیل G زیرگروه�های نرمال�سازهای

اگر باشد. صحیح عدد یک n ≥ ۴ و فرد اول عدد یک p کنید فرض .٣.٢ مثال
G = L(pn) = ⟨a, b|apn−٢

= bp
٢
= ١, ab = a١+pn−٣⟩

.c(L(pn)) = ٢ گاه آن

لذا .v(G) = p ،[٢] مرجع از ٢.٢ مثال به بنا هم�چنین .w(G) ≤ v(G) + ١ ،١.٢ قضیه�ی به بنا اثبات.
w(G) ≤ p+ ١.

.c(G) ≤ ٢ ،٣.١ قضیه�ی به بنا پس p > ٢ چون
.c(L(pn)) = ٢ بنابراین است. تناقض که است آبلی G گاه آن ،c(G) = ١ اگر حال

x, y ∈ G هر ازای به صورت این در باشد. v(G) ≤ p با (p > ٢) pn مرتبه از p-گروه یک G کنید فرض .۴.٢ قضیه
:n صحیح عدد هر و

،[x, yn] = [xn, y] = [x, y]n الف)
.(xy)n = xnyn[y, x](

n
٢) ب)

اگر .c(G) ≤ ٢ ،٣.١ قضیه�ی به بنا لذا ،p > ٢ اما .w(G) ≤ p + ١ لذا ،w(G) ≤ v(G) + ١ چون اثبات.
داریم است آبلی G چون چنین هم .[x, yn] = [xn, y] = [x, y]n = ١ بنابراین و است آبلی G گاه آن c(G) = ١

آن ،c(G) = ٢ اگر .(xy)n = xnyn[y, x](
n
٢) پس .[y, x] = ١ لذا ،[y, x] ∈ G

′
= ١ چون .(xy)n = xnyn

است. برقرار حکم ،۴.١ لم به بنا گاه

باشد. صحیح عدد یک n ≥ ۴ و فرد اول عدد یک p کنید فرض .۵.٢ لم
.w(G) = p+ ١ گاه آن G = L(pn) = ⟨a, b|apn−٢

= bp
٢
= ١, ab = a١+pn−٣⟩ اگر
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راست دیووی شبه های حلقه

وفا صادقی صادق
یاسوج دانشگاه

چکیده

ی اولیه ی حلقه هر روی IBNهستند. خاصیت دارای چنین هم و متناهی ددکیند راست، دیووی شبه های حلقه
هر روی که است این مقاله این در مهم نتیجه دهند. می نتیجه را بخشی های حلقه راست، دیووی شبه های حلقه راست،
معادل قوی منظم و پذیر تعویض نیمه آبلی، یافته، کاهش راست، دیووی ،شبه راست دیووی های حلقه ، منظم ی حلقه

هستند.

ماکسیمال راست ایدآل منظم، ی حلقه راست، دیووی شبه ی حلقه کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2015]: 53C31

مقدمه ١

راست ایدآل هر که صورتی در شود می نامیده راست دیووی R ی حلقه شوند. می گرفته نظر در یکدار ها حلقه مقاله این در
یک آن از ماکسیمال راست ایدآل هر هرگاه شود. می نامیده راست دیووی Rشبه ی حلقه باشد. طرفه دو ایدآل یک آن از
حلقه نیست. برقرار لزوماً آن عکس اما است راست دیووی شبه راست، دیووی حلقه هر که است واضح باشد. دوطرفه ایدآل
باشد. می ١٩۶٠ سال در بس حدس به مربوط که گرفت قرار بررسی مورد ١٩٩۵ سال [٢]در یو توسط ابتدا در دیوو شبه های

پرداختند. دیگر های حلقه با آنها ارتباط و ها حلقه این ی مطالعه به [١] لی و [٣] لم مانند دیگری جبردانان سپس

باشد.حلقه دوطرفه ایدآل یک آن از ماکسیمال راست ایدآل هر هرگاه شود می نامیده راست دیووی Rشبه ی حلقه .١.١ تعریف
تعویض نیمه R ی حلقه .a = ٠ دهد نتیجه ،a٢ = ٠ ،a ∈ R هر برای که صورتی در شود می نامیده یافته کاهش R ی
نامیده نویمن) منظم(فون R ی حلقه .aRb = ٠ آنگاه ab = ٠ اگر a, b ∈ R هر برای که صورتی در شود می نامیده پذیر
نامند می قوی منظم را R ی حلقه و a = axa که طوری به باشد داشته وجود x ∈ R ،a ∈ R هر برای هرگاه شود می
که صورتی در شود می نامیده آبلی R ی حلقه .a = a٢x که طوری به باشد داشته وجود x ∈ R ،a ∈ R هر برای هرگاه
باوفا و ساده راست R−مدول که صورتی در شود می نامیده راست ی اولیه R ی حلقه باشد. مرکزی آن خودتوان عضو هر

.ba = ١ دهد نتیجه ab = ١ ،a.b ∈ R هر برای هرگاه شود می نامیده متناهی ددکیند R ی حلقه باشد. داشته وجود

است. راست دیووی شبه موضعی حلقه هر و بخشی حلقه هر .٢.١ مثال

باشد. راست دیووی شبه
R

rad(R)
اگر تنها و اگر است راست دیووی شبه R ی حلقه .٣.١ گزاره

.xR+ (yx− ١)R = R ،x, y ∈ R هر برای اگر تنها و اگر است راست دیووی شبه R ی حلقه .۴.١ قضیه

که طوری به دارد وجود R از M ماکسیمال راست ایدآل صورت این در .xR + (yx − ١)R ̸= R کنیم فرض اثبات.
بودن ماکسیمال با که ،١ ∈ M نتیجه در و yx ∈ M لذا .x, yx − ١ ∈ M بنابراین .xR + (yx − ١)R ⊆ M
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وجود R از M ماکسیمال راست ایدآل صورت این در نباشد. راست دیووی شبه R کنیم فرض برعکس دارد. تناقض M
پس است راست ایدآل yM چون نباشد. yM ⊈ M که گیریم می نظر در طوری را y ∈ M عضو نیست. دوطرفه که دارد

بنابراین .١ = m+ yx که دارند وجود m,x ∈ M لذا .M + yM = R

xR+ (yx− ١)R = xR+mR ⊆ M ̸= R.

است. تناقص این

است. متناهی ددکیند R گاه آن باشد راست دیووی شبه ی حلقه یک R اگر .۵.١ لم

،ab = ١ اگر صورت این در .bR + (ab − ١)R = R ،a, b ∈ R هر برای قبل، ی قضیه از استفاده با اثبات.
بنابراین .bc = ١ که طوری به دارد وجود c ∈ R لذا .bR+ (ab− ١)R = R

a = a.١ = a.(bc) = (ab)c = c.

.ba = ١ نتیجه در

ی حلقه اگر تنها و اگر است راست دیووی شبه R صورت، این در باشد. راست ی اولیه R ی حلقه کنیم فرض .۶.١ قضیه
باشد. بخشی

دارد. وجود S مانند وفا با و ساده راست R−مدول صورت این در باشد. راست ی اولیه R ی حلقه کنید فرض اثبات.
یک m پس است راست دیووی شبه R چون اکنون است. R از ماکسیمال راست ایدآل m آن در که S ∼= R/m بنابراین
زیرا است، بخشی حلقه R نتیجه در و m = ٠ لذا است، باوفا S طرفی از .S.m = ٠ نتیجه در و R از دوطرفه ایدآل

است. راست دیووی شبه بخشی حلقه هر چون است، واضح برعکس نیست. بدیهی غیر ی دوطرفه ایدآل دارای

است. بخشی ی حلقه ساده، راست دیووی شبه ی حلقه هر .٧.١ نتیجه

است. یافته کاهش R =
R

rad(R)
گاه آن باشد راست دیووی شبه R ی حلقه اگر .٨.١ گزاره

داریم ،y ∈ R هر ازای به .x = x+ rad(R) ، x ∈ R هر برای که جایی x٢ = ٠ کنیم فرض اثبات.
(y x− ١)x = yx٢ − x = −x.

بنابراین . x ∈ (y x− ١)Rپس
R = xR+ (y x− ١)R = (y x− ١)R.

پذیر وارون ١− y x ،y ∈ R هر برای لذا است. متناهی ددکیند R نتیجه در و R بنابراین است راست دیووی شبه R چون
.x = ٠ بنابراین .x ∈ R نتیجه در و

هستند. معادل زیر شرایط صورت این در باشد. نویمن) (فون منظم R ی حلقه کنیم فرض .٩.١ نتیجه
است. راست دیووی R ی ١)حلقه

است. راست دیووی شبه R ی ٢)حلقه
است. یافته کاهش R ی ٣)حلقه
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است. پذیر تعویض نیمه R ی ۴)حلقه
است. آبلی R ی ۵)حلقه

است. قوی Rمنظم ی ۶)حلقه

R قبل ی گزاره از استفاده با لذا .rad(R) = ٠ پس است، منظم R چون ٣ ⇐= ٢ است. واضح ٢ ⇐= ١ اثبات.
R چون .(ba)٢ = baba = ٠ صورت این در .ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای کنیم فرض ۴ ⇐= ٣ است. یافته کاهش
.aRb = ٠ داریم R بودن یافته کاهش از مجدداً . (aRb)٢ = aRbaRb = بنابراین٠ .ba = ٠ پس است یافته کاهش
پذیر تعویض نیمه R چون .e(١ − e) = ٠ = (١ − e)e صورت این در .٠ ̸= e = e٢ ∈ R کنیم فرض ۵ ⇐= ۴
در .x ∈ R کنیم فرض ۶ ⇐= ۵ .er = re داریم r ∈ R هر برای بنابراین .eR(١− e) = (١− e)Re پس است
منظم R دهد می نشان این .x = x٢y بنابراین است آبلی R چون .x = xyx طوری به دارد وجود y ∈ R صورت این
ایدآل هر پس است منظم R چون است. دوطرفه ایدآل aR ،a ∈ R هر برای دهیم نشان کافیست ١ ⇐= ۶ است. قوی
ایدآل aR پس است آبلی R چون .e = e٢ ∈ R آن در که aR = eR لذا شود. می تولید خودتوان عنصر با R از اصلی

است. R از دوطرفه

هرگاه شود می نامیده متناهی پایای R باشد. مثبت صحیح عدد یک ،n ⩾ ١ و حلقه یک R کنیم فرض .١٠.١ تعریف
گاه آن Rn ∼= Rn

⊕
M اگر ،M R−مدول هر برای که این با است معادل این که باشد متناهی ددکیند Mn(R)

.M = ٠

است. متناهی پایای R گاه آن است راست دیووی شبه R ی حلقه اگر .١١.١ قضیه

داریم صورت این در باشد. R ی حلقه ماکسیمال راست های ایدآل ی مجموعه {mi : i ∈ I} کنیم فرض اثبات.
R/mi ، i ∈ I هر ازای به پس است، ساده و راست دیووی شبه R/mi ،i ∈ I هر برای چون .rad(R) =

∩
i∈I mi

ریختی هم است. ساده ی حلقه ،Mn(R)/Mn(mi) ∼= Mn(R/mi) ، n < هر∞ برای بنابراین است. بخشی ی حلقه
Mn(

∩
i∈I mi) = Mn(rad(R)) = برابر f ی هسته گیریم. می نظر در را f : Mn(R) −→

∏
iMn(R/mi)

متناهی ددکیند Mn(R) لذا است. متناهی ددکیند نتیجه در و ساده نیمه Mn(R)/Mn(mi) بنابراین .rad(Mn(R))

است.

آن ،Rn ∼= Rm اگر ،n و m طبیعی عدد دو هر برای گاه هر است IBN خاصیت دارای R ی حلقه گوییم .١٢.١ تعریف
.m = n گاه

است. IBN خاصیت دارای R گاه آن باشد راست دیووی شبه R ی حلقه اگر .١٣.١ قضیه

چنین کنیم فرض .m = n دهیم می نشان .Rn ∼= Rm که طوری به باشند طبیعی عدد دو n و m کنیم فرض اثبات.
.R = ٠ نتیجه در و Rn−m = ٠ قبل ی قضیه از استفاده با حال .Rn = Rm

⊕
Rn−m گاه آن n > m اگر نباشد.

رسیم. می تناقض به هم باز m > n حالت برای

annr(a) صورت به R از ماکسیمال راست ایدآل هر که صورتی در شود می نامیده راست کَش R ی حلقه .١۴.١ تعریف
باشد. a ∈ R ازای به
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R گاه آن باشد، پذیر تعویض نیمه R ی حلقه اگر صورت، این در باشد. راست کَش R ی حلقه کنید فرض .١۵.١ قضیه
است. راست دیووی شبه

s ∈ m هر برای .a ∈ R آن در که m = annr(a) پس باشد. R از ماکسیمال راست ایدآل یک m کنیم فرض اثبات.
.Rs ⊆ annr(a) = m ،s ∈ m هر برای بنابراین .aRs = ٠ پس است پذیر تعویض نیمه R چون .as = ٠ داریم

است. راست دیووی شبه R نتیجه در و R از چپ ایدآل یک m که دهد می نشان این
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(خارج راست های سیستم در (E ′) شرط اساس بر ها تکواره ایثار بندی دسته
ریس) قسمتی

ثانی محمدزاده حسین
بلوچستان و سیستان دانشگاه

پوربنه* گچی ایثار
بلوچستان و سیستان دانشگاه

بررسی مورد ریس قسمتی خارج و دوری کلی، های حالت در را ها سیستم از شرط این که است هدف مقاله این در
موجود خواص برخی و ها همواری خانواده با ها سیستم از (E′) شرط که وقتی ها تکواره از هایی بندی دسته و دهیم قرار
شرط آن اساس بر که دهیم می قرار بررسی مورد را هایی حالت همچنین دهیم. ارائه گیرد می قرار مقایسه مورد ها سیستم از

دهد. می نتیجه کلی حالت در را ها سیستم بر موجود خواص از برخی و ها همواری خانواده (E′)

(E′) شرط تکواره، همواری، کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 20M30

مقدمه ١

که نتایجی قضایا آن از و بیان را قضایایی سپس و شوند می برده کار به ادامه در که پردازیم می هایی شرط تعریف به ابتدا
[٢] به توان می است شده استفاده مقاله این در که نیاز مورد تعاریف و مفاهیم برای همچنین کنیم می مطرح را آید می بدست

نمود. رجوع [۵] و

باشیم: داشته هرگاه می�کند، صدق (P ) شرط در AS راست -سیستم S گوئیم (١) .١.١ تعریف
(∀a, a′ ∈ AS) (∀s, s′ ∈ S)

(as = a′s′ ⇒ (∃ a′′ ∈ AS)(∃u, v ∈ S) (a = a′′u ∧ a′ = a′′v ∧ us = vs′))

باشیم: داشته هرگاه می�کند، صدق (E) شرط در AS راست -سیستم S گوئیم (٢)
(∀a ∈ AS) (∀s, s′ ∈ S) (as = as′ ⇒ (∃ a′ ∈ AS)(∃u ∈ S) (a = a′u ∧ us = us′))

باشیم: داشته هرگاه می�کند، صدق (E′) شرط در AS راست -سیستم S گوئیم .٢.١ تعریف
(∀a ∈ AS) (∀s, s′, z ∈ S) ((as = as′, sz = s′z) ⇒ (∃ a′ ∈ AS)(∃u ∈ S) (a = a′u∧us = us′))

نیست. برقرار کلی حالت در موضوع این عکس دهد.اما می نتیجه را (E′) شرط همواره (E) شرط که است واضح

شود. رجوع [١] به اثبات.

*سخنران
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گیرند: می قرار استفاده مورد ادامه در که آوریم می را هایی مخفف زیر در
WPF = همواری ضعیف بر عقب
WKF = ضعیف ای هسته هموار

PWKF = ضعیف ای هسته هموار اساسی بطور
TKF = انتقالی ای هسته هموار

WF = ضعیف هموار
PWF = ضعیف هموار اساسی بطور

معادلند: زیر احکام S تکواره هر برای .٣.١ قضیه
است. WPF کند، صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (١)

می�کند. صدق نیز (P ) شرط در کند، صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (٢)
WKFاست. کند، صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (٣)

است. PWKF کند، صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (۴)
است. TKF کند، صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (۵)

کند. می صدق نیز WP شرط در کند، صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (۶)
کند. می صدق نیز PWP شرط در کند، صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (٧)

است. گروه S (٨)

شود. رجوع [۴] و [١] به اثبات.

معادلند: زیر احکام S تکواره هر برای .۴.١ قضیه
کند. می صدق (E′) شرط در پذیر، بخش راست -سیستم S هر (١)

کند. می صدق (E′) شرط در راست، -سیستم S هر (٢)
کند. می صدق (E′) شرط در شده، تولید متناهیاً راست -سیستم S هر (٣)

کند. می صدق (E′) شرط در دوری، راست -سیستم S هر (۴)
کند. می صدق (E′) شرط در دوری، تک راست -سیستم S هر (۵)

(∀s, t, z ∈ S)((sz = tz) ⇒ (∃u ∈ S, us = ut, ١ρ(s,t)u)) (۶)
(∀s, t, z ∈ S)((sz = tz) ⇒ (∃e ∈ E(s), es = et, ١ρ(s,t)e)) (٧)
(∀s, t, z ∈ S)((sz = tz) ⇒ (∃e ∈ E(s), ρ(s,t) = kerλe)) (٨)

شود. رجوع [٣] و [٢] و [١] به اثبات.

این در کند، صدق (E′) شرط در ریس قسمتی خارج راست -سیستم S هر هرگاه باشد، تکواره یک S کنید فرض .۵.١ لم
(∀e, f ∈ E(S)\ {١})ef = e صورت،

شود. رجوع [٣] و [١] به اثبات.

معادلند: زیر احکام صورت این در باشد، توان خود S تکواره هرگاه .۶.١ قضیه
�کند. می صدق (E′) شرط در راست، -سیستم S هر (١)
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�کند. می صدق (E′) شرط در شده، تولید متناهیاً راست -سیستم S هر (٢)
�کند. می صدق (E′) شرط در دوری، راست -سیستم S هر (٣)

�کند. می صدق (E′) شرط در دوری، تک راست -سیستم S هر (۴)
کند. می صدق (E′) شرط در ریس، قسمتی خارج راست -سیستم S هر (۵)

کند. می صدق (E′) شرط در پذیر، بخش راست -سیستم S هر (۶)
کند. می صدق (E′) شرط در ضعیف، انژکتیو اساسی بطور راست -سیستم S هر (٧)

کند. می صدق (E′) شرط در ضعیف، انژکتیو - fg راست -سیستم S هر (٨)
کند. می صدق (E′) شرط در ضعیف، انژکتیو راست -سیستم S هر (٩)

کند. می صدق (E′) شرط در انژکتیو، راست -سیستم S هر (١٠)
کند. می صدق (E′) شرط در آزاد، هم راست -سیستم S هر (١١)

(∀e, f ∈ S\ {١})ef = e (١٢)

شود. رجوع [١] به اثبات.

آورد خواهیم را نتایجی شده گفته قضایای از زیر در

معادلند: زیر احکام S تکواره هر برای .٧.١ نتیجه
است. کند،آزاد صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (١)

است. تصویری کند،مولد صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (٢)
است. تصویری کند، صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (٣)

است. هموار قوی کند،بطور صدق (E′) شرط در که راست -سیستم S هر (٢)
S = {١} (۵)

شود. رجوع [٢] و [١] به اثبات.

معادلند: زیر احکام S تکواره هر برای .٨.١ نتیجه
است. هموار ضعیف بر عقب دوری، تک راست -سیستم S هر (١)

است) گروه G اینجا (در S = {٠, ١ } یا S = G (٢)

شود. رجوع [۴] و [٢] و [١] به اثبات.
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راست دیووی های مدول

اندرزگو محمد
یاسوج دانشگاه

وفا صادقی صادق
یاسوج دانشگاه

چکیده

روی دوری مدول یک است. راست دیووی M گاه آن باشد، آرتینی و پیاپی تک راست R−مدول یک MR اگر
ضعیف هاپفی هم و یافته تعمیم هاپفی متناهی، ددکیند راست، دیووی مدول هر است. دیوو پذیر، تعویض ی هرحلقه

است. راست دیووی ضربی، مدول هر که داد خواهیم نشان چنین هم است.

ماکسیمال. راست ایدآل منظم، ی حلقه راست، دیووی های مدول کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

کامل پایای را M راست R−مدول از N مدول زیر شوند. می گرفته نظر در یکانی ها مدول و یکدار ها حلقه مقاله این در
هر که صورتی در گوییم دیوو را M راست R−مدول .f(N) ⊆ N باشیم داشته f ∈ EndR(M) هر برای هرگاه گوییم
قرار بررسی مورد را دیوو های مدول ٢٠٠۶ سال در آقایف و اسمیت مانند جبردانانی باشد. کامل پایای M از مدول زیر

دادند.

باشیم داشته f ∈ EndR(M) هر برای هرگاه گوییم کامل پایای را M راست R−مدول از N مدول زیر .١.١ تعریف
راست R−مدول باشد. کامل پایای M از مدول زیر هر که صورتی در گوییم دیوو را M راست R−مدول .f(N) ⊆ N

در شود می نامیده پیاپی Mتک مدول باشد. کامل Mپایای از مستقیم جمعوند هر هرگاه شود می نامیده ضعیف Mدیووی
هرگاه شود می نامیده یافته تعمیم هاپفی M مدول .N ⊆ L یا L ⊆ N ،M Nاز و L مدول زیر دو هر برای که صورتی
درون هر که صورتی در شود می نامیده ضعیف هاپفی Mهم مدول باشد. داشته کوچک ی Mهسته از پوشا ریختی درون هر
،a.b ∈ R هر برای هرگاه شود می نامیده متناهی ددکیند R ی حلقه باشد. اساسی نقش دارای M از یک به یک ریختی

.ba = ١ دهد نتیجه ab = ١

نتیجه در هستند. M از کامل پایای های مدول زیر M و (٠) گاه آن باشد، ساده راست مدول یک M اگر .٢.١ مثال
است. راست Mدیووی

f ریختی درون هر برای اگر تنها و اگر است دیوو M R−مدول صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .٣.١ قضیه
.f(m) = mr که طوری به باشد داشته وجود R به rمتعلق ،M از m عضو هر و M از

از مدول زیر یک mR ،m مانند M از عضو هر برای چون باشد. M ریختی درون ی حلقه به متعلق f کنیم فرض اثبات.
.f(m) = mr که طوری به دارد وجود r ∈ R بنابراین .f(m) ∈ f(mR) ⊆ mRپس است، راست Mدیووی Mو
که طوری به دارد وجود r ∈ R ،n مانند N از عضو هر برای چون باشد. M از زیرمدول یک N کنیم فرض برعکس

.f(N) ⊆ N نتیجه در .f(n) = nr ∈ N
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است. دیوو M صورت این در باشد، R پذیر تعویض ی حلقه روی دوری مدول یک M کنیم فرض .۴.١ نتیجه

تعویض EndR(M) ی حلقه صورت این در باشد، R پذیر تعویض ی حلقه روی دیوو مدول Mیک کنیم فرض .۵.١ نتیجه
است. پذیر

نیست. دیوو Z−مدول عنوان به Q .۶.١ مثال

M٢ و M١ های مدول زیر مستقیم جمع یک M = M١ ⊕ M٢ و دیوو M راست مدول −Rکنیم فرض .٧.١ قضیه
صورت این در باشد.

HomR(M١,M٢) = ٠ , HomR(M٢,M١) = ٠.

گیریم. می نظر در را زیر ی دنباله ،f ∈ HomR(M١,M٢) کنیم فرض اثبات.

M
π١−→ M١

f−→ M٢
ι٢−→ M.

داریم M بودن راست دیووی بنابر و M از ریختی درون یک ι٢ ◦ f ◦ π١
ι٢ ◦ f ◦ π١(M١) ⊆ M١.

در .f(M١) ⊆ M١ ∩M٢ = ٠ بنابراین .f(M١) ⊆ M٢ طرفی از .f(M١) = ι٢ ◦ f ◦ π١(M١) ⊆ M١ لذا
.HomR(M١,M٢) = که٠ داد نشان توان می مشابه طور به .HomR(M٢,M١) = ٠ نتیجه

است. راست دیووی M گاه آن باشد آرتینی و پیاپی تک راست R−مدول یک M اگر .٨.١ قضیه

دارد وجود M از g ریختی درون یک و M از L صفر غیر مدول زیر صورت این در نباشد. MRدیوو کنیم فرض از اثبات.
داریم صورت این در . L ⊆ g(L) پس است پیاپی تک M چون . g(L) ⊈ L که طوری به

L ⊆ g(L) ⊆ g٢(L) ⊆ . . . .

گیریم. می نظر در را زیر کاهشی زنجیر
M ⊇ g(M) ⊇ g٢(M) ⊇ . . . .

لذا .gn(M) = gn+١(M) که دارد nوجود مثبت صحیح عدد است، آرتینی M چون
M = g(M) + kergn.

پیاپی تک بنابر پس است. تناقض که ،L ⊆ gn+١(L) = ٠ بنابراین .gn+١(M) = ٠ گاه آن ،g(M) ⊆ kergn اگر
،L ⊆ g−١(L) اگر است. بروریختی g که دهد می نشان این و M = g(M) نتیجه در .kergn ⊆ g(M) ،M بودن
.g−١(L) ⊆ L گیریم می نتیجه M بودن پیاپی تک از مجدداً است. تناقض که .g(L) ⊆ g(g−١(L)) ⊆ L گاه آن
عدد M بودن آرتینی بنابر اکنون است. M های مدول زیر از کاهشی زنجیر یک L ⊇ g−١(L) ⊇ g−٢(L) . . . بنابراین

داریم است، بروریختی gk+١ چون .g−k(L) = g−(k+١)(L) که دارد وجود k مثبت صحیح
g(L) = gk+١(g−k)(L) = gk+١g−(k+١)(L) ⊆ L.

است. تناقض یک این

است. یافته تعمیم هاپفی M گاه آن باشد راست دیووی مدول −R یک M اگر .٩.١ قضیه
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که طوری به باشد، M از زیرمدول یک L Mو از پوشا ریختی درون یک f کنیم فرض اثبات.
M = kerf + L.

بنابراین
M = f(M) = f(kerf + L) = L.

.M = Lنتیجه در .M = f(L) ⊆ L داریم پس است، راست دیووی M چون طرفی از

است. هاپفی هم M گاه آن باشد راست دیووی مدول −R یک M اگر .١٠.١ قضیه

.N ∩ (M) = ٠ که طوری به باشد، M از زیرمدول یک N Mو از یک به یک ریختی درون یک g کنیم فرض اثبات.
داریم ، M بودن راست دیووی بنابر صورت این در

g(N) = g(N) ∩ g(M) ⊆ N ∩ g(M) = ٠.

.N = ٠ پس است، یک به یک g چون .g(N) = ٠ لذا

مدول زیر هر برای هرگاه شود می نامیده Mضربی R−مدول باشد. پذیر تعویض ی حلقه یک R کنیم فرض .١١.١ تعریف
.N = IM که طوری به باشد داشته وجود R از I ایدآل M از N

است. دیوو M گاه آن باشد، R پذیر تعویض ی حلقه روی ضربی مدول یک M اگر .١٢.١ قضیه

است، ضربی مدول Mیک چون Mباشد. ریختی درون ی حلقه به متعلق f Mو از مدول زیر Nیک کنیم فرض اثبات.
بنابراین .N = IM که طوری به دارد وجود R از I ایدآل پس

f(N) = f(MI) = f(M)I ⊆ MI = N.

هر برای که صورتی در شود می نامیده متناهی ددکیند M باشد. راست مدول −R یک M کنیم فرض .١٣.١ تعریف
.gf = ١M دهد نتیجه fg = ١M ،f, g ∈ EndR(M)

است. متناهی ددکیند M گاه آن باشد راست دیووی R−مدول یک M اگر .١۴.١ قضیه

و یک به یک f پوشا، g صورت این در .fg = ١M و باشند M ریختی درون ی حلقه عضو g و f کنیم فرض اثبات.
x ∈ ker(f)هر ازای به بنابراین .g(kerf) ⊆ kerf پس است راست دیووی M چون .M = kerf + Img

نتیجه در kerfو = ٠ پس است. یک به یک f دهد می نشان این .x = fg(x) = ٠ لذا .g(x) ∈ ker(f) داریم
.gf = ١M داریم و پذیرند وارون g و f بنابراین .M = Img
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پوچساز-ناچپز زیرمدولهای های ویژگی مطالعه

آموزگار طیبه
قوچان نوین های فناوری مهندسی دانشگاه

چکیده
پوچساز- مدولهای بررسی به مقاله این در باشند. می ناچیز زیرمدولهای از محضی تعمیم پوچساز-ناچیز زیرمدولهای

آنگاه باشد، تصویری شبه مدول یک MR اگر که داد خواهیم نشان جمله از پردازیم. می ناچیز
.∇(M) = {ϕ ∈ S | Imϕ ≪ M} که ،KS(M) = J(S) = ∇(M)

ناچیز زیرمدولهای پوچساز-ناچیز، .پوچساز،زیرمدولهای کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 16D10, 16D80

مقدمه ١

مدول یک M کنید فرض هستند. یکانی راست مدولهای مدولها و همانی با پذیر شرکت ها حلقه تمام مقاله این سرتاسر در
.(∀L ⪇ M,L+N ̸= M (یعنی است M در ناچپز N که دهیم نشان تا کنیم می استفاده را N ≪ M نماد ما باشد.
در اساسی N که دهد می نشان N ⊆ess M نماد شود. می داده نشان S با M مدول از End(M) ریختی درون حلقه
f هسته یعنی M از f ریختی درون هر راست پوچساز و ℓS(X) بوسیله M از X زیرمدول از چپ پوچساز است. M

شود. می داده نشان rM (f) بوسیله
زیرمدولهای ما مقاله این در کردند. تعریف را ناچیز - پوچساز (چپ) راست الهای ایده ژو٢ و ١ نیکلسون [٣] در
زیر هر برای هرگاه گوییم ٣ ناچیز - پوچساز را M از K زیرمدول کنیم. می بررسی را M دلخواه مدول از پوچساز-ناچیز
- پوچساز ناچپز، مدول زیر هر بوضوح .ℓS(X) = ٠ بگیریم نتیجه باشد برقرار K+X = M رابطه که ،M از X مدول
همچنین است. ناچیز پوچساز-ناچیز، مدول هر باشد، شدنی۴ جمع هم M اگر که دهیم می نشان ٢ . ٢ گزاره در است. ناچیز
اگر است M در پوچساز-ناچیز k(M) زیرمدول دهد: می تعمیم را [ Lemma ۴ ،٣] که کنیم می اثبات را زیر قضیه
اگر وتنها اگر s ∈ S هر برای ℓS(١S − ks) = ٠ اگر وتنها اگر ٠ ̸= b ∈ S هر برای bk(M) ⫋ b(M) اگر وتنها
اصلی هدف مقاله این در .s ∈ S هر برای ℓS(k− ksk) = ℓS(k) اگر وتنها اگر s ∈ S هر برای ℓS(١S − sk) = ٠

است. مدول به حلقه حالت از [٣] از دیگر نتایج تعمیم ما

اصلی نتایج ٢

K +X = M رابطه که ،M از X مدول زیر هر برای هرگاه گوییم ناچیز - پوچساز را M از K زیرمدول .٢ . ١ تعریف
.K ≪a M نویسیم می حالت این در .ℓS(X) = ٠ بگیریم نتیجه باشد برقرار

١Nicholson
٢Zhou
٣Annihilator-small
۴Coretractable
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زیرمدول مثال برای ) نیست درست آن عکس کلی حالت در اما است ناچیز - پوچساز ناچپز، مدول زیر هر بوضوح
همریختی یک M از K زیرمدول هر برای هرگاه گویند شدنی جمع هم را M مدول بگیرید.) نظر در را Z -مدول Z از nZ

.Hom (M/K,M) ̸= ٠ یعنی، ،f(K) = ٠ بطوریکه باشد داشته وجود f : M → M غیرصفر

.K ≪ M آنگاه K ≪a M اگر باشد. شدنی جمع هم مدول یک M کنید فرض .٢ . ٢ گزاره

.N ≪a M آنگاه است، M مدول زیر یک N که ،N ⊆ K ≪a M اگر باشد، مدول یک M کنید فرض .٢ . ٣ لم

.ZS(M) = {m ∈ M | ℓS(m) = ℓS(mR) ⊆ess
SS} دهیم می قرار باشد. مدول یک M کنید فرض

K+Rad(M)+ZS(M) آنگاه ، باشد شده تولید متناهیا یکمدول از ناچیز - پوچساز مدول زیر Kیک اگر .۴ . ٢ گزاره
است. چنین نیز

،f ∈ S هر برای هرگاه شود می نامیده انژکتیو نیمه M مدول یک

Sf = ℓS(ker(f)) = ℓS(rM (f))

g : N → M همریختی هر برای و است، M از قسمتی خارج N که ،f : N → M تکریختی هر برای معادل طور (به
.(hf = g بطوریکه h : M → M باشد داشته وجود

.باشد M از مدول زیر یک T و شدنی جمع هم انژکتیو نیمه مدول یک M کنید فرض .۵ . ٢ گزاره
.ℓS(T ) ⊆ess

SS داریم T ≪a M اگر آنگاه

M زیرمدول یک N که ،f : M → N بروریختی هر برای هرگاه شود می نامیده تصویری نیمه M زیرمدول یک
.fh = g بطوریکه h : M → M باشد داشته وجود g : M → N همریختی هر برای و است

بگیرید: نظر در k ∈ S و M مدول برای را زیر شرایط .۶ . ٢ قضیه
.k(M) ≪a MR (١)

.٠ ̸= b ∈ S هر برای bk(M) ⫋ b(M) (٢)
.s ∈ S هر برای ℓS(١S − ks) = ٠ (٣)
.s ∈ S هر ١S)ℓSبرای − sk) = ٠ (۴)

.s ∈ S هر برای ℓS(k − ksk) = ℓS(k) (۵)
.(۵) ⇒ (١) آنگاه باشد، تصویری نیمه M اگر .(١) ⇒ (٢) ⇒ (٣) ⇒ (۴) ⇒ (۵) آنگاه

برای b(m) = bk(m′) آنگاه .m ∈ M کنید فرض .bk(M) = b(M) و b ∈ S کنید فرض (١) ⇒ (٢) اثبات.
.M = rM (b)+k(M) ، یعنی .m ∈ rM (b)+k(M) درنتیجه .m−k(m′) ∈ rM (b) بنابراین .m′ ∈ M بعضی

.b = ٠ ،Sb ⊆ ℓSrM (b) که آنجا ار .ℓSrM (b) = ٠ ،k(M) ≪a MR زیرا
b(M) = bks(M) ⊆ دهد می نتیجه b = bks آنگاه .b ∈ ℓS(١S − ks) و s ∈ S کنید فرض (٢) ⇒ (٣)

.b = ٠ ،(٢) بنابر .bk(M)

bs(١S−ks) = که دهد می نتیجه b(١S−sk) = ٠ آنگاه .b ∈ ℓS(١S−sk) و s ∈ S کنید فرض (٣) ⇒ (۴)
.b = bsk = ٠ درنتیجه و ،(٣) بنابر bs = ٠ بنابراین .b(s− sks) = b(١S − sk)s = ٠

های رابطه .b ∈ ℓS(k) بنابراین .bk = ٠ ،(۴) بنابر .b ∈ ℓS(k − ksk) و s ∈ S کنید فرض (۴) ⇒ (۵)
برقرارند. همواره دیگر
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از X زیرمدول یک Mبرای = k(M) +X که کنید فرض است. تصویری نیمه MR که کنید فرض (۵) ⇒ (١)
.m = k(m′) + x بطوریکه m′ ∈ M دارد وجود سپس ،m ∈ M که کنید فرض .b ∈ ℓS(X) که کنید فرض .MR

s ∈ S همریختی دارد وجود ، است تصویری MRنیمه آنجاکه از .b(M) = bk(M) بنابراین و ،b(m) = bk(m′) آنگاه
و ،bk = ٠ درنتیجه .b ∈ ℓS(k − ksk) = ℓS(k) بنابراین .b(k − ksk) = ٠ که کنید توجه .bks = b بطوریکه

.b = ٠ بنابراین

: معادلند k ∈ R برای زیر عبارات آنگاه باشد، حلقه یک R اگر ([ Lemma ۴ ،٣] (ببینید، .٢ . ٧ نتیجه
آنگاه باشد ،R از راست آل ایده یک R = kR+X, X اگر یعنی ،kR ≪a RR (١)

ℓR(X)؛ = ٠
٠؛ ̸= b ∈ R هر برای bR ⫌ bkR (٢)
r؛ ∈ R هر برای ℓR(١ − kr) = ٠ (٣)
r؛ ∈ R هر برای ℓR(١ − rk) = ٠ (۴)

.r ∈ R هر ℓR(kبرای − krk) = ℓ(k) (۵)

.MR مدول هر KS(M)برای = {s ∈ S | s(M) ≪a MR} کنیم می تعریف

باشد تصویری نیمه MR اگر .kS ⊆ KS(M) سپس .k ∈ KS(M) و باشد مدول یک MR کنید فرض .٢ . ٨ نتیجه
.Sk ⊆ KS(M) آنگاه ،

باشد. تصویری MR اگر J(S) ⊆ KS(M) ، علاوه به .KS(M) ⊆ rS(Soc(SS)) داریم .٢ . ٩ نتیجه

زیر عبارات S = End(M) از I ماکسیمال چپ ال ایده یک برای . باشد مدول یک MR کنید فرض .٢ . ١٠ نتیجه
معادلند:

rM؛ (I) ≪a MR (١)
.I ⊆ess

SS (٢)

∇(M) = که ،KS(M) = J(S) = ∇(M) آنگاه باشد. تصویری شبه مدول یک MR کنید فرض .٢ . ١١ نتیجه
.{ϕ ∈ S | Imϕ ≪ M}
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ضعیف تصویری ملقمه�های

گلچین اکبر
بلوچستان و سیستان دانشگاه

خاکی* زهره
بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده

هموار اصلی راست ایدآل یک توسط تکواره یک از دو�کپی ملقمه یک آن�که برای کافی و لازم شرایط ١٩٩٢ سال در
عنوان تحت راست سیستم�های - S از خاصی نوع مقاله این در گردید. ارایه بولمن�فلمینگ توسط باشد، ضعیف هموار یا
ملقمه�ها شرایط آن تحت که می�پردازیم شرایطی بررسی به و معرفی را آن�ها ضعیف تصویری و تصویری نوع و ملقمه�ها

هستند. ضعیف تصویری

ضعیف. تصویری ملقمه�های تصویری، ملقمه�های ملقمه، کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

آمده عمل به آن�ها روی سیستم�های خواص براساس تکواره�ها دسته�بندی خصوص در وسیعی تحقیقات اخیر دهه چند طی در
مورد اولتمانس و کناور کیلپ، چون ریاضیدانانی توسط سیستم�ها، تصویری خاصیت اساس بر تکواره�ها شناسایی است.
مقاله این در کردند. معرفی را سیستم�ها ضعیف تصویری خاصیت اولتمانس و کناور ١٩٩٩ سال در است. گرفته قرار بررسی
می�پردازیم. ضعیف تصویری ملقمه�های عنوان تحت ضعیف تصویری راست سیستم�های - S از خاصی نوع بررسی و معرفی به

ضعیف تصویری ملقمه�های ٢

تکواره همانی، عضو داشتن صورت در و نیم�گروه را شرکت�پذیر دوتایی عمل یک با همراه F ناتهی مجموعه .١.٢ تعریف
می�نامیم.

:z ∈ S عنصر باشد. نیم�گروه یک S کنید فرض .٢.٢ تعریف
.sz = z ،s ∈ S هر برای اگر می�شود نامیده S راست صفر
می�شوند. تعریف مشابه طور به صفر نیم��گروه و صفرچپ نیم�گروه

آن�گاه A ⊆ S و باشد نیم�گروه یک S گر .٣.٢ تعریف
SA؛ ⊆ A هرگاه است S چپ ایدآل A (١)

AS؛ ⊆ A هرگاه است S راست ایدآل A (٢)
باشد. راست و چپ ایدآل هرگاه است S ایدآل A (٣)

*سخنران
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آن که است، a ∈ S شامل S راست ایدآل کوچکترین aS١ = aS ∪ {a} باشد. نیم�گروه یک S کنید فرض .۴.٢ تعریف
گوییم. a توسط شده تولید اصلی راست ایدآل را

S١aS١ = Sa ∪ aS ∪ SaS ∪ {a} و است a توسط شده تولید اصلی چپ ایدآل S١a = Sa ∪ {a} مشابه طور به
است. a توسط شده تولید اصلی ایدآل

که صورتی در می�دهیم، نشان AS با و می�نامیم S تکواره روی راست سیستم −S یک را A ناتهی مجموعه .۵.٢ تعریف
نگاشت

µ : A× S → A

(a, s) 7→ as

باشند: برقرار زیر شرایط s, t ∈ S هر و a ∈ A هر ازای به به�طوری�که باشد داشته وجود
a١؛ = a (١)

.a(st) = (as)t (٢)
می�شود. تعریف مشابه طور به نیز SA چپ سیستم −S

AS راست سیستم −S باشند. راست سیستم�های −S از رده�هایی Y و X و تکواره یک S کنید فرض .۶.٢ تعریف
همریختی هر و g : XS → YS بروریختی هر و YS ∈ Y و XS ∈ X هر برای اگر نامیم، تصویری −(X,Y ) را
تعویض�پذیر زیر نمودار دیگر عبارت به .f = gf̄ به�طوری�که باشد موجود f̄ : AS → XS همریختی f : AS → YS

باشد:
XS YS

6

AS

-

ff̄

�
�
�

���

g

همریختی −S هر برای اگر گوییم، ضعیف تصویری را Act-S در WS راست سیستم −S .٧.٢ تعریف
همریختی −S ،πρ : SS → S/ρ بروریختی هر و S تکواره روی ρ دلخواه راست همنهشتی هر ،f : WS → S/ρ

باشد: جابه�جایی زیر نمودار دیگر عبارت به .πρf ′ = f به�طوری�که باشد موجود f ′ : WS → SS

SS S/ρ

6

WS

-

ff ′

�
�
�

���

πρ

خانواده یک عنوان به است ممکن وضوح به تکواره یک روی راست سیستم�های −S از ملقمه یک .٨.٢ تعریف
زیرسیستم صورت به اشتراکی دارای خانواده این عضو دو هر که راست سیستم�های −S از {Ai ∈ ACT − S : i ∈ I}

.i, j ∈ I ،i ̸= j برای Ai ∩ Aj = US یعنی شود. گرفته نظر در می�باشند، US

است. راست سیستم −S یک A = ∪i∈IAi صورت این در
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هستند. تکریختی j٢ و j١ که بگیرید، نظر در C دلخواه رسته در را زیر نمودار .٩.٢ تعریف

X١
6

j١

U -
j٢

X٢

مشترک زیرشیء توسط X٢ و X١ از ملقمه�ای فقط یا ملقمه�ای هم�حاصل�ضرب را (j١, j٢) جفت از ((q١, q٢), Q) جلوبر
می�دهیم. نمایش X١

⨿UX٢ با و می�شود نامیده نیز ملقمه�ای هسته که می�نامیم U
می�شود. داده نمایش

⨿U
i∈IXi توسط i ∈ I ،U,Xi ∈ C برای و می�شوند تعریف چندتایی ملقمه�های مشابه طور به

آن�گاه ندارند، تعلق S به که باشند متمایزی عناصر x, y و باشد S تکواره از راست ایدآل یک I اگر .١٠.٢ تعریف

S
⨿I S = {(x, s) : s ̸∈ I} ∪̇ I ∪̇ {(y, s) : s ̸∈ I}

ضابطه با

(z, s)t =

{
(z, st) st ̸∈ I
st st ∈ I.

می�شود. نامیده S تکواره از کپی دو ملقمه یک که است راست سیستم −S یک

.e = e٢ هرگاه می�نامیم S خودتوان عضو را e ∈ S باشد، تکواره یک S کنید فرض .١١.٢ تعریف

نیم�گروه عضو هر با که را خودتوانی و می�دهیم نمایش E(S) با را S نیم�گروه خودتوان عناصر همه مجموعه .١٢.٢ تعریف
گوییم. مرکزی شود جابه�جا

اگر می�شود، نامیده راست(چپ) سازگار S روی ρ رابطه باشد. نیم�گروه یک S کنید فرض .١٣.٢ تعریف

(∀ s, t, u ∈ S): s ρ t ⇒ (su) ρ (tu) ((us) ρ (ut)).

می�نامیم. همنهشتی را سازگار و هم�ارزی رابطه یک باشد. چپ و راست سازگار اگر می�نامیم، سازگار را ρ همچنین

اگر�و�تنها�اگر است ضعیف تصویری S
⨿I S ملقمه باشد. S تکواره از حقیقی راست ایدآل یک I کنید فرض .١۴.٢ لم

دارند وجود u′, v′ ∈ S شود نتیجه (ui) ρ (vi) از i ∈ I هر و u, v ∈ S هر برای و S در ρ راست همنهشتی هر برای
.u′i = v′i و v′ ρ v ،u′ ρ u به�طوری�که

S
⨿I S ملقمه صورت این در باشد. I حقیقی راست ایدآل دارای و راست صفر تکواره یک S کنید فرض .١۵.٢ نتیجه

است. ضعیف تصویری

است. مرکزی خودتوان یک e که باشد، S از حقیقی طرفه دو ایدآل یک I = eS و تکواره یک S کنید فرض .١۶.٢ گزاره
است. ضعیف تصویری S

⨿I S ملقمه آن�گاه ue = e ،u ∈ S \ I هر برای اگر
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ساختارها ابر -El تعمیم در محدودیت یک

انوریه محمد سید
یزد دانشگاه

قاضوی* حسین سید
یزد دانشگاه

چکیده

پردازیم. می ابرساختارها -El تعمیم در اساسی محدودیت یک به مقاله این در

ساختار، ابر -El (نیم)ابرگروه، تایی، سه و دوتایی های رابطه پایانی، لم کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

نظریه توسعه و پیدایش باعث امر همین و کرده بازی علوم های شاخه سایر در را حیاتی و مهم بسیار نقش ریاضی کاربردهای
شد، مطرح فرانسوی ریاضیدان ،[۵] مارتی توسط بار اولین که نظریه این است. شده اخیر های دهه در جبری ابرساختارهای
ساختار یک در که ترتیب بدین است. غیره و ها میدان ها، حلقه ها، گروه ها، گروه نیم مانند جبری ساختارهای از تعمیمی
ناتهی مجموعه یک عضو دو ترکیب جبری ساختار ابر یک در حالیکه در است؛ عضو یک عضو دو ترکیب کلاسیک جبری
زیرمجموعه مجموعه ℘∗(H) آن در که ◦ : H ×H → ℘∗(H) مثل نگاشت هر باشد ناتهی مجموعه یک H اگر است.
شرکت خاصیت هرگاه گوییم گروه ابر یک را (H, ◦) ساختار شود. می نامیده H روی عمل ابر یک است H ناتهی های
صدق تکثیر خاصیت در و a)؛ ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) باشیم داشته a, b, c ∈ H هر ازای به یعنی باشد برقرار پذیری
های مجموعه و جبری ابرساختارهای بین رابطه .x ◦ H = H ◦ x = H باشیم داشته x ∈ H هر ازای به یعنی کند
،[۴] هوسکوا ،[٢] کورسینی چون افرادی او از پس شد[١٠]. مطرح ١٩٨٧ سال در ووجیوکلیس توسط بار اولین مرتب
و بحث مورد مختلف های جنبه از را مرتب های مجموعه با مرتبط ابرساختارهای دیگران و [٩] راچکوا ،[٨ ،٧ نواک[۶،
توسط بار اولین میشوند شناخته ابرساختارها -El عنوان تحت که ابرساختارها دسته این از خانواده یک دادند. قرار بررسی
مرتب جزئا یا مرتب شبه های مجموعه روی بر که هستند جبری ابرساختارهای ابرساختارها، -El شدند. معرفی [١] چاولینا

داد: نشان چاولینا خاص طور به میشوند. ساخته پایانی لم عنوان تحت خاص روش یک با

ضابطه با ◦ : S×S −→ ℘∗(S) عمل ابر صورت این در باشد. جزئی مرتب گروه نیم یک (S, ·, R) کنید فرض .١ . ١ لم
اگر تنها و اگر است جابجایی (S, ◦) ابرگروه نیم است. پذیر شرکت a ◦ b = [a · b)R = {x ∈ S, (a · b, x) ∈ R}

باشد. جابجایی (S, ·) گروه نیم

که است (S, ·, R) تایی سه (شبه)مرتب جزئا (نیم)گروه یک از منظور است، یافته شهرت پایانی لم به که لم، این در
خاصیت با a, b, c ∈ S هر برای که طوری به است مرتب (شبه) جزئا دوتایی رابطه یک R و (نیم)گروه یک (S, ·) آن در

.(ca, cb) ∈ R و (ac, bc) ∈ R داریم (a, b) ∈ R

*سخنران
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ابرساختارها، زیر اصلی، خواص او جمله از داد. انجام خانواده این روی بر را وسیعی و گسترده تحقیقات نواک آن از بعد
نامه پایان در راچکوا همچنین کرد. بررسی را ای حلقه شبه ساختارهای به ابرساختارها -El توسعه قابلیت نیز و مهم عناصر
این آیا که شدند آن بر رشته این متخصصین کشف این با هستند. نیز الحاقی فضای ابرساختارها -El کرد ثابت خود دکتری
پاسخ در باشد؟ داشته ای حلقه شبه حتی یا و گروهی پلی کانونی، ابرگروههای نظیر تری پیشرفته ساختارهای تواند می خانواده
روشی حقیقت در که پایانی، لم آیا که کردند برخورد پرسش این به محققین ها آن به مربوط تحقیقات انجام و سوالات این به
لم ساختار مبنای بر ابرعمل، یک اگر که گفت توان می آیا دیگر عبارت به است؟ پذیر برگشت است، ابرساختارها تولید برای
در نواک است. مثبت سوال این پاسخ است؟ پذیر شرکت نیز آن ای پایه مقداری تک عمل گاه آن باشد پذیر شرکت پایانی،

کرد: ثابت [٨]

عناصر جفت هر برای که قسمی به باشد H روی دوتایی رابطه R و غیربدیهی گروهواره یک (H, ·) کنید فرض .١ . ٢ قضیه
∗ : H×H −→ ابرعمل همچنین .caRcb و acRbc باشیم داشته c ∈ H دلخواه عنصر هر و aRb شرط با a, b ∈ H

این در بگیرید. نظر در a, b ∈ H هر برای a ∗ b = [a · b)R = {x ∈ H, (a · b, x) ∈ R} ضابطه با را ℘∗(H)

e ∈ H عنصر اگر این بر علاوه است. پذیر شرکت نیز · مقداری تک عمل گاه آن باشد پذیر شرکت ∗ ابرعمل اگر صورت
عضو e گاه آن a ∗ e = e ∗ a = [a)R = {x ∈ H|aRx} باشیم داشته a ∈ H هر برای که قسمی به باشد موجود

است. (H, ·) گروه نیم همانی

مفاهیم تعمیم و توسعه در متاسفانه اما اند شده بررسی و مطالعه گسترده صورت به تاکنون ابرساختارها -El که این با
سه روابط از اولیه تعاریف در اگر که دهیم می نشان مقاله این در دارد. وجود ذاتی محدودیتهای خانواده این ای پایه و اصلی

کرد. خواهیم برخورد بسیاری چالشهای به کنیم استفاده دوتایی روابط جای به تایی

اصلی نتایج ٢

تعاریف و مفاهیم بایست می منظور این برای نیست. برقرار تایی سه روابط حالت در ١ . ٢ قضیه دهیم می نشان بخش این در
دهیم. تعمیم را قضیه این در شده استفاده

ρ صورت این در باشد. H روی تایی سه رابطه یک ρ ⊆ H٣ و مجموعه یک H ̸= ∅ کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
.x ∈ H هر ,x)برای x, x) ∈ H اگر است الف)انعکاسی

کند صدق زیر شرط سه در اگر است تراگذری ب)
.(x, u, v) ∈ ρ آنگاه ،(y, u, v) ∈ ρ و (x, y, z) ∈ ρ اگر (I)

و (x, u, v) ∈ ρ ، (x, y, v) ∈ ρ ، (x, y, u) ∈ ρ آنگاه ،(z, u, v) ∈ ρ و (x, y, z) ∈ ρ اگر (II)
.(y, u, v) ∈ ρ

.(x, y, v) ∈ ρ آنگاه ،(u, z, v) ∈ ρ و (x, y, z) ∈ ρ اگر (III)
.σ ∈ S٣ هر برای (xσ(١), xσ(٢), xσ(٣)) ∈ ρ گرفت نتیجه (x١, x٢, x٣) ∈ ρ رابطه از بتوان اگر است قوی متقارن ج)

باشد. تراگذری و انعکاسی هرگاه میشود نامیده H روی تایی سه ترتیب پیش یک د)
باشد. تراگذری و قوی متقارن انعکاسی، هرگاه میشود نامیده H روز تایی سه ارزی هم یک ه)

یک (H, ·) اگر نامیم ( T-مرتب (گروهواره تایی سه مرتب پیش گروهواره یک را (H, ·, ρ) جبری ساختار .٢ . ٢ تعریف
(a, b, c) ∈ ρ خاصیت با (a, b, c, d) ∈ H۴ هر برای که قسمی به باشد H روی تایی سه ترتیب پیش یک ρ و گروهواره

.(da, db, dc) ∈ ρ و (ad, bd, cd) ∈ ρ باشیم داشته
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باشد. زیر ضربی جدول با گروه نیم یک S = {a, b, c} کنید فرض .٢ . ٣ مثال

· a b c
a a a a
b a b a
c a a c

دهد می نشان ساده محاسبه یک .ρ = {(a, a, c), (a, c, c), (a, a, a), (b, b, b), (c, c, c)}کنید فرض همچنین
است. T-مرتب گروه نیم یک (S, ·, ρ) تایی سه

دهیم. می تعمیم تایی سه روابط برای را پایانی لم ابرعمل زیر تعریف در

∗ : H×H −→ ℘∗(H) عمل ابر a, b ∈ H هر برای باشد. T-مرتب گروه نیم یک (H, ·, ρ) کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
کنیم: می تعریف زیر شکل به را

a ∗ b = [ab)ρ = {t ∈ H|(ab, t, t) ∈ ρ}

نامیم. می (H, ·, ρ) به وابسته ابرگروه El-نیم را (H, ∗) زوج همچنین

تعریف زیر شکل به را ρ رابطه بگیرید. نظر در مختلط اعداد معمولی ضرب با همراه را H = C− {٠} گروه .۵ . ٢ مثال
کنیم: می

(x, y, z) ∈ ρ ⇔ |x| = |y| = |z|

است. ابرگروه یک (H, ∗) یعنی آن به وابسته ساختار El-ابر علاوه، به است. T-مرتب گروه یک (H, ·, ρ) صورت این در
پذیر شرکت (ابرعمل∗ x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z = {t ∈ H, |t| = |xyz|} داریم x, y, z ∈ H هر برای زیرا

است. برقرار نیز تکثیر خاصیت و است)

حالت این در ١ . ٢ قضیه دیگر عبارت به نیست. پذیر برگشت پایانی لم تایی، سه حالت در دهیم می نشان زیر مثال در
نیست. برقرار

بگیرید: نظر در زیر ضربی جدول با را S = {a, b, c} گروهواره .۶ . ٢ مثال

· a b c
a a a a
b a c a
c a a b

یک (S, ·, ρ) و تایی سه ترتیب پیش یک ρ شود می دیده سادگی به صورت این در .ρ = Sدهید٣ قرار علاوه به
آید: می بدست زیر جدول با (S, ∗) El-ابرساختار بریم، کار به را پایانی لم ساختار اگر اکنون است. T-مرتب گروهواره

∗ a b c
a S S S
b S S S
c S S S
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(b ·b) ·c ̸= زیرا نیست پذیر شرکت · یعنی آن ای پایه مقداری تک عمل حالیکه در است پذیر شرکت ∗ ابرعمل بوضوح
خلاف بر اما .a ∗ x = x ∗ a = S = [x)ρ داریم x ∈ S عناصر تمامی و a ∈ S عنصر برای این بر علاوه .b · (b · c)

نیست. همانی عضو شامل ١ . ٢ قضیه

از نیست. برقرار لزوما تایی سه حالت در ١ . ٢ قضیه از آمده دست به نتایج تمامی گفت توان می فوق مطلب به توجه با
نواک که برد نام آن به وابسته El-ابرگروه زیرابرگروههای و (H, ·, R) گروههای زیر بین ارتباط به توان می نتایج این جمله

است. پرداخته آن به [٨] در
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برتراند حدس و رامانوجان اول اعداد

∗ نجفی مصطفی
زنجان دانشگاه

چکیده

اثبات را ٢ برتراند حدس اعداد این از استفاده با سپس و کرده تعریف را ١ رامانوجان اول اعداد ابتدا مقاله این در
آورد. خواهیم بدست اعداد این برای بهینه کران یک نهایت در و می�کنیم،

کران مجانبی، رابطه�ی برتراند، حدس رامانوجان، اول اعداد کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 11AXX, 11A41, 34E05

مقدمه ١

را رياضی�دان پژوهشگران هم امروزه كشفياتش كه زمان�ها همه�ی رياضی�دانان نابغه�ترين از يكی ٣ رامانوجان سرینیواسا
چبیشف توابع کمک با را برتراند حدس از تعمیمی ١٩١٩ سال در هنگامش زود مرگ از قبل سال یک است، كرده شگفت�زده
کرد. خواهیم تعریف را رامانوجان اول اعداد تعمیم، این از استفاده با مقاله این در کرد. ثابت و ۵بیان گاما تابع خواص و ۴

اصلی نتایج ٢

x از نابیشتر اول اعداد تعداد دهنده�ی نشان که معنا بدین باشد، اول اعداد شمارنده�ی تابع π(x) کنید فرض .١.٢ قضیه
است برقرار x > ٣٠٠ برای زیر نامساوی دهید نشان است.

π(x)− π
(x
٢

)
>

١
log x

(
١
۶
x− ٣

√
x

)
. (١)

شود. رجوع [١] به اثبات.

نامساوی که نوشت (١) رابطه�ی از استفاده با رامانوجان
π(x)− π

(x
٢

)
> ١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧, . . . , (٢)

در x > ٢ برای که می�کند بیان (٢) رابطه�ی نامساوی برقراراست. x > ٢, ١١, ١٧, ٢٩, ۴١, ۴٧, ۵٩, . . . برای ترتیب به
است. برتراند حدس همان این که دارد، وجود اول عدد یک حداقل

(١
٢x, x

]
بازه�ی

∗سخنران

١Ramanujan numbers
٢Bertrand’s Postulate
٣Srinivasa Ramanujan
۴Chebyshev functions
۵Gamma function
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دارند وجود {Rn} مثبت صحیح اعداد کوچکترین کرد ثابت بلکه کرد، ثابت را برتراند حدس نه�تنها رامانوجان .٢.٢ تعریف
داریم x > Rn هر ازای به دیگر �عبارت به دارد. وجود اول عدد n حداقل

(١
٢x, x

]
بازه�ی در آنگاه باشد x > Rn اگر که

π(x)− π
(x
٢

)
> n.

در می�شوند.� نامیده رامانوجان اول اعداد هندی، ریاضی�دان این افتخار به و هستند اول اعداد همگی {Rn} اعداد مجموعه
است. رامانوجان اول اعداد شماره�ی n اینجا

داشت خواهیم آنگاه دهیم، قرار x = Rn اگر .٣.٢ ملاحظه

π(Rn)− π

(
Rn

٢

)
= n. (٣)
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[٠, ١٠٠] بازه�ی در π(x)− π
(
x
٢
)
تابع نمودار :١ شکل

x > ٢, ١١, ١٧, ٢٩, . . . برای ترتیب به (٢) رابطه�ی نامساوی که داد انجام می�توان را استدال این نمودار به توجه با
برقراراست.

رامانوجان اول اعداد :١ جدول

n Rn n Rn n Rn n Rn n Rn n Rn n Rn n Rn

١ ٢ ۵ ۴١ ٩ ٧١ ١٣ ١٢٧ ١٧ ١٧٩ ٢١ ٢٣٣ ٢۵ ٢۶٩ ٢٩ ٣۴٧
٢ ١١ ۶ ۴٧ ١٠ ٩٧ ١۴ ١۴٩ ١٨ ١٨١ ٢٢ ٢٣٩ ٢۶ ٢٨١ ٣٠ ٣۴٩
٣ ١٧ ٧ ۵٩ ١١ ١٠١ ١۵ ١۵١ ١٩ ٢٢٧ ٢٣ ٢۴١ ٢٧ ٣٠٧ ٣١ ٣۶٧
۴ ٢٩ ٨ ۶٧ ١٢ ١٠٧ ١۶ ١۶٧ ٢٠ ٢٢٩ ٢۴ ٢۶٣ ٢٨ ٣١١ ٣٢ ٣٧٣

این ،Rn < p٣n که زد حدس نیز و p٢n < Rn < p۴n آنگاه p ∈ P اگر که کرد ثابت آمریکایی ریاضی�دان ۶ ساندو
می�آوریم. را قضایا این ادامه در شد، ثابت هندی ریاضی�دان ٧ لیاشرام توسط بعدها حدس

دهید نشان باشد. رامانوجان اول عدد nامین ،Rn اگر باشد، n > ١ و p ∈ P کنید فرض .۴.٢ قضیه
٢n log ٢n < Rn < ۴n log ۴n.

داریم بنابراین است. pn > n logn چون باشد، اول عدد nامین ،pn اگر دیگر �عبارت به
p٢n < Rn < p۴n. (۴)

۶Jonathan Sondow
٧Shanta Laishram
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شود. رجوع [٢] به اثبات.

نامساوی بالای کران از استفاده با اما R٢است، 6 ٣٩٢ ،R٢ برای بالا کران بهترین (١) نامساوی از استفاده با .۵.٢ مثال
دهیم. بهبود R٢ < ۴× ٢ log ۴× ٢ = ٨ log ٨ ≈ ١۶٫ ۶٣۵ تا را کران این می�توانیم بالا، قضیه�ی (۴)

بطوریکه است) وابسته ε به n٠ (یعنی n٠ = n٠(ε) دارد وجود ε > ٠ هر برای .۶.٢ قضیه
Rn < (٢+ ε)n log n, (۵)

آنگاه n → ∞ وقتی همچنین
Rn ∼ p٢n, (۶)

دیگر �عبارت به

lim
n→∞

Rn

p٢n
= ١. (٧)

دیگر �عبارت به است. π (x) ∼ x
log x که می�کند بیان اول اعداد قضیه�ی اثبات.

lim
n→∞

π(x)
x

log x

= ١

داریم x > N١ برای بطوریکه دارد، وجود N١ > ٠ مانند عددی ε١ > ٠ هر ازای به حد، تعریف طبق بنابراین π(x)x∣∣∣∣∣است.
log x

− ١

∣∣∣∣∣ < ε١.

داشت خواهیم بنابراین

(١− ε١)
x

log x
< π(x) < (١+ ε١)

x

log x
. (٨)

به اگر اول اعداد قضیه�ی در بنابراین . log x
٢ = log x − log ٢ ∼ log x داریم n → ∞ وقتی بوضوح دیگر طرفی از

دیگر �عبارت به .π
(
x
٢
)
∼

x
٢

log x
٢
∼ ١

٢
x

log x داشت، خواهیم آنگاه دهیم قرار را x
٢ ،x جای

lim
n→∞

π
(
x
٢
)

x
log x

=
١
٢
.

داریم x > N٢ برای بطوریکه دارد، وجود N٢ > ٠ مانند عددی ε٢ > ٠ هر ازای به حد، تعریف طبق بنابراین π∣∣∣∣∣است.
(
x
٢
)

x
log x

− ١
٢

∣∣∣∣∣ < ε٢,

داشت خواهیم نتیجه )در
١
٢
− ε٢

)
x

log x
< π

(x
٢

)
<

(
١
٢
+ ε٢

)
x

log x
,

داشت خواهیم بنابراین می�شود. عوض نامساوی جهت کنیم، ضرب −١ عدد در را نامساوی این طرفین )اگر
−١
٢
− ε٢

)
x

log x
< −π

(x
٢

)
<

(
−١
٢
+ ε٢

)
x

log x
. (٩)

داشت خواهیم کنیم، جمع هم با را (٩) و (٨) رابطه�ی نامساوی طرفین اگر )حالا
١− ١

٢
− ε٢ − ε١

)
x

log x
< π(x)− π

(x
٢

)
<

(
−١
٢
+ ε٢ + ε١

)
x

log x
.
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داشت خواهیم بنابراین .N = N١ ∪N٢ همچنین و ،ε = ε١ + ε٢ > ٠ می�دهیم )قرار
١
٢
− ε

)
x

log x
< π(x)− π

(x
٢

)
<

(
١
٢
+ ε

)
x

log x
.

داشت خواهیم (٣) رابطه�ی از استفاده با دهیم، قرار x = Rn اگر نامساوی این از استفاده با )بنابراین
١
٢
− ε

)
Rn

logRn
< n <

(
١
٢
+ ε

)
Rn

logRn
.

وقتی x > eab−برای١ باشند. نامنفی حقیقی عدد b و مثبت حقیقی عدد a اگر f(x) = ١
ax log x − bx تابع در

داریم لامبرت تابع کمک به x → ∞
f−١(x) ∼ ax

log x
, (١٠)

داشت خواهیم آنگاه ،f−١(x) = n و x = Rn ،a = ١
٢ + ε ،b = ٠ دهیم قرار (١٠) رابطه�ی در اگر

(٢− ε)n log n < Rn < (٢+ ε)n log n,

در Rn بالا کران و ۴.٢ قضیه�ی در Rn پایین کران از استفاده با است. برقرار n٠ = n٠ (ε) برای (۵) رابطه�ی نتیجه در
داریم نتیجه در می�کنیم، ضرب ١

p٢n
مثبت عدد در را رابطه این طرفین .p٢n < Rn < (٢+ ε)n log n داریم، قضیه این

p٢n
p٢n

<
Rn

p٢n
< (٢+ ε)

n log n

p٢n
. (١١)

بیرون حد از است ثابت عددی ٢+ ε چون نامساوی راست سمت در می�گیریم، حد n → ∞ که وقتی رابطه این طرفین از
داشت خواهیم بنابراین می�آید.

lim
n→∞

p٢n
p٢n

< lim
n→∞

Rn

p٢n
< (٢+ ε) lim

n→∞

n log n

p٢n
.

داشت خواهیم آنگاه دهیم، قرار ٢n عبارت n جای به اگر نتیجه در ،pn ∼ n log n چون اول اعداد قضیه�ی به بنا

lim
n→∞

n log n

p٢n
= lim

n→∞

n log n

٢n log ٢n
= lim

n→∞

n log n

٢n (log ٢+ log n)
= lim

n→∞

n log n

٢n log n
=

١
٢
.

داشت خواهیم بنابراین

١ 6 lim
n→∞

Rn

p٢n
6 (٢+ ε)

١
٢
.

داریم حد تعریف طبق ε > ٠ هر ازای به نتیجه در

lim
n→∞

Rn

p٢n
= ١,

می�رسد. پایان به اثبات ترتیب این به و است، Rn ∼ p٢n مجانبی رابطه�ی معادل نیز حد این و
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لوران های سری باناخ فضای روی Mzk ضربی عملگر پذیری انعکاس

کشکولی ایلون علی
یاسوج دانشگاه

عابدی امیدرضا سید
یاسوج دانشگاه

چکیده

سري باناخ فضاهاي Mzkروي ضربي عملگر پذيري انعكاس براي كافي شرايط استخراج و بررسی به مقاله این در
است. شده پرداخته k صحیح توان هر ازای به لوران هاي

β دنباله به وابسته لوران های سری باناخ فضای انعکاسی، عملگر ضربی، عملگر کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

Lp(β) فضاي ، ١ < p < ∞ ازاي به باشد. β(٠) = ١ شرط با مثبت اعداد از اي دنباله {β(n)}∞n=−∞ کنید فرض
صورت: به را

Lp(β) =

{
f | f(z) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)zn : ∥f∥p = ∥f∥pβ =
∞∑

n=−∞
|f̂(n)|pβ(n)p < ∞

}
,

و fk(z) = zk آنگاه . f̂k(n) = δk(n) کنید فرض است. ∥.∥β نرم با انعکاسی باناخ فضای Lp(β) کنیم. می تعریف
Lp(β) روی ضربی - خطی عملگرهای مجموعه ما . ∥fk∥ = β(k) که طوری به است Lp(β) برای پایه یک {fk}k∈Z
همچنین دهیم. می نشان Lp

∞(β) نماد با را {φ ∈ Lp(β) : φLp(β) ⊆ Lp(β)} ضرایب مجموعه و Mφ با را
روی دار کران تحلیلی توابع مجموعه H(Ω)و نماد با را است) کاراتئودوری دامنه یک Ω که ) Ω روی تحلیلی توابع مجموعه

دهیم. می نشان H∞(Ω) نماد با را Ω

. [۴] است جابجايي باناخ جبر يك ∥Mφ∥ = ∥φ∥∞ نرم با Lp
∞(β) فضاي .١.١ نتیجه

e(λ) : Lp(β) −→ C تابعك گاه هر گوييم، Lp(β) روي كراندار اي نقطه گر محاسبه يك را، λ مختلط عدد .٢.١ تعریف
باشد. كراندار e(λ)(f) = f(λ); f ∈ Lp(β) ضابطه با

اگر بنابراین . (Lp(β))∗ = Lq(β
p
q ) داد نشان توان مي [٣] در مشابه روش به ، ١

p + ١
q = ١ فرض با

f(z) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)zn ∈ Lp(β), g(z) =

∞∑
n=−∞

ĝ(n)zn ∈ Lq(β
p
q ),

. g(f) =< f, g >=

∞∑
n=−∞

f̂(n)ĝ(n)(β(n))p آنگاه
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زیرفضاهای تمام مشبکه از عبارت Lat(A) آنگاه ، A ∈ B(E) و باشد پذير جدايي باناخ فضاي E اگر دانیم می
. Lat(A) ⊂ Lat(B) که طوری به است B(E) در B عملگرهای تمام جبر از عبارت Alglat(A) و A پایای

شود: مي القاء زير هاي نرم نيم از اي گردايه توسط (WOT ) ضعيف عملگر توپولوژي ،B(E) جبر براي

Px,x∗(A) = | < Ax, x∗ > |, x ∈ E, x∗ ∈ E∗, A ∈ B(E)

: كه طوري به

Aα
(WOT )// A ⇐⇒ Aαx

(W ) // Ax ,

مشابه: طور به و

Aα
(SOT ) // A ⇐⇒ Aαx

∥.∥ // Ax .

دهيم. مي نمايش W (A)نماد با را است، بسته WOT با و بوده I هماني و A شامل كه B(E) زيرجبر كوچكترين

. Alglat(A) = W (A) هرگاه گوييم، انعكاسي را A ∈ B(E) عملگر يك .٣.١ تعریف

صورت به را hw ، w ∈ ∂U و h ∈ Lp(β) براي دهيم، نشان U نماد با را واحد ديسك چنانچه .۴.١ ملاحظه
hw(z) = h(wz)تعريف به توجه با زيرا . ĥw(n) = wnĥ(n) :nهر ازای به آنگاه كنيم. تعريفمي hw(z) = h(wz)

داشت: خواهيم

∞∑
n=−∞

[ĥw(n)]z
n = hw(z) = h(wz) =

∞∑
n=−∞

ĥ(n)(wz)n =

∞∑
n=−∞

[wnĥ(n)]zn.

بنابراین: |w| = ١ كه آنجا از زیرا . ∥hw∥β = ∥h∥β داشت: خواهيم w ∈ ∂U ازای به .۵.١ نتیجه

∥hw∥pβ =
∞∑

n=−∞
|ĥw(n)|p(β(n))p =

∞∑
n=−∞

|ĥ(n)|p(β(n))p = ∥h∥pβ.

كنيم. مي تعريف (Mzf)(z) = zf(z) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)zn+١ صورت به را Lp(β) روي Mz ضربي عملگر

زيرا: دهد، مي انتقال را {fk}k پايه Mz عملگر .۶.١ نتیجه

(Mzfk)(z) =

∞∑
n=−∞

f̂k(n)z
n+١ =

∞∑
n=−∞

δnkz
n+١ = zk+١ = fk+١(z).

نمود: خواهيم استفاده زير نمادهاي از قضايا، برخي اثبات در ما
r٠١ = limβ(−n)

−١
n , Ω٠١ = {z ∈ C : |z| > r٠١},

r١١ = limβ(n)
١
n , Ω١١ = {z ∈ C : |z| < r١١},

Ω١ = Ω٠١ ∩ Ω١١ = {z ∈ C : r٠١ < |z| < r١١}.

باشد. دار كران Lp(β) روي Mz و r٠١ < r١١ که است آن بر فرض همواره مقاله، اين در .٧.١ ملاحظه
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اصلی نتایج ٢

: كه طوري به دارند وجود {rn} هاي اي چندجمله از اي دنباله آنگاه ، φ ∈ H(Ω١١) ∩ Lp
∞(β) اگر .١.٢ لم

Mrn

(WOT )// Mφ .

. Mφ ∈ W (Mz) : آنگاه ، φ ∈ H(Ω١١) ∩ Lp
∞(β) اگر .٢.٢ نتیجه

؛ (١.٢) لم بر بنا صورت اين در . φ ∈ H(Ω١١) ∩ Lp
∞(β) كنيد فرض اثبات.

Mrn

(WOT )// Mφ ,

. Mφ ∈ W (Mz) كه گيريم مي نتيجه Mrn = rn(Mz) و است اي چندجمله يك rn چون

است. انعكاسي Lp(β) روي Mzk عملگر ، k ≥ ١ هر براي .٣.٢ قضیه

دايره كه كنيم مي انتخاب چنان را ϵ١, ϵ٠ مثبت و ثابت مقادير . r٠١ < r١١ چون است، ناتهي Ω١ كه دانيم مي اولا اثبات.
: هاي

T٠ = {z ∈ C : |z| = r٠١ + ϵ٠}, T١ = {z ∈ C : |z| = r١١ − ϵ١},

اکنون باشند. نداشته مشتركي نقطه هيچ و شده واقع Ω١ درون

L١ =

{
f ∈ Lp(β) :

∫
T١

znf(z)dz = ٠, n = ١, ٢, ...
}
,

هست. نیز ها ثابت شامل و پایا Mz تحت که بوده Lp(β) در بسته زيرفضايي L١ است بدیهی گرفته، نظر در
چون . A ∈ AlgLat(Mzk) كنيد فرض حال . W (Mzk) ⊂ AlgLat(Mzk) كه دانيم مي ، k ∈ N ازای به
به آنكه به توجه با . A ∈ AlgLat(Mz) نتيجه در و ، Lat(Mz) ⊂ Lat(A)پس ، Lat(Mz) ⊂ AlgLat(Mzk)

< f,M∗
φeλ >=< f, φ(λ)eλ > داریم: f ∈ Lp(β) ازای به بنابراین . M∗

z e(λ) = λe(λ) ، λ ∈ Ω١ هر ازای
هر برای و بوده پايا A∗ تحت نتیجه در و M∗

z تحت e(λ) بعدي يك پيماي صورت این در . M∗
φeλ = φ(λ)eλ پس ،

: f ∈ Lp(β) و λ ∈ Ω١ هر ازای به لذا ، A∗e(λ) = φ(λ)e(λ) نوشت توان مي λ ∈ Ω١

< Af, e(λ) >=< f,A∗e(λ) >= φ(λ)e(λ),

داريم ، L١ ∈ Lat(Mz) چون . φ ∈ H∞(Ω١) بنابراين ، A = Mφ, φ ∈ Lp
∞(β) كه دهد مي نتيجه اين و

نوشت: توان مي كوشي انتگرال فرمول بكارگيري با . A١ = φ ∈ L١ لذا ، AL١ ⊂ L١

φ = φ٠ + φ١, s.t. φ٠ ∈ H٠(Ω٠١), φ١ ∈ H(Ω١١),

گرايد. مي صفر به ∞ در كه است، H(Ω٠١) در توابعي تمام فضاي H٠(Ω٠١) از منظور و
گیرد. قرار ext(T٢) ناحیه در شعاع کوچکترین با T١ دایره تا کنیم می انتخاب (بسته) مناسب چنان را T٢ دایره اکنون

بنويسيم: توانيم مي z ∈ ext(T٢) ازای به حال . است تحليلي ext(T٢) در φ٠ بنابراين

φ٠(z) =
−١∑

n=−∞
φ̂٠(n)z

n, s.t. φ̂٠(n) =
١
٢πi

∫
T١

φ٠(z)

zn+١ dz, n < ٠,
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آنکه برای ، φ ∈ L١ که آنجا از اما .
∫
T١
znφ١(z)dz = ٠, n = ٠, ١, ٢, ... داريم، ، φ١ ∈ H(Ω١١) چون

مي نتيجه اين از .
∫
T١
znφ٠(z)dz = ٠, n = ٠, ١, ٢, ... باشیم داشته باید باشد برقرار φ = φ٠ +φ١ تساوی

نتيجه φ٠ ≡ ٠ اينكه از ، φ٠(z) = ٠, z ∈ ext(T٢) بنابراين φ̂٠(n) = ٠ ، n منفي صحيح عدد هر ازاي به كه شود
چندجمله از اي دنباله ، (١.٢) لم به توجه با لذا ، φ ∈ H(Ω١١) ∩ Lp

∞(β) بنابراین . φ = φ١ ∈ H(Ω١١) شود مي
: كه دارند وجود {rn} هاي اي

Mrn

(WOT )// Mφ .

.( fi(z) = zi : i هر ازای به دانیم می ) باشد. {fnk : n ≥ ٠} مجموعه از اي بسته خطي پيماي ، Mk كنيد فرض
نتيجه در ، Mk ∈ Lat(Mzk) بنابراين . Mzkfnk = f(n+١)k ∈ Mk ، n ≥ ٠ هر ازای به صورت اين در
Mφ١ = φ ∈ Mk بنابراین ، ١ ∈ Mk چون . φ(z) =

∑∞
n=٠ φ̂(n)z

n کنید فرض اکنون . Mk ∈ Lat(Mφ)

هر ، (١.٢) لم در rn ويژه ساختار از اي نتيجه به توجه با حال . φ̂(i) = ٠ داریم i ̸= nk هر و n ≥ ٠ ازای به پس ،
. qn اي چندجمله هر ازاي به ، rn(z) = qn(z

k) ديگر: عبارت به باشد، zk صورت به اي چندجمله بايد rn
بنابراين:

Mrn = rn(Mz) = qn(Mzk)
(WOT ) // A .

است. انعكاسي Mzk پس . A ∈ W (Mzk) ، (٢.٢) بر بنا نتیجه در

است. انعکاسی ، k صحیح عدد هر ازای به Mzk آنگاه باشد، پذیر معکوس Lp(β) روی Mz عملگر اگر .۴.٢ نتیجه

: داریم Lp(β) روی Mz عملگر پذیری معکوس فرض با بنابراین . Mzfm = fm+١ ، m هر ازای به چون اثبات.
: m هر ازای به آنگاه f ′

m = f−m دهیم قرار اگر . M−١
z fm = fm−١

M−١
z f ′

m = M−١
z f−m = f−(m+١) = f ′

m+١,

است. انعکاسی k ≥ ١ هر ازای به M−k
z ، (٣.٢) به توجه با لذا یابد. می انتقال جلو) (به M−١

z توسط f ′
m بنابراین

است. انعکاسی k صحیح عدد هر ازای به Mk
z پس است. انعکاسی نیز همانی عملگر آنکه بر بنا طرفی از
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پارامتری محدب سازی بهینه در قوی دوگانگی

کلانتری مرضیه
آمل آزاد کامپیوتر-دانشگاه ارشد کارشناسی دانشجوی

صنعتی* رقیه
ساری آزاد دانشگاه از ارشد کارشناسی التحصیل فارغ

آغیل اعظم
-بهشهر مازندران دانشگاه ریاضی، ارشد کارشناسی دانشجوی

پورقاسم مجید
ساری آزاد دانشگاه کامپیوتر- ارشد کارشناسی دانشجوی

چکیده
پارامتری محدب بهینه سازی مسائل از خانواده هایی به منجر اغلب نامعلوم داده های با مواجهه در محدب سازی بهینه مدلسازی
ارائه مقاله این در را پارامتری بهینه سازی مسائل از خانواده ای برای دوگانگی چارچوب یک که می شود موجب موضوع همین می شود.
دوگان زوج بین قوی دوگانگی آوردن بدست با و مزدوج آنالیز از استفاده با پارامتری مسائل خانواده ی  برای را قوی دوگانگی دهیم.
شرایط که می دهیم نشان سپس باشد، برقرار مقید شرایط هرگاه است برقرار قوی دوگانگی که می دهیم نشان ابتدا می کنیم. ارائه مربوطه
خطی آشفتگی هر برای قوی دوگانگی اگر تنها و اگر باشد برقرار مقید شرایط که شرطی به است، ضروری قوی دوگانگی برای نیز مقید

باشد. برقرار هدف تابع

تقریب بهترین نامعلوم؛ مخروط محدب مسائل قوی؛ دوگانگی مزدوج؛ دوگان پارامتری؛ محدب بهینه سازی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

مخروطی(اولیه) محدب سازی بهینه مسائل خانواده ی

{(Pu)}u∈U :
{
min
x∈X

{f(x) : x ∈ S, gu(x) ∈ −C
}
u∈U

,

معلوم، مجموعه یک U ناتهی، محدب مجموعه ی یک S ⊆ X هاسدورف، موضعأ محدب فضاهای Y و X آن در که می گیریم نظر در را

تابع یک gu : X → Y ،u ∈ U هر برای و سره محدب تابع یک f : X → R ∪ {+∞} ناتهی، محدب مخروط یک C ⊆ Y

حقیقی جهانی تصمیم مسائل علمی مدل سازی در اغلب {(Pu)}u∈U در بهینه سازی مسائل از پارامتری خانواده  باشند. محدب −C

.[۵ ،۴] داده هاست قطعیت عدم واقع در بهینه سازی مسائل پوشش و [٢] است شده ناشی

از استفاده با را قوی دوگانگی ابتدا می باشد. مزدوج دوگانگی نظریه از استفاده با قوی دوگانگی ویژگی های بررسی مقاله این هدف

خانواده ی برای شرط ضعیفترین زیردیفرانسیل شرط که می کنیم ثابت سپس و [۴] می کنیم ثابت جدید قوی زیردیفرانسیل شرط یک

میکند. تضمین را قوی دوگانگی که می باشد {(Pu)}u∈U

مزدوج آنالیز ٢

توپولوژی با ،Y ∗ و X∗ توپولوژی دوگان فضاهای همچنین و ، Y و X هاسدورف محدب موضعا برداری فضای دو گرفتن نظر در با

می قرارداد همچنین و داده نشان X∗ با را X روی پیوسته خطی تابعکهای همه از متشکل مجموعه ،x ∈ X هر برای ستاره، ضعیف

*سخنران
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R ∪ {−∞,+∞} := R کنیم: می قرارداد همچنین .⟨x∗, x⟩ = x∗(x) کنیم

dom(f) := {x ∈ X : f(x) < صورت به را f دامنه باشد. تابع یک f : X −→ R کنیم فرض .٢ . ١ تعریف

صورت را f ابرنمودار .f(x) ̸= −∞ ،x ∈ X هر ازای به و dom(f) ̸= ∅ هرگاه گوییم سره را f می کنیم. تعریف ∞}
بصورت را ،f∗ : X∗ −→ R فنچل مزدوج تابع و می کنیم. تعریف epi(f) := {(x, r) ∈ X × R : f(x) ≤ r}

کنیم. می تعریف f∗(x∗) := sup
x∈X

{⟨x∗, x⟩ − f(x)}

یعنی است. برقرار x∗ ∈ X∗ هر و x ∈ X هر براي يانگ-فنچل نامساوي ،f : X −→ R تابع هر برای .٢ . ٢ تعریف

و باشد محدب مجموعه epi(f) ⊂ X × R اگر فقط و اگر است محدب f : X −→ R همچنین .f∗(x∗) + f(x) ≥ ⟨x∗, x⟩
است. پایینی پیوسته نیم F تابع آنصورت در باشد بسته epi(F ) اگر

مجموعه . x ∈ dom(f) و f : X −→ R سره تابع برای

∂f(x) := {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x), ∀y ∈ X}

x ∈ X نقطه در را f مي گوييم. x نقطه در f زيرگراديان x∗ ∈ ∂f(x) هر به و مي شود ناميده x نقطه در f زیردیفرانسیل

اگر ولی می شود، تعریف بالا بصورت ∂f(x) صورت آن در ، f(x) ∈ R باشد.اگر ∂f(x) ̸= ∅ هرگاه گوییم پذیر زیردیفرانسیل

∂f(x) := ∅ که می کنیم قرارداد ، f(x) = +∞

قوی دوگانگی برای مقید شرط ٣

همچنین می کنیم. معرفی عمومی زیردیفرانسیل شرط بیشتر جزئیات ذکر با را قوی دوگانگی محدودیت خصوصیت یک ابتدا مبحث این در

است برقرار محدودیت خصوصیت اینکه جهت در است، قوی دوگانگی بخشیدن خصوصیت یک محدودیت خصوصیت که می دهیم نشان

باشد. برقرار (RP) هدف تابع خطی آشفتگی هر برای قوی دوگانگی اگر تنها و اگر

است. برقرار زیر رابطه x∗ ∈ X∗ هر برای آنگاه بگیرید، نظر در را u ∈ U هر برای Φu : X × Y → R̄ توابع خانواده .٣ . ١ گزاره

inf
x∈X

{
sup
u∈U

{Φu(x, ٠) + ⟨x∗, x⟩}
}

≥ sup
(u,y∗)∈U×Y ∗

{−Φ∗
u(−x∗, y∗)} (١)

شود. مراجعه [١] به آن کامل اثبات برای اثبات.

A := {x ∈ آن در که domf ∩A ̸= ∅ و باشد سره تابع یک f : X −→ R ∪ {−∞,+∞} := R کنیم فرض .٣ . ٢ ملاحظه

می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان C∗ با را C دوگان مخروط .S : gu(x) ∈ −C, ∀u ∈ U}

C∗ = {y∗ ∈ Y ∗ : ⟨y∗, y⟩ ≥ ٠, ∀y ∈ C} (٢)

است برقرار همواره زیر شمول A مجموعه تعریف به باتوجه (y∗gu)(.) := ⟨y∗, gu(.)⟩:می کنیم قرارداد y∗ ∈ Y ∗ هر برای و

∂(f + δA)(x) ⊇
∪

u∈U,y∗∈C∗

(y∗gu)(x)=٠

∂
(
f + (y∗gu) + δS

)
(x), ∀x ∈ domf ∩A. (٣)

می کنیم: معرفی زیر در را (RBSC) قوی اساسی دیفرانسیل زیر شرط .٣ . ٣ تعریف

∂(f + δA)(x) =
∪

u∈U,y∗∈C∗

(y∗gu)(x)=٠

∂ (f + (y∗gu) + δS) (x), ∀x ∈ domf ∩A. (۴)
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است. کافی شرط قوی دوگانگی برای (RBSC) قوی اساسی دیفرانسیل زیر شرط که می دهیم نشان ابتدا در

صورت این در باشد. صادق (RBSC) قوی اساسی زیردیفرانسیل شرط و domf ∩A ̸= ∅ سره، f تابع که کنید فرض .۴ . ٣ قضیه

داشت: خواهیم برسد A روی خود مینیمم به f نگاشت وقت هر

min
x∈A

f(x) = max
(u,y∗)∈U×C∗

inf
x∈S

{f(x) + ⟨y∗, gu(x)⟩}. (۵)

است. قوی دوگانگی برای شرط ضعیفترین جهات بعضی در (RBSC) که می دهیم نشان ما ادامه در

معادلند: هم با زیر گزاره های آنگاه . domf ∩A ̸= کنید∅ فرض .۵ . ٣ قضیه

است. شرط(RBSC)صادق (الف)

است: صادق زیر شرط در می آورد بدست را A روی مینیمم f + ⟨x∗, بطوریکه⟨. x∗ ∈ X∗ هر برای (ب)

min
x∈A

{f(x) + ⟨x∗, x⟩} = max
(u,y∗)∈U×C∗

inf
x∈S

{f(x) + ⟨x∗, x⟩+ ⟨y∗, gu(x)⟩}.

شود. مراجعه [١] به آن کامل اثبات برای اثبات.

است. شده اثبات ؟] [؟، در لاگرانژ دوگانگی برای آمده بدست نتیجه باشد، عضوی تک مجموعه یک U وقتی خاص حالت در

معادلند: هم با زیر گزاره های آنگاه .domf ∩A ̸= کنید∅ فرض .۶ . ٣ قضیه

داریم: x∗ ∈ X∗ هر برای (الف):

min
x∈A

(f + ⟨x∗, .⟩)(x) = max
y∗∈C∗

inf
x∈S

{f(x) + ⟨x∗, x⟩+ ⟨y∗, g(x)⟩}.

است: صادق زیر شرط ،x ∈ domf ∩A هر برای (ب):

∂(f + δA)(x) =
∪

y∗∈C∗,(y∗g)(x)=٠

∂(f + (y∗g) + δS)(x), ∀x ∈ domf ∩A.

آمد. خواهد بدست حکم ، U = {u}کنیم فرض اگر ۵ . ٣ قضیه در اثبات.

داشت خواهیم بگیریم، نظر در f = ٠ (RBSC)تابع شرط در که زمانی .٣ . ٧ تعریف

∂(δA)(x) =
∪

u∈U,y∗∈C∗

(y∗gu)(x)=٠

∂((y∗gu) + δS)(x), ∀x ∈ A.

می کنیم: تعریف زیر صورت به را (RBCQ)قوی دوگانگی کیفی شرط نرمال، مخروط تعریف به توجه با حال

(RBCQ) NA(x) =
∪

u∈U,y∗∈C∗

(y∗gu)(x)=٠

∂((y∗gu) + δS)(x), ∀x ∈ A. (۶)

می کند. تشریح کامل طور به (RBCQ) شرط با را قوی دوگانگی وجود بعدی قضیه
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معادلند: هم با زیر گزاره های آنگاه .domf ∩A ̸= کنید∅ فرض .٣ . ٨ قضیه

است. شرط(RBCQ)صادق (الف)

است: صادق زیر شرط در می آورد بدست A روی را خود مینیمم x∗ ∈ X∗ هر برای (ب)

min
x∈A

⟨x∗, x⟩ = max
(u,y∗)∈U×C∗

inf
x∈S

{⟨x∗, x⟩+ ⟨y∗, gu(x)⟩}.

می آورد، بدست A روی را خودش مینیمم که f : X → R̄ سره تابع هر برای (ج)

است: صادق زیر شرط در است، دقیق صفر در تلفیقی پیچش و (f + δA)
∗(٠) = (f∗□σA)(٠)طوریکه به

min
x∈A

f(x) = max
(u,y∗)∈U×C∗

inf
x∈S

{f(x) + ⟨y∗, gu(x)⟩}.

،A ̸= ∅ طوریکه به باشد بسته epi −c و c−محدب ،gu تابع ،u ∈ U هر برای و باشد بسته و محدب مجموعه ی S اگر .٣ . ٩ نتیجه

؛ بودن بسته و محدب شرط آنگاه

است.” بسته ستاره ضعیف توپولوژی با و محدب
∪

u∈U,y∗∈C∗
epi((y∗gu) + δS)

∗(x∗)”

است. (RBCQ) برای کافی شرط

گرفتیم. نظر در خاص حالت را ϕ اثبات روند در زیرا است کافی فوق شرط

سپاس گزاری

کارشناسی دوره پایان نامه تدوین مراحل تمام در که داداشی وحید دکتر آقای جناب بزرگوارم استاد زحمات از تا می دانم لازم خود بر اینجا در

باشم. داشته را قدردانی نهایت بوده اند من پشتیبان و راهنما صبورانه ارشد
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یكه دایره از استفاده با لاگرانژ درونيابی مسائل از بعضی حل برای روشی

حیدری* احمد
کرمانشاه واحد اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

حجم مستلزم لاگرانژ درونیاب چندجمله�ای از استفاده با چندجمله�ای درونیاب مسائل حل برای اینكه به توجه با
مقاله این در است، مذكور درونیابی معایب از موارد این و باشد می محاسبه برای بیشتری زمان به نیاز و زیاد عملیات
باشد، یكه دایره روی یكسان فاصله�های با گره�های كه مختلط صفحه در یكه دایره از استفاده با مسائل از بعضی حل برای
و سنتی روش مقایسه برای مثالی پایان در و است. شده ارائه سریعتر و آسانتر محاسبه و كمتر عملیات حجم با روشی

است. شده ارائه روش این

يكسان فاصله با گره�هاي يكه، دايره لاگرانژ، درونيابي درونيابي، کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

([١] به (مراجعه كرد. ارائه را زیر روش چندجمله��ایها، درونیاب مسائل حل برای لاگرانژ گذشته سال�های در

li (x) =
w (x)

(x− xi)w′ (xi)
=

n∏
=٠
̸=i

x− xk
xi − xk

s.t. w (x) :≡
n∏

i=٠
(x− xi) (١)

می�باشد. زیر صورت به لاگرانژ درونیاب جمله�ای چند و

p (x) =
n∑

i=٠
fili (x) =

n∑
i=٠

fi

n∏
=٠
̸=i

x− xk
xi − xk

(٢)

با چندجمله�ای محاسبه روش ٣ قسمت در و به[٣]) (مراجعه یكسان فاصله با گره�های و یكه دایره مقاله این ٢ قسمت در
قسمت در و روش�ها مقایسه برای مثالی ۴ قسمت در و یكه دایره روی یكسان فاصله با گره�های از استفاده با لاگرانژ درونیاب

می�شود. ارائه نهایی نتیجه�گیری ۵

یکه دایره ٢

([٢] به (مراجعه می�باشد: زیر بصورت مختلط صفحه در یكه دایره

T = {z | |z| = ١} (٣)

ایلام استان پرورش و آموزش کل اداره کارشناس و ایلام ریاضی انجمن *عضو
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فرض کلیت دادن دست از بدون و سادگی برای می�دهیم: قرار مطالعه مورد یکسان فاصله�های با گره�های از نمونه�ای اینجا در
([۴] به شود (مراجعه هستند. {zj}n−١

j=٠ واحد ریشه n همان گره�ها می�کنیم
است: واضح پس (zn = ١)

n−١∑
i=٠

zji =

{
n if n/j
٠ o.w

zj = ei
٢π j
n , j = ٠, ..., n− ١, eiθ = cos θ + i sin θ (۴)

كنید. مشخص نمودار روی و كنید مشخص را z٣ = ١ ریشه�های .١.٢ مثال

حل.

z٠ = ١, z١ = ei
٢π
٣ = cos

(
٢π
٣

)
+ i sin

(
٢π
٣

)
= −١

٢
+

√
٣
٢

i

z٢ = ei
٢π×٢

٣ = cos

(
۴π
٣

)
+ i sin

(
۴π
٣

)
= −١

٢
−

√
٣
٢

i

لاگرانژ چندجمله�ای درونیاب مسائل از بعضی محاسبه روش ٣

درونیابی عمومی مسئله بگیریم نظر در ثابت را {uj}n−١
j=٠ بردار یک اگر یكه، دایره روی یكسان فاصله با گره�های از استفاده با

می�شود. تبدیل n−١ مساوی یا کمتر درجه با pn−١ (z) جمله�ای چند یک محاسبه به {zj}n−١
j=٠ یکسان فاصله با گره�های با

که: گونه�ای به

pn−١ (z) ∈ Pn−١ [z] , pn−١ (zj) = uj , j = ٠, ...., n− ١ (۵)

چندجمله�ای اول مؤلفه هم zjها توجه: ([۵] به (مراجعه است. فرد به منحصر و دارد وجود جمله�ای چند این که است واضح
می�باشد، یكه دایره روی كلی بحث اینكه به توجه با می�باشند. یكه دایره روی یكسان فاصله با گره�های هم و هستند درونیاب
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پس z٠, z١, ..., zn−١ از: عبارتند كه می�باشد ریشه n دارای عبارت این لذا می�شود، استفاده عبارت از ما بحث موضوع در
داریم:

zn = ١ ⇒ zn − ١ = ٠

⇒ zn − ١ = (z − z٠) (z − z١) ...... (z − zn−١) =

n−١∏
k=٠

(z − zk) = wn (z)

داریم لاگرانژ درونیابی در لذا

lk (z) =
wn (z)

w′
n (zk) (z − zk)

, k = ٠, ...., n− ١

⇒ lk (z) =
wn (z)

w ′
n (zk) (z − zk)

=
١
n
zk

× zn − ١
(z − zk)

=
zk
n

× zn − ١
(z − zk)

(۶)

لاگرانژ درونیابی برای یكه دایره از استفاده روش و سنتی روش مقایسه برای مثالی ۴

آورید. بدست یكه دایره از استفاده روش با هم و سنتی روش با هم را زیر جدولی تابع درونیاب چندجمله�ای .١.۴ مثال

zk ١ i −١ −i

fk ٣ ١٠ ۴ ٢

n = ۴, k = ٠, ١, ٢, ٣

سنتی روش الف) حل.

l٠(z) =
(z − i)(z + ١)(z + i)

(١− i)(١+ ١)(١+ i)
=

١
۴
(z٣ + z٢ + z + ١)

l١(z) =
(z − ١)(z + ١)(z + i)

(i− ١)(i+ ١)(i+ i)
=

١
−۴i

(z٣ + iz٢ − z − i) =
i

۴
(z٣ + iz٢ − z − i)

l٢(z) =
(z − ١)(z − i)(z + i)

(−١− ١−)(١− i)(−١+ i)
= −١

۴
(z٣ − z٢ + z − ١)

l٣(z) =
(z − ١)(z − i)(z + ١)

(−i− ١)(−i− i)(−i+ ١)
=

١
۴i
(z٣ − iz٢ − z + i) =

−i

۴
(z٣ − iz٢ − z + i)

p(x) =

٣∑
k=٠

fklk(z) = ٣l٠(z) + ١٠l١(z) + ۴l٢(z) + ٢l٣(z)
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یكه دایره از استفاده روش ب)

l٠(z) =
١
۴

(
z۴ − ١
z − ١

)
=

١
۴
(z٣ + z٢ + z + ١)

l١(z) =
i

۴

(
z۴ − ١
z − i

)
=

i

۴
(z٣ + iz٢ − z − i)

l٢(z) =
−١
۴

(
z۴ − ١
z + ١

)
= −١

۴
(z٣ − z٢ + z − ١)

l٣(z) =
−i

۴

(
z۴ − ١
z + i

)
=

−i

۴
(z٣ − iz٢ − z + i)

p(x) =

٣∑
k=٠

fklk(z) = ٣l٠(z) + ١٠l١(z) + ۴l٢(z) + ٢l٣(z)

نهایی نتیجه�گیری ۵

را ها zj باید باشد بحث مورد واحد) ریشه n) گره N كه T یكه دایره روی لاگرانژ درونیاب مسائل حل برای مقاله این در
محاسبه eiθ = cos θ + i sin θ رابطه با بعد و zj = ei

٢π j
n , j = ٠, ..., n − ١ رابطه با ابتدا (١.٢) مثال مانند

(١.۴) مثال مانند سپس و می�باشد حل قابل روش این با باشد zn = ١ ریشه�های آنها های zj كه مسائلی لذا می�كنیم.
است واضح و می�شود نمایان (۶) رابطه یعنی مقاله موضوع هدف كاربرد ها lk(z) محاسبه مرحله در بویژه كه می�شود. عمل

باشند. [−١, ١] فاصله در باید ها zj كه
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پایا انتقال تحت های سیستم روی تانسوری ضرب

احمدی احمد
هرمزگان دانشگاه

ذاکری ثمینه
هرمزگان دانشگاه

جهانشاهی* افشار سمیه
هرمزگان دانشگاه

چکیده

اسپلاین تقریب، ی نظریه ،١ برداری نمونه نظریه در مهمی نقش تانسوری ضرب و پایا انتقال تحت های سیستم
سیستم متناهی تعداد تانسوری ضرب که داد خواهیم نشان مقاله این در کنند می بازی ... ها، موجک متغیره، چند های
هیلبرت فضاهای همان تانسوری ضرب برای پایا انتقال تحت سیستم یک هیلبرت، فضاهای در پایا انتقال تحت های

دهد. می تشکیل

تانسوری ضرب پایا، انتقال تحت سیستم قاب، کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 41A38, 42C15 and 43A70

مقدمه ١

با که را هایی قاب ٣ لی و ٢ بندیتو ،١٩٩۶ سال در است. گابور و موجکی های سیستم مشترک هندسی خاصیت انتقال،
دنباله یک های انتقال و داده گسترش را آنها کار ٢٠٠١ سال در کاسازا کردند. معرفی را آمدند می وجود به تابع یک انتقال
نمونه نظریه در مهمی نقش پایا انتقال تحت های سیستم کرد. معرفی را پایا انتقال تحت های سیستم و کرد بررسی را توابع از

کنند. می بازی ... و ها موجک متغییره، چند های اسپلاین برداری،
پایا انتقال تحت های سیستم تانسوری ضرب مقاله این در و... تقریب ی نظریه در تانسوری ضرب زیاد کاربرد دلیل به
کردند. معرفی را هیلبرت فضاهای تانسوری ضرب [۶] خسروی و [۵] ،کادیسون [۴] فولند داد. خواهیم قرار بررسی مورد را

کنیم. می بیان را اساسی تعریف چند ابتدا
بود. خواهند شمارا گذار اندیس ی مجموعه J و هیلبرت فضای یک Hi ها، بخش تمام در

تحت سیستم باشد. شده داده a > ٠ پارامتر و باشد L٢(R) در توابع از شمارایی ی خانواده {gm}m∈J کنید فرض
عملگر برحسب را آن اگر که است {gm(� − na)}m∈J,n∈Z توابع گردایه ،a و {gm}m∈J توسط شده تولید پایا انتقال

.{gnm} = {Tnagm}m,n∈Z داریم: بنویسیم انتقال
کند[٣]: می تعریف زیر صورت به ماتریس-مقدار تابع یک پایا انتقال تحت سیستم این

H(γ) = (ĝm(γ − k

a
))k,m∈Z , a.e, γ ∈ R (١)

*سخنران

١Sampling theory
٢J. Benedetto
٣S. Li
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ضرب با داخلی ضرب فضای یک شود می داده نشان H١ ⊗H٢ با که H٢ و H١ تانسوری ضرب همچنین

< x⊗ y, x′ ⊗ y′ >=< x, x′ >< y, y′ >

است. x٢, y٢ ∈ H٢ و x١, y١ ∈ H١ هر برای
شود: می تعریف زیر شکل به H١ ⊗H٢ روی نرم

∥x⊗ y∥ = ∥x∥١∥y∥٢, ∀x ∈ H١,∀y ∈ H٢

است[۴]. هیلبرت فضای یک H١ ⊗H٢ فضای که
شود: می تعریف زیر شکل به T و S عملگر دو تانسوری ضرب

(S ⊗ T )(v ⊗ w) = S(v)⊗ T (w) (٢)

آنگاه: باشند S ⊗ T, S′ ⊗ T ′ ∈ L(H ⊗K) و T, T ′ ∈ L(K) و S, S′ ∈ L(H) اگر

(S ⊗ T )(S′ ⊗ T ′) = SS′ ⊗ TT ′

(S ⊗ T )∗ = S∗ ⊗ T ∗.

f ∈ L٢(µ) اگر باشند. σ-متناهی دار اندازه فضای دو (Y, ν) و (X,µ) کنید فرض مثال، عنوان به
داریم: باشند g, h ∈ L٢(ν) و

(f ⊗ g)(h) =< g, h > f =

∫
f(·)g(y)dν(y)

هسته با پادخطی انتگرال عملگر یک f ⊗ g بنابراین

(f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y) (٣)

.[۴] بود خواهد X × Y روی
به یکتا طور به توان می را (٣) تابع اینصورت در باشند. σ-متناهی دار اندازه فضای دو (Y, ν) و (X,µ) کنید فرض

.[١] داد توسیع L٢(µ× ν) به L٢(µ)⊗ L٢(ν) از یکریختی یک
داد: نشان را زیر یکریختی توان می همچنین

L٢(Ω١ × Ω٢, µ١ ⊗ µ٢) ∼= L٢(Ω١, µ١)⊗ L٢(Ω٢, µ٢). (۴)

اصلی نتایج ٢

پایا انتقال تحت سیستم دو {Tn٢a٢gm′}n٢,m′∈Z ، {Tn١a١gm}n١,m∈Z و هیلبرت فضای دو H٢ ، H١ کنید فرض
را [۴] نتایج برخی و ساخت H١ ⊗H٢ برای پایا انتقال تحت سیستم یک توان می چگونه که دهیم می نشان زیر در باشند.

کرد. خواهیم بررسی آن برای
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{Tn٢a٢gm′}n٢,m′∈Z ، {Tn١a١gm}n١,m∈Z و (R)L٢باشند در توابع از هایی گردایه {gm′} ، {gm} اگر .٢ . ١ قضیه
برای پایا انتقال تحت سیستم یک نیز {Tn١a١gm ⊗ Tn٢a٢gm′}n١,n٢,m,m′∈Z آنگاه باشند. پایا انتقال تحت سیستم دو

است. H١ ⊗H٢

داریم: (٢) به بنا اثبات.

(Tn١a١ ⊗ Tn٢a٢)(gm ⊗ gm′)(x⊗ y) = (Tn١a١gm ⊗ Tn٢a٢gm′)(x⊗ y)

: (۴) ی رابطه به از
L٢(R٢) = L٢(R × R) ∼= L٢(R)⊗ L٢(R)

که طوری به دارد وجود h ∈ L٢(R٢) مانند نگاشتی پس

ϕ(Tn١a١gm ⊗ Tn٢a٢gm′) = h

پوشاست. و یک به یک خطی عملگر یک ϕ : L٢(R)⊗ L٢(R) → L٢(R٢) که جایی
داریم: (٢) به بنا

(Tn١a١gm ⊗ Tn٢a٢gm′)(x⊗ y) = Tn١a١gm(x)⊗ Tn٢a٢gm′(y)

= gm(x− n١a١)⊗ gm′(y − n٢a٢)

که: دادیم نشان بنابراین

(Tn١a١ ⊗ Tn٢a٢)(gm ⊗ gm′)(x⊗ y) = gm(x− n١a١)⊗ gm′(y − n٢a٢)

.

دهیم: می نشان باشند، L٢(R) در توابع از هایی گردایه {gm′} ، {gm} اگر .٢ . ٢ لم

( ̂gm ⊗ gm′)(ν١ −
l

a١
, ν٢ −

l′

a٢
) = (ĝm ⊗ ĝm′)(ν١ −

l

a١
, ν٢ −

l′

a٢
)

(٣)داریم: ی رابطه از اثبات.

( ̂gm ⊗ gm′)(ν١ −
l

a١
, ν٢ −

l′

a٢
)

=

∫ ∫
(gm ⊗ gm′)(ν١ −

l

a١
, ν٢ −

l′

a٢
)e

i[n١(ν١−
l

a١
)+n٢(ν٢−

l′

a٢
)]

dνdν ′

=

∫ ∫
gm(ν١ −

l

a١
)gm′(ν٢ −

l′

a٢
)e

i[n١(ν١−
l

a١
)

.e
n٢(ν٢−

l′

a٢
)

dνdν ′

=
̂

gm(ν١ −
l

a١
)

̂
gm′(ν٢ −

l′

a٢
)

∼= ĝm ⊗ ĝm′(ν١ −
l

a١
, ν٢ −

l′

a٢
)
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H١(ν), ...Hk(ν) و باشند پایا انتقال سیستم متناهی تعداد i = {١, ..., k} برای {gnmi}nm∈Z اگر .٢ . ٣ قضیه
آنگاه: باشند (١) در شده تعریف آنها نظیر های ماتریس

k⊗
i=١

Hi(ν) = (
k⊗

i=١

(gim(νi −
l

ai
)))l,m∈Z

داریم: k = ٢ برای استقرا با اثبات.

H١(ν)⊗H٢(ν) = (ĝm١(ν١ −
l١
a١

))m١,l١∈Z ⊗ (ĝm٢(ν٢ −
l٢
a٢

))m٢,l٢∈Z

= {(ĝm١(ν١ −
l١
a١

)) · (ĝm٢(ν٢ −
l٢
a٢

))l٢,m٢∈Z}l١,m١∈Z

= {(ĝm١ ⊗ ĝm٢)(ν١ −
l١
a١

, ν٢ −
l٢
a٢

)}l١,m١,l٢,m٢∈Z

٢ . ٢داریم: لم به بنا

= {( ̂gm١ ⊗ gm٢)(ν١ −
l١
a١

, ν٢ −
l٢
a٢

)}l١,m١,l٢,m٢∈Z

تنها و اگر است
∏k

i=١ aiAiI پایین قاب کران با L٢(R) برای قاب یک {gnmi}nm∈Z بسل های دنباله .۴ . ٢ قضیه
اگر

k∏
i=١

aiAiI ≤
k⊗

i=١

Hi(ν)
k⊗

i=١

H∗
i (ν)

کنیم. اثبات n = ٢ برای را قضیه کافیست استقرا، با و ٨ · ١ · ٧ قضیه [٣] از استفاده با اثبات.
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∗C-جبرها روی داخلی ضرب نیم های مدول در گرام ماتریس

میرمحمدولی* زیبا
دامغان دانشگاه التحصیل فارغ

چکیده
سپس کنیم می رابیان گرام وماتریس داخلی ضرب نیم های مدول -C∗ جبرها، -C∗ از وخواصی تعاریف ابتدا
الگوریتمی عملگری نظریه نتایج بعضی سازیم.درانتهابابکارگیری می تودرتو های دنباله گرام ماتریس ازمثبتی بااستفاده

دهیم. می پذیرارائه عنصروارون یک وارون محاسبه برای سودمند

شوارتز کشی نامساوی گرام، ماتریس مدول، پیش هیلبرت کلیدی: واژه های

مقدمه ١

فضاهای از تعمیمی واقع در که را هیلبرت مدولهای -C∗ آن از پس پردازیم. می جبرها -C∗ خواص و تعاریف بررسی به ابتدا
هستند. هیلبرت

صدق زیر شرایط در که است

{
∗ : A → A

a 7→ a∗
چون خطی مزدوج نگاشت یک A جبر روی برگشت یک .١ . ١ تعریف

کند.

(a∗)∗ = a (١)

(ab)∗ = b∗a∗ (٢)

(a+ b)∗ = a∗ + b∗ (٣)

(λa)∗ = λ̄a∗ (۴)

شود. می نامیده جبر -∗ یک (A, ∗) جفت صورت این در .λ ∈ C و a, b ∈ A هر ازای به

.∥a∗a∥ = ∥a∥٢ باشیم داشته a ∈ A هر ازای به که طوری به است A چون باناخ ∗-جبر ∗C-جبر، یک .١ . ٢ تعریف

یک که است X چون خطی فضای داخلی ضرب نیم راست A-مدول یک باشد. ∗C-جبر یک A کنیم فرض .١ . ٣ تعریف
سازگار ضرب با همراه راست، A-مدول

(λ(xa) = x(λa) = (λx)a ∀x ∈ X, a ∈ A, λ ∈ ϕ)

باشد. ⟨·, ·⟩ : X ×X → A A-مقدار، داخلی ضرب نیم یک دارای و

*سخنران
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کند: می صدق زیر شرایط در البته
⟨x, x⟩ ≥ ٠ (i

⟨x, λy + z⟩ = λ⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩ (ii
⟨x, ya⟩ = ⟨x, y⟩a (iii
⟨x, y⟩∗ = ⟨y, x⟩ (iv

داخلی ضرب نیم های مدول از مثال هایی

ضرب نیم با همراه A ∗C-جبر هر (١)
⟨a, b⟩ = a∗b (a, b ∈ A)

است. داخلی ضرب نیم A-مدول یک

هیلبرت یک H٢ به H١ از دار کران خطی عملگرهای همۀ از B(H١,H٢) فضای باشند. هیلبرت فضای دو H٢ و H١ اگر (٢)
است. ⟨T, S⟩ = T ∗S ضرب نیم با مدول B(H١)

است. کشی-شوارتز نامساوی A جبر -C∗ روی (X, ⟨·, ·⟩) داخلی نیم ضرب مدول در بنیادی های نامساوی از یکی
است. X هیلبرت A-مدول در کشی-شوارتز نامساوی کلاسیک تعمیم زیر نامساوی

⟨x, y⟩⟨y, x⟩ ≤ ∥y∥٢⟨x, x⟩ (x, y ∈ X).

.n ∈ N و باشد داخلی ضرب نیم A-مدول یک (X, ⟨·, ·⟩) کنیم فرض .۴ . ١ تعریف
شود: می تعریف زیر صورت به گرام ماتریس

[⟨xi, xj⟩] ∈ Mn(A) x١, . . . , xn ∈ X.

است. Mn(A) در مثبت ماتریس یک [⟨xi, xj⟩] ماتریس x١, . . . , xn ∈ X هر برای •

x, y ∈ X برای کشی-شوارتز نامساوی •

⟨x, y⟩⟨y, x⟩ ≤ ∥y∥⟨x, x⟩

]داریم:
⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩
⟨x, y⟩∗ ∥⟨y, y⟩∥e

]
≥ ٠

.x, y ∈ X هر برای
داریم گرام ماتریس بودن مثبت ]از

⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩
⟨x, y⟩∗ ∥⟨y, y⟩∥e

]
≥

[
⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩
⟨x, y⟩∗ ⟨y, y⟩

]
≥ ٠

کنیم می تعریف ⟨z, z⟩ ≠ ٠ که z ∈ X هر برای باشد، داخلی ضرب نیم A-مدول یک (X, ⟨·, ·⟩) کنیم فرض

⟨·, ·⟩z : X ×X → A

⟨x, y⟩z := ∥z∥٢⟨x, y⟩ − ⟨x, z⟩⟨z, y⟩

است. X روی دیگر داخلی ضرب نیم یک ⟨·, ·⟩z بوضوح
لذا و [⟨xi, xj⟩z] ≥ ٠ داریم: ⟨z, z⟩ ̸= ٠ که z ∈ X هر و x١, ..., xn ∈ X برای

[⟨xi, xj⟩] ≥
١

∥z∥٢ [⟨xi, z⟩⟨z, xj⟩]

z, x١, . . . , xn ∈ همه برای آنگاه باشد مثبت نگاشت یک T ∈ B(X) و باشد هیلبرتA-مدول فضای Xیک کنیم فرض .۵ . ١ نتیجه
داریم: X

∥T ١
٢ z∥٢[⟨Txi, xj⟩] ≥ [⟨Txi, z⟩⟨z, Txj⟩] ≥ ٠
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اصلی نتایج ٢

کنیم: می تعریف m ∈ N هر برای a ̸= ٠ و a ∈ A مثبت عنصر هر برای باشد، e یکۀ با ∗C-جبر یک A کنیم فرض

f٠(a) = a, g٠(a) = ∥f٠(a)∥e− f٠(a)

fm(a) = fm−١(a)gm−١(a), gm(a) = ∥fm(a)∥e− fm(a)

داریم: m ≥ ٠ روی استقرا با و

fm+١(a) = fm(f١(a)) gm+١(a) = gm(f١(a)).

fk(a) = ٠ ∀k ≥ m آنگاه fm(a) = ٠ ،m ∈ N برای اگر
تعریف باشد fm(a) ̸= ٠ که طوری به m برای بنابراین fj(a) ̸= ٠,∀j ≤ m آنگاه m ∈ N برای fm(a) ̸= ٠ اگر دیگر بیان به

کنیم: می

p٠(a) =
e

∥f٠(a)∥

p١(a) =
e

∥f٠(a)∥
+

g٠(a)
٢

∥f٠(a)∥.∥f١(a)∥
. . .

pm(a) =
e

∥f٠(a)∥
+

m∑
i=١

( ١∏i
k=٠ ∥fk(a)∥

i−١∏
k=٠

gk(a)
٢)

کنیم می قرارداد صورت این در ،fm+١(a) = ٠, fm(a) ̸= ٠ که باشد ای گونه به m ∈ N کنیم فرض

pj(a) = pm(a) (∀j > m)

که است واضح
٠ ≤ p٠(a) ≤ p١(a) ≤ ... ≤ pm(a) ≤ ...

که طوری به دارد وجود A مثبت عناصر از (pm(⟨z, z⟩)m غیر نزولی دنباله آنگاه ⟨z, z⟩ ̸= ٠ و z ∈ X کنیم فرض .٢ . ١ قضیه

[⟨xi, xj⟩] ≥ . . . ≥ [⟨xi, z⟩pm(⟨z, z⟩)⟨z, xj⟩]
≥ [⟨xi, z⟩pm−١(⟨z, z⟩)⟨z, xj⟩]
≥ . . . .

≥ [⟨xi, z⟩p٠(⟨z, z⟩)⟨z, xj⟩]

=
١

∥z∥٢ [⟨xi, z⟩⟨z, xj⟩]

≥ ٠.

اگر fm(a) = ٠ که طوری به دارد وجود m ∈ N آنگاه باشد. A ⊆ B(H) ∗C-جبر از مثبت عنصر یک a کنیم فرض .٢ . ٢ قضیه
باشد. داشته متناهی طیف a اگر تنها و

و fM (a) ̸= ٠ ویژگی با M ∈ N و متناهی طیف با A ⊆ B(H) ∗C-جبر از مثبت عنصر یک a ̸= ٠ اگر .٢ . ٣ قضیه
pM (a) = a−١ آنگاه باشد پذیر وارون a اگر خاص حالت در و است Im(a) متعامد، تصویر apM (a) آنگاه باشد، fM+١(a) = ٠

است.
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.۴ . ٢ مثال

a =


۵ ٠ ٠ ٠
٠ ۴ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 = diag(۵, ۴, ٢, ١) (a ∈ M۴(C))

f٠(a) = diag(۵, ۴, ٢, ١) ∥f٠(a)∥ = ۵ g٠(a) = diag(۵, ۴, ٢, ١)
f١(a) = diag(٠, ۴, ۶, ۴) ∥f١(a)∥ = ۶ g١(a) = diag(۶, ٢, ٠, ٢)
f٢(a) = diag(٠, ٨, ٠, ٨) ∥f٢(a)∥ = ٨ g٢(a) = ٠
f٣(a) = ٠

p٠(a) = diag(
١
۵
,

١
۵
,

١
۵
,

١
۵
), p١(a) = diag(

١
۵
,

٧
٣
,

١
٢
,

١١
١۵

)

p٢(a) = diag(
١
۵
,

١
۴
,

١
٢
, ١), pk(a) = p٢(a) k ≥ ٣

.p٢(a) = a−١ بوضوح

صعودی اکیداً دنباله ای حالت این در (pm(a)) بنابراین نمی شود. برابر باصفر هرگز fm(a) باشد نامتناهی مجموعه ای σ(a) اگر
است. B(H) از مثبت عناصر از

می گیریم نظر در باشد. نرم در p به همگرا (apm(a)) دنبالۀ و باشد نامتناهی طیف با مثبت فشرده عملگر یک a کنیم فرض .۵ . ٢ ملاحظه
اما .p ∈ C∗(a) پس است، بسته C∗(a) چون است. a با شده تولید ∗C-جبر ،C∗(a) که ،m ≥ ٠ همه برای pm(a) ∈ C∗(a)

.p /∈ C∗(a) بنابراین است. بعد نامتناهی فضای Ima و است نامتناهی مجموعه ای σ(a) زیرا است غیر ممکن این

آنگاه باشد. نامتناهی باطیف A ⊆ B(H) ∗C-جبر از مثبت عنصر یک a کنیم فرض .۶ . ٢ گزاره

lim
m→∞

apm(a)a = a

باشد پذیر وارون عملگر یک a اگر خاص حالت در

lim
m→∞

pm(a) = a−١

به همگرا (apm(a))m آنگاه باشد Ima متعامد تصویر p ∈ B(H) و باشد مثبت عملگر یک a ∈ B(H) کنیم فرض .٢ . ٧ گزاره
باشد. H از بسته زیرفضای Ima اگر فقط و اگر است نرم در p

فرض ،a = ⟨z, z⟩ ∈ A و z ∈ X برای باشد. A ⊆ B(H) ∗C-جبر روی داخلی ضرب نیم یک X کنیم فرض .٢ . ٨ گزاره
برای که طوری به باشد داشته وجود h ∈ B(H) مثبت عملگر کنیم فرض دهد. می نمایش را Ima متعامد تصویر p ∈ B(H) کنیم

باشیم: داشته m ≥ ٠ هر برای و x١, ..., xn ∈ X

[⟨xi, xj⟩] ≥ [⟨xi, z⟩h⟨z, xj⟩] ≥ [⟨xi, z⟩pm(⟨z, z⟩)⟨z, xj⟩]

ah = p و aha = a آنگاه
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منظم مخروط و نرمال مخروط مقايسه

حسيني ولي
لرستان دانشگاه

حسيني ، *ولي

لرستان دانشگاه

چکیده

عنوان به مخروط مفهوم ابتدا نماييم. بررسي را منظم مخروط و نرمال مخروط ارتباط داريم قصد مقاله این در
.پس کنیم می تعریف مخروط روی جزئی ترتیب رابطه یک سپس شود؛ می معرفی حقیقی باناخ فضای یک زیرمجموعه

پردازیم. می آنها بین ارتباط بررسی به و معرفی را منظم و نرمال مخروط آن از

باناخ فضاي منظم، مخروط ، نرمال مخروط نرمال، ثابت مخروط، متريك فضاي کلیدی: واژه های

مقدمه ١

در ما است. گرفته قرار بررسي مورد زيادي پژوهشگران توسط اخيرا كه است هايي بحث از يكي مخروط متريك فضاهايي
مقاله این اول بخش در ايم. شده متمركز حقيقي باناخ فضاي يك از اي زيرمجموعه عنوان به مخروط معرفي بر فقط مقاله اين
حقيقي باناخ فضاي روي جزئي ترتيب رابطه يك همچنين شود، می معرفی آن از متنوعی مثالهای با همراه مخروط مفهوم
معرفی منظم مخروط سوم بخش در سپس شد. خواهد ارائه آن از مثالهایی و نرمال مخروط دوم بخش در شود. مي تعريف
[.] علامت با مقاله این در استفاده مورد منابع نیست. برقرار آن عكس اما است نرمال منظم مخروط هر داد خواهیم نشان و

اند. شده مشخص

مخروط ٢

مخروط یك E از P مجموعه زیر یك باشد، حقیقی باناخ فضای یك E كنید فرض [1, Introduction] .٢ . ١ تعریف
كند. صدق زیر شرایط در هرگاه شود می نامیده

P ̸= {٠} و باشد ناتهی و بسته P الف-

ax+ by ∈ P باشیم داشته x, y ∈ P هر ازای به و a, b ≥ ٠ كه a, b ∈ R هر ازای به - ب

x = ٠ شود گرفته نتیجه −x ∈ P و x ∈ P اگر - ج

یك عنوان به توان می را زیر تعریف با P آنگاه شود گرفته نظر در حقیقی باناخ فضای عنوان به E = R اگر .٢ . ٢ مثال
P = {x ∈ R : x ≥ ٠} گرفت. نظر در مخروط

*
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می را P مخروط آنگاه شود نظرگرفته در حقیقی باناخ فضای عنوان به E = R٢ اگر [2, Example 1.1] .٢ . ٣ مثال
باناخ فضای عنوان به E = Rn اگر كلی حالت در P = {(x, y) ∈ R٢ : x, y ≥ ٠} كرد. تعریف زیر صورت به توان

P = {(x١, ..., xn) ∈ Rn : xi ≥ ٠} كرد. تعریف زیر صورت به توان می را P شودمخروط گرفته نظر در حقیقی

جزئی ترتیب رابطه یك باشد. E حقیقی باناخ فضای در مخروط یك P كنید فرض [1, Introduction] .۴ . ٢ تعریف
كنیم. می تعریف زیر صورت به E روی

y − x ∈ P اگر فقط و اگر x ≤ y - الف

x ≤ y, x ̸= y اگر فقط و اگر x < y - ب

y − x ∈ intP اگر وفقط اگر x ≪ y - ج

آنگاه E = R٢, P = {(x, y) ∈ R٢ : x, y ≥ ٠} اگر .۵ . ٢ مثال
داخل در كاملا كه دارد همسایگی یك (٢و٢) یعنی (١, ٢) ≪ (٣, ۴) ⇔ (٣, ۴) − (١, ٢) = (٢, ٢) ∈ int P

است. درست كاملا گیردو می قرار مخروط

نرمال مخروط ٣

به بطوریكه باشد موجود k مثبت صحیح عدد اگر شود می نامیده نرمال P مخروط [1, Introduction] .٣ . ١ تعریف
رابطه در كه مثبتی صحیح عدد كوچكترین .∥x∥ ≤ k∥y∥ كه شود گرفته نتیجه ٠ ≤ x ≤ y از x, y ∈ E هر ازای
[3, گوید می كه دارد وجود نیز نرمال مخروط از دیگری تعریف شود. می نامیده P ١ مخروط نرمال ثابت كند صدق مذكور

inf{∥x+ y∥ : x, y ∈ P, ∥x∥ = ∥y∥ = ١} > ٠ اگر است نرمال P مخروط :Introduction]

: داریم اند (٢-١-٣)آمده مثال در كه باشند همانهایی E,P اگر .٣ . ٢ مثال
باشد. می یك نرمال ثابت اینجا در (٠, ٠) ≤ (٢, ٣) ≤ (۴, ۵) ⇒ ∥(٢, ٣)∥ ≤ ١× ∥(٢, ۵)∥

و حقیقی باناخ فضای یك ∥f∥E = ∥f∥∞ + ∥f p∥∞ نرم با E = C٢
R[٠, ١] اگر [4, Example 1.1] .٣ . ٣ مثال

دهیم قرار است كافی زیرا نیست. نرمال مخروط این آنگاه P = {f ∈ E : f ≥ ٠}{
f(x) = x

g(x) = x٢k, k ∈ N ⇒ ٠ ≤ g ≤ f

مخروط برای نرمال ثابت یك k بنابراین و ∥g∥E ≥ k∥f∥E همواره و ∥f∥E = ٢, ∥g∥E = ١+ ٢k كه حالی در
باشد. نمی P

نرم با حقیقی باناخ فضای یك E = C١
R[٠, ١] كنید فرض [3, Example 1.1] .۴ . ٣ مثال

عنوان به زیرا نیست نرمال مخروط این آنگاه P = {f ∈ E : f(t) ≥ ٠} مخروط و ∥f |E = ∥f∥∞+ ∥f p∥∞
اگر مثال

xn(t) =
١− sin(nt)

n+ ٢
, yn(t) =

١+ sin(nt)

n+ ٢
∥xn∥ = ∥yn∥ = ١ آنگاه

اما
∥xn + yn∥ =

٢
n+ ٢

→ ٠(n → ∞)

Constant normal١
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منظم مخروط ۴

باشد. همگرا آن كراندار بالا از افزایشی دنباله هر اگر شود می نامیده منظم P مخروط [1, Introduction] .١ . ۴ تعریف
باشد داشته وجود آنگاه x١ ≤ x٢ ≤ x٣ ≤ ... ≤ y كه باشد دنباله یك {xn} اگر یعنی

باشد. همگرا آن كراندار پایین از كاهشی دنباله هر معادل بطور ویا ∥xn − x∥ → ٠ بطوریكه x ∈ X

باشد. می نرمال منظم مخروط هر [1, Lem 1.1] .٢ . ۴ لم
برای توصیف این با ( خلف (فرض نیست. نرمال كه باشد منظم مخروط یك P كنید فرض : برهان

n٢∥tn∥ < ∥sn∥ و tn − sn ∈ P (tn ≥ sn) بطوریكه نظربگیرید در را tn, sn ∈ P عناصر n ≥ ١
كه است واضح صورت این در xn =

sn
∥tn∥

, yn =
tn
∥tn∥

دهید قرار

سری چون حال ∥xn∥ =
∥sn∥
∥tn∥

>
n٢∥tn∥
∥tn∥

= n٢ زیرا ∥xn∥ > n٢(∗), yn ≥ xn, ∥yn∥ = ١

می ملاحظه حال
∑∞

n=١
xn
n٢ = y بطوریكه y ∈ P دارد وجود بنابراین است بسته P و همگراست

∑∞
n=١

∥xn∥
n٢

است كراندار پایین از كاهشی دنباله یك ٠ ≤ x١ ≤ x١ +
١
٢٢

x٢ ≤ x١ +
١
٢٢

x٢ +
١
٣٢

x٣ ≤ ... ≤ y دنباله كه كنیم
كه است این همگرایی لازم شرط اما همگراست بنابراین است منظم مخروط و

حكم و باطل خلف فرض لذا است. تناقض در ∥xn∥ > n٢ كند: می بیان كه (*) عبارت با این و

 ∥xn∥
n٢ → ٠
n → ∞

است. ثابت

فوق لم عكس یعنی باشد نمی منظم نرمال مخروط هر دهیم نشان خواهیم می مثال دراین [1, Example 2.1] .٣ . ۴ مثال
نیست. برقرار

یك P كه شود می ملاحظه E = CR([٠, ١]), ∥f∥ = sup{|f(x)| : x ∈ [٠, ١]}, P = {f ∈ E : f ≥ ٠}
نیست. همگرا اما است كراندار پایین از كه كنیم می پیدا E در ای دنباله حال باشد. می یك نرمال ثابت با نرمال مخروط

x ≥ x٢ ≥ x٣ ≥ ... ≥ ٠
زیرا نیست. [١و٠]همگرا بازه در {xn} دنباله اما

نیست. همگرا فوق دنباله پس نیست یكتا حد این چون اما lim
n→∞

xn =


١ x = ١
٠ x = ٠

٠ ٠ < x < ١

نبوي سابق باغ جنب جنوبي، ١١ رسالت كوچه تير، ٧ لرستان،خيابان پلدختر حسيني، نويسنده:ولي آدرس
.
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مخروطی متریک −b فضای در سوزوکی ثابت نقطه نتایج

خسروی علی
نصیر خواجه دانشگاه

خسروی* هادی
قائمشهر اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده
شرط از نتایجی همچنین می دهیم. تعمیم مخروطی متریک −b حالت به را سوزوکی ثابت نقطه قضیه مقاله، این در

می آوریم. دست به مخروطی متریک فضاهای برای را سوزوکی انقباض

ثابت. نقطه نرمال، مخروط مخروطی، متریک −b فضای کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

با بیستم قرن اواسط در مفهوم این کردند. معرفی [۴] در را مخروطی متریک فضای ٢ ژانگ و ١ هانگ ،٢٠٠٧ سال در
متریک نام با ٣ خمسی توسط متریک فضای از دیگری تعمیم است. آمده [٧] در خلاصه اش که می شد شناخته مختلفی نامهای
تعریف ۶ شاه و ۵ سوتکوویک بودند. شده نامگذاری متریک b- ۴ سزرویک توسط قبلا فضاها، این که شد معرفی نوعی

دادند. گسترش را خمسی

θ : [٠, ١) → (
١
٢
, ١] و نگاشت خود T : X → X کنید فرض باشد، کامل متریک فضای (X, d) کنید فرض .١ . ١ قضیه

باشد شده تعریف زیر صورت به

θ(r) =



١, ٠ ≤ r <

√
۵ − ١
٢

١ − r

r٢

√
۵ − ١
٢

≤ r <
١√
٢

١
١ + r

١√
٢
≤ r < ١

x, y ∈ X هر برای که به طوری r ∈ [٠, ١) باشد داشته وجود اگر

θ(r)d(x, Tx) ≤ d(x, y) ⇒ d(Tx, Ty) ≤ rd(x, y)

می کند. میل z به {Tnx} دنباله ،x ∈ X هر برای و است Z ∈ X فرد به منحصر ثابت نقطه ی دارای آنگاه
*سخنران

١Huang
٢Zhang
٣Khamsi
۴Czerwik
۵Cvetkovic
۶Shah
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θ تابع تصویر :١ شکل

مخروط٨ را P باشد. E از زیرمجموعه ای P و باشد ٠ صفر٧ بردار با حقیقی باناخ فضای یک E کنید فرض .١ . ٢ تعریف
اگر: فقط و اگر می نامیم

P؛ ̸= {٠} و باشد غیرتهی ، بسته P .١
+ax؛ by ∈ P آنگاه x, y ∈ P و a, b ≥ ٠ ،a, b ∈ R اگر .٢

.P ∩ −P = {٠} عبارتی به ،x = ٠ آنگاه −x ∈ P و x ∈ P اگر .٣

که می کنیم تعریف این صورت به P برای را ⪯ مرتب جزئی رابطه ی باشد، مخروط یک P ⊂ E کنیم فرض .١ . ٣ تعریف
می نویسیم y − x ∈ intP برای و x ≺ y می نویسیم ،x ̸= y که x ⪯ y برای .y − x ∈ P اگر فقط و اگر x ⪯ y

است. P درون intP این جا در ،x ≪ y

می نامیم. توپر مخروط را P آنگاه ،intP ̸= ∅ اگر .۴ . ١ تعریف

و x, y ∈ E هر برای که به طوری باشد داشته وجود K > ٠ مانند عددی هرگاه گوییم نرمال٩ را P مخروط .۵ . ١ تعریف
می نامیم. P از نرمال ثابت را K ثابت کوچکترین .∥x∥ ≤ K∥y∥ دهد نتیجه ٠ ⪯ x ⪯ y

که است ذکر به لازم باشد. همگرا است، کراندار بالا از که صعودی دنباله ی هر هرگاه گوییم منظم را P مخروط .۶ . ١ تعریف
است. نرمال مخروطی منظم، مخروط هر

باشد. P به نسبت جزئی ترتیبی ⪯ و intP ̸= ∅ با E در مخروطی P باناخ، فضای E کرد خواهیم فرض همواره ادامه در

عددی K ≥ ١ کنید فرض و P توپر مخروط با باناخ فضای E باشد، تهی غیر مجموعه ای X کنید فرض .١ . ٧ تعریف
کند: صدق زیر شروط در D : X ×X → E تابع اگر باشد. حقیقی

x؛ = y اگر فقط و اگر D(x, y) = ٠ .١
,x؛ y ∈ X هر برای D(x, y) = D(y, x) .٢

.x, y, z ∈ X هر برای D(x, y) ⪯ K(D(y, x) +D(y, z)) .٣
می شود. نامیده (CMTS) مخروطی متریک −b فضای (X,D,K) و می نامیم مخروطی متریک −b تابع را D آنگاه

تبدیل (MTS) متریک −b فضای به مخروطی متریک −b فضای ،P + [٠,∞) و E = R هرگاه خاص، حالت در
می شود. معمولی متریک فضای به تبدیل آن K = ١ برای حالت این در می شود.

٧Zero vector
٨Cone
٩Normal
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کنید فرض باشد. K نرمال ثابت با نرمال مخروط P مخروطی، متریک −b فضای (X,D) کنید فرض .١ . ٨ تعریف
،n > N همه ی برای که به طوری N باشد داشته وجود ٠ ≪ c با c ∈ E هر برای اگر .x ∈ X و X در دنباله ای {xn}
نمایش این صورت به است. {xn} حد x و همگراست، x به {xn} و نامیم همگرا را {xn} آنگاه ،D(xn, x) باشیم داشته

.limn→∞ xn = x می دهیم

دنباله ای {xn} و باشد K نرمال ثابت با نرمال مخروط P مخروطی، متریک −b فضای (X,D) کنید فرض .١ . ٩ تعریف
باشیم داشته ،n,m > N هر ازای به که به طوری N باشد داشته وجود ٠ ≪ c با c ∈ E هر برای اگر باشد. X در

می نامیم. X در کوشی دنباله ی را {xn} این صورت در ،D(xn, xm) ≪ c

این صورت در باشد، همگرا X در کوشی دنباله هر اگر باشد. مخروطی متریک −b فضای (X,D) کنید فرض .١ . ١٠ تعریف
می شود. نامیده کامل١٠ مخروطی متریک −b فضای X

می باشد. پیوسته متغیر هر در D١ که ،P نرمال مخروط با فشرده CMTS یک (X,D١,K) کنید فرض .١ . ١١ قضیه

باشد شده تعریف زیر به صورت θ = θK : [٠, ١) → (
١

k + ١
, ١] و نگاشت خود T : X → X کنید فرض

θ = θK


١ , ٠ ≤ r <

√
۵ − ١
٢

١ − r

r٢

√
۵ − ١
٢

≤ r < bK

١
K + r

bK ≤ r < ١

(١)

r ∈ [٠, ١) باشد داشته وجود اگر است.
١ − r

r٢ =
١

K + r
مثبت ریشه ی bK =

١ −K +
√

١ + ۶K +K٢

۴
که

،x, y ∈ X هر برای که به طوری

θ(r)D١(x, Tx)−D١(x, y) /∈ intP ⇒ D١(Tx, Ty) ⪯
r

K
u(x, y), (٢)

تعدادی برای

u(x, y) ∈ {D١(x, y), D١(x, Tx), D١(y, Ty),
١

٢K
(D١(x, Ty) +D١(y, Tx))},

همگراست. z به {Tnx} دنباله ی ،x ∈ X هر برای و z ∈ X ثابت نقطه ی دارای T آنگاه

اصلی نتایج ٢

کنید فرض باشد. می پیوسته متغیر هر در D١ که باشد کامل CMTS یک (X,D١,K) کنید فرض .٢ . ١ نتیجه

باشد داشته وجود اگر بود. شده تعریف (١) در که θ = θK : [٠, ١) → (
١

k + ١
, ١] و نگاشت خود T : X → X

،x, y ∈ X هر برای که به طوری r ∈ [٠, ١)

θ(r)D١(x, Tx)−D١(x, y) /∈ intP ⇒ D١(Tx, Ty) ⪯
r

K
u(x, y),

همگراست. z به {Tnx} ی دنباله ،x ∈ X هر برای و z ∈ X ثابت نقطه ی دارای T آنگاه
١٠Complete
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کنید فرض می باشد. پیوسته متغیر هر در D١ که باشد کامل CMTS یک (X,D١,K) کنید فرض .٢ . ٢ نتیجه

باشد داشته وجود اگر بود. شده تعریف (١) در که θ = θK : [٠, ١) → (
١

k + ١
, ١] و نگاشت خود T : X → X

،x, y ∈ X هر برای که به طوری r ∈ [٠, ١)

θ(r)D١(x, Tx)−D١(x, y) /∈ intP ⇒ D١(Tx, Ty) ⪯
r

K
u(x, y),

هر برای و می باشد z ∈ X فرد به منحصر ثابت نقطه ی دارای T آنگاه ،u(x, y) ∈ {D١(x, Tx), D١(y, Ty)} که
همگراست. z به {Tnx} دنباله ی ،x ∈ X

کنید فرض می باشد. پیوسته متغیر هر در D١ که باشد کامل CMTS یک (X,D١,K) کنید فرض .٢ . ٣ نتیجه

باشد داشته وجود اگر بود. شده تعریف (١) در که θ = θK : [٠, ١) → (
١

k + ١
, ١] و نگاشت خود T : X → X

،x, y ∈ X هر برای که به طوری r ∈ [٠, ١)

θ(r)D١(x, Tx)−D١(x, y) /∈ intP ⇒ D١(Tx, Ty) ⪯
r

K
u(x, y),

همگراست. z به {Tnx} ی دنباله ،x ∈ X هر برای و z ∈ X فرد به منحصر ثابت نقطه ی دارای T آنگاه
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اویلر ای دنباله فضاهای روی ماتریسی های نگاشت

صالحی* محمدجعفر
رفسنجان (عج) عصر ولی دانشگاه

چکیده

را فضاها این به مربوط توپولوژیکی خواص از وبعضی معرفی را r مرتبه از erp ای دنباله فضاهای مقاله، دراین
خواهیم معرفی ها فضا این برای ای وپایه کرده مشخص فضاها این برای را γ ـدوگان و β ،α همچنین کنیم می بررسی
مشخص را X بتوی erp فضاهای از ماتریسی تبدیلات از (erp : X) های کلاس ١ ≤ p ≤ ∞ هر برای بعلاوه کرد.

است. lp و c ،c٠ کلاسیک فضاهای از یکی X آن در که کنیم می

ماتریسی. نگاشتهای γ-دوگان و β ،α ماتریسی، تبدیلات اویلر، ای دنباله فضاهای کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 47A55, 39B52

مقدمه ١

سال در را erc و er٠ اويلر دنباله ای فضاهای آلتای و بصر سپس شد مطرح كايزمز توسط ١٩٨١ سال در دنباله ای فضاهای
اند شده داده تعمیم er∞ ، erp فضاهای به مرسلین و آلتای ، بصر توسط ٢٠٠۶ سال در فضاها این كردند[٢]. معرفی ٢٠٠۵
فضای برای دارد. نام دنباله ای فضای یک ω از برداری فضای زیر هر باشد، حقیقی دنباله های فضای ω کنید فرض .[١]

می شود تعریف زیر صورت به A نامتناهی ماتریس از λA ماتریسی دامنه λ دنباله ای

A : λ −→ µ

λA = {x = (xk) ∈ ω : Ax ∈ λ} .

برای ترتیب به را bs و cs فضاهای همچنین هستند، صفر به همگرا و همگرا دنباله ای فضاهای ترتیب به c٠ و c فضاهای
می بریم. کار به کراندار و همگرا های سری

ماتریسی های نگاشت معرفی ٢

pi : λ −→ C نگاشت ،i ∈ N هر برای که شرطی به دارد، نام k−فضا خطی توپولوژی با λ دنباله ای فضای .٢ . ١ تعریف
است. N = {٠, ١, ٢, ...} و مختلط اعداد میدان C که است ذکر به لازم و باشد پیوسته pi(x) = xi آن در که

باشد. کامل خطی متریک فضای ،λ گاه هر دارد نام FK−فضا ، λ فضای −k .٢ . ٢ تعریف

دارد. نام BK−فضا باشد، پذیر نرم آن توپولوژی که FK−فضایی .٢ . ٣ تعریف
*سخنران
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یا حقیقی اعداد ها ank که باشد نامتناهی ماتریس A = (ank) و دنباله ای فضای دو µ و λ کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
باشیم داشته ،x = (xk) ∈ λ دنباله هر برای اگر است µ به λ از ماتریسی نگاشت یک A ماتریس .n, k ∈ N و مختط

آن در که Ax = {(Ax)n} ∈ µ

(Ax)n =
∑
k

ankxk. (١)

همه مجموعه و می شود استفاده نماد این آخراز تا سادگی برای و می کند تغییر بینهایت تا صفر از k مقدار (١) مجموع در
می دهیم. نشان (λ : µ) نماد با را µ دنباله ای فضای به λ دنباله ای فضای از ماتریسی های نگاشت

هستند. پیوسته فضاها −BK بین ماتریسی نگاشتهای .۵ . ٢ لم

شود. مراجعه به[٣] اثبات.

اویلر دنباله ای فضاهای معرفی ٣

شوند می تعریف زیر صورت به er∞ و ١ ≤ p < ∞ برای erp دنباله ای فضاهای .٣ . ١ تعریف

erp =
{
(xk) ∈ w :

∑
n

∣∣∣ n∑
k=٠

(
n
k

)
(١ − r)n−krkxk

∣∣∣p < ∞
}
,

er∞ =

{
(xk) ∈ w : sup

n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=٠

(
n
k

)
(١ − r)n−krkxk

∣∣∣∣∣ < ∞

}
,

.٠ < r < ١ آن در که
از است عبارت Er = (ernk) اویلر ماتریس های درایه

ernk =


(

n
k

)
(١ − r)n−krk ٠ ≤ k ≤ n,

٠ k > n.

برای ∥x∥erp = ∥Erx∥lp نرم با و است برداری فضای اسکالری ضرب و مؤلفه ای جمع تحت erp فضای .٣ . ٢ قضیه
می شود. فضا −BK یک ١ ≤ p ≤ ∞

شود. مراجعه [١] مرجع به شده آورده مقاله ادامه در که قضایایی سایر و قضیه این اثبات برای اثبات.

است. هیلبرت فضای p = ٢ برای فقط بنابراین است، داخلی ضرب فضای یک p = ٢ برای فقط erp فضای .٣ . ٣ قضیه

erp فضای برای پایه و er∞و erp فضاهای وγ-دوگان β ،α ۴

صورت به µ و λ دنباله ای فضاهای برای s(λ, µ) مجموعه باشدو حقیقی دنباله های فضای ω کنید فرض .١ . ۴ تعریف
زیرباشد

s(λ, µ) = {z = (zk) ∈ ω : xz = (xkzk) ∈ µ , ∀x = (xk) ∈ λ} (٢)
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می شوند تعريف زير صورت به و می دهيم نشان λγ و λβ, λα با ترتيب به را λ فضای از دوگان −γ و β ،α

λα = s(λ, l١), λβ = s(λ, cs), λγ = s(λ, bs).

باشند شده تعریف زیر صورت به ar∞ و arq مجموعه های کنید فرض .٢ . ۴ قضیه

arq =

{
a = (ak) ∈ ω : sup

K∈F

∑
k

∣∣∣ ∑
n∈K

(
n
k

)
(r − ١)n−kr−nan

∣∣∣q < ∞

}
,

ar∞ =

{
a = (ak) ∈ ω : sup

k∈N

∣∣∣∑
n

(
n
k

)
(r − ١)n−kr−nan

∣∣∣ < ∞

}
.

.(er١)
α = ar∞ و (erp)α = arq داریم ١ < p ≤ ∞ هر برای صورت این در

می کنیم تعریف زیر صورت به را k ∈ N هر برای brq و dr٣, d
r
٢, d

r
١ های مجموعه .٣ . ۴ قضیه

dr١ =

a = (ak) ∈ ω :
∞∑
j=k

(
j
k

)
(r − ١)j−kr−jaj < ∞

 ,

dr٢ =

a = (ak) ∈ ω : sup
n,k∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=k

(
j
k

)
(r − ١)j−kr−jaj

∣∣∣∣∣∣ < ∞

 ,

dr٣ =

a = (ak) ∈ ω : lim
n−→∞

∑
k

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=k

(
j

k

)
(r − ١)j−kr−jaj

∣∣∣∣∣∣
=

∑
k

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=k

(
j

k

)
(r − ١)j−kr−jaj

∣∣∣∣∣∣


brq =

a = (ak) ∈ ω : sup
n∈N

n∑
k=٠

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=k

(
j

k

)
(r − ١)j−kr−jaj

∣∣∣∣∣∣
q

< ∞

 ,

هستند برقرار زیر روابط صورت این در .١ < q < ∞ که

(er∞)β = dr١
∩

dr٣,

(erp)
β = dr١

∩
brq,

(er١)
β = dr١

∩
dr٢.
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می کنیم تعریف زیر صورت به را br١ مجموعه .۴ . ۴ قضیه

br١ =

a = (ak) ∈ w : sup
n∈N

n∑
k=٠

∣∣∣ n∑
j=k

(
j
k

)
(r − ١)j−kr−jaj

∣∣∣ < ∞


است برقرار ١ < p < ∞ برای زیر تساوی های آنگاه

(er١)
γ = dr٢ ، (erp)

γ = brq ، (er∞)γ = br١.

١ ≤ p < ∞ آن در که erp فضای برای پایه ای عنوان به را erp فضای در موجود نقاط از دنباله  ای بخش این پایان در
می کنیم. معرفی

می کنیم. تعریف را نرم دار فضای شودر پایه ابتدا

وجود (αn) بفرد منحصر ی دنباله ،x ∈ λ هر برای که باشد (bn) دنباله شامل λ نرم دار دنباله ای فضای اگر .۵ . ۴ تعریف
طوری که: به باشد داشته

lim
n−→∞

∥x− (α٠b٠ + α١b١ + ...+ αnbn)∥ = ٠

می نویسیم و است λ برای شودر پایه (bn) آنگاه

x =
∑
k

αkbk

باشد زیر صورت به erp فضای عناصر از b(k)(r) = {bkn(r)}n∈N دنباله k ∈ N هر برای کنید فرض .۶ . ۴ قضیه

bkn(r) =


(

n
k

)
(r − ١)n−kr−n k ≤ n,

٠ k > n.

x = یکتا نمایش x ∈ erp هر برای و است erp فضای برای شودر پایه یک {b(k)(r)}k∈N صورت این در
.αk(r) = (Erx)k داریم ١ ≤ p < ∞ و k ∈ N هر برای که دارد وجود

∑
k αk(r)b

(k)(r)

مراجع

[1] B. Altay, F. Basar, M. Mursaleen. On the Euler sequence spaces which include the spaces lp
and l∞ I, Inform. Sci, 176 (10) (2006), pp. 1450–1462.

[2] B. Altay, F. Basar, Some Euler sequence spaces of non-absolute type. Ukrainian Math J, 57 (1)
(2005), 1–17.

[3] A.Wilansky, Summability Through Functional Analysis, North-Holland Mathematics Studies,
North-Holland, Amsterdam–New York–Oxford, 1984.

mj.salehi52@gmail.com الکترونیکی: پست

۴–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

اویلر ای دنباله فضاهای روی ماتریسی های نگاشت پوستر

٣٢٠



ترکیبیات



گراف�ها یالی ژئودتیک عدد روی پارامترها از بعضی بررسی

* کریم�پور رحمان سید
بابل نوشیروانی صنعتی دانشگاه

آهنگر زاده عبداله حسین دکتر
بابل نوشیروانی صنعتی دانشگاه

چکیده

است یالی ژئودتیک مجموعه یک S ⊆ V (G) مجموعه باشد. راس دو حداقل با همبند گراف یک G کنید فرض
در یالی ژئودتیک مجموعه اندازه�ی کوچکترین به شوند. واقع S در راس��هایی از همبند ژئودتیک یک در G یال هر اگر
(i) که G گراف�های تمام شناسایی مقاله این در هدف می�دهند. نشان g١(G) وبا گویند یالی ژئودتیک عدد G گراف

می�باشد. n− ١ آن یالی ژئودتیک عدد (ii) n؛ آن یالی ژئودتیک عدد

یالی) ژئودتیک عدد یالی، ژئودتیک عدد پایه ژئودتیک، عدد )
Mathematics Subject Classification [2010]: 05C69

مقدمه ١

قرار بررسی مورد مقاله این در که گراف�هایی تمامی می�دهیم. ارئه را یالی ژئودتیک عدد پیرامون مختصری بحث بخش این در
در گویند. ژئودتیک مسیر را dG(x, y) طول با x− y مسیر هستند. چندگانه یال�های یا دور بدون متناهی، همبند، می�گیرند
Stem(G) با را گراف یک در تکیه�گاهی راس�های همه مجموعه�ی گویند. تکیه�گاهی راس را برگ به مجاور راس درخت هر
و گویند x راس از مرکز از خروج ،x به نسبت راس دورترین و x بین فاصله به G گراف در x راس برای می�دهند. نشان
کامل گراف یک تشکیل ،G گراف در خود مجاورهای با که است G گراف از راسی سادکی راس می�دهند. نشان eG(x) با
یک و n ≥ ٣ مرتبه از G همبند گراف یک برای می�دهند. نشان Ext(G) با را سادکی راس�های مجموعه�ی می�دهند.
از T درخت یک اگر می�باشد W به نسبت ١ اشتاینر درخت یک برابر G شامل T درخت یک ،W ⊆ V (G) مجموعه
کمترین .S(W ) = V (G) اگر می�باشد G از اشتاینر مجموعه یک W مجموعه باشد. W ⊆ V (T ) با مرتبه کمترین

می�دهند. نشان s(G) با که اشتاینر عدد برابر G از اشتاینر مجموعه�های میان در اندازه

راس یک ربه مجاو uϵNk(v) راس هر ،v راس هر برای اگر وتنها اگر می�باشد ژئودتیک گراف یک ،G [١] .١.١ قضیه
.٢ 6 k 6 e(v) برای Nk−١(v) در واحد

.G = Kn اگر وتنها اگر g(G) = n آن�گاه همبندباشد، گراف یک ،G اگر [٢] .٢.١ قضیه

می�باشد. سادکی راس�های شامل گراف، یک از ژئودتیک هرمجموعه [٣] .٣.١ قضیه

می�باشد. T در انتهایی راس�های تعداد ،T درخت یک ژئودتیک عدد [٣] .۴.١ قضیه
*سخنران
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.G = Kn اگر وتنها اگر s(G) = n ،G همبند گراف یک برای [۴] .۵.١ قضیه

ندارد. تعلق یالی ژئودتیک از پایه�ای هیچ به G از برشی رئوس ،G گراف هر برای [۵] .۶.١ قضیه

هر خاص، طور به دارد. تعلق G از یالی ژئودتیک پوشش هر به G همبند گراف یک از سادکی راس هر [۵] .٧.١ قضیه
دارد. تعلق G از یالی ژئودتیک پوشش هر به G از انتهایی راس

{v١, v٢, ..., vk} کنید فرض Gباشد. از سادکی راس یک v و Gباشد از یالی ژئودتیک پوشش یک S کنید فرض اثبات.
vi است. سادکی راس یک v چون باشند. داشته برخورد v روی یال�هایی (١ ≤ i ≤ k) vvi باشند v از همسایگی�هایی
هر است. (١ ≤ i ≤ k) vvi شامل که ژئودتیک برای که طوری به هستند. مجاور (١ ≤ i, j ≤ k) i ̸= j برای vj و

می�باشد. v ∈ S نتیجه در است. متفاوت vi از (١ ≤ i ≤ L) ui هر که به�طوری u١u٢...uLviv یا viv کدام

می�باشد. T در رئوس آن به انتهایی راس�های با است برابر g١(T ) یالی ژئودتیک عدد T درخت هر برای [۵] .٨.١ نتیجه
می�باشد. T از یالی ژئودتیک پایه�ای T از انتهایی رئوس همه مجموعه حقیقت در

می�آید. بدست ٧.١حکم ۶.١و از قضیه�هایی طبق اثبات.

می�باشد. g١(Kn) = n و (n ≥ ٢) Kn کامل گراف هر برای [۵] .٩.١ نتیجه

پوشش با برابر Kn راس مجموعه می�باشد. نقطه دورترین راس یک (n ≥ ٢) Kn کامل گراف از راس هر چون اثبات.
.g١(Kn) = n بنابراین می�باشد. Kn از یالی ژئودتیک

داریم: G = Km,n کامل دوبخشی گراف برای [۵] .١٠.١ قضیه
.g١(G) = ٢ آن�گاه ،m = n = ١ اگر الف)

.g١(G) = n آن�گاه ،n ≥ ٢ اگر ب)
.g١(G) = min{m,n} آن�گاه ،m,n ≥ ٢ اگر ج)

می�آید. بدست حکم ٩.١ نتیجه از بااستفاده الف) اثبات.
می�آید. بدست حکم ٨.١ نتیجه از بااستفاده ب)

و U = {u١, u٢, ..., um} کنید فرض باشد. m < n �که این اولیه فرض باشد. m,n ≥ ٢ کنید فرض ج)
پایه یک S که می�کنیم اثبات ما باشد. S = U کنید فرض باشد. G از دوبخشی گراف یک W = {w١, w٢, ..., wn}
برای و دارد قرار uiwjuk ژئودتیک روی (١ ≤ i ≤ m, ١ ≤ j ≤ n) uiwj یال هر می�باشد. G از یالی ژئودتیک
از راس�هایی هر ازای به که به�طوری ،T کنید فرض می�باشد. G از یالی ژئودتیک پوشش یک S که به�طوری k ̸= i هر
یال هر �برای آن�گاه نمی�باشد. ui /∈ T که به�طوری ui ∈ U راس یک دارد وجود آن�گاه ،T ( U اگر باشد. |T | < |S|
(L ̸= j) wjuiwL و می�باشند. (k ̸= i) uiwjuk هستند uiwj دارای که ژئودتیک تنها ،(١ ≤ j ≤ n) uiwj

یالی ژئودتیک از پوششی T بنابراین بگیرند. قرار T از راس�هایی دو به متصل ژئودتیک یک در نمی�توانند uiwj وبنابراین
T ( S ∪ W اگر باشد. G از یالی ژئودتیک پوشش یک نمی�تواند T مشابه طور به دوباره ،T ( W اگر نمی�باشد.
و ui ∈ U از راس�هایی دارد وجود ،|T | < |S| چون آن�گاه می�باشد. W,S هر از راس یک حداقل شامل T �که به�طوری
دو همبند، ژئودتیک یک روی uiwj یال که می�باشد واضح آن�گاه نمی�باشد. wj /∈ T و ui /∈ T که به�طوری wj ∈ W

یالی نمی�تواندژئودتیک T حالت هر در بنابراین نمی�دهد. پوشش را یالی ژئودتیک یک T که به�طوری ندارد. قرا T از راس
طور به می�توانیم ما .g١(Km,n) = |S| = m که به�طوری می�باشد. یالی ژئودتیک پایه S بنابراین دهد. پوشش را G از

می�باشد. G از یالی ژئودتیک پایه یک W یا S = U کنیم اثبات مشابه
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.g١(G) = n− ١ آن�گاه باشد، n− ١ درجه از راس یک روی درواقع G اگر [۵] .١١.١ قضیه

vu کنید فرض ،S = V − {v} کنید فرض .n ≥ ٣ آن�گاه باشد، n − ١ درجه از تنها راس v کنید فرض اثبات.
u, u′ که به�طوری دارد، وجود u′ راس یک حداقل می�باشد. n − ١ درجه از راس تنها v چون باشد. واقع v با یال هر
v راس با که به�طوری e = xy یال هر می�باشد. S در u′ و u به متصل uvu′ ژئودتیک روی vu آن�گاه نیستند. مجاور
است یالی ژئوتیک پوشش یک S بنابراین گیرد. قرار خودش در S از راس دو اتصال با xy ژئودتیک روی نیست، واقع
با راس�هایی از مجموعه هر ازای به T کنید فرض ،g١(G) = n− ١ که می�دهیم نشان ما .g١(G) ≤ n− ١ �که به�طوری

نیستند. T در که به�طوری� می�شود نامیده u, v راس دو حداقل دارد وجود آن�گاه ،|T | ≤ n− ٢
قرار T از راس دو به متصل ژئودتیک روی نمی�توانند vw یا vu یال �که به�طوری v ̸= w یا v ̸= u آن�گاه ،v /∈ T اگر
T مورد هر در بگیرد. قرار T راس دو از متصل ژئودتیک یک در نمی�تواند vw یا vu یال دوباره باشد، v ∈ T اگر بگیرند.

.g١(G) = n− ١ بنابراین باشد، G از یالی ژئودتیک پوشش نمی�تواند

ستاره یک T اگر وتنها اگر می�باشد، (n ≥ ٣) g١(T ) = n − ١ راس�های با ،T درخت هر برای [۵] .١٢.١ نتیجه
باشد.

می�باشد. g١(T ) = n− ١ ٨.١ نتیجه با آن�گاه و می�شود نامیده K١,n باشد، ستاره یک T اگر اثبات.
u, v راس که طوری می�باشدبه ، T > ٣ قطر آن�گاه نباشد. ستاره یک T اگر باشد. g١(T ) = n− ١ که کنید فرض حالا
۶.١ قضیه بنابر داردو وجود T از داخلی راس یک حداقل بنابراین می�باشد. d = d(u, v) > ٣ طوری�که داردبه وجود

است. تناقض این که می�باشد، g١(T ) ≤ n− ٢

پایه�ای S = {v١, v٣, v۴, v۵} داریم زیر شکل در G گراف برای نیست، برقرار ١١.١ قضیه عکس [۵] .١٣.١ ملاحظه
نمی�باشد. n− ١ درجه دارای ،G از راسی اما می�باشد. g١(G) = ۴ = n− ١ بنابراین است یالی ژئودتیک برای

G

v٣

v١ v٢ v۴ v۵

t
t t t t

باشد. ستاره یک T اگر وتنها اگر g١(T ) = g(T ) = n− ١ رئوس n ≥ ٣ با T درخت هر برای .١۴.١ لم

پایه یک شامل G و g١(G) = g(G) = n − ١ آن�گاه باشد. n − ١ درجه از v راس یک شامل G اگر .١۵.١ لم
می�باشد. v از غیر به G از رئوس همه شامل واحد ژئودتیک

سادکی آن رئوس تمام اگر وتنها اگر g١(G) = g(G) = n آن�گاه باشد. n مرتبه از گراف یک G کنید فرض .١۶.١ لم
باشد.
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وتنها اگر (i ≥ ١) برای g١(T ) = g(T ) = n − i برای آن�گاه است. n مرتبه از درخت یک T کنید فرض .١٧.١ لم
باشد. i مرتبه از درخت یک T − Ω(T ) اگر

به�طوری (i ≥ ٠) برای g١(G) = n− i آن�گاه است. دور فاقد G−Ext(G) که است گرافی G کنید فرض .١٨.١ لم
.|Ext(G)| = n− i اگر وتنها اگر می�باشد، برشی رئوس مجموعه i که

.g١(G) = n− ٣ آن�گاه G− Ext(G) = K٣ اگر .١٩.١ لم

.g١(G) ≥ n− ۴ آن�گاه باشد. دور شامل و |G− Ext(G)| = ۴ اگر .٢٠.١ لم
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جایگشت سه جمله ای از ناشی دوتایی دوری کدهای
GF (٢٢t−١) روی f (x) = x + x٣ + x٢t+١
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چکیده

کارآمد کدگشایی و کدگذاری الگوریتم های داشتن دلیل به که هستند خطی کدهای از زیرخانواده ای دوری کدهای
مقاله، این در دارند. کاربرد اطلاعات تبادل سیستم های و اطلاعات ذخیره سازی سیستم های الکترونیکی، مصارف در
به دوتایی دوری کدهای از خانواده ای ساختن برای را GF (٢٢t−١) روی f(x) = x + x٣ + x٢t+١ چندجمله ای

هستند. بهینه مقاله این در شده ساخته کدهای بیشتر می کنیم. تعیین آن فاصله ی کمترین برای کرانی و می گیریم کار

جایگشت چندجمله ای دوری، کدهای خطی، کدهای کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 05B20

مقدمه ١

کد [n, k, d] یک می گیریم. نظر در GF(q) متناهی میدان اولیه ی عنصر را α باشد. p اول عدد از توانی q کنیم فرض
میدان روی C کدخطی [n, k] یک است. d همینگ فاصله کمترین با GF(q)n از بعدی k زیرفضای GF(q) روی خطی
کنیم فرض .(cn−١, c٠, ..., cn−٢) ∈ C که کند ایجاب (c٠, c١, ..., cn−١) ∈ C هرگاه نامیم دوری را GF(q) متناهی
مولد چندجمله ای را g(x) صورت این در باشد، درجه کوچکترین دارای و تکین g(x) که باشد، دوری کد یک C = (g(x))

مولد چندجمله ای از استفاده n طول از GF(q) روی دوری کدهای ساختن برای راه یک می نامیم. C

xn − ١
gcd(Sn(x), xn − ١)

(١)

است. GF(q) روی n تناوب دوره ی با دنباله یک s∞ = (si)
∞
i=٠ و Sn(x) =

∑n−١
i=٠ six

i ∈ GF(q)[x] که است
دنباله ی می دهیم. نمایش Cs با و نامیده s∞ دنباله ی توسط شده تولید کد را (١) مولد چندجمله ای با دوری کد مقاله، این در
روی f(x) = x + x٣ + x٢t+١ جایگشت سه جمله ای مقاله، این در می نامیم. Cs دوری کد معرف دنباله ی را s∞

این وزن کمترین برای پایینی کران و گرفت[١] خواهیم کار به دوتایی دوری کدهای از رده ای ساخت برای را ،GF(٢٢t−١)

می آوریم. دست به کدها

*سخنران
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متناوب دنباله های مینیمال چندجمله ای و خطی گستردگی ٢

روی c(x) =
∑l

i=٠ cix
i چندجمله ای باشد. GF(q) در L تناوب دوره ی از دنباله ای s∞ = (si)

∞
i=٠ کنیم فرض

هرگاه می نامیم s∞ مشخصه ی چندجمله ای ،c٠ = ١ که را GF(q)

−c٠si = c١si−١ + c٢si−٢ + ...+ clsi−l ∀ i ≥ l. (٢)

١ s∞خطی گستردگی را مینیمال چندجمله ای درجه و s∞ مینیمال چندجمله ای را درجه کوچکترین از مشخصه چندجمله ای
مینیمال چندجمله ای است، ١ برابر مینیمال چندجمله ای ثابت جمله ی چون می دهیم. نشان Ls و Ms(x) با ترتیب به نامیده

شده اند تعیین زیر صورت به [٢] از ۵ فصل در است. منحصربه فرد s∞ متناوب دنباله ی هر

Ms =
xL − ١

gcd(SL(x), xL − ١)
, Ls = L− deg(gcd(xL − ١, SL(x))).

است زیر شکل به یکتایی بسط دارای qm − ١ تناوب دوره ی با GF(q) روی s∞ دنباله هر که است واضح

st =

qm−٢∑
i=٠

ciα
it ∀t ≥ ٠. (٣)

می دهد[٣]. دست به s∞ متناوب دنباله ی مینیمال چندجمله ای و خطی گستردگی محاسبه ی برای دیگری روش زیر قضیه

کنیم فرض باشد. (٣) فرم به بسط با qm − ١ تناوب دوره ی از GF(q) روی دنباله ای s∞ کنیم فرض .٢ . ١ قضیه
صورت به دنباله این مینیمال چندجمله ای صورت این در باشد، صفر مخالف اندیس های مجموعه ی I = {i|ci ̸= ٠}

است. |I| برابر آن خطی گستردگی و Ms(x) =
∏

i∈I(١ − αix)

می کنیم تعریف زیر صورت به n پیمانه ی به و j شامل ٢-دایره بر همرده ی را Cj .n = ٢m − ١ کنیم فرض

Cj = {j, j٢, j٢٢, ..., j٢ℓj−١}

بود. خواهد مفید ادامه در ٢-دایره بر همرده های از زیر لم .٢ℓj j
n≡ j که طوری به است مثبت صحیح عدد کوچکترین ℓj که

آن در که ،j ∈ Γ١ هر برای صورت این در ،١ ≤ h ≤ ⌈m+ ١
٢

⌉ که باشد صحیحی عدد h کنیم فرض [۴] .٢ . ٢ قضیه
،Γ١ = {١ ≤ j ≤ ٢h − ١ : باشد {jفرد

است. Cj ی همرده پیشرو j •

. ℓ٢m/١+٢ = m/٢ باشد زوج m که حالتی در مگر ℓj = m •

f(x) = x+ x٣ + x٢t+١ سه جمله ای از ناشی دوتایی دوری کدهای ٣

مینیمال چندجمله ای ma(x) و GF(٢٢t−١)∗ مولد α ،GF(٢) به GF(٢٢t−١) از اثر٢ تابع Tr(x) بخش، این در
نظر در را GF(٢٢t−١) روی f(x) = x+ x٣ + x٢t+١ جایگشت سه جمله ای است. GF(٢) روی a ∈ GF(٢٢t−١)

١linear span
٢trace function
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می کنیم تعریف زیر صورت به را آن با متناظر s∞ دنباله ی می گیریم،

si = Tr
(
f(αi + ١)

)
∀ i ≥ ٠. (۴)

کنیم. ثابت را زیر لم است لازم این از قبل اما کرد. خواهیم بررسی را (۴) معرف دنباله ی با Cs کد بخش، این در

و ۶t− ٢ برابر آن خطی گستردگی صورت این در باشد. (۴) دنباله ی s∞ کنیم فرض .٢t− ١ ≥ ۵ کنیم فرض .٣ . ١ لم
است زیر صورت به آن مینیمال چندجمله ای

Ms(x) = (x− ١)mα−١(x)mα−٣(x)mα−(٢t+١)(x). (۵)

داریم تعریف به توجه با اثبات.

si = Tr
(
f(αi + ١)

)
=

٢t−٢∑
j=٠

(αi)٢j +

٢t−٢∑
j=٠

(αi)٢×٣j +

٢t−٢∑
j=٠

(αi)(٢
t+٢(١j +

٢t−٢∑
j=٠

(١)٢j . (۶)

.|C١| = |C٣| = ٢t−١ داریم ٢ . ٢ قضیه بنابر هستند. ٢t−١ اندازه ی از و مجزا C٢t+١ و C٣ ،C١ می دهیم نشان حال

چون و (٢t+١)(٢ℓ٢t+١ −١)
٢٢t−١−١≡≡≡ ٠ ٢-دایره بر همرده ی تعریف طبق .ℓ٢t+١ = |C٢t+١| = ٢t−١ می کنیم ثابت

هستند. مجزا C٢t+١ و C٣ ،C١ می دهیم نشان اکنون .ℓ٢t−١ = ٢t − ١ نتیجه در gcd(٢t + ١, ٢٢t−١ − ١) = ١
چون هستند. مجزا C٣ و C١ بنابراین باشند همرده پیشروهای ٣ و ١ که می کند ایجاب ٢ . ٢ قضیه

٣ ̸∈ C١ همچنین و ٢t + ١ ̸∈ C١ لذا است فرد و ٢t + ١ < ٢٢t−١ − ١ ،C١ = {٢i|i = ٠, ١, ..., ٢t − ٢}
∆(i) = ٣ × می دهیم قرار هستند. متمایز C٢t+١ و C٣ می دهیم نشان حال است. C٢t+١ و C٣ از متمایز C١ لذا
این در i = ٠ اگر .∆(i) ̸= ٢t + ١ ،i ∈ {٠, ١, ..., ٢t− ٢} که i هر برای می دهیم نشان .٢i ( ٢٢t−١ − ١ (پیمانه 

چون آنگاه ١ ≤ i ≤ ٢t− ٣ اگر .∆(٠) = ٣ ̸= ٢t + ١ صورت

۶ ≤ ∆(i) ≤ ٣ × ٢٢t−٣ = ٢٢t−٢ + ٢٢t−٣ < ٢٢t−١ − ١,

داریم i = ٢t − ٢ اگر حال .∆(i) ̸= ٢t + ١ نیز حالت این در لذا است فرد ٢t + ١ و است زوج ∆(i) = ٣ × ٢i

∆(٢t − ٢) = ٣ × ٢٢t−٢ = ٢٢t−١ + ٢٢t−٢ ٢٢t−١−١≡≡≡ ١ + ٢٢t−٢.

پس ،t ≥ ٣ زیرا است تناقض این که t = ٢ که می کند ایجاب این ∆(٢t − ٢) = ١ + ٢٢t−٢ = ٢t + ١ کنیم فرض
C٢t+١ و C٣ ،C١ که این به توجه با است. C٢t+١ از متمایز C٣ و ،٢t + ١ ̸∈ C٣ بنابراین .∆(٢t − ٢) ̸= ٢t + ١

داریم (۶) از هستند، ٢t− ١ اندازه ی از و مجزا

si = ١ +
∑
j∈C١

(αi)j +
∑
j∈C٣

(αi)j +
∑

j∈C٢t+١

(αi)j .

داریم ٢ . ١ قضیه به توجه با

Ms(x) = (x− ١)
∏
j∈C١

(١ − αjx)
∏
j∈C٣

(١ − αjx)
∏

j∈C٢t+١

(١ − αjx)

= (x− ١)mα−١(x)mα−٣(x)mα−(٢t+١)(x).

لذا است مینیمال چندجمله ای درجه ی برابر خطی گستردگی و هستند ٢t − ١ اندازه از C٢t+١ و C٣ ،C١ همرده های چون
است. Ls = ۶t− ٢

٣–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

GF (٢٢t−١) روی f(x) = x+x٣+x٢t+١ جایگشت سه جمله ای از ناشی دوتایی دوری کدهای پوستر

٣٢٨



می کنیم. مشخص را Cs کد پارامترهای زیر قضیه ی در

[٢٢t−١ − ١, ٢٢t−١ − ۶t+ ١, d] یک ٣ . ١ لم دنباله ی توسط شده تعریف Cs کد .٢t− ١ ≥ ۵ کنیم فرض .٣ . ٢ قضیه
است. d ≥ ۶ و آمده دست به ٣ . ١ لم در Ms(x) که است Ms(x) مولد چندجمله ای با دوتایی دوری کد

Ls که این به توجه با است. گونه این نیز کد طول لذا است ٢٢t−١ − ١ تناوب دوره ی از دنباله ای s∞ چون اثبات.
کد چون است. ٢٢t−١ − ١ − Ls = ٢٢t−١ − ۶t + ١ برابر کد این بعد لذا است Ms(x) مولد چندجمله ای درجه ی
معرف مجموعه ی دارای Ms(x) وارون و هستند یکسان وزن توزیع دارای آن وارون و Ms(x) مولد چندجمله ای با دوری

.d ≥ ۶ داریم BCH کران طبق بنابراین است T = {٠, ١, ٢, ٣, ۴}

مولد چندجمله ای صورت این در .α۵ +α٢ + ١ = ٠ که باشد GF(٢۵)∗ مولد α و ٢t− ١ = ۵ کنیم فرض .٣ . ٣ مثال
دوتایی دوری کد [٣١, ١۵, ٨] یک Cs و بوده Ms(x) = x١۶ + x١٢ + x١١ + x١٠ + x٩ + x۴ + x + ١ ،Cs کد

است. بهینه گراسل۴ مارکوس بهینه٣ کدهای داده ی پایگاه طبق کد این است.

مولد چندجمله ای صورت این در .α٧ + α+ ١ = ٠ که باشد GF(٢٧)∗ مولد α و ٢t− ١ = ٧ کنیم فرض .۴ . ٣ مثال
یک Cs و بوده Ms(x) = x٢٢ + x٢١ + x٢٠ + x١٩ + x١٧ + x١۵ + x١۴ + x١٣ + x۶ + x٣ + x+ ١ ،Cs کد

است. بهینه قبل، مثال در شده معرفی داده پایگاه طبق نیز کد این است. دوتایی دوری کد [١٢٧, ١٠۵, ٨]
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چکیده
نقطه قضیه نام به قضیه این که است ثابت نقطه یک دارای خودش توی به بسته بازه یک از f پیوسته نگاشت هر
است این توجه جالب نکته است. مدرن ریاضی در کاربردها از وسیعی گستره�ی دارای و می�شود شناخته براور ثابت
مثلث نوعی اسپرنر ترکیبیاتی لم شد. گرفته نتیجه (١٩٢٨) اسپرنر توسط ترکییباتی لم یک از سادگی به قضیه این که
برچسب�گذاری به مشخص قاعده یک طبق و می�کند تقسیم کوچک�تر مثلث�های به را مثلث یک که است سادکی بندی
اثبات یک باری، مرکزی مختصات معرفی، با ثابت نقطه قضیه اثبات در روند این و می�پردازد بزرگ مثلث گوشه�های
قضیه ارزی هم هگز بازی تاریخچه بیان ضمن پایان در می�دهد. ارائه ریاضی آنالیز و توپولوژی قضیه یک برای ترکیبیاتی

می�دهیم. شرح را براوئر ثابت نقطه قضیه و هگز

هگز بازی براوئر، ثابت نقطه قضیه ثابت، نقطه قضیه اسپرنر، لم کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 05C78,37C25,37F20

مقدمه ١

یک T کنید فرض است. مربوط کوچک�تر سادک�های به (... و خط پاره چندوجهی، (مثلث، سادک یک تجزیه به اسپرنر لم
یک در مثلث دو هر که می�نامیم مثلث�بندی را کوچک مثلث�های متناهی تعدادی به T تجزیه است. صفحه در بسته مثلث
مثلث�های رئوس گذاری برچسب آن�گاه داریم T برای سادکی تجزیه یک کنید فرض دارند. اشتراک مشترک، وجه یک یا رأس

هرگاه: است سره ٢ و ١ ،٠ نمادهای با تجزیه از حاصل

و شود برچسب�گذاری ٢ و ١ ،٠ با دلخواه ترتیب به T رأس سه هر •

شود. گذاری برچسب j با یا i با یا j و i بین متصل T وجه یک روی رأس هر ٠ ≤ i ≤ j ≤ ٢ ازای به •

گوییم. ممتاز مثلث است، ٢ و ١ ،٠ برچسب سه همه دارای رأس�هایش مثلث�بندی در که مثلثی به

.[۴] است ممتاز مثلث فرد تعدادی دارای سره برچسب�گذاری با مثلث یک از سادکی تجزیه هر اسپرنر). (لم ١.١ قضیه

در مربع یک برای را (١.١) قضیه می�توان لذا است شده ثابت بعدی n سادک هر برای اسپرنر ترکیبیاتی لم که آنجا از
کرد. بیان زیر لم قالب

است. شده افراز کوچک�تری مربع�های به آن، اضلاع موازی خط�های توسط که است مربع یک Q کنید فرض .٢.١ لم
شده گذاری برچسب طوری اعداد همین با افراز این رأس�های شده�اند. برچسب�گذاری ۴ ،٣ ،٢ ،١ اعداد با Q مربع رأس�های
است. برابر ضلع این انتهایی رأس�های از یکی برچسب با شده واقع Q مربع از ضلع یک روی که افراز رأس هر برچسب که

.[١] است شده ظاهر متفاوت برچسب سه حداقل آن رأس�های در که دارد وجود افراز این در وجهی صورت این در

*سخنران
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داریم؛ تاریخ به کوتاه نگاهی ابتدا اسپرنر لم از استفاده با براور ثابت نقطه قضیه اثبات بیان برای
اولین وی است. (١٨۵۴-١٩١٢) پوانکاره هانری فرانسوی معروف ریاضی�دان ثابت، نقطه روش کننده ابداع اول نفر
از سادک�ها به آن�ها تقسیم و هندسی شکل�های مثلث�بندی کرد. استفاده توپولوژی در ترکیبیاتی روش�های از که بود کسی
و کره، مربع، برای را ثابت نقطه قضایای او است. (١٩-١٨٨١۶۶) براوئر هلندی ریاضی�دان دوم، نفر اوست. ایده�های
هندسی لم ١٩٨٢ سال در او است. (١٩٠۶-١٩٨٠) اسپرنر آلمانی ریاضی�دان سوم، نفر کرد. اثبات آن�ها بعدی n مشابه

دارد. ثابت نقطه نظریه در مهمی بسیار نقش که کرد اثبات را مثلث یک تجزیه درباره ترکیبیاتی
است. ثابت نقطه دارای خودش توی به مثلث یک از پیوسته تابعی کنیم ثابت کافیست براوئر قضیه اثبات برای ادامه در
شکل به یکتا بصورت می�توان را T از x نقطه هر آن�گاه است. x٢ و x١، x٠ رأس�های با بسته مثلثی T کنید فرض
اعداد داد. نمایش (a٠, a١, a٢) بردار با را x می�توان و

∑
ai = ١ و ai ≥ ٠ که نوشت x = a٠x٠ + a١x١ + a٢x٢

می�گوییم. x باری مختصات را a٢ و a١ ،a٠ حقیقی

بیان به است رأس سه وزن�دار میانگین عنوان به مثلث یک درون نقطه یک می�کند بیان باری مرکزی مختصات .٣.١ تعریف
شکل به می�توان را نقطه هر این�صورت در که بگیرید نظر در محدب پوشش یک عنوان به را مثلث دیگر،

αa+ βb+ γc

آن در که نوشت
α+ β + γ = ١

مجموع�شان که است مرتب سه�تایی صورت به باری مرکزی مختصات بنابراین هستند. مثلث رئوس مختصات c و b ،a و
است. ١ با برابر

و (٠, ١, ٠) ،(١, ٠, ٠) ترتیب به آن�ها باری مختصات هستند. مثلث از رأس سه (١, ٠) و (٠, ١) ،(٠, ٠) .۴.١ مثال
.[۴] باشد (١٢ ,

١
۴ ,

١
۴) باید (

١
۴ ,

١
۴) نقطه باری مختصات چنین هم و است (٠, ٠, ١)

نگاشتی f که فرض این با می�شود بیان زیر در که براوئر ثابت نقطه قضیه باری، مرکزی مختصات تعریف به توجه با
T در (a′, b′, c′) نقاط مجموعه را Si می�شود. اثبات f(a٠, a١, a٢) = (a′, b′, c′) و است خودش توی به T از پیوسته
.S٠ ∩ S١ ∩ S٢ ̸= ∅ دهیم نشان کافیست است ثابت نقطه دارای f دهیم نشان اینکه برای .a′ ≤ ai که بگیرید نظر در
به توجه با این که .a′ ≤ a٠ داریم i هر ازای به Si تعریف طبق آنگاه (a٠, a١, a٢) ∈ S٠ ∩ S١ ∩ S٢ کنیم فرض اگر
f ثابت نقطه (a٠, a١, a٢) دیگر عبارت به (a٠, a١, a٢) = (a′, b′, c′) می�دهد نتیجه

∑
a′ =

∑
ai که حقیقت این

است.

تابعی ϕ : S → S کنید فرض و است -nبعدی سادک یک S کنید فرض .( .(١٩١۵) براوئر ثابت نقطه ) ۵.١ قضیه
.[٣] ϕ(x) = x که طوری به ∃x ∈ S یعنی است ثابت نقطه دارای ϕ آن�گاه باشد. پیوسته

براوئر ثابت نقطه قضیه و هگز قضیه ارزی هم

همچنین شد. اختراع دانمارکی شاعر و نویسنده دانشمند، دان، ریاضی هاین پیت توسط ١٩۴٢ سال در بار اولین هگز بازی
پرینستون التحصیل فارغ دانشجویان بین در که کرد کشف دوباره را بازی این پرینستون دانشگاه در نش جان ١٩۴٨ سال در
بازار در را هگز بازی بار اولین پارکر برادران ١٩۵٢ سال در نامیدند. ”نش” یا ”جان” را هگز بازی آن�ها کرد. پیدا شهرت

کردند. ارائه
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صفحه این ابعاد است. ضلعی شش خانه�هایی از شده تشکیل شکل الماس صفحه یک روی نفره دو بازی یک هگز
”سفید” با دیگر وجه دو ”سیاه”و با صفحه در مقابل وجه دو است. ١١ × ١١ آن اندازه نوعاً که باشد متفاوت می�تواند
خالی خانه�های در را خود رنگ مهره�های نوبت به بازیکن�ها از یک هر است: چنین این بازی روند می�شوند. گذاری برچسب
ایجاد طوری رنگ همان با مقابل وجه دو بین را خود رنگ مهره�های از زنجیری بتوانند که بطوری می�دهند قرار بازی صفحه
بتواند که است شخصی بازی برنده یعنی این بشکند. مهره�هایش با را زنجیر این نتواند مخالف رنگ با دیگر بازیکن که کنند
ترتیب این به بیابد. مقابل وجه دو بین بازی صفحه متمایز ضلعی�های شش روی بر رنگ نوع یک از را همبند مسیر اولین
هگز قضیه از ساده اثباتی گاله دیوید است. برنده حتماً بازیکن یک و نمی�شود ختم تساوی به هگز بازی می�کند بیان هگز قضیه
بخش در اینرو، از هستند؛ ارز هم براوئر ثابت نقطه قضیه و هگز قضیه داد نشان همچنین و داد ارائه گراف نظریه براساس

می�دهیم. شرح را قضیه دو این ارزی هم اثبات طرف یک تنها مقاله این پایانی

متلاقی همبند مجموعه Hشامل یا آنگاه شود پوشیده V Hو مجموعه دو وسیله به Bk کنید فرض هگز). (قضیه ۶.١ قضیه
.[۶] است S و N متلاقی همبند ای مجموعه شامل V یا W و E

x ̸= y ∈ ازای به است. Rn از مشبک نقاط Zn کنید فرض ابتدا ،(۶.١) قضیه و (۵.١) قضیه ارزی هم نمایش برای
نقاط است. x < y آنگاه xi ≤ yi اگر ها i همه ازای به x|؛ − y| = max(xi − yi) ،i هر ازای به کنید فرض Rn

.y < x یا x < y هرگاه گوییم پذیر مقایسه را x, y
(١, ١) ≤ z ≤ (k, k) با z ∈ Z٢ همه مجموعه آن رأس�های که است گرافی ،k اندازه با Bk ٢-بعدی هگز صفحه
مثلث نمونه یک (١آ) شکل کنید فرض مجاورند. z و z′ رأس دو آن�گاه باشند پذیر مقایسه z و z′ و |z− z′| = اگر است.
گذاری برچسب W و E ،S ،N اصلی جهت�های با مرزی یال�های (١ب) شکل مطابق آن�گاه باشد هگز بازی صفحه بندی

می�شوند.

مثلث یک یال�های گذاری برچسب (ب)
بندی

هگز صفحه بندی مثلث (آ)

هگز بازی صفحه :١ شکل

z٢ = ٠ و z١ = k و z١ = ٠ در ترتیب به که zهاست = (z١, z٢) ی همه مرز روی رئوس k اندازه با صفحه�ای برای
.[۶] میکند صدق z٢ = k و

نتیجه ٢

مربع در x نقطه هر که می�کنیم استفاده واقعیت این از بگیریم، نتیجه را هگز قضیه براوئر ثابت نقطه قضیه از اینکه برای
همچنین شود. داده نمایش Bk رئوس مجموعه از محدب ترکیب مانند منحصربفرد بصورت می�تواند R٢ در ،I٢k ،k × k

اگر دهیم. توسیع I٢k توی به f̂ پیوسته سادکی نگاشت یک به را آن می�توانیم R٢ به Bk از f نگاشت هر برای که کنید توجه
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داریم: تعریف طبق
∑

i λi = ١ و λi > ٠ اگر آن�گاه x = λ١z
١ + λ٢z

٢ + λ٣z
٣

f̂(x) = λ١f(f(z
١)) + λ٢f(z

٢) + λ٣f(z
٣) .

نمایید. توجه زیر جبری لم به ابتدا اثبات روند ادامه از قبل

بردار v٣ و v٢ ،v١ ،ρ(zi) = zi + vi که باشد نگاشتی ρ و باشند R٢ در مثلثی رئوس z٣ و z٢ ،z١ کنید فرض .١.٢ لم
v٣ و v٢ ،v١ بردارهای از محدب پوششی در ٠ اگر فقط و اگر است ثابت نقطه دارای ρ̂ آن�گاه باشد. آن سادک توسیع ρ̂ و

.[۵] باشد

در همبند مجموعه�ای V−مسیر) ) H−مسیر یک شود. بندی تقسیم V و H مجموعه دو با Bk کنید فرض اکنون
H−مسیر وسیله Wبه در همبند رئوس همه فرضکنید می�کنیم؛ تعریف صورت Bkبدین از زیرمجموعه چهار است. (V )H

کنید تعریف چنان را Ê و Ŵ باید است. N̂ = V − Ŝ و V−مسیر وسیله به Ŝ در همبند رئوس همه Ŝ و Ê = H−Ŵ و
را تناقض یک و ندارد وجود S به N از V−مسیری و ندارد وجود W به E از H−مسیری می�کنیم فرض نباشند. مجاور که

باشد؛ زیر صورت به f : Bk → Bk و هستند R٢ از واحد بردارهای e٢ و e١ کنید فرض دهیم. نمایش

f(z) =


z + e١ ∀z ∈ Ŵ
z − e١ ∀z ∈ Ê
z + e٢ ∀z ∈ Ŝ
z − e٢ ∀z ∈ N̂

z ∈ Ŵ که است این باشد Bk از خارج می�تواند z+ e١ که راهی تنها است. Bk در f(z) کنیم بررسی باید حالت هر برای
چون باشد. تلاقی در E با نمی�تواند Ŵپس ندارد وجود E Wبه از H−مسیری کردیم فرض حال، هر به باشد. E به متعلق

دارد. تعلق Bk به z − e١ ،z ∈ Ê همه�ی ازای به و باشد تلاقی در W با نمی�تواند z نیستند، مجاور Ê و Ŵ
مجاورت عدم است. پیوسته f̂ کنید توجه است. I٢k روی f از سادکی توسیع که می�دهیم، میل f̂ به را خود توجه اکنون
می�دهد. انتقال آن�ها دو هر نه و e−١ یا e١ با را متقابل مجاور دو به دو رئوس با مثلث هر f نگاشت می�دهد نتیجه Ê و Ŵ
منتقل باشد، محدب پوشش در صفر اینکه بدون دارند، قرار R٢ یک-چهارم در تنها که بردار دو وسیله به را رأس سه f پس
بنابراین است. تناقض در براوئر ثابت نقطه قضیه با که ندارد؛ ثابت نقطه و است I٢k در پیوسته تابعی f̂ لم، طبق می�کند.

.[۵, ۶] می�دهد نتیجه را هگز قضیه براوئر، قضیه
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با متناظر ویژه بردارهای و ویژه مقادیر تعیین و خاص ماتریس نوع یک معرفی
آن

پاریاب خلیل
صنعت و علم دانشگاه

* حیدری فاطمه الزهرا
ریاضی آموزش دکتری

چکیده

محاسبه جهت در پیشرفته ای الگوریتم های و ریاضی تئوری های یافتن پی در همواره عددی محاسبات متخصصین
خطای کمترین -١ می کنند: دنبال را زیر هدف دو همواره و می باشند بزرگ ماتریس های ویژه بردارهای و ویژه مقادیر
که می شود معرفی خاص ماتریس یک مقاله این در محاسبه. برای ممکن زمان کمترین -٢ محاسبات. حین در ممکن
کنیم پیدا زیرماتریس هایش ویژه بردارهای و ویژه مقادیر از استفاده با را ماتریس نوع این ویژه بردارهای و ویژه مقادیر

کرد. تبدیل ساده تر و کوچک تر مسئله چند حل به را بزرگ تر مسئله یک حل بتوان تا

زیرماتریس ویژه، بردار ویژه، مقادیر کلیدی: واژه های

مقدمه

و ویژه مقادیر مسئله بنابراین می باشد. مستتر آن ویژه بردارهای در گراف یک و ماتریس یک مهم ویژگی های از بسیاری
موقعی اهمیت این است. اهمیت حائز مهندسی سیستم های تحلیل در همچنین و گراف تئوری در آن ها متناظر ویژه بردارهای
ماتریس نوع این معرفی به حال .[٢] باشد بزرگ ابعاد دارای ما بررسی مورد مهندسی سیستم یا گراف که می کند پیدا نمود

می پردازیم. آن زیرماتریس های طریق از آن ویژه بردارهای و ویژه مقادیر تعیین و خاص

مقدار یک را λ حقیقی عدد صورت این در باشد. n × n بعد از حقیقی مربعی ماتریس یک A کنید فرض .٠ . ١ تعریف
n بردار .AX = λX بطوری که باشد داشته وجود حقیقی مولفه n با X صفر غیر بردار یک اگر گویند A ماتریس ویژه١

.[۶] گویند λ به متناظر A ماتریس ویژه٢ بردار یک را فوق خاصیت با مولفه

ماتریس معرفی

بگیرید: نظر در را زیر صورت به ماتریس هایی

M =

[
[A] [B]
[B] [A]

]
N×N

N = ٢n

*سخنران

١Eigenvalue
٢Eigenvector
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:[۴] می آید بدست زیر صورت به آن ویژه مقادیر صورت این در

{λM} = {λC} ∪ {λD}

آن در که
[C] = [A] + [B] , [D] = [A]− [B]

می گویند. M ماتریس فشرده٣ ماتریس های D و C به که
از هریک مولفه های تعداد بنابراین می باشد، زوج M سطرهای و ستون ها تعداد چون ویژه بردارهای آوردن بدست برای
در اول نیمه مولفه های دسته دو که می شوند تقسیم دسته دو به M ویژه بردارهای پس بود. خواهد زوج نیز M ویژه بردارهای
معنی این به .[١] می شوند تکرار دوم نیمه در مخالف علامت با اول نیمه مولفه های دوم، دسته در و می شوند تکرار دوم نیمه

صورت به اول دسته ویژه بردارهای مولفه های باشد ۶ × ۶ ماتریس یک مثال، برای M هرگاه که

a
b
c
a
b
c


صورت به دوم دسته ویژه بردارهای مولفه های و

a
b
c
−a
−b
−c


می باشند.

آن: زیرماتریس های ویژه بردارهای و خاص ماتریس ویژه بردارهای بین ارتباط

است. متناسب هستند اول دسته از که ویژه ای بردارهای مولفه های با C زیرماتریس ویژه بردارهای مولفه های .١

است. متناسب هستند دوم دسته از که ویژه ای بردارهای مولفه های با D زیرماتریس ویژه بردارهای مولفه های .٢

بگیرید: نظر در را M ماتریس .٠ . ٢ مثال

M =



١ −٢ ۴ ١ ٣ ٠
٢ ٣ ۶ ١ −۴ ٢
٠ ٢ ٧ −١ ۴ ٢
١ ٣ ٠ ١ −٢ ۴
١ −۴ ٢ ٢ ٣ ۶
−١ ۴ ٢ ٠ ٢ ٧


٣Condended Matrix
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آن در که

A =

١ −٢ ۴
٢ ٣ ۶
٠ ٢ ٧

 , B =

 ١ ٣ ٠
١ −۴ −٣
−١ ۴ ٢

 .

داریم: نتیجه در

C =

 ٢ ١ ۴
٢ −١ ٣
−١ ۶ ٩

 , D =

٠ −۵ ۴
١ ٧ ٩
١ −٢ ۵

 .

D به مربوط V۴, V۵, V۶ و C به مربوط V١, V٢, V٣ که می باشند زیر صورت به D و C ماتریس های ویژه بردارهای
هستند.

V١ =

 ٠٫٢٣١٧
٠٫٨۶٣١
−٠٫۴۴٨٨

 , V٢ =

 ٠٫٨٧٢٢
٠٫۴٣٢۶
−٠٫٢٢٨٣


V٣ =

٠٫۴٣٢٠
٠٫٢٩۵۵
٠٫٨۵٢١

 , V۴ =

 ٠٫٣٨٧٢
٠٫٠۴٨۴
−٠٫١۵١٩


V۵ =

 −٠٫٢٧٧ + ٠٫۴٣٩۴ i
٠٫٧٧٠٧

−٠٫۵١٧٩ + ٠٫٣۶٨٢ i


V۶ =

−٠٫٢٧٧ − ٠٫۴٣٩۴ i
٠٫٧٧٠٧

٠٫۵١٧٩ − ٠٫٣۶٨٢ i


بود: خواهد ذیل شرح به M ویژه بردارهای شده، ذکر ارتباط های به توجه با پس

V١M =



٠٫٢٣١٧
٠٫٨۶٣١
−٠٫۴۴٨٨
٠٫٢٣١٧
٠٫٨۶٣١
−٠٫۴۴٨٨

 , V٢M =



٠٫٨٧٢٢
٠٫۴٣٢۶
−٠٫٢٢٨٣
٠٫٨٧٢٢
٠٫۴٣٢۶
−٠٫٢٢٨٣

 , V٣M =



٠٫۴٣٢٠
٠٫٢٩۵۵
٠٫٨۵٢١
٠٫۴٣٢٠
٠٫٢٩۵۵
٠٫٨۵٢١

 , V۴M =



٠٫۵٨٧٢
٠٫٠۴٨۴
−٠٫١۵١٩
−٠٫۵٨٧٢
−٠٫٠۴٨۴
٠٫١۵١٩



V۵M =



−٠٫٢٧٧٧ + ٠٫۴٣٩۴ i
٠٫٧٧٠٧

−٠٫٠١٧٩ + ٠٫٣۶٨٢ i
٠٫٢٧٧٧ − ٠٫۴٣٩۴ i

−٠٫٧٧٠٧
٠٫٠١٧٩ − ٠٫٣۶٨٢ i

 , V۶M =



−٠٫٢٧٧ − ٠٫۴٣٩۴ i
٠٫٧٧٠٧

−٠٫٠١٧٩ − ٠٫٣۶٨٢ i
٠٫٢٧٧٧ + ٠٫۴٣٩۴ i

−٠٫٧٧٠٧
٠٫٠١٧٩ + ٠٫٣۶٨٢ i


خاص: ماتریس نوع این مهم خاصیت دو

خاص ماتریس نوع این شکل به ماتریس دو هر اگر اما ندارند جابجایی خاصیت ماتریس دو ضرب کلی حالت در .١
.[٣] دارند را ضرب جابجایی خاصیت باشند،
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داریم: را زیر خواص آن گاه باشند، خاص فرم به ماتریس های کلید مجموعه ،U مجموعه کنید فرض .٢
می باشد. بسته جمع عمل به نسبت U الف)

می دهد. جابجایی گروه یک تشکیل (U,+) ب)

نتیجه گیری و جمع بندی

آن ها، از استفاده با بتوان که است زیرماتریس هایی به آن تبدیل و خاص ماتریس نوع یک معرفی مقاله، این اصلی هدف
کاربرد کردیم. ذکر را ماتریس نوع این مهم خاصیت دو همچنین کرد. پیدا را خاص ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر

باشد. اهمیت حائز مهندسی سیستم های تحلیل در می تواند مذکور روش
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کامپیوتر علوم



از استفاده با متن موضوعی دسته بندی و ویژگی انتخاب روش های بررسی
پارسی خبری دادگان

زاده ظریف سجاد
یزد دانشگاه

درهمی ولی
یزد دانشگاه

مسعودیان* سهیلا
یزد دانشگاه

چکیده

متون این سریع و مؤثر بازیابی منظور به می باشد. موجود گستر، جهان شبکۀ در متنی اسناد از عظیمی حجم امروزه
این دستی انجام اسناد، بالای بسیار حجم دلیل به مسلماً است. نیاز آن ها سازماندهی و دسته بندی برای مکانیزمی به
و دسته بندی روش چهار ارزیابی و مقایسه به حاضر، مقالۀ در گیرد. انجام خودکار صورت به باید و بوده غیرممکن مهم
پیکرۀ دادگان بر آزمایش ها است. شده پرداخته متن٢ موضوعی طبقه بندی برای ویژگی١ انتخاب مناسب روش های بررسی
دسته بندی هدف با ویژگی انتخاب روش های موثرترین که می دهد نشان آمده دست به نتایج پذیرفت. انجام همشهری
روش های میان از پشتیبان بردار ماشین کلاس بند و بوده اطلاعات۴ بهرۀ و دو٣ کای تست ترتیب به متن، موضوعی

می باشد. دارا را کارایی بهترین متن، موضوعی طبقه بندی

ویژگی انتخاب موضوعی، دسته بندی کاوی، متن کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

خودکار دسته بندی روش های توسعۀ برخط، متنی دادگان حجم مداوم افزایش و وب جهانی شبکۀ روزافزون گسترش به توجه با
تعیین پیش از دسته های خودکار تخصیص از است عبارت متون، موضوعی دسته بندی است. برخوردار بالایی اهمیت از متون
طبقه بندی ،[٢] هرزنامه ها٧ پالایش نظرکاوی۶، اخبار۵، پالایش اسناد، بازیابی و سازماندهی .[١] طبیعی زبان متون به شده
اهمیت نشان دهنده و بوده، متن کاوی و اطلاعات بازیابی در متن طبقه بندی کاربردهای از [١] وب صفحات سلسله مراتبی

است. موضوع
به ٩٠ دهه از سخت افزاری و نرم افزاری پیشرفت های لطف به و شد؛ مطرح میلادی ۶٠ دهه از متن دسته بندی مسألۀ
بیزین، کلاس بندهای تصمیم، درخت جمله از بسیاری دسته بندی الگوریتم های سال ها، این طی .[١] شد بدل جدی مبحث یک
است شده ارائه متن طبقه بندی زمینۀ در غیره و عصبی شبکه های پشتیبان، بردار ماشین همسایه، نزدیک ترین کلاس بندهای
با متون کردن مدل با دارند. کاربرد رسته ای٨ و کمی داده های مانند حوزه ها سایر داده های برای کلی طور به روش ها این .[٢]

*سخنران

١Feature selection
٢Text categorization
٣Chi square test
۴Information gain
۵News filtering
۶Opinion mining
٧Spam filtering
٨Quantitative and categorical data
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دسته بندهای کارایی که، آن حال نمود. استفاده نیز متن برای روش ها این اکثر از مستقیماً می توان کلمات، فراوانی از استفاده
می توانند هم ساده کلاس بندهای حتی شوند، انتخاب درستی به ویژگی ها٩ اگر می باشد؛ داده ها مناسب نمایش به وابسته متن
کلمات و (عبارات ویژگی١١ فضای بالای١٠ ابعاد متن، دسته بندی مسائل مهم خصیصه های از .[٣] کنند تولید خوبی نتایج
متون، دسته بندی مسائل در ابعاد کاهش هدف به ویژگی انتخاب روش های از استفاده نتیجه در می باشد. فرد) به منحصر

.[۴] می آید حساب به مهم امری
کارایی و شدند؛ مقایسه و ارزیابی فارسی زبان متنی دادگان بر ویژگی انتخاب روش سه و دسته بندی روش چهار مقاله این در

است. شده گرفته قرار ارزیابی مورد F-Measure معیار کمک به روش ها این از یک هر
ویژگی ها از زیرمجموعه ای به دستیابی و پیکره آمارهای اساس بر اطلاعاتی بار فاقد کلمات حذف شامل ویژگی انتخاب
.[۵] است دسته بندی الگوریتم های محاسبات به بخشیدن سرعت و ساده سازی برای قدرتمند ابزاری ویژگی انتخاب می باشد.
بهره١٢ نسبت و اطلاعات بهرۀ دو، کای روش شامل که گرفته قرار بررسی مورد ویژگی انتخاب روش سه حاضر مقالۀ در

می باشد:
بیشتری وابستگی که را ویژگی هایی و می سنجد؛ را خاص کلاس یک رخداد و خاص عبارت یک رخداد استقلال میزان دو:   کای

می کند. انتخاب دسته بندی برای دارند
اختیار در دسته بندی صحیح پیش بینی برای عبارت یک حضور عدم یا حضور که اطلاعاتی میزان اندازه گیری با اطلاعات:   بهرۀ

می نماید. انتخاب را مناسب ویژگی های می دهد، قرار ما
می نماید. نرمال سازی را اطلاعات بهرۀ امتیازهای آن در که است اطلاعات بهرۀ الگوریتم از شده برگرفته روش این بهره:   نسبت
چندجمله ای١۴ بیز نایو بیز١٣[٧]، نایو ،[۶] C۴٬۵ تصمیم درخت کلاس بند چهار نیز، دسته بندی روش های ارزیابی منظور به
آموزش ویژگی انتخاب الگوریتم های از آمده دست به دادگان با و شده پیاده سازی [٩] (SVM) پشتیبان١۵ بردار ماشین و [٨]

دیدند.

اصلی نتایج ٢

  پیاده سازی   
عنوان به سند ١۶٠٠ و آموزش دادۀ عنوان به خبری سند ١۶٠٠٠ دادگان سازی آماده برای پیش پردازش:   و دادگان     آماده سازی
و ادب شامل دسته ها شدند. انتخاب تصادفی صورت به و مساوی توزیع با [١٠] همشهری پیکرۀ اصلی دستۀ ٨ از آزمون دادۀ
تگ های پیش پردازش، مرحلۀ در می باشند. جهان اخبار و ورزشی اقتصادی، حوادث، سیاسی، علمی-فرهنگی، اجتماعی، هنر،
بالا، فراوانی با (عباراتی توقفی١٧ کلمات و افعال و گرفت؛ صورت ریشه یابی١۶ و کاراکتری نرمال سازی گردیده، حذف xml
تکرار آموزشی دادگان کل در بار سه از کمتر که (کلماتی نادر کلمات بعدی، گام در شدند. حذف ندارند) خاصی محتوای که
سرعت رفتن بالا نتیجه در و آموزش مجموعۀ یکتای کلمات تعداد درصدی ۶٧ کاهش باعث حذف این گردید. حذف شده اند)
هیچ نادر کلمات حذف با که داد نشان شده انجام بررسی های که است ذکر به لازم شد. ویژگی انتخاب مرحلۀ در محاسبات

٩Features
١٠High dimentional
١١Feature space
١٢Gain ratio
١٣Traditional naïve Bayes
١۴Multinomial naïve Bayes
١۵Support vector machine
١۶Stemming
١٧Stopwords
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نشد.  ایجاد ویژگی انتخاب الگوریتم های توسط شده انتخاب کلمات در تغییری
بهرۀ الگوریتم کارگیری به با منظور، بدین است. بهتر متن دسته بندی برای ویژگی تعداد چه که شد بررسی ابتدا ویژگی:   انتخاب
آموزش svm الگوریتم ویژگی ها، این از استفاده با سپس و آمدند بدست ویژگی ها ،١٠٠٠٠ تا ١٠ از تعداد تغییر و اطلاعات
قله به ٢٠٠٠ در F-Measure معیار می شود مشاهده که طور همان می دهد. نشان را آزمایش این نتایج ١ نمودار شد. داده

گرفتند. انجام ویژگی ٢٠٠٠ تعداد با بعدی آزمایشات روی، این از می رسد؛ خودش

اطلاعات بهره روش از آمده بدست ویژگی های تعداد تغییر با F-measure میانگین :١ شکل

 
به دست آمده ویژگی های با کلاس بندها از یک هر ویژگی، انتخاب روش های اعمال از پس بعد، گام در موضوعی:  دسته بندی
بررسی مورد نیز ویژگی) انتخاب اعمال (بدون اولیه داده های با الگوریتم ها این عملکرد همچنین شدند؛ تست و آموزش دیده

است.  آمده ١ جدول در آزمایش این نتایج گرفت. قرار

متفاوت ویژگی های با کلاسبندها از F-measure معیار نتایج :١ جدول

C۴٬۵ تصمیم درخت SVM چندجمله ای بیز نایو ساده بیز نایو
٠٫٧۵٩ ٠٫٨۵٣ ٠٫٨۴۴ ٠٫٧٢٣ اطلاعات بهره
٠٫٧۶٧ ٠٫٨۵۴ ٠٫٨۴۵ ٠٫٧٢٧ دو کای
٠٫۶۵۴ ٠٫٧٧ ٠٫۶۶۵ ٠٫۶۵١ بهره نسبت
٠٫٧٧ ٠٫۶۶٣ ٠٫٨۵۵ ٠٫٧٠٧ ویژگی انتخاب بدون

را عملکرد بهترین زیاد، شباهت با اطلاعات بهرۀ و دو کای ویژگی انتخاب الگوریتم های که می دهد نشان فوق جدول
نشان نیز تحقیق این در گرفته انجام بررسی .[۴] می باشد روش دو این بین قوی هم بستگی از ناشی شباهت این اند. داشته
اکثر در SVM روش نیز کلاس بندها مورد در نموده اند. انتخاب یکسانی ویژگی های درصد ٩٠ میزان به روش دو این که داد

است. کرده عمل بهتر ویژگی ها تمام به کارگیری با بیز نایو روش که این جالب است. داشته را عملکرد بهترین مواقع
نتیجه گیری    و جمع بندی

پرداخته فارسی زبان دادگان بر متن موضوعی دسته بندی و ویژگی انتخاب روش های از تعدادی ارزیابی به مقاله این در
آمدند: دست به ذیل نتایج انجام گرفته آزمایش های طی شد.
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ویژگی انتخاب الگوریتم های سرعت افزایش باعث ویژگی، فضای حجم از نیمی از بیش کاهش با نادر کلمات حذف -
نمی کند. ایجاد انتخاب شده ویژگی های در تغییری نیز و شده

است. مناسب متن موضوعی دسته بندی برای ویژگی ٢٠٠٠ تعداد انتخاب -
می شود. دسته بندها عملکرد در بهبود باعث مناسب ویژگی انتخاب روش یک انتخاب -

داده اند. نشان خود از را عملکرد بهترین تفاوت اندکی با اطلاعات بهرۀ و دو کای ویژگی انتخاب روش ترتیب به -
انتخاب (بدون چندجمله ای نایوبیز روش و ویژگی) انتخاب روش یک وجود (با SVM روش کلاس بندها میان از -

داشته اند. را عملکرد بهترین ویژگی)
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پردازه جبر از استفاده با نیدهام-شرودر عمومی کلید پروتکل صحت بررسی
ACP

صدیقین محمدرضا
کامپیوتر علوم گروه بهشتی، شهید دانشگاه

فراهانی هادی
کامپیوتر علوم گروه بهشتی، شهید دانشگاه

موسوی محمود سید
کامپیوتر علوم گروه بهشتی، شهید دانشگاه

چکیده

است. همروند فرآیند های توصیف و مدل سازی جهت ابزاری صوری، روش های از یکی عنوان به پردازه جبرهای
است، دوطرفه اصالت احراز هدف با رمزنگاری پایه ی بر پروتکلی که نیدهام-شرودر عمومی کلید پروتکل مقاله این در

شد. خواهد بررسی آن اجرای صحت و تحلیل ACP پردازه جبر توسط

نیدهام-شرودر عمومی کلید پروتکل پردازه، جبر کلیدی: واژه های

مقدمه ١

برگسترا٢ توسط ١٩٨٢ سال در ١ پردازه” ”جبر اصطلاح شد. مطرح میلادی بیستم قرن هفتاد دهه در پردازه، جبرهای موضوع
روش های در عام تر، معنی در آن از امروزه شد. ابداع موضوعه اصول از ویژه ای ساختار با جهانی جبر معنای به [٢] ٣ کلاپ و
از استفاده با و هستند پردازه جبر عناصر پردازه ها، شود. می استفاده همروند۴ فرآیندهای مطالعه و توصیف برای جبری،

گردد.) مراجعه [١] به بیشتر مطالعه (برای دهیم. انجام محاسبات پردازه ها روی بر می توانیم موضوعه اصول
روش های از BAN منطق به می توان می شود. استفاده جبری و منطقی روش های از معمولا پروتکل ها صوری تحلیل در

نمود. اشاره استرند۵ فضاهای همچنین و جبری روش هایی عنوان به CSP ACPو منطقی،
پردازه جبر توسط پروتکل این مدل سازی سپس و می شود ۶ نیدهام-شرودر عمومی کلید پروتکل بر مروری مقاله این در

می گیرد. صورت ACP ٧

١Process Algebra
٢Jan Bergstra
٣Jan willem klop
۴Concurrent
۵Strand Space
۶Needham–Schroeder
٧Algebra of Communicating Processes
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شرودر نیدهام عمومی کلید پروتکل مدل سازی ٢

کردند: ارائه را زیر اصالت احراز پروتکل ١٩٧٨ سال [٣]در شرودر و نیدهام

A −→ B : {Na, A}P k(B)

B −→ A : {Na, Nb}P k(A)

A −→ B : {Nb}P k(B)

ارتباط او با خواهد می که می فهماند B به کار این با و فرستد می B عامل برای خود نام همراه به را خود نانس A عامل ابتدا
A عامل نانس و کرده رمزگشایی را پیام B دوم مرحله در سپس کند. می رمز B عمومی کلید با را اطلاعات این کند. برقرار
در ترتیب این به می کند. رمز A عمومی کلید با و کرده الحاق A عامل نانس به را خود نانس B عامل کند. می دریافت را
که می فهماند A عامل به B عامل پیام این با و می شود محرز برایش B هویت می بیند، را Na نانس A وقتی دوم مرحله
B عامل زیرا می شود، محرز B برای A هویت سوم مرحله در ترتیب همین به است. خط آن طرف A که است شده متوجه

است. بوده A عامل است، داشته را او نانس که کسی تنها می گوید، خود نزد
است: زیر صورت به ACP در پروتکل خارجی رفتار

X =

(∑
d,d′∈∆

rA(d).sB(d
′)

)
.X

از d داده خواندن دهنده نمایش ترتیب به sB(d′) و rA(d) عمل و است ورودی های داده از گردایه یک ∆ آن در که
می باشد. B کانال روی d′ داده فرستادن و A کانال

شرودر نیدهام عمومی کلید پروتکل تحلیل ٣

A عامل مراحل سازی مدل

A =
∑
d∈∆

rA(d).A١

A١ = R[Na].A٢

A٢ = EncPk (B)(Na, A; e).A٣

A٣ = sC(e).A۴

A۴ = rD(e
′).A۵

A۵ = DecP r(A)(e
′;Na, Nb).A۶

A۶ = EncP k(B)(Nb; e
′′).A٧

A٧ = sc(e
′′).A

B عامل مراحل سازی مدل

B = rC(e).B١

B١ = DecP r(B)(e;Na, A).B٢

B٢ = R[Nb].B٣

B٣ = EncPk (A)(Na, Nb; e
′).B۴

B۴ = sD(e
′).B۵

B۵ = rC(e
′′).B۶

B۶ = DecP r(B)(e
′′;Nb).B٧

B٧ =
∑
d′∈∆

sB(d
′).B
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سهولت برای می کند. رمز B عمومی کلید با را Aاسم و نانس A عامل ،A٢ مرحله در می کند. تولید را A نانس R[Na]

و می کند رمزگشایی را e′ شده رمز متن A۵ در ترتیب همین می دهد.به قرار e درون را شده رمز متن این که می گیریم نظر در
است. شده استفاده گذاری علامت همین از نیز B عامل مراحل مدل سازی مورد در می آورد. بدست را Nb و Na

است: زیر صورت به پروتکل این ارتباطات٨
γ
(
sC(x), rC(x)

)
= CC(x)

γ
(
sD(x), rD(x)

)
= CD(x)

شوند: می بن بست٩ به منجر شوند ظاهر تنهایی به اگر و می شوند ظاهر ارتباط در تنها که است متغیرهایی مجموعه H

H =
{
sC(x), rC(x), sD(x), sD(x)

}
می سازد. برآورده را نظر مورد خارجی رفتار نیدهام-شرودر عمومی کلید پروتکل که نمود خواهیم بررسی ادامه در

نمود: بررسی می توان

∂H(A∥B) =
∑
d∈∆

rA(d).∂H(A١∥B) =
∑
d′∈∆

sB(d
′).∂H(A∥B)

کنید: فرض

∂H(A∥B) =
⟨
X١ | E

⟩
است: زیر به صورت ١٠ GLRS یک E که

E =


X١ =

∑
d∈∆ rA(d).X٢

X٢ = R[Na].X٣
...
X١٣ =

∑
d∈∆ sA(d)

∑
d′∈∆ sB(d

′).X١

ندارند. ارتباطی بن بست ایجاد به که است متغیرهایی مجموعه I

I =
{
CC(x), CD(x), Enc(x), Dec(x), R

}
٨Communications
٩�Deadlock

١٠Gaurded Linear Recursive Specification
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می نماییم. اعمال < X١∥E > روی را τI ١١ مجردسازی عملگر حال

τI

(⟨
X١ | E

⟩)
=

∑
d∈∆

rA(d).τI

(⟨
X٢ | E

⟩)
=

∑
d∈∆

rA(d).τI

(⟨
X٣ | E

⟩)
...

=
∑
d∈∆

rA(d).τI

(⟨
X١٢ | E

⟩)
=

∑
d∈∆

rA(d).τI

(⟨
X١٣ | E

⟩)
=

∑
d∈∆

rA(d)
∑
d′∈∆

sB(d
′).τI

(⟨
X١ | E

⟩)

τI

(⟨
X١ | E

⟩)
=

∑
d∈∆ rA(d)

∑
d′∈∆ sB(d

′).τI

(⟨
X١ | E

⟩)
داریم

τI

(
∂H(A∥B)

)
=

∑
d∈∆ rA(d)

∑
d′∈∆ sB(d

′).τI

(
∂H(A∥B)

)
یعنی

□ می دهد. نمایش را شده ادعا خارجی رفتار نیدهام-شرودر عمومی کلید پروتکل بنابر این
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رابطه ای داده های پایگاه در پرس وجو بهینه سازی در استعماری رقابت بکارگیری

زینی اسمعیلی محمد علی
هنر و علم دانشگاه

جو سعادت فاطمه
هنر و علم دانشگاه

صادقی* شیخ محمدرضا
هنر و علم دانشگاه

چکیده

پرس وجو، در مرتبط جداول تعداد به توجه با و است هزینه به حساس فرایند یک پرس وجو بهینه سازی موضوع
بهینه ساز کار است. متفاوت باهم آن ها اجرای هزینه که می کند رشد نمایی به صورت پیوند در جداول جایگشت های تعداد
حل برای تاکنون مختلف الگوریتم های اساس، این بر است. اجرا زمان کمترین با جایگشت بهترین انتخاب پرس وجو
یک اجرای زمان کاهش برای و هستیم پرس وجو بهینه ساز یک طراحی دنبال به مقاله این در است. ارائه شده مشکل این
اجرایی طرح بهینه ترین یافتن زمان الگوریتم این از استفاده با است. شده استفاده استعماری رقابت الگوریتم از پرس وجو
یافته کاهش رابطه ای داده پایگاه در ژنتیک و PSO الگوریتم های به نسبت رابطه ای داده پایگاه پرس وجو در زمان ازنظر

است.

رابطه ای داده پایگاه استعماری، رقابت اجرایی، طرح پرس وجو، بهینه ساز کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

استفاده رابطه چندین از پرس وجو هر در است. پیوند عملگر هزینه های کاهش رابطه ای پرس وجوهای بهینه ساز اولیه هدف
از آن در که است فعالیتی پرس وجو بهینه سازی می گیرد. قرار رابطه یک در پرس وجو جواب اجرا از پس نهایت در که می شود

.[٨ ،۶ ،۴ ،٣ ،١] می شود استفاده پرس وجو انجام برای کارآمد استراتژی یک
لازم یابد کاهش فضا این بخواهیم اگر می کنند. جستجو را حالت فضای کل که هستند الگوریتم هایی قطعی، الگوریتم های 
روابط، تعداد افزایش با که بود این قطعی الگوریتم های ایراد مهم ترین .[٨] شود استفاده مکاشفه ای١ الگوریتم های از است
طبیعت به توجه با برمی خورد. مشکل به پردازنده و حافظه مصرف ازنظر و کرده رشد نمایی به صورت جستجو حالت فضای
زمینه، این در گرفته صورت کارهای گرفتن نظر در با و می باشند کاراتر و مقاوم مواقع اکثر در اینکه و تکاملی الگوریتم های
بهینه سازی مسئله [۴] در می باشد. تکاملی الگوریتم های از استفاده پرس وجو، بهینه سازی مسئله حل برای گزینه مناسب ترین
معماری در آن بکارگیری قابلیت الگوریتم، این دیگر ویژگی های از است. شده حل ژنتیک الگوریتم از استفاده با پیوندها ترتیب
الگوریتم، اجرای زمان معیار چهار مقایسه رویکرد با ذرات گسسته بهینه سازی تعمیم یافته الگوریتم از استفاده می باشد. موازی
دارد. [۴] در رفته بکار الگوریتم به نسبت بهتری نتایج که است شده بیان [٣] در معیار انحراف و خطا طرح، اجرای زمان
گردیده پیشنهاد رابطه ای داده ی پایگاه پرس وجوهای در پیوند عملگرهای ترتیب مسئله حل برای ترکیبی الگوریتم یک [١] در
شده استفاده حالت فضای در جستجو برای همزمان به طور یادگیر آتاماتاهای و ژنتیکی الگوریتم های روش دو از آن در است.
سرعت جستجو، فرایند در ژنتیکی الگوریتم های و یادگیر آتاماتاهای از همزمان استفاده که است این مقاله آن دستاورد است.

*سخنران

١Heuristic
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بهینه سازی برای [٢] در است. نموده جلوگیری محلی مینیمم های در الگوریتم افتادن دام به از و داده افزایش را جواب به رسیدن
درخت ها و نموده تجزیه درخت چندین به را گراف سپس می شود. طراحی داده شده پیوند روابط با متناظر گراف ابتدا پرس وجو

است. نموده بهینه نوردی تپه و ژنتیک الگوریتم تحت توزیع شده به صورت را
نموده ایم. پیوند پرس وجوهای اجرای هزینه کاهش در سعی استعماری٢ رقابت الگوریتم بکارگیری با مقاله این در
ساختار اساس بر هزینه کمترین با طرحی و نموده ارزیابی را الگوریتم توسط شده تولید اجرایی طرح های هزینه که به این ترتیب
یک روی استعماری رقابت الگوریتم بکارگیری از حاصل نتایج می شود. انتخاب نهایی جواب به عنوان شده استفاده الگوریتم
و CPU عملیات هزینه دارای مشابه الگوریتم های سایر به نسبت که داد نشان AdventureWorks استاندارد داده پایگاه

می باشد. کمتری I/O عملیات
مقاله این در شده استفاده مسئله بیان است. شده بیان پرس وجو بهینه ساز دوم بخش در می باشد. زیر فرم به مقاله ساختار

است. آمده مقایسه و نتیجه گیری چهارم بخش در و است داده شده شرح سوم بخش در

پرس وجو بهینه ساز ٢

پرهزینه ترین جزو می شود، داده نمایش ∞ نماد به وسیله که پیوند٣ عملگر بهینه سازی و پردازش موجود، رابطه ای عملگرهای بین از
اجرایی طرح های تعداد است، جابجایی۵ و انجمنی۴ خاصیت دارای پیوند عملگر ازآنجاکه است. اجرا زمان ازنظر عملگرها
تمامی گرچه می کند. رشد نمایی به صورت روابط، بین پیوندهای تعداد افزایش با پرس وجو یک به پاسخ دهی برای موجود
سطرهای تعداد که ازآنجا اما می باشد یکسان خروجی دارای مشخص، پرس وجوی یک به پاسخ برای موجود اجرایی طرح های
انتخاب بنابراین، بود؛ خواهند متفاوتی هزینه دارای آمده وجود به اجرایی طرح های نیستند، یکسان ایجادشده میانی روابط

.[۵] است تأثیرگذار کلی، هزینه در پیوند عمل اجرای برای مناسب ترتیب
زمان ازنظر هزينه يك و توليد مشخص پرس وجو يك براي اجرا طرح  چند هزينه، مبناي بر بهینه سازي استراتژي يك در
از یکی که مي كند انتخاب را باشد هزینه كمترين داراي كه طرحي پرس وجو، بهینه ساز مي شود. محاسبه طرح هر براي اجرا

.[۴] است پرس وجو پردازش در اساسی مراحل

مسئله بیان ٣

روابط که است این بر فرض داده شده اند. پیوند باهم که است رابطه n برای اجرایی طرح بهترین یافتن هدف مقاله این در
مثال برای باشد. فوق روابط از جایگشتی می تواند اجرایی طرح هر دارند. پیوند باهم R١∞R٢∞ . . .∞Rn به صورت
قلمداد دیگر اجرایی طرح یک نیز R١∞R٣∞R٢∞ . . .∞Rn و اجرایی طرح یک R٣∞R١∞R٢∞ . . .∞Rn

دارای که می باشد موجود اجرایی طرح n! بین از اجرایی طرح یک یافتن پرس وجو بهینه ساز مسئله حل از هدف می شود.
از حاصل سطر های تعداد ولی است یکسان طرح ها همه در نهایی پیوند از حاصل سطرهای تعداد باشد. اجرا زمان کمترین

شد. خواهد طرح اجرای زمان در تغییر باعث مسئله همین و نیست یکسان باهم جدول دو پیوند
قرارگیری از ترکیبی کشور هر می شود. ايجاد تصادفي به صورت كشور تعدادي استعماری رقابت الگوریتم بکارگیری جهت
نسبت کمتری هدف تابع دارای که اولیه کشورهای از تعدادی می باشد. اجرایی طرح یک به عبارت دیگر یا و داده پایگاه روابط
هدف، تابع می کنیم. انتخاب مستعمره به عنوان مساوی به صورت را کشورها مابقی و استعمارگر به عنوان را هستند بقیه به

٢Imperialist Competitive Algorithm (ICA)
٣Join
۴Associative
۵Commutative
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تابع می کند. جمع باهم و محاسبه را است I/O عملیات و CPU عملیات زمان شامل که متوالی پیوند دو هر اجرای هزینه
پیوند برای I/O عملیات و CPU عملیات هزینه مجموع Ci آن در که F = min

∑n−١
i=١ Ci است: زیر فرم به هدف

شده آورده ادامه در موجود کشورهای روی از جدید کشورهای تولید جهت شده گرفته بکار جذب تابع می باشد. Ri∞Ri+١

داده نشان مثال یک با آن ایجاد طریقه می شود. ایجاد همسایگی جدول یک والد، کشور دو به توجه با کار این برای است.
و مستعمره کشور دهنده نشان [R١R٢R٣R۴R۵] و دارد وجود R۵, R۴, R٣, R٢, R١ رابطه پنج کنید فرض است. شده

می باشد. کشور دو در گره هر همسایه های بیانگر ١ جدول است. استعمارگر کشور دهنده نشان [R١R٢R۵R٣R۴]

گره هر همسایه های :١ جدول

گره همسایه گره
R١ R٢, R۵, R۴
R٢ R١, R٣, R۵
R٣ R٢, R۴, R۵
R۴ R٣, R۵, R١
R۵ R۴, R١, R٢, R٣

گره شده ملاقات همسایه های ١ جدول به توجه با (R١ اینجا (در می کند انتخاب را مستعمره کشور از گره اولین الگوریتم
دیگر به عبارت  یا j و i گره دو بین فاصله دهنده نشان Cij اگر حال می گیرد. قرار S = {R٢, R۵, R۴} مجموعه در R١

اصلی گره i آن در که می گیرد قرار ملاقات مورد زیر احتمال با S در موجود گره های آنگاه باشد، رابطه دو آن بین الحاق هزینه
است. S در موجود گره j و

Vj =
١/cij∑

j∈S(١/cij)
∀j ∈ S (١)

[R١R٢ _ _ _] به صورت جدید گره پس باشد R٢ گره به مربوط احتمال بیشترین (١) فرمول به توجه با کنید فرض
تنها احتمال لذا است. شده انتخاب R١ قبلا ازآنجاکه می شود. بررسی ١ جدول از R٢ همسایه های دیگر یک بار شد. خواهد
جدید کشور گره های تمام یافتن تا کار این می شود. انتخاب بعدی گره و می آید دست به (١) فرمول از R۵ و R٣ همسایه دو

می شود. انجام کشورها تمام برای جذب عمل کار این با می یابد. ادامه
سپس نموده ایم. حل استعماری رقابت الگوریتم توسط متفاوت جداول پیوند برای را پرس وجو ساز بهینه مسئله اینجا در
الگوریتم ها این اجرای از حاصل نتایج است. شده استفاده مسئله همان روی PSO و GA الگوریتم های از نتایج، مقایسه جهت

است. شده آورده ١ شکل در متفاوت روابط تعداد با

الگوریتم هر اجرای زمان :١ شکل
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و استعماری رقابت الگوریتم به نسبت ژنتیک الگوریتم باشد کمتر جداول تعداد چه هر پیداست، ١ شکل از که همان طور
الگوریتم ها سایر به نسبت استعماری رقابت الگوریتم اجرای زمان پیوند در جداول تعداد افزایش با می کند. عمل بهتر PSO

شد. خواهد بهتر

نتایج ۴

پایگاه پرس وجوهای در پیوند عملگرهای اجرای ترتیب بهینه سازی مسئله حل برای استعماری رقابت الگوریتم از مقاله این در
(R١, R٢, R٣, . . . , Rn) متغير هاي در f تابع ارزيابي با کشور يک هزينه ي از الگوریتم این است. استفاده شده رابطه ای داده
رابطه یک شامل پرس وجو بهینه ساز مسئله در متغییرها این از یک هر می نماید. استفاده مسئله حالات فضای در جستجو برای
برابر کشور هر هزینه طرفی از بود. خواهد رابطه ها پیوند اجرای ترتیب بیانگر دقیقاً آن ها قرارگیری ترتیب و می باشد مسئله در
این از استفاده با بود. خواهد (روابط) متغییرها بین پیوند اجرای جهت I/O عملیات و CPU عملیات هزینه مجموع با
می شود. انجام مستعمره ها و امپراتوری ها قالب در آن ها دسته بندی و می شود تولید روابط اين از اولیه ای دسته يک الگوريتم
جستجوي به امپراتوری ها در انقلاب احتمال همچنین و مستعمرات روي بر استعمارگران طرف از جذب سياست اعمال با
پیوند اجرای ترتیب بهترین به عبارت دیگر یا و پرس وجو بهینه ساز مسئله جواب همان که می شود پرداخته (رابطه) کشور بهترين
می دهد. نشان دیگر الگوریتم بر مبتنی روش های به نسبت را الگوریتم برتری آزمایش ها، نتایج می باشد. پرس وجو در رابطه ها
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تصاویر کردن بی نویز برای تراز مجموعه با تیخونوف و کلی تغییرات تلفیق

حسینی محمد سید
تهران مدرس تربیت دانشگاه

طاهری* سودابه
تهران مدرس تربیت دانشگاه

چکیده
تغییرات و تیخونوف روش تلفیق اصلی می کند.ایده بیان را نویزی تصاویر کردن بی نویز برای جدید روشی مقاله این
ویژگی حفظ با نویزی تصویر دامنه ی از بیشتری نویز می شود مشاهده روش این از استفاده می باشد.با تراز مجموعه با کلی
تغییرات تلفیقی روش با سپس و نموده بندی ناحیه را نویزی تصویر تراز مجموعه روش با این جا در می شود.ما حذف لبه

می پردازیم. تصویر از نویز حذف به تیخونوف و کلی

تراز،بی نویز کلی،مجموعه تغییرات و تیخونوف تلفیق کلیدی: واژه های

مقدمه ١

و سیگنال یک از مطلوب تصویر و سیگنال آوردن بدست جهت فرایند هایی از استفاده تصویر و سیگنال بازسازی از هدف
بازسازی کرد.در کمینه را آن تأثیر می توان رسید،ولی مطلوب تصویر به نمی توان مواقعی در است.اگرچه شده تخریب تصویر

صورت به را مسائل گونه این ما و می باشند گسسته وضع بد مسائل صورت به مسائل از بسیاری تصویر

y = Gx+ e (١)

خطا بردار e و می باشد شده مشاهده اندازه های از yشود؛ کرده تقریب باید و می باشد مجهول جواب x که می گیریم نظر در
کردن بی نویز برای متفاوتی روش های می باشد.امروزه صفر میانگین با گاوسی توزیع با تصادفی متغییرهای شامل که است

می شود. دیده ... و ،ریاضی کامپیوتر پزشکی،مهندسی،علوم همچون گوناگونی شاخه های در سیگنال

کلی تغییرات ٢

تفاضل مطلق قدر سوپریمم صورت ،به [a،b] بازه روی x(t) پیوسته دامنه با تابع کلی کلی):تغییرات (تغییرات .٢ . ١ تعریف
می شود[٣]: تعریف P = {t٠ = a, .., tn, ..., tm = b}n متناهی افراز هر

TV {x} = sup
m∑

n=١

| x(tn)− x(tn−١) | (٢)

شود: بیان زیر صورت به می تواند کلی تغییرات باشد؛آن گاه تعریف خوش x(t) اول مشتق اگر

TV {x} =

∫ b

a
| D{x}(t) | dt (٣)

می باشد. پیوسته دامنه با منظم مشتق D که

*سخنران
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همانند را سری هایی می باشند.ما دسترس در یکنواخت شبکه یک روی سیگنال،داده ها پردازش کاربرد های بسیاری در
محاسبه متناهی دیفرانسیل عملگر از ℓ١ نرم با می توان را کلی تغییرات حالت این می گیریم.در نظر در x = [x(tn)]n∈Z

شود:

TV {x} =
∑
n∈Z

| △x[n] | (۴)

می باشد. △x = x[tn]− x[tn−١] که

می کنیم: تعریف زیر صورت به کلی حالت در را کلی تغییرات x گسسته سیگنال یک :برای .٢ . ٢ تعریف

TV {x} =
∑
n∈Z

| △L{x}[n] | (۵)

می باشد. Nام مرتبه دیفرانسیل عملگر از گسسته نسخه یک △L که

L =
N∏
i=١

(D − αiI)

( M∏
i=١

(D − γiI)

)−١
(۶)

قطب های و صفرها ترتیب به γi ∈ C, i = ١, ٢, ٣, ...,M, و ،αi ∈ C, i = ١, ٢, ٣, ..., N همانی، عملگر I که
می باشد. M > N و عملگر، ١

کلی تغییرات سازی منظم ٣

وقتی (١) مسئله جواب می کند،یعنی محدود اسپارس گرادیان داشتن به را احتمالی جواب های دامنه کلی تغییرات سازی منظم
بعدی یک مسائل می باشد.برای گسسته گرادیان عملگر از تقریب یک ▽ که می شود مینیمم ∥ x ∥TV =

∑
i | [▽x]i |

منظم و می دهیم نمایش ∥ x ∥TV با را ∥ L١x ∥١ کار سادگی می باشد.برای ∥ L١x ∥١ سادگی به ∥ x ∥TV گسسته
می شود[٣]: بندی فرمول زیر صورت به کلی تغییرات سازی

arg min
x∈Rn

{∥ y −Gx ∥٢
٢ +µ ∥ L١x ∥١}. (٧)

گرادیان روی کلی تغییرات سازی می باشند.منظم اول مرتبه مشتق عملگر تقریب L١ و سازی منظم پارامتر µ ∈ R+ که
می باشد. همراه پرشی گسستگی های حفظ با می کند.بنابراین تمرکز ثابت قطعه ای طور به جواب به رسیدن برای ، اسپارس

تیخونوف ۴

را (١) مسئله تیخونوف سازی منظم روش فرم ساده ترین در که می باشد ℓ٢ یا تیخونوف سازی منظم تکنیک شده ترین شناخته
:[۴ ،٢] می کنیم جایگذین زیر سازی مینیمم مسئله با

arg min
x∈Rn

{∥ y −Gx ∥٢
٢ +µ ∥ Lix ∥٢

٢} (٨)

می باشد. iام مرتبه مشتق عملگر Li که
١poles
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تراز مجموعه ۵

یک تقسیم شامل تصویر بندی [۵].ناحیه می شود نامیده تراز مجموعه ،روش سطوح و منحنی ها حرکت دینامیک تقریب
تراز مجموعه روش ها این از یکی دارد وجود تصویر بندی ناحیه برای متفاوتی می باشد.روش های مجزا نواحی به تصویر دامنه

شد[١]. تولید ستهیان٢ و اوشر توسط بار ترازاولین می باشد.مجموعه

(ب) (آ)

تراز مجموعه روش :١ شکل

تیخونوف و کلی تغییرات روش تلفیق ۶

می باشد.روش سازی منظم  روش های با مسائل گونه این حل روش و می باشند وضع بد مسائل صورت به مسائل گونه این
هموار و ثابت قسمت جمع صورت به می توان را x سیگنال هر می باشد. تلفیقی روش بخش این در رفته کار به سازی منظم

. می کنیم بازسازی تیخونوف روش با را هموار قسمت و کلی تغییرات روش با را ثابت قسمت گرفت.که نظر در

arg min
x١,x٢∈Rn

{∥ y −G(x١ + x٢) ∥٢
٢ +µ(∥ L٢x٢ ∥٢

٢) + ξ ∥ L١x١ ∥١} (٩)

هموار قسمت −c, f ، سیگنال ثابت قسمت −b, e، سیگنال مشتق −d هموار، قطعه ای بطور سیگنال یک −a :٢ شکل
سیکنال

نتایج ٧

این با را تصویر ابتدا در که گونه ای به نموده ترکیب تیخونوف و کلی تغییرات روش های تلفیق با را تراز مجموعه روش ما
و برده ایم کار به تصویر از گاوسی نویز حذف برای تیخونوف و کلی تغییرات تلفیقی روش سپس و نموده بندی ناحیه روش
انحراف با می شود مشخص زیر جدول تحلیل است.با شده انجام تیخونوف و کلی روش  تغییرات با مختصری مقایسه آخر در

٢osher،sethian
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تصویر دامنه از را بیشتری می باشد؛نویز نصف حدود پیشنهادی روش ٣ خطای مربع میانگین که این بر علاوه یکسان معیار های
نمود. حذف می توان

MSE =

√√√√ m∑
i=١

(gi,j − yi,j)٢ (١٠)

Table ١

σ ١٠ ١۵ ٢٠

MSE(p١,٢) ٢٢٫٣٩ ٢۶٫۵٣ ٣١٫٣١
MSE(p١,٢, LS) ١٧٫۶٠ ١٧٫۶٢ ١٧٫۶٣

LevelSet&(Tikh− TV ) با Tikh− TV روش دو مقایسه :٣ شکل

مراجع
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صنعتی،تبریز،١٣٩۴.
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فاخته الگوریتم از استفاده با آزمون داده خودکار تولید

جو سعادت علی محمد
کاشان دانشگاه

جو سعادت فاطمه
هنر و علم دانشگاه

* روئینا مرضیه
هنر و علم دانشگاه

چکیده

آزمون در عمده چالش های از می باشد. نرم افزار آزمون در گام ها مهم ترین از یکی خودکار، صورت به آزمون داده تولید
بهینه سازی الگوریتم از استفاده با مقاله این در است. آن ها تولید زمان کاهش و آزمون داده های تعداد کاهش نرم افزار،
است. شده مسئله نمونه چند برای خودکار داده های تولید زمان کاهش در سعی الگوریتم ها این از یکی عنوان به فاخته
آزمون در استفاده شده الگوریتم های رایج ترین از یکی عنوان به ژنتیک الگوریتم روی بر انجام شده مقایسه با ضمناً
کاهش ژنتیک الگوریتم به نسبت فاخته الگوریتم در مناسب آزمون داده تولید برای لازم زمان گردید مشخص نرم افزار

یافت. خواهد

جریان کنترل گراف فاخته، الگوریتم آزمون، داده تولید کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

خودکار تولید .[١] نماید تضمین را خطا وجود عدم نمی تواند ولی دهد نشان را خطاها وجود می تواند فقط نرم افزار آزمون
الگوریتم از استفاده مقاله این از هدف می باشد. سفید جعبه آزمون روش های از یکی برنامه منبع از استفاده با آزمون داده های
عنوان به [۴] و [٢] در اکتشافی فرا الگوریتم های از استفاده می باشد. اکتشافی فرا الگوریتم های از یکی عنوان به [١٠] فاخته
ژنتیک الگوریتم از نویسندگان [۶] و [٣] در است. معرفی شده آزمون داده های خودکار تولید در پرکاربرد روش های از یکی
آزمون کارایی است. انجام شده ممتیک الگوریتم وسیله به آزمون داده خودکار تولید [۴] در نموده اند. استفاده مسیر پوشش برای
آزمون داده یک تولید برای فاکتور سه از [۴] و [١١] در است. رسیده حداقل به آزمون هزینه و زمان و شده بخشیده بهبود
اساس بر برازش تابع تصمیم. پوشش و مرزی مقادیر به نزدیکی احتمال، از عبارتند فاکتور سه این است. استفاده شده مناسب
استفاده شده نیز مقاله این در مناسب داده ای آوردن دست به برای فاکتور سه این از است. محاسبه شده فوق فاکتور سه میانگین
نموده اند تولید را آزمون داده های ممکن زمان کمترین با و اولیه دانش بدون ذرات، ازدحام از استفاده با [۵] در محققان است.
است استفاده شده آزمون داده تولید برای زنبورعسل الگوریتم از [٧] در می کند. تعیین را جواب ها از برخی تنها آن ها روش که
داده تولید برای مؤثر روش [٩] و [٨] در نمی دهد. جواب خوب الگوریتم باشد بزرگ بسیار ورودی داده های که مواردی در و
با استفاده شده هدف تابع و فاکتورها است. ارائه شده ممنوعه جستجوی و فاخته جستجوی الگوریتم های از استفاده با آزمون
روی از مسئله جستجوی فضای برنامه ساختاری آزمون در کلی صورت به است. متفاوت شد خواهد بیان مقاله این در آنچه
آزمون داده یک ارائه شده روش های همه در می آید. دست به می دهد، نشان را برنامه ساختار که برنامه جریان کنترل گراف
برازندگی تابع و اکتشافی فرا الگوریتم عملگرهای از استفاده با سپس شده داده الگوریتم ورودی عنوان به تصادفی صورت به
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است. شده ممکن زمان حداقل در کارآمد داده هایی تولید و آن نمودن بهینه برای تلاش انتخاب شده
نمایش جهت تعویضی مرتب سازی برنامه و [١١] و [۵] مثلث دسته بندی برنامه از آزمون داده خودکار تولید برای مقاله این در
الگوریتم نمودن بهینه برای [١١] در گرفته شده بکار هدف تابع و فاکتورها از است. استفاده شده پیشنهادی الگوریتم توانایی
و سوم بخش در پیاده سازی و مقایسه دوم، بخش در مسئله بیان است. زیر صورت به مقاله این ساختار شد. خواهد استفاده

است. آمده آینده کارهای و نتیجه گیری انتها در

مسئله ٢ بیان

کنترل گراف از استفاده با مقاله این در .[١] می باشد نرم افزار آزمون در پیچیده نسبتاً مسائل از یکی آزمون داده خودکار تولید
آن تکمیلی اطلاعات که فاخته بهینه سازی الگوریتم کمک به و آن ها پیمایش و مسیرها نمودن مشخص جهت [١] برنامه جریان
اشاره الگوریتم این پارامترهای از برخی به مسئله فهم جهت اینجا در می پردازیم. آزمون داده خودکار تولید به است آمده [١٠] در
در جمعیت این می کند. شروع را خود کار اولیه جمعیت یک با تکاملی الگوریتم های سایر همانند فاخته الگوریتم شد. خواهد
نقطه سمت به فاخته ها تمام وقتی .[١٠] می گیرد قرار دیگر میزبان پرنده تعدادی لانه در که است تخم تعدادی فاخته، الگوریتم

می شود. تخم تعدادی صاحب فاخته هر شد، مشخص کدام هر جدید سکونت نقاط و کردند مهاجرت هدف
: شامل[١١] فاکتور سه می آید. دست به تخم هر برای فاکتور سه میانگین از هزینه تابع

می شود. داده نمایش p(t) با و می شود انتخاب اجرا برای باشد داشته بیشتری احتمال که مسیری مسیر: احتمال (١
بیشتری احتمال مقادیر این پس است بیشتر هستند نزدیک مرز به که مقادیری در خطا احتمال مرزی: مقادیر به نزدیک (٢

می شود. داده نشان N(T) با مرزی مقادیر به نزدیک دارند. انتخاب برای
پوشش است. بیشتر مسیر آن انتخاب احتمال باشد بیشتر مسیر یک در شده پیمایش یال های تعداد چه هر تصمیم: پوشش (٣

است. داده شده نشان D(T) با تصمیم

جریان کنترل گراف ٢ . ١

برای آزمون داده کافی تعداد تولید برای گراف این می شود. رسم برنامه جریان گراف ابتدا آزمون، داده خودکار تولید برای
مثلث برنامه جریان کنترل گراف و الگوریتم است. برنامه جریان کنترل گراف یک شدنی مسیرهای در جستجو فضای پوشش

می شوند. انتخاب برنامه کنترل جریان گراف اساس بر مسیرها است. شده آورده ١ شکل در ب و آ درقسمت ترتیب به

پیاده سازی و مقایسه ٣

متشکل جمعیتی می کند. شروع را خود کار اولیه جمعیت یک با اکتشافی فرا الگوریتم های سایر همانند فاخته الگوریتم
به .[١٠] گذاشت خواهند میزبان پرنده تعدادی لانه در را آن ها که دارند تخم تعدادی فاخته ها از جمعیت این فاخته ها، از
تخم ها برای فاکتور سه میانگین شامل هزینه تابع است. گرفته شده نظر در تصادفی اولیه جمعیت اولیه، دانش نبود دلیل
نتایج مقایسه برای شده اند. میانگین گیری اجرا سری ده نتایج سپس داده شده اند. آموزش نسل ۵٠ برای آزمون داده و است
در یکسان الگوریتم دو بر حاکم شرایط و کردیم پیاده سازی متلب برنامه نویسی محیط در را آن ها فاخته، و ژنتیک روش های
و ١٠٠ مثلث برنامه برای تولیدشده نسل تعداد است، تصادفی الگوریتم دو اولیه جمعیت مقدار نمونه عنوان به گرفته ایم. نظر
[١١] پیاده سازی جهت است. گرفته شده نظر در برابر نیز تخم تعداد با کروموزم تعداد و است ۵٠ تعویضی مرتب سازی برنامه
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شبه کد (ب) کنترل جریان گراف (آ)

[١١] مثلث برنامه :١ شکل

آزمون داده خودکار تولید پیاده سازی جهت اند. شده استفاده هدف تابع از ژنتیک و فاخته الگوریتم با آزمون داده خودکار تولید
فاخته الگوریتم اجرای زمان کاهش نشان دهنده ی ١ جدول است. شده  استفاده هدف[١١] تابع از ژنتیک و فاخته الگوریتم با
همان طور است. تعویضی مرتب سازی برنامه و مثلث برنامه برای آزمون داده خودکار تولید مسئله در ژنتیک الگوریتم به نسبت
میانگین گیری آن ها نتایج و اجراشده متلب نرم افزار در بار ده کدام هر فوق الگوریتم های بودن اکتشافی فرا دلیل به شد گفته که
الگوریتم دو هر موارد سایر در و دارد کمتری اجرای زمان فاخته الگوریتم است مشخص ١ جدول از که همان طور شده اند.
آزمون داده خودکار تولید در ژنتیک الگوریتم به نسبت فاخته الگوریتم عملکرد بهبود بیانگر نتایج کل در که کرده اند عمل یکسان

است.

متوالی) اجرای (ده فاخته و ژنتیک الگوریتم روش مقایسه :١ جدول

تعویضی مرتب سازی برنامه مثلث برنامه تکرار تعداد روش
(ثانیه) زمان هزینه تابع مسیر پوشش (ثانیه) زمان هزینه تابع مسیر پوشش

١١٫٨٣ ٠٫۶۶۶٧ ٪١٠٠ ٢١٫٧١ ٠٫٩٢۵٣ ٪٧٩٫٣١ ۵٠ ژنتیک الگوریتم
٩٫٣١ ٠٫۶۶۶٧ ٪١٠٠ ١۵٫٠٨ ٠٫٩١٨۵ ٪٧٩٫٣١ ۵٠ فاخته الگوریتم
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آینده کارهای و نتیجه گیری ۴

برای داده خودکار تولید در مهمی نقش نرم افزار آزمون ازآنجایی که و است نرم افزار تولید مرحله ی پرهزینه ترین نرم افزار آزمون
فاخته الگوریتم کمک با مقاله این در است. آزمون داده تولید نرم افزار، آزمون در مرحله مهم ترین دارد. را زمان و هزینه کاهش
داده خودکار تولید ارزیابی می باشد. کمتری اجرای زمان دارای ژنتیک الگوریتم به نسبت که کردیم ایجاد را آزمون داده مجموعه

می شود. پیشنهاد آینده کار عنوان به هستند بیشتری پیچیدگی دارای که برنامه هایی برای آزمون
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تصویری روش با فازی مختلط معادلات دستگاه حل

* آقائی سولماز
کامپیوتر علوم گروه ریاضی، دانشکده یزد، دانشگاه

موازی پردازش آزمایشگاه یزد، دانشگاه

فاضلی شاهزاده سیدابوالفضل
کامپیوتر علوم گروه ریاضی، دانشکده یزد، دانشگاه

موازی پردازش آزمایشگاه یزد، دانشگاه

چکیده

می مقاله این در هستند. فازی اعداد آن پارامترهای که است خطی معادلات دستگاه فازی، خطی معادلات دستگاه
گردد می ارائه عددی مثال آخر در نماییم. حل تصویری روش یک از استفاده با را فازی مختلط معادلات دستگاه خواهیم

گردد. می مقایسه دیگر تکراری روش یک با آمده بدست جواب و

تصویری روش فازی، خطی مختلط،دستگاه فازی،عدد عدد کلیدی: واژه های

مقدمه ١

مدل یک یافتن بنابر این دارد. مهندسی و اقتصاد سازی، بهینه مانند مسائلی در حیاتی بسیار نقش خطی معادلات دستگاه
برای یا و گرفتن نظر در ساده برای کلی طور به است. با اهمیت بسیار فازی خطی دستگاه حل برای عددی روند و ریاضی
است ممکن پارامترها واقعیت در اما است. شده گرفته غیرفازی عدد صورت به معمولا پارامترها یا متغیرها آسان، محاسبه
شده یافت تجربیات یا آزمایشات از برخی سوی از کلی طور به که باشند داشته متغیر مورد در نامشخص برآورد یا قطعی غیر

شوند. گرفته نظر در فازی عدد یک عنوان به است ممکن ها متغیر این بنابراین، اند.
دانشگاه استاد و تبار ایرانی دانشمند عسگرزاده، لطفی پروفسور توسط ١٩۶۵ سال در فازی اعداد مفهوم بار اولین برای

.[٢ شد[١، معرفی آمریکا برکلی
صورت به مقادیر فیزیکی، های کمیت از بسیاری و کوانتوم مکانیک در موج توابع آنالیز، مانند کاربردها از بسیاری در
عدد بار اولین برای شوند. می گرفته نظر در هستند نیز فازی اصل در که مختلط پارامترها،اعداد بنابراین هستند. مختلط

.[۴ گردید[٣، ارائه ١ باکلی توسط ١٩٨٩ سال در فازی مختلط

تعاریف ٢

گویند موهومی قسمت را دیگر عدد و حقیقی قسمت را عدد یک که است فازی عدد دو شامل مختلط فازی عدد .٢ . ١ تعریف
می شود: داده نمایش زیر صورت به که

z̃ = ã+ ib̃

که
*سخنران
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ã = (a(α), a(α)) , b̃ = (b(α), b(α)) ٠ ≤ α ≤ ١

بنابراین

z = a(α) + ib(α) , z = a(α) + ib(α)

کنیم: می فرض زیر صورت به را خطی معادلات از فازی مختلط دستگاه .٢ . ٢ تعریف
c̃١١x١ + c̃١٢x٢ + .................+ c̃١nxn = w̃١

c̃٢١x١ + c̃٢٢x٢ + .................+ c̃٢nxn = w̃٢

...

c̃n١x١ + c̃n٢x٢ + .................+ c̃nnxn = w̃n (١)

عناصر ی همه و است فازی ماتریس یک [C] که [C] {X} = {W} : با است برابر بالا معادلات با متناظر ماتریس
برای ولی است، نامشخص {X} و است فازی مختلط اعداد از ستونی بردار یک {W} و هستند فازی مختلط اعداد آن

است. فازی نیز {X} کامل، فازی دستگاه

wk = b̃k+id̃k , ١ ≤ k ≤ n که است فازی مختلط معادلات دستگاه ،[C] {X} = {W} خطی دستگاه .٢ . ٣ تعریف
نماییم: می بازنویسی زیر صورت به را دستگاه بنابراین

[C] {X} = B + iD

هستند. فازی بردارهای D = (dk) و B = (bk) که

است: زیر صورت به X = (x١, x٢, ..., xn) فازی مختلط [۵]بردار .۴ . ٢ تعریف

xj = (ej + ifj) ١ ≤ j ≤ n

دو است کافی [C] {X} = {W} دستگاه حل برای آنگاه ، F = (f١, f٢, ..., fn) و E = (e١, e٢, ..., en) اگر
نماییم: حل را زیر دستگاه

CE = B , CF = D

: است زیر پارامتری فرم به که

xj = (xjr, xjr) = (ejr + ifjr, ejr + ifjr) ١ ≤ j ≤ n , ٠ ≤ r ≤ ١

شود. می داده توضیح است گرفته قرار استفاده مورد معادلات دستگاه حل برای که تصویری روش ادامه در

٢GMRES روش

v١ = شروع بردار با و m بعد از کرایلف زیرفضای κm آن در که است، ι = κ و κ = κm روی تصویری روش این
b−Ax(m) ⊥ km شرط با m بعد از x(٠) + κm آفین ی صفحه از را x(m) تقریبی جواب که باشد، می r(٠)/∥r(٠)∥

آنگاه است، β =∥ r(٠) ∥٢ باشد. r(٠) = b−Ax(٠) و دلخواه اولیه بردار x(٠) اگر کند. می تعیین
٢Generalized Minimum Residual
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V T
mAVm = Hm , V T

m r(٠) = V T
m (βv١) = βe١

است: زیر صورت به تقریبی جواب بعدی m زیرفضای از استفاده با نتیجه در

x(m) = x(٠) + Vmy(m) , y(m) = minimum ∥ βe١ −Hmy ∥٢

است: زیر صورت به روش الگوریتم

GMRES الگوریتم

١. Compute r(٠) = b−Ax(٠) , β =∥ r(٠) ∥٢ and v١ = r(٠)/β.

٢. Define the (m+ ١)×m matrix H = (hij)١≤i≤m+١,١≤j≤m.

Set H = ٠.
٣. For j = ١, ٢, ...,m. Do :

۴. Compute wj = Avj .

۵. For i = ١, ٢, ..., j. Do :

۶. hij = (wj , vi).

٧. wj = wj − hijvi.

٨. End Do

٩. hj+١,j =∥ wj ∥٢ . If hj+١,j = ٠ , set m = j and go to ١٢.
١٠. vj+١ = wj⧸hj+١,١

١١. End Do

١٢.Compute y(m) the minimizer of ∥ βe١ −Hmy ∥٢ and x(m) = x(٠) + Vmy(m), where

e =
[
١, ٠, ..., ٠

]T
, β =∥ r٠ ∥ .

گیری نتیجه و عددی مثال ٣

بگیرید: نظر در را زیر ٢ × ٢ فازی مختلط دستگاه حال
x١ − x٢ = (r + i(١ + r), (٢ − r) + i(٣ − r))

x١ + ٣x٢ = ((۴ + r) + i(r − ۴), (٧ − ٢r) + i(−١ − ٢r))

نماییم: می حل GMRES روش با را زیر مختلط و حقیقی دستگاه دو دستگاه، حل برای
١ ٠ ٠ ١
١ ٣ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠
٠ ٠ ١ ١



e١
e٢
e١
e٢

 =


r

۴ + r
r − ٢
٢r − ٧

 (١)
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١ ٠ ٠ ١
١ ٣ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠
٠ ٠ ١ ١



f١
f٢
f١
f٢

 =


١ + r
r − ۴
r − ٣
٢r + ١

 (٢)

است: زیر صورت به سایدل - گاوس و GMRES روش دو همگرایی نمودار

سایدل گاوس- و GMRES روش مقایسه :١ شکل

است. سایدل - گاوس روش از بهتر GMRES روش از آمده بدست جواب شکل، به توجه با که
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دنباله ای جريان داده های در كاوش برای آماری روش يك

قاسم زاده محمد
یزد دانشگاه

قاسم زاده* حیدر
یزد دانشگاه

چکیده

بسیار تصميم «درخت به موسوم طبقه بندی درخت ايجاد برای هفدینگ حد بر مبتنی آماری روش يك مقاله اين در
اساس بر داده ها بخش بندی براي پيشنهادی معيار يك از روش اين در می گردد. ارائه دنباله  ای جريان داده های در سریع»
داده های اخير سال های در است. طبقه بندی خطای و هفدینگ حد تركيب بر مبتنی روش این می بریم. بهره صفات
این می آید. حساب به كامپيوتر علم و آماری انجمن های در افزايش به رو و مهم تحقيقاتی زمينه يك دنباله ای جريان
ايستا غير داده مولد فرآيند توسط نوعاً كه هستند داده ای نقاط از نامحدود بالقوه و مرتب دنباله های شكل به داده ها نوع
بلادرنگ صورت به و سريع خيلی بايد و می شوند تولید زمان جريان در و پيوسته طور به داده هايی چنين می شوند. ايجاد
دقت به رسیدن به منجر شده یاد روش بکارگیری که می دهند نشان آماری تحلیل های و آزمایشی نتایج شوند. پردازش

می گردد. بهتری هفدینگ حد همچنین و بالاتر

بخش بندی معيار ناخالصی، اندازه گيری سریع، بسیار تصميم درخت دنباله ای، جريان داده های کلیدی: واژه های

مقدمه ١

تحقیقاتی زمینه یک بنابراین هستند. رشد حال در سریع بسیار کردن تحلیل و تجزیه برای داده ها حجم اخیر، سال های در
مورد داده ها نوع این از دانش استخراج برای را الگوریتم ها و روش ها محققان آمد. وجود به جریانی داده های نام به جدید
تولید داده ای نقاط از نامحدود بالقوه و مرتب دنباله های شكل به دنباله ای جريان داده های .[٢] و می دهند[١] قرار بررسی
بسیار داده ها، عناصر از دنباله ای جریان صورت به باید تجزیه و تحلیل و گردند ذخیره نمی توانند داده ها تمام نتیجه در می شوند.
کار به نمی تواند داده کاوی استاندارد روش های عملیات، این انجام بنابراین بیفتد. اتفاق داده ها اسکن مرتبه یک با و سریع
گفته داده ساختار در تغییر یا داده توزیع در تغییر به مفهوم تغییر .[۴] و است[٣] مفهوم تغییر رویداد دیگر، مسئله شود. برده
روش يك مقاله، این در کنند. رسانی بروز تغییرات طبق بر را خودشان باید تجزیه و تحلیل مدل های صورت این در می شود.
خطای و هفدینگ حد ترکیب بر مبتنی سریع بسیار تصميم درخت اساس بر دنباله  ای جريان داده های طبقه بندی برای آماری
به رسیدن به منجر شده یاد روش بکارگیری که می دهند نشان آماری تحلیل های و آزمایشی نتایج می شود. پيشنهاد طبقه بندی

می گردد. بهتری هفدینگ حد همچنین و بالاتر دقت

هفدینگ حد ٢

کوتاه زمان و دسترسی يکبار فقط آموزشی نمونه هر به که است آن سریع بسیار تصميم گيری درخت های طراحی از هدف
بهترين اساس بر هستند عبور حال در گره یک از که دنباله ای جریان داده های بخش بندی گردد. صرف آن پردازش برای ثابتی
ورود با می شود. داده تشخیص داده ها نمونه از کوچک زيرمجموعه يک بر مبتنی گره هر در صفت بهترین می شود. انجام صفت
درخت ريشه صفت شدن تعيين از بعد می شوند. استفاده ريشه صفت بهترین انتخاب برای نمونه ها اولين نمونه ها، از جريانی
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برگ گره های در صفت بهترین انتخاب برای تا می شوند داده عبور مربوطه برگ های و پايين سمت به بعدی نمونه های تصمیم،
تا است نیاز گره هر در نمونه تعداد چه به که است این مسئله می شود. تکرار بازگشتی صورت به عمل اين شوند. استفاده
مقدار يک از روش این است. هفدینگ حد نام به آماری نتيجه يک از استفاده راه حل، یک شود. داده تشخیص صفت بهترین
ميزان موقع چه کند مشخص آستانه مقدار اين می گردد. مشخص کاربر توسط خروجی، در قبول مورد خطای ميزان برای آستانه
داده های اطلاعات اساس بر فقط (ϵ) خطا ميزان است. قبول مورد گره یک شاخه ها ايجاد برای داده ها بخش بندی خطای
نمونه ها بیشتری میزان به شود گرفته نظر در کمتر (ϵ+ ١) خطا میزان چقدر هر کلی، طور به می گردد. تعيين گره آن در موجود
نام با تصادفی متغير يک است. نیاز نمونه ها ذخیره سازی برای فضا بیشتری میزان به نسبت همان به و است نیاز گره آن در
برد این اطلاعاتی بهره یک برای و است ١ برد این احتمال در بگيريد(مثلا نظر در را است R برد و حقيقی مقادير دارای که r
ميانگين و شود انجام متغير اين از مستقل مشاهده n که کنيد فرض می باشد). داده ها نمونه کلاس تعداد c که است log c
حداقل ١-δ احتمال با مشاهده n اين از بعد متغير واقعی ميانگين که میدهد نشان هفدینگ حد باشد. r مشاهدات اين

می شود. محاسبه زیر شرح به ϵ که است r − ε برابر

R =

√
ln( ١

δ
)

٢n (١)

ابتکاری تابع G(Xi) کنيد فرض است. مشاهدات کننده تولید احتمالی توزیع از مستقل که دارد جالبی خصوصیت هفدینگ حد
انتخاب صفت بالا، احتمال با که است این هدف جينی). شاخص و اطلاعاتی بهره (مانند باشد آزمون صفات انتخاب برای
باشد. نمونه ها نامتناهی از استفاده با انتخابی صفت همان است) ممکن مقدار کوچکترین n (که نمونه n از استفاده با شده
دومين دارای صفت Xb که کنيد فرض همچنین باشد. نمونه n از بعد ارزيابی مقدار بالاترين دارای صفت Xa که کنيد فرض
حد مناسب يک با آنگاه است، برقرار ∆G = G(Xa)−G(Xb) >= ٠ و باشد نمونه n از بعد ارزيابی مقدار بالاترين
نمونه های و است صحیح انتخاب δ-١ احتمال با Xa باشد، ∆G > ϵ و شود مشاهده نمونه n اگر می کند ضمانت هفدینگ

می شوند[۴]. داده عبور جديد برگ های سمت به بعدی

طبقه بندی خطای اساس بر ناخالصی اندازه گیری ٣

کنید فرض همچنین باشد. s مجموعه در داده ها تعداد n(s) و باشد گره یک در داده ها مجموعه دهنده نشان s که کنید فرض
داده های بخش بندی برای i = ١, , D با i صفت انتخاب آنگاه باشد. s مجموعه از kام کلاس در داده های تعداد nk(s) که
کیفیت اندازه گیری تابع می شود. محاسبه g(s) ناخالصی اندازه گیری از q = ١, , D با Si

q نام به زیرمجموعه Q به s مجموعه
گردد:� بیان زیر صورت به می تواند بخش بندی

△gi (s) = g (s)−
∑Q

q=1

n(Siq)
n(s) g

(
Siq
)
(٢) .١

تابع هر می گردد. انتخاب صفت بهترین عنوان به باشد داشته فوق تابع از بخش بندی کیفیت مقدار بالاترین که صفتی
کند: رعایت را زیر شرط دو باید ناخالصی اندازه گیری

است. g(s)=٠ آنگاه ∃k٠ ∈ {١, . . . , k} nk٠ (s) = n (s) یعنی باشند کلاس یک در s مجموعه تمام اگر ·
∀k ∈ {١, . . . ,K} nk (s) = n (s) /k یعنی شوند بیان کلاس یک وسیله به s مجموعه داده های از مساوی تعداد اگر ·

دارد. ماکزیمم مقدار g(s) تابع آنگاه
الگوریتم (در جینی شاخص یا ( ID٣ الگوریتم (در اطلاعاتی بهره مانند ناخالصی اندازه گیری از شکل چندین علمی متون در
علمی متون در ندرت به که دارد وجود طبقه بندی خطای نام به دیگری ناخالصی اندازه گیری است. شده پیشنهاد ([٨]CARD
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می شود:� محاسبه زیر شکل به طبقه بندی خطای است. شده ذکر

g (s) = 1− max
k∈{١,...,K}

nk (s)

n (s)
(٣)

هفدینگ حد با سپس و می شود محاسبه (٣) ناخالصی اندازه گیری اساس بر بخش بندی کیفیت اندازه گیری معیار یک اکنون
می گردد. ترکیب

بخش بندی پیشنهادی معیار ۴

بخش بندی کیفیت اندازه گیری تابع در (٣) ناخالصی اندازه گیری بخش بندی، کیفیت اندازه گیری معیار یک آوردن دست به برای
می کنیم. جایگذاری (١)

△gi (s) = 1−maxk∈{١,...,K}
nk(s)
n(s) −

∑Q
q=1

n(Siq)
n(s) (1−maxk∈{١,...,K}

nk(Si
q)

n(Si
q)

) (۴)

مابین اختلاف فقط و است یکسان صفات تمام برای maxk∈{١,...,K}
nk(s)
n(s) که این به توجه با و ساده سازی از بعد

: [٣] داشت خواهیم بنابراین است، مهم بخش بندی کیفیت مقادیر

△gi (s) =

∑Q
q=1maxk∈{١,...,K} n

k
(
Si
q

)
n(s)

(۵)

(۵) بخش بندی کیفیت اندازه گیری تابع و (١) هفدینگ حد ترکیب با می کند. محاسبه را طبقه بندی دقت بهره فوق تابع
می گردد: پیشنهاد زیر نامعادله

△gi (s)−△gj (s) > R

√
ln(١

δ )

٢n
(۶)

تصمیم درخت ساخت می کنند.در مشخص را دقت بهره مقدار بالاترین دومین j صفت و دقت بهره مقدار بالاترین i صفت
بالایی سطوح ساخت یعنی دنباله ای جریان داده های در کاوش ابتدای در می شود. استفاده ترکیبی مدل از نیز سریع بسیار
اساس بر هفدینگ حد از درخت پایینی سطوح ساخت برای و می گردد استفاده پیشنهادی ترکیبی حد رابطه از تصمیم درخت
طبقه بندی بالاتر دقت هفدینگ تصمیم درخت به مقایسه در ترکیبی حد علاوه به ترکیبی مدل این می شود. استفاده جینی شاخص

می گردد. دنباله ای جریان داده های

نتایج تحلیل ۵

مجموعه اولین شده اند. گرفته UCI [٧] ماشین یادگیری مخزن از که می شود استفاده آزمایش برای واقعی داده ای مجموعه دو
است. عددی صفت ٣۴ و اسمی صفت هفت می باشد. صفت ۴١ و داده ۴٨٩٨۴٣١ شامل که است ٩٩ CUP KDD داده ای

شبکه ای، حمله اتصال کلاس دارد. تعلق عادی شبکه ای اتصال یا شبکه ای حمله اتصال کلاس دو از یکی به داده هر
شده محاسبه دقت میانگین : جدول١

داده ای مجموعه درخت دقت میانگین
هفدینگی تصمیم

ترکیبی حد تصمیم درخت دقت میانگین

CUP KDD
٩٩

٠٬٩۵۵۴ ٠٬٩۵٨١

Covertype ٠٬٠٣٣۴ ٠٬٠٣٨۴
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هفدینگ تصمیم درخت نسبت را بالاتری دقت ترکیبی حد اساس بر تصمیم درخت می شود مشاهده ١ جدول در که همچنان
تقریباً ترکیبی حد تصمیم درخت در دارد.

نتیجه ۶

پیشنهاد درخت گره های گسترش و داده ها بخش بندی برای طبقه بندی خطای اندازه گیری بر مبتنی ترکیبی معیار یک مقاله این در
صفت بهترین تقریباً که طوری به شود انتخاب گره، در فعلی داده های میان در صفت بهترین می شود موجب معیار این گردید.
به منجر ترکیبی روش بکارگیری که شد داده نشان آماری تحلیل های و آزمایشی نتایج براساس باشد. نیز داده ها کل میان در

می گردد. بهتر هفدینگ حد همچنین و بالاتر دقت به رسیدن
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نواک-بنگام دینامیکی سیستم های انشعاب آنالیز

لجمیری زینب
شهرکرد دانشگاه

سیر خوش رضا
شهرکرد دانشگاه

عزیزی* پریسا
شهرکرد دانشگاه

چکیده

گیرد. می قرار بررسی ١مورد نواک-بنگام زمان از مستقل بعدی پنج سیستم یک های انشعاب وجود مقاله این در
از هریک است. HIV ویروس هجوم مقابل در (CTL) بدن ایمنی سیستم پاسخ بررسی مدل نواک-بنگام سیستم
مورد مدل این در CTL پاسخ و ویروس، و آلوده های سلول با تعامل در سالم های سلول شدن بیمار در تاثیرگذار عوامل
سیستم عملکرد تاثیر لیو٢ معیار از استفاده با حدی های سیکل و هپف انشعاب نقطه بررسی با گیرد. می قرار بررسی
بررسی مورد انشعاب دیاگرام ی محاسبه و عددی های الگوریتم از استفاده با ایدز مرحله به رسیدن زمان تا را بدن ایمنی

دهیم. می قرار

لیو معیار حدی، های سیکل هپف، انشعاب کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

دینامیکی مدل معرفی و مقدمه ١

T لنفوسیت عفونی های ویروس است. شده شروع ١٩٩٠ سال از ریاضی های مدل از استفاده با ایمنی سیستم مطالعه
دینامیک مولفان، از بسیاری بنابراین دارند. بدن داخل در ایمنی واکنش مکانیزم در مهمی کاربردی نقش (CTL) سیتوتیکس
زیر بصورت بدن ایمنی سیستم برای ریاضی مدل یک بنگام و نواک . [۴ ،٣] اند داده قرار بررسی مورد را CTL ویروس

: [٢] اند کرده ارائه


ẋ = λ− dx− βxv,
ẏ = βxv − ay − syz + (r٢ + r۴)w,
v̇ = ky − uv
ż = (r + r١ + r٢)w − bz − syz,
ẇ = syz − rw,

(١)

r = r١ + r٢ + r٣ + r۴, c =
s(r١ + r٢)

r
, p =

s(r١ + r٣)

r
,

تعادل نقاط دارای سیستم این هستند. مثبت و حقیقی پارامترهای β ،λ ،r۴ ،r٣ ،r٢ ،r١ ، s ، b ، u ، a ، d ، k آن در که
است: زیر

*سخنران

Nowak-Bangham.١

Liu٢
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،R =
λβk

aud
شرایط تحت E١ = (x, y, v, z, w) = (λd , ٠, ٠, ٠, ٠)

،R ⪰ ١ شرایط تحت E٢ = (x, y, v, z, w) = (
au

βk
,
λβk − aud

aβk
,
λβk − aud

aβk
, ٠, ٠)

E٣ = (x, y, v, z, w) = (
λcu

cud+ bβk
,
b

c
,
bk

cu
,
١
p
(

cλβk

cud+ bβk
− a),

sb

rcp
(

cλβk

cud+ bβk
− a))

،R ⪰ R که بطوری R = ١+
bβk

cud
شرایط تحت

کنیم: می تعریف را زیر شرایط ،γ(ω) ، E٣ نقطه در (١) دستگاه ژاکوبین ماتریس دترمینان آوردن دست به با

γ(ω) = Φ(ω) + ψ(ω),

f(ω) = (ω + d+ vb)(ω + a)(ω + u)− βkx(ω + d),

g(ω) = ω(ω + r + b+ sy),

ψ(ω) = z(ω + d+ vb)(ω + u)(ω + b)(sω + pr),

f(ω) = ω٣ + ω٢(a+ u+ dR) + ωau(١+ dR
a+ u

au
− R

R
) + aud(R− R

R
),

g(ω) = ω٢ + ω(r + b(١+
s

c
),

ω =
a

p
(
R

R
− ١)sω۴ + ω٣pr + s(u+ b+ dR) + ω٢bpr + pru+ bus+ dR(pr + s(b+ u))

+ωbpru+ dR(bpr + pru+ bus) + bprudR,

f٠ = ١ ، f١ = a+ udR ، f٢(R) = au(١+ dR
a+ u

au
− R

R
) ، f٣(R) = aud(R− R

R
),

ψ٠(R) =
as

p
(
R

R
− ١) ، ψ١(R) =

a

p
(
R

R
− ١)(pr + s(u+ b+ dR)),

ψ٢(R) =
a

p
(
R

R
− ١)(bpr + pru+ bus+ dR(pr + s(b+ u))),

ψ٣(R) =
a

p
(
R

R
− ١)(bpru+ dR(bpr + pru+ bus)) ، ψ۴ = audrb(R−R),

γ١(R) = f١ + g١ + ψ٠(R) ، γ٢(R) = f٢(R) + f١g١ + ψ١(R),

γ٣(R) = f٣(R) + f٢(R)g١ + ψ٢(R) ، γ۴(R) = f٣(R)g١ + ψ٣(R) ، γ۵(R) = ψ۴(R),

باشد: برقرار زیر شرایط کنید فرض .١ . ١ قضیه

γ′۴ > ٠ and γ′٣ < ٠،γ١(ξ)γ۴(ξ)− γ۵(ξ) < ٠،
ξ = max{x ∈ R : γ١(x)γ٢(x)− γ٣(x) = ٠}،

است. هپف انشعاب نقطه یک دارای (١) سیستم آنگاه

عددی نتایج ٢

و همبعد-١ های انشعاب وجود ، β آزاد پارامتر و زمان به نسبت تعادل نقاط ناپایداری و پایداری بررسی به قسمت این در
پارامترهای ثابت مجموعه از استفاده با آن از شده منشعب حدی های سیکل و بحرانی زبر هپف انشعاب شامل همبعد-٢
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است: شده ارائه ٢ و ١ های شکل در عددی نتایج پردازیم، می [۶] پیوسته امتداد روش و زیر

b = ٠٫٣, r١ = ٠٫١, r٢ = ٠٫١, r٣ = ٠٫٣, r۴ = ٠٫١, s = ٢٫۵, λ = ١, β = ٠٫٣٣, a = ٠٫٢, u = ١,
d = ٠٫٢, R = ١٫۶۴٠, c = ٠٫٣, p = ١٫٢٢, (x, y, v, z, w) = (٠٫٠٢۴, ١, ٠٫١٩٩, ٠٫٠۴١, ٠٫٠۶),

β آزاد پارامتر به نسبت دستگاه مدار ناپایداری ٢-نمودار β آزاد پارامتر به نسبت دستگاه مدار پایداری ١-نمودار :١ شکل
زمان به نسبت دستگاه ناپایداری ۴-نمودار زمان به نسبت دستگاه پایداری ٣-نمودار

٣–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

نواک-بنگام دینامیکی سیستم های انشعاب آنالیز پوستر

٣٧٠



هپف انشعاب حدی های ٣-سیکل همبعد-٢، های انشعاب ٢-منحنی ، همبعد-١ های انشعاب ١-منحنی :٢ شکل
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پاسخ تابع با جمعیتی دینامیکی سیستم یک انشعاب نقاط و پایداری بررسی
هولینگ

سیر خوش رضا دکتر
شهرکرد دانشگاه

لجمیری* زینب
شهرکرد دانشگاه

چکیده
نوسانی تعادلی، های جمعیت وجود تعیین برای جمعیتی مدل یک دینامیکی و کیفی رفتار تحلیل به مقاله این
که فوق دینامیکی های پدیده پردازد. می حقیقی پارامتر چهار با غیرخطی زیستی دینامیکی سیستم یک جمعیتی وانفجار
از استفاده با را شوند، می حادث هموکلینیک وانشعاب حدی، های سیکل هپف، انشعاب پایدار، تعادل نقاط طریق از
تناوبی های جواب پایداری و هاپف انشعاب جهت کنم. می تعیین دینامیکی های تکنیک و عددی امتداد های الگوریتم
سیکل و انشعاب دیاگرام عددی، امتداد تکنیک از استفاده با شود. می تعیین نرمال فرم ضرایب محاسبه با انشعابی

گردند. می محاسبه نیز حدی های

نرمال) فرم ضرایب حدی، سیکل هموکلینیک، انشعاب هپف، (انشعاب کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

منابع نبود در انسانها زندگی نه و برود بین از محیط طبیعی تعادل نه که شود می باعث منابع از مداوم و بهینه ی استفاده
دو بین تعامل آن در که است شکارـشکارچی مدل شناسی، زیست در ریاضی های مدل ترین معمول از یکی گردد. دشوار
در هولینگ٢ توسط مدل این پاسخ تابع باشد. می لزلی١ سیستم ها مدل این از یکی گردد، می سازی مدل موجودات از گونه
جمعیتی های گونه تعادل)، (نقاط تعادلی های جمعیت وجود صورت در دهد می نشان که شد، معرفی شناسی حشره ی زمینه
افزایش ها گونه حدی)، های (سیکل نوسانی های جمعیت وجود صورت در مانند، می باقی سطح همان در همیشه برای
(انشعاب جمعیتی انفجار صورت در و شود نمی انقراض دچار و رود نمی بین از کامل طور به ایی گونه هیچ ولی دارند وکاهش
آستانه خط ماکسیمم از طعمه جمعیت بهتر، تدافعی حالت دادن نشان و مطلوب محیطی زیست شرایط اثر بر هموکلینیک)
سیستم .[٣] برسد تعادل آستانه خط به و یافته کاهش شرایطی تحت دوباره زمانیکه تا رود می فراتر خود متعادل جمعیت

x, y ∈ {(x, y) : x > ٠, y > ٠} ، δ, β, a > ٠ ، b > −
√
٢a آن: در که ،[١] است زیر صورت به بحث مورد ẋ = x(١− x)− x٢y

ax٢ + bx+ ١
ẏ = y(δ − βy

x
)

(١)

نقطه یک را (x∗, α∗) ∈ Rn × Rp نقطه x ∈ Rn, α ∈ Rp که ẋ = f(x, α) دینامیکی سیستم برای .١ . ١ تعریف
.[۴] f(x∗, α∗) = ٠ گاه هر نامیم تعادل

*سخنران

Leslie١

Holling٢
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منفی و مثبت حقیقی قسمت دارای Df(x∗, α∗) ماتریس ویژه مقادیر اگر گوییم، زینی را x∗ تعادل نقطه .١ . ٢ تعریف
.[۴] باشد داشته صفر ویژه مقدار Df(x∗, α∗) ماتریس اگر گوییم، تباهیده و باشد،

و A = (
δ

β
+ b− a)٢ + ٣a(b− ١) کنید فرض ([١]) .١ . ٣ لم

∆ = −۴A٣ + (٢٧a٢ + ٩a(١− b)(
δ

β
+ b− a)− ٢(

δ

β
+ b− a)٢(٣

است. E١ زینی غیر تعادل نقطه یک دارای (١) سیستم آنگاه ،∆ > اگر٠ ( a)
و ∆ = ٠ اگر (b)

است. E٢ زینی غیر منحصربفرد تعادل نقطه یک دارای (١) سیستم آنگاه A > ٠ (١b)
است. E٣ تباهیده منحصربفرد و مثبت تعادل نقطه یک دارای (١) سیستم آنگاه A = اگر٠ (b٢)

مثبت تعادل نقطه سه دارای (١) سیستم آنگاه ، −٢
√
a < b < ١ و

δ

β
≤ a− b−

√
٣a(١− b) و ∆ < ٠ اگر (c)

باشد. می زینی E٣ که است، E٣ و E٢ ،E١ متفاوت و

E١(x
∗, y∗) = (١−δ,

δ

β
(١−δ)) ، E٢ = (

βδ

βδ + (١− δ)٢
,

δ٢

βδ + (١− δ)٢
) ، E٣ = (

٣
١− b

,
δ

β

٣
١− b

)

اصلی نتایج ٢

می بررسی را کند می تغییر سیستم پارامترهای از پارامتر دو و یک وقتی آنها انشعاب و تعادل نقاط پایداری قسمت این در
پارامتر یک تغییر با را تعادل نقاط خم ،[٢] پیوسته عددی امتداد روش از استفاده با و تعادل نقطه یک از شروع با ابتدا کنیم.
پارامتر، دو تغییر و آمده بدست انشعاب نقطه یک از شروع با سپس کنیم، می تعیین را آن روی انشعاب نقاط کلیه و محاسبه
آزاد پارامتر عنوان به را δ = ٠٫۵ اگر آوریم. می بدست را آنها روی انشعاب متناظر نقاط و انشعاب مختلف عددی های خم
قرار y = ٠٫۵٨ و x = ٠٫٣٩ ،β = ٠٫٣٣٣٣٣٣ ،a = ١٠ ،b = −۵٫۵ مقادیر با و ثابت را متغیرها و پارامترها سایر و
دیاگرام و شود می محاسبه زیر شرح به است، بحرانی زیر هپف انشعاب شامل که تعادلی نقاط همبعدـ١ های انشعاب دهیم،

است: شده داده نشان (الف) قسمت ١ شکل در آن

label = LP, x = ( 0.499996 0.749994 0.499999 )
a=1.870593e+004
label = H , x = ( 0.499999 0.749999 0.499999 )
Neutral saddle
label = LP, x = ( 0.430074 0.641692 0.497349 )
a=-3.746749e+000
label = H , x = ( 0.400001 0.600001 0.499999 )
First Lyapunov coefficient = 6.765879e+000

همراه به حدی های سیکل از ای خانواده آغازین، نقطه عنوان به قبل مرحله در آمده دست به هاپف نقطه گرفتن نظر در با
( (ب)و(ج) قسمت ١ (شکل شده محاسبه زیر صورت به δ پارامتر دادن قرار آزاد با آنها نرمال فرم ضرایب

Limit point cycle (period = 2.809886e+001, parameter = 4.999981e-001)
Normal form coefficient = 3.787920e-002
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Limit point cycle (period = 2.809886e+001, parameter = 4.999981e-001)
Normal form coefficient = 8.346238e-001
Limit point cycle (period = 6.147957e+001, parameter = 5.010396e-001)
Normal form coefficient = -8.997390e-002
Limit point cycle (period = 1.782926e+002, parameter = 4.993615e-001)
Normal form coefficient = -4.197384e-001
Period Doubling (period = 2.532912e+002, parameter = 4.993615e-001)
Normal form coefficient = 4.818100e-006
Period Doubling (period = 2.882910e+002, parameter = 4.993615e-001)
Normal form coefficient = -2.827609e-007
Limit point cycle (period = 2.882918e+002, parameter = 4.993615e-001)
Normal form coefficient = -5.858022e-002
Period Doubling (period = 3.132908e+002, parameter = 4.993615e-001)
Normal form coefficient = -1.840599e-006
Period Doubling (period = 3.302995e+002, parameter = 4.993615e-001)
Normal form coefficient = 2.940100e-006

آید: می بدست زیر شرح به همبعدـ٢ های انشعاب β و δ پارامتر دو تغییر با

label = BT, x = ( 0.430074 0.641691 0.381976 0.569926 0.000000 )
(a,b)=(3.116163e-001, 5.367915e-001)
label = BT, x = ( 0.500000 0.750000 0.333333 0.500000 0.000000 )
(a,b)=(-1.849000e-001, -1.294300e+000)
label = BT, x = ( 0.660331 0.889152 -0.000000 -0.000000 -0.000000 )
(a,b)=(-2.129652e-009, 3.292908e+000)
label = BT, x = ( 0.338416 0.555137 -0.000000 -0.000000 -0.000000 )
(a,b)=(6.879794e-008, -1.274577e+001)

انشعاب این است، شده داده نشان هاپف انشعاب وجود ،١ شکل (الف) قسمت در همبعدـ١ های انشعاب ترسیم و محاسبه با
رفتار از تر بحث قابل و تر پیچیده نوسانی و تناوبی رفتار زیرا کند، می ایفا جمعیتی اکولوژی های مدل در را نقش ترین مهم
مغذی مواد مقدار که دهد می رخ زمانی هاپف انشعاب که این نیز و است تناوبی رفتار از تر پیچیده هم آشوبی رفتار و ثابت،
شکار های گونه در چرخه ی ادامه باعث این و میابد افزایش شکارچی برای دسترس در ی طعمه مقدار نتیجه در و شکار برای

.[٣] شود می طبیعت در شکارچی و
کند می ثابت اکولوژی دینامیک های مدل در است شده مشهود BT با که (Bogdanov-Takens همبعدـ٢( انشعاب وجود
جمعیت انفجار یک شاهد اغلب ها مدل این در باشد، داشته وجود باید BT از منشعب هموکلینیک و هاپف شبه انشعاب که

( ١ شکل (د) قسمت ) .[٣] شود می آشوب جذب به منجر که بود خواهیم هموکلینیک انشعاب نزدیکی در ناگهانی
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(ج) حالت، های متغیر صفحه در حدی های سیکل (ب) همبعدـ١، های انشعاب همراه به تعادل نقاط خم (الف) :١ شکل
همبعدـ٢ انشعاب نقاط همراه به انشعاب دیاگرام (د) تناوب، محور به نسبت حدی های سیکل
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هموکلینیک مدار حول موضعی پوانکاره تابع سازی ساده برای نمایی های بسط

کیاماری* نیلوفر
مدرس تربیت دانشگاه

چکیده

می آنها حول پوانکاره بازگشتی تابع درباره بحث هموکلینیک١، مدارهای انشعابات مطالعه برای معمول روش
مبدا همسایگی یک در پوانکاره موضعی تابع شود. می معرفی کلی و موضعی قسمت دو از ترکیبی صورت به که باشد
تابع درمورد اصلی مشکل اما شود. می تعریف قبلی همسایگی خارج در و هموکلینیک مدار امتداد در کلی تابع و
تابع از ای ساده صورت به رسیدن برای نمایی های بسط جالب بسیار روش مقاله این در است. موضعی پوانکاره
که آید می دست به موجود شرایط با نظر مورد دستگاه برای مناسب نرمال فرم یک شود. می داده شرح موضعی پوانکاره
در و ندارد نیاز ویژه مقادیر روی شرطی هیچ به روش این شود. می پیدا ساده امکان حد تا نمایی های بسط آن توسط
دارد. کاربرد ٣ شیب-چرخش و ٢ مدار-چرخش هموکلینیک های انشعاب شکافت در لورنز شبه های جاذب وجود اثبات

هموکلینیک مدار پوانکاره، تابع نمایی، های بسط کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

صورت به هموار پارامتری دو دیفرانسیل معادلات دستگاه
Ẋ = f(x, µ) (١)

تعادل ی نقطه یک نظر، مورد دستگاه کنیم می فرض گیریم. می نظر در µ = (µ١, µ٢) ∈ R٢ و x ∈ R٣ که را
بعد .Rf(u, µ) = f(Ru, µ) که است موجود R دیفیومورفیسم یعنی باشد، می نیز تقارن دارای و دارد مبدا در هذلولوی
λu و λss ،λs ی ویژه مقدار سه دارای ،Df(٠, ٠) کنیم می فرض همچنین گیریم. می نظر در یک R ثابت نقاط فضای

.α = −λss
λu

،β = − λs
λu

دهیم می قرار .λss < λs < ٠ < λu که باشد می
مدار یک هم Rγ تقارن دلیل به دارد. وجود مبدا در هموکلینیک مدار یک µ = ٠ برای که کنیم می فرض علاوه به

بود. خواهد دیگر هموکلینیک
مناسب متغیر تغییر یک و مبدا حول F تابع تیلور بسط به توجه با گیریم. می نظر در را x = (xu, xs, xss)مختصات

دیفرانسیل معادلات صورت به توان می را (١) دستگاه که شود می دیده سادگی به
xu = xu + Fu(xu, xs, xss, µ)
ẋs = −βxs + Fs(xu, xs, xss, µ)
˙xss = −αxss + Fss(xu, xs, xss, µ)

(٢)

*سخنران

١homoclinic orbit
٢orbit-flip
٣inclination-flip
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که نوشت

DiFj(٠, µ) = ٠, i = ٠, ١, j = u, s, ss

کنیم می فرض
R(xu, xs, xss) = (−xu, xs,−xss). (٣)

آن در که معادلاتی دستگاه با است ارز هم هموار صورت به (٣) تقارن با (٢)همراه دیفرانسیل معادلات دستگاه .١.١ گزاره

Fu = ٠,

Fs = O(|xu| |xss, xs| ),

Fss = O(|xu| |xss| ).

و هموکلینیک های انشعاب روی که هنگامی ۶٠ دهه در ۴ شلنیکوف کارهای در بار اولین نمایی های بسط نظریه
تعادل نقطه با های دستگاه شامل مختلط حالات برای نظریه این بعدها .[۵] و [۴] شد بیان کرد می مطالعه ۵ هتروکلینیک
استفاده با و بریم می کار به نظرمان مورد دستگاه مطالعه برای را نظریه این ادامه در شد. داده توسعه هذلولولوی غیر و هذلولوی

یابیم. می مبدا حول موضعی صورت به پوانکاره بازگشتی تابع برای مناسبی های فرمول آن از
زیر صورت به مبدا نزدیک x = (xu, xs, xss) مختصات در ١.١ گزاره اعمال از بعد Xµ برداری میدان کنید فرض

باشد. شده داده

Xµ(x) = xu
∂

∂xu
+ (−βxs + Fs(x;µ))

∂

∂xs
+ (−αxss + Fss(x;µ))

∂

∂xss
(۴)

کرد فرض توان می کلیت دادن دست از بدون بگیرید. نظر در ١ شکل مانند را Rγ و γ بر متقاطع صفحه ۴ حال

Σu = {(δ, xs, xss)||xs|, |xss| < δ},
Σss = {(xu, xs, δ)||xu|, |xs| < δ}

Σin = Σss ∪R(Σss),Σ
out = Σu ∪R(Σu) دهید قرار حال باشند. متقاطع صفحه ۴ این کننده بیان

شرایط با Xµ از جواب یک x(t, τ, ξs;µ) = (xu, xs, xss)(t, τ, ξs;µ) کنید فرض |ξs| < ١ و τ > ٠ برای
باشد. زیر اولیه

|xu(τ, τ, ξs;µ)| = ١, xs(٠, τ, ξs;µ) =, ξs, |xss(٠, τ, ξs;µ)| = ١. (۵)

صدق زیر شرایط در که دارد وجود R٣ در مبدا از Nδ(٠) همسایگی آنگاه بگیرید، درنظر را (۴) برداری میدان .٢.١ قضیه
کند. می

در که دارد وجود x : [٠, t٠] → R٣ و (τ, ξs) به وابسته t٠ > τ عدد ،|ξs| < δ و τ > ٠ که (τ, ξs) هر برای (a
کند. می صدق (۵) شرایط

است. (t, τ, ξs;µ) به نسبت C∞ رده از x(t; τ, ξs) = (xu, xs, xss)(t; τ, ξs) (b
۴L.P.Shilnikov
۵heteroclinic
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مبدا در دوتایی هموکلینیک ی حلقه بر متقاطع صفحات :١ شکل

شرایط با دیفرانسیل معادلات از جواب یکتایی و وجود قضیه اثبات در که است ۶ پیکارد ایده شبیه فوق قضیه اثبات
معادلات جوابهای یکتایی و وجود معادل شلنیکوف مساله جوابهای یکتایی و وجود حقیقت در .[٢] است رفته کار به اولیه

باشند. می زیر انتگرالی

xs(t) = e−βtξs +
t∫
٠
e−β(t−ζ)Fs(xu(ζ), xs(ζ), xss(ζ);µ)dζ,

xss(t) = e−αtxss(٠) +
t∫
٠
e−α(t−ζ)Fss(xu(ζ), xs(ζ), xss(ζ);µ)dζ

|Fs(xu, xs, xss;µ)|, |Fss(xu, xs, xss, µ)| ≤ Cδ لذا، .δ = ١ کرد، فرض توان می ٧ جدید مقیاس یک با
کند. می بیان xs(t, τ, ξs) و xss(t, τ, ξs) برای را هایی کران زیر لم است. C > ٠ که

که دارند وجود Ck مثبت های ثابت ،µ٠ نزدیک µهای و ٠ ≤ t ≤ τ و ،k ≥ ٠ برای .٣.١ لم

| ∂k

∂(t,ξs;µ)k
xs(t, τ, ξs;µ)| ≤ Cke

−βt,

| ∂k

∂(t,ξs;µ)k
xss(t, τ, ξs;µ)| ≤ Cke

−αt,

| ∂k

∂(t,ξs;µ)k
∂
∂τ xs(t, τ, ξs;µ)| ≤ Cke

−βt+(t−τ),

| ∂k

∂(t,ξs;µ)k
∂
∂τ xss(t, τ, ξs;µ)| ≤ Cke

−αt+(t−τ),

تابع هرگاه پذیرند می نمایی بسط یک x = (xu, xs, xss)(t, τ, ξs) جواب از (xs, xss) های مولفه گوییم .۴.١ تعریف
که باشند موجود σ > ٠ ثابت عدد و τ از مستقل φ = (φs, φss)(t, ξs) هموار

(xs(t, τ, ξs;µ)e
β(t−τ), xss(t, τ, ξs;µ)e

α(t−τ))

.τ → +∞ هرگاه باشند (φs, φss)(t, ξs) به همگرا eδ(t−τ) همگرایی نرخ با ξs و τ و t به نسبت مشتقات همه همراه به
توابع که گرفت نتیجه توان می ٣.١ لم به توجه با

zs = zs(u; τ, ξs) = xs(τ − u; τ, ξs)e
β(τ−u)

zss = zss(u; τ, ξs) = xss(τ − u; τ, ξs)e
α(τ−u)

هستند. کراندار ٠ ≤ u ≤ τ برای

علاوه موجودند. (u, ξs) از توابعی عنوان به z∞ss = lim
τ→∞

zss(u, τ, ξs) و z∞s = lim
τ→∞

zs(u, τ, ξs) حدود .۵.١ لم

داریم ٠ ≤ u ≤ τ و µ٠ به نزدیک µ برای که دارند وجود چنان σ > ٠ و Ck > ٠ های ثابت آن بر

۶Picard
٧rescaling
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| ∂k

∂(u,τ,ξs;µ)k
(zs(u, τ, ξs)− z∞s (u, ξs))| ≤ Cke

σ(u−τ),

| ∂k

∂(u,τ,ξs;µ)k
(zss(u, τ, ξs)− z∞ss (u, ξs))| ≤ Cke

σ(u−τ),

اصلی نتایج ٢

دهد. می نتیجه را زیر گزاره آن از قبل مباحث و فوق لم

نوشت توان می µ٠ نزدیک µ برای .١.٢ گزاره

xs(τ) = e−βτ (ϕs(ξs) + ψs(τ, ξs)),

xss(τ) = e−ατ (ϕss(ξs) + ψss(τ, ξs)).

که دارند وجود δ > ٠ و Ck+l > ٠ آن بر علاوه هستند. هموار توابعی ϕs و ϕss، ψs، ψss که

| ∂k+l

∂(τ)k∂(ξs,µ)l
ψs| ≤ Ck+le

−τ(σ−k),

| ∂k+l

∂(τ)k∂(ξs,µ)l
ψss| ≤ Ck+le

−τ(σ−k).

کنیم می معرفی زیر صورت به را پوانکاره موضعی نگاشت اکنون

Πloc : Σ
in −→ Σout

و xin = (xinu , x
in
s ) با ترتیب به Σout و Σin روی مختصات کنید فرض حال .Πloc = (Πs

loc,Π
s
locs) نویسیم می

از نقطه یک که باشد برای لازم زمان Πloc τ = −log|xinu | کنید فرض شود. می داده نمایش xout = (xouts , xss
out)

داریم شده گفته نرمال فرمهای به توجه با لذا رسد. می Σout به Σin

xouts = |xinu |β(xins + |xinu |wsϕs(x
in
u , x

in
s ;µ)),

xoutss = |xinu |α(±١+ |xinu |wssϕss(x
in
u , x

in
s ;µ)).

(xinu , x
in
s ;µ) از هموار توابعی ϕss و ϕs همچنین باشند. می وابسته β و α به که هستند مثبتی های ثابت wss و ws که

باشند. می
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خطی نیم بیضوی معادلات مثبت جوابهای چندگانگی در وزن تابع تاثیر

محسنی راحله
بابل شهرستان پرورش و آموزش

چکیده

نقاط شامل که خطی نیم بیضوی معادلات مثبت جوابهای گانگی چند در را وزن توابع تاثیر داریم قصد مقاله این در
برای مثبت جواب k + ١ حداقل کنیم می ثابت بزرگ های λ برای دهیم. قرار بررسی مورد باشند می RN در بحرانی

کنیم. می استفاده نهاری خمینه روش از ها جواب این وجود اثبات برای دارد. وجود خطی نیم بیضوی معادلات

بحرانی نقاط ، خطی نیم بیضوی معادلات نهاری، خمینه ، اسمایل پالایس کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 35J20; 35J25, 35J65.

مقدمه ١

خطی نیم بیضوی معادلات مثبت جوابهای تعداد در را b(z) و a(z) وزنی ضریب تاثیر خواهیم می معادله فرضیات به توجه با
مثبت جواب k+١ حداقل بزرگ های λ برای دهیم. قرار بررسی مورد باشند می RN در خطی غیر مقعر و محدب شامل که

دارد. وجود خطی نیم بیضوی معادلات برای
گیریم: می نظر در زیر صورت به را خطی نیم بیضوی }معادلات

−∆v + b(z)v = a(z)vp−١ + λh(z)vq−١ in RN ;

ν ∈ H١(RN ), (E − ١)

.N ≥ برای٣ ١ ≤ q < ٢ < p < ٢∗ =
٢N
N − ٢

آن در که
: کنند می صدق زیر شرایط در که (E − ١) معادله

λ > ٠ (الف)
. lim
|z|→∞

a(z) = a∞ > ٠ و باشند می ماکزیمم نقاط دارای و پیوسته توابع h(z) و a(z) (ب)

. باشد می کراندار و پیوسته تابع یک b(z) (پ)
داریم ١ ≤ i ≤ k برای بطوریکه دارند وجود RN در a١, a٢, ..., ak نقطه k (ج)

.a∞ < amax و a(ai) = amax = max
z∈RN

a(z)

.h 	 ٠ و h ∈ L
p

p−q (RN) ∩ L∞(RN) (چ)
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: کنیم می فرض سپس

S = sup ∥ u ∥LP

u ∈ H١(RN)

∥ u ∥H= ١

فرم به H١(RN ) در را ∥ u ∥H و ∥ u ∥b نرم همچنین

∥ u ∥٢H=

∫
RN

(| ∇u |٢ +u٢)dz و ∥ u ∥٢b=
∫
RN

(| ∇u |٢ +b(z)u٢)dz

کنیم. می تعریف
معادل ∥ u ∥H و ∥ u ∥b بنابراین ∥ u ∥H≤∥ u ∥b≤ d ∥ u ∥H آنگاه d = max{١, b(z)} کنیم می فرض

.u+ = max{u, ٠} ≥ ٠ همچنین و یکدیگرند

. کنیم می تعریف γmax = (
١
٢
− ١
p
)(a

١
p
maxS)

٢p
p−٢ > ٠ .١.١ تعریف

کنیم: می زیرمحاسبه صورت به را (E − ١) انرژی تابعک

.Jλ(u) =
١
٢
∥ u ∥٢H −١

p

∫
RN
a(z)up+dz −

١
q

∫
RN
λh(z)uq+dz

: کنیم می تعریف زیر شرایط با را اسمایل پالایس دنباله ابتدا .٢.١ تعریف
و J(un) = β + on(١) هرگاه نامیم می H١(RN) در (PS)β دنباله یک را {un} دنباله β ∈ R ازای به - الف

(.H١(RN) دوگان H−١(RN) ) . باشد H−١(RN) در قوی همگرای n→ ∞ جا هر و بوده J ′(un) = on(١)
. کند می صدق (PS)β تابعک شرط در J تابع ، باشد همگرا دنباله زیر شامل H١(RN) در (PS)β دنباله هر اگر - ب

گیریم: نظرمی در زیر صورت به را نهاری خمینه ما بنابراین ، نیست کراندار پایین از Jλ است ذکر به لازم .٣.١ ملاحظه

Mλ = {u ∈ H١(RN)|u+ ̸≡ ٠⟨J ′
λ(u), u⟩ = ٠};

و

.⟨J ′
λ(u), u⟩ =∥ u ∥٢H −

∫
RN
a(z)up+dz −

∫
RN

Λh(z)uq+dz

٢–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

خطي نيم بيضوي معادلات مثبت جوابهاي چندگانگي در وزن تابع تاثير پوستر

٣٨١



. است (E − ١) معادله منفی نا جوابهای همه Mλشامل .۴.١ ملاحظه

.ψλ(u) = ⟨J ′
λ(u), u⟩ کنیم می تعریف .۵.١ تعریف

. کنیم می −Mتقسیم
λ +Mو

λ به Mλرا ترانتلو[٣] ی نهار خمینه روش بکارگیری با
بنابراین

M+
λ = {u ∈Mλ|(٢− q) ∥ u ∥٢H −(p− q)

∫
RN
a(z)up+dz > ٠};

M٠
λ = {u ∈Mλ|(٢− q) ∥ u ∥٢H −(p− q)

∫
RN
a(z)up+dz = ٠};

M−
λ = {u ∈Mλ|(٢− q) ∥ u ∥٢H −(p− q)

∫
RN
a(z)up+dz < ٠}.

بالا فرضیات به توجه با همچنین

Λ = (p− ٢)(
٢− q

amax
)
٢−q
p−٢

[
(p− q)S٢

] q−p
p−٢ ∥ h ∥−١

#

. گیریم می نظر در

.M٠
λ = ∅ آنگاه ٠ < λ < Λ اگر .۶.١ لم

.αλ = inf
u∈Mλ

Jλ(u); α+
λ = inf

u∈M+
λ

Jλ(u); α−
λ = inf

u∈M−
λ

Jλ(u) کنیم می تعریف .٧.١ تعریف

Jλ (RN)H١برای در (PS)β دنباله یک {un} اگر ٠ < λ < Λ و کند صدق ب شرط در h که کنیم فرض .٨.١ قضیه
و است H−١(RN) در J ′

λ(u) = ٠ آنگاه باشد H١(RN) در ضعیف همگرای un ⇀ u و
.Jλ(u) > −C٠λ

٢
٢−q > −C ′

٠

،C٠ = (٢− q) [(p− q) ∥ h ∥# Sq]
٢

٢−q �
[
٢pq(p− ٢)

q
٢−q

]
. C ′

٠ =
[
(p− ٢)(٢− q)

p
p−٢

]
�{٢pq [amax(p− q)]

٢
p−٢ S

٢p
p−٢ }

شود. می داده ارجاع [١] مرجع به اثبات.

در (E − ١) معادله از u٠ پایه حالت مثبت عدد یک حداقل آنگاه ٠ < λ < Λ اگر (چ)، و (ب) برقراری با .٩.١ قضیه

.Jλ(u٠) = αλ = α+
λ ≥ −C٠λ

٢
٢−q و u٠ ∈M+

λ داردبطوریکه وجود RN

شود. می داده ارجاع [٢] مرجع به اثبات.
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اصلی نتایج ٢

و a(ai) = amax همچنین و BN
ρ٠(a

i) ∩ BN
ρ٠(a

j) = ∅ باشیم داشته ١ < i ̸= j ≤ k برای کنیم می فرض
بنابراین ٠ ≤ ρ٠ < ١ و k = {ai | ١ ≤ i ≤ k} طرفی از . BN

ρ٠(a
i) = {z ∈ R || z − ai |≤ ρ٠}

. ∪k
i=١ B

N
ρ٠(a

i) ⊂ BN
r٠ (٠) شود می نتیجه r٠ > ٠ برای و K ρ٠

٢
= ∪k

i=١B
N
ρ٠
٢
(ai)

کنیم: می تعریف زیر صورت به را Qλ : H١(RN) \ {٠} → RN تابع .١.٢ تعریف

Qλ(u) =

∫
RN
χ(εz) | u |p dz∫
RN

| u |p dz

.χ(z) =
r٠z

| z |
،| z |< r٠ برای و χ(z) = z ،| z |< r٠ برای و χ(z) = z ،| z |≤ r٠ برای کنیم می تعریف و

دارد وجود Λ∗ > ٠ مثبت عدد یک آنگاه باشد عدد یک δ٠ و Jλ(u) ≤ γmax +
δ٠
٢

و u ∈ M−
λ اگر .٢.٢ قضیه

.Qλ(u) ∈ K ρ٠
٢
داریم ٠ < λ < Λ∗ هر برای بطوریکه

شود. می داده ارجاع [٢] مرجع به اثبات.

دارد. وجود J برای H١(RN) در (PS)β دنباله یک ١ ≤ i ≤ k هر برای .٣.٢ قضیه

شود. می داده ارجاع [٢] مرجع به اثبات.

جواب k + ١ ،(E − ١) معادله بطوریکه دارد وجود λ∗ = ε−٢ مثبت عدد یک مساله فرضیات به توجه با .۴.٢ قضیه
دارد. RN در مثبت

شود. می داده ارجاع [٢] مرجع به اثبات.
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اپیدمیولوژیک اکو دینامیکی سیستم یک های انشعاب تحلیل

سیر خوش رضا دکتر
شهرکرد دانشگاه

* لجمیری زینب
شهرکرد دانشگاه

چکیده
یک در بیماری رفتن بین از یا تداوم تعیین برای اپیدمیولوژی اکو زیستی مدل یک های انشعاب تحلیل به مقاله این
بیماری امواج گسترش جمعیت، اندازه در تغییر پردازد. می است، شده گرفته نظر در شکار عنوان به که جمعیتی ی گونه
زیستی دینامیکی سیستم این کیفی رفتار تحلیل و تجزیه طریق از را آلوده های گونه کلی رفتار و بیماری تداوم گیر، همه
از استفاده با نرمال، فرم ضرایب و آن از منشعب حدی های سیکل و هپف انشعاب ی محاسبه ی وسیله به پیوسته،

کنم. می تعیین پیوسته امتداد روش و عددی های الگوریتم

نرمال) فرم ضریب حدی، سیکل هپف، (انشعاب کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

یک حقیقت در شود. می نامیده اپیدمیولوژی اکو اپیدمیولوژی، پارامترهای گرفتن نظر در با اکولوژیکی های سیستم ی مطالعه
مدل، این دینامیکی رفتار تحلیل گیرد. می نظر در را ها گونه جمعیت بر بیماری انتقال قابلیت تاثیر که است اکولوژی از شاخه
تضمین منظور به دارد وجود جمعیتی ی گونه چند یا دو بین تعامل آن در که اکوسیستم یک در بیماری تاثیر ی مطالعه جهت
گونه میر و مرگ در عفونت نقش روی بر مدل این اصلی هدف است. شده گسترده دینامیکی سیستم این مدت طولانی بقای
به ٢٠١١ سال در موکوپدیا٢ و باتاچاریا١ توسط زمان از مستقل سیستم این است. شده متمرکز مثل تولید نرخ کاهش و ها،

است. µ ،σ ،α ،β ،γ ،p ،q ،h ،m ،d ،K ،r حقیقی پارامترهای دارای که ،[١] است شده معرفی زیر صورت
Ṡ = rS(١− S + I

K
)− βIpSq − dS + γI

İ = βIpSq − dI − γI − mPI٢

I٢ + h٢

Ṗ =
αPI٢

I٢ + h٢ − µP − σP ٢

(١)

Î =
(r − ١)KŜ − rŜ

rŜ +Kd
آن در که است E٢ = (S∗, I∗, P ∗) و E١ = (Ŝ, Î, ٠) تعادل نقطه دو دارای سیستم این

و S∗ =

√
b٢ − ۴ac
٢a

و کند می صدق βŜ٢q−١(rK−rŜ−KD)q−١ = (d+γ)(rŜ+Kd)q−١ رابطه در Ŝ و

.c =
mKI∗٢

σ(I∗٢ + h٢)
(

αI∗٢

I∗٢ + h٢ −µ) و b = (rI∗+Kd−rK) و a = r بطوریکه P ∗ =
١
σ
(

αI∗٢

I∗٢ + h٢ )−µ

*سخنران

Bhattacharyya١

Mukhopadhyay٢
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محض مختلط مزدوج ویژه مقدار جفت یک که دهد می رخ زمانی هپف انشعاب دینامیکی سیستم یک در .١ . ١ تعریف
.[٣ ،٢] باشد آمده دست به تعادل نقطه در سیستم یک سازی خطی از که باشیم داشته ژاکوبی ماتریس از حاصل

اصلی نتایج ٢

و همبعد-١ های انشعاب ،h پارامتر تغییر و زمان به نسبت تعادل نقاط ناپایداری و پایداری بررسی به قسمت این در
پردازیم. می آن از منشعب حدی های سیکل و بحرانی زبر هپف انشعاب شامل نقاط، این همسایگی در داده رخ همبعد-٢
پایداری ،[۴] پیوسته عددی امتداد تکنیک از استفاده با و تعادل نقاط همسایگی در اولیه نقطه یک مختصات از شروع با ابتدا
ارائه و محاسبه را است مشاهده قابل ١ شکل در نیز آن همگرایی و است شده هپف انشعاب دادن رخ باعث که ناپایداری و
و انشعاب، پارامتر عنوان به h پارامتر دادن قرار آزاد با همبعد-١ های انشعاب همراه به تعادل نقاط خم آن از پس و کرده
همبعد-٢ های انشعاب خم q مقدار تغییر نیز و h پارامتر دادن قرار آزاد و همبعد-١ های انشعاب منحنی امتداد با سپس

کنیم: می اولیه دهی مقدار زیر صورت به را سیستم های پارامتر است. شده ارائه ،٢ شکل در که کرده محاسبه را
S = 50 , P = 9 , I = 45 , r = 1.5 , k = 50 , p = 0.5 , q = 0.5 , d = 0.003 , γ = 0.5 , α = 0.9

µ = 0.001 , σ = 0.1 , h = 1.5 , β = 0.4

نقطه ی دهنده نشان که منفی لیاپانف ضریب اولین با بحرانی زبر هپف انشعاب دو شامل همبعدـ١ های انشعاب ی محاسبه
: است پایدار حدی سیکل یک توسط شده احاطه ناپایدار تعادل ی

label = H , x = ( 19.634058 44.932285 8.944574 3.200297)
First Lyapunov coefficient = -8.984564e-005
label = LP, x = ( 53.051951 27.941383 8.821651 3.857736 )
a=8.148534e-003
label = BP, x = ( 99.296567 0.028062 0.000000 0.841401 )
label = H , x = ( 2.248914 37.438925 8.977718 1.384012 )
First Lyapunov coefficient = -2.177513e-003

سیکل این بودن پایدار ی دهنده نشان که منفی نرمال فرم ضریب با هپف نقطه از شده منشعب حدی های سیکل انشعاب
است: تناوبی های جواب در انشعاب دادن رخ از پس حدی

Limit point cycle (period = 1.843959e+001, parameter = 3.200296e+000)
Normal form coefficient = -3.047089e-001

محاسبه زیر شرح به شوند می حادث q و h مقدار دو تغییر با و هپف، انشعاب منحنی امتداد در که ـ٢ همبعد های انشعاب
است: شده

label = GH, x = ( 43.096513 21.939708 8.589680 0.656710 4.733619 0.172742 )
l2=1.440208e-007
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label = BT, x = ( 50.875372 19.425565 8.484554 0.746984 4.738498 0.000000 )
(a,b)=(7.956851e-003, -6.009868e-003)
label = ZH, x = ( 0.000002 0.000054 0.000334 0.547175 0.001600 0.000137 )
Neutral saddle
label = GH, x = ( 4.188405 7.809683 8.246432 1.119915 2.343677 1.0511789 )
l2=3.018755e-007

وقوع از قبل تعادل نقطه پایداری و همگرایی (ب) ، هپف انشعاب وقوع آن از پس و تعادل نقطه واگرایی (الف) :١ شکل
زمان. به نسبت تعادل نقطه ناپایداری و پایداری (ج) هپف، انشعاب

٣–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

اپیدمیولوژی اکو دینامیکی سیستم یک های انشعاب تحلیل پوستر

٣٨۶



به نسبت حدی های سیکل (ج) هپف، نقطه از منشعب حدی های سیکل (ب) همبعد-١، های انشعاب (الف) :٢ شکل
همبعد-٢. های انشعاب (د) تناوب، محور
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لژاندر موجک با کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل

* استکی راضیه
شهرکرد دانشگاه کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی دانشجوی

احمدی محمدرضا
شهرکرد دانشگاه علمی هیات عضو

سعیدی اله حجت
شهرکرد دانشگاه کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی التحصیل فارغ

چکیده

کسری دیفرانسیل معادلات حل منظور به لژاندر موجک پایه�های از متشکل عملیاتی ماتریس روش مقاله این در
تبدیل جبری معادلات از سیستمی به را اولیه شرایط با معادلات می�توانیم ماتریس این کمک به است. گردیده مطرح
عملیاتی روش مزیت�های از ریاضی افزارهایی نرم با دستگاه حل و جبری معادلات به معادلات از سیستمی تبدیل کنیم،

است. همگرایی بالا سرعت روش این مزیت بزرگ�ترین است. لژاندر موجک

لژاندر موجک هم�مکانی، روش کسری، دیفرانسیل معادلات عملیاتی، ماتریس کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

پدیده�های از بسیاری به مربوط شده مدل مسئله و است دلخواه مرتبه با انتگرال از جدیدی مفهوم کسری انتگرال عملگر
و کسری مرتبه از نسبی مشتقات با دیفرانسیل معادلات نوع از دینامیکی سیستم�های و رباتیک کنترل اخترشناسی، فیزیک،

است. کسری مرتبه از معمولی دیفرانسیل معادلات

:[١] می�کنیم تعریف زیر صورت به را لژاندر مقیاس تابع .١.١ تعریف

ϕ(t) =


√
m+

١
٢
Pm(٢t− ١), − ١ ≤ t ≤ ١,

٠, اینصورت غیر در

است. m مرتبه لژاندر چندجمله�ای Pm(t)

پارامتر b و تجانس پارامتر a اگر می�نامیم. موجک را ψ(t) مادر موجک تابع انتقال�های و تجانس�ها از متشکل خانواده
:[٢] می�کنیم تعریف زیر صورت به را موجک گاه آن باشد، انتقال

ψa,b(t) =| a |
−١
٢ ψ(

t− b

a
), a, b ∈ R, a ̸= ٠.

داریم: آن�گاه a = a−k
٠ , b = nb٠a

−k
٠ , a٠ > ١, b٠ > ١, n, k ∈ N اگر

*سخنران
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ψk,n(t) =| a٠ |
k

٢ ψ(ak٠t− nb٠),

b٠ = ١ و a٠ = ٢ اگر مشخص، طور به می�دهد. L٢(R) فضای برای متعامد پایه�های تشکیل ψk,n(t) بالا رابطه در
ψn,m(t) = لژاندر موجک می�کنیم مشاهده که طور همان می�دهد. یکه متعامد پایه�های تشکیل ψk,n(t) آن�گاه باشد
لژاندر ای جمله چند مرتبه m و n = ١, ٢, ٣, ..., ٢k−١ و n′

= ٢n− ١ که است پارامتر چهار شامل ψ(k, n′
,m, t)

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را [٠, ١) بازه روی لژاندر موجک تابع است.

ψnm(t) =


√
m+

١
٢
٢
k

٢Pm(٢kt− n
′
),

n
′ − ١
٢k

≤ t ≤ n
′
+ ١
٢k

,

٠, اینصورت غیر در
(١)

m = ٠, ١, ...,M − ١, n = ١, ٢, ..., ٢k−١.

جمله�ای�های چند که است ذکر به لازم است. مثبت ثابت صحیح عدد M و موجک نرمال�سازی ضریب
√
m+

١
٢

می�کنند: صدق زیر بازگشتی رابطه در و هستند متعامد [−١, ١] بازه روی w(t) = ١ وزن تابع به نسبت لژاندر

P٠(t) = ١, P١(t) = t, Pm+١(t) =
٢m+ ١
m+ ١

tPm(t)− m

m+ ١
Pm−١, m ∈ N.

.[٣] می�دهد L٠])٢, ١]) فضای برای یکه متعامد پایه�های تشکیل ψnm(t) مجموعه بنابراین

:[۴] بگیرید نظر در را زیر اولیه شرایط با دیفرانسیل معادله .٢.١ مثال

D٢u(t) + sin(t)D

١
٢
∗ u(t) + tu(t) = f(t), t ∈ [٠, ١],

u(٠) = u
′
(٠) = ٠, (٢)

f(t) = t٩ − t٨ + ۵۶t۶ − ۴٢t۵ +
sin(t)√

π
(
٣٢٧۶٨
۶۴٣۵

t

١۵
٢ − ٢٠۴٨

۴٢٩
t

١٣
٢ )

است. u(t) = t٨ − t٧ معادله این دقیق جواب

است: زیر شکل به معادله گسسته فرم حل.

CTH + CTF

٢
٣HA+ CTF ٢HB = fTH

می�توانیم جبری معادلات دستگاه حل با کنیم. تبدیل جبری معادلات از سیستمی به را ٢ دیفرانسیل معادله می�توانیم پس
می�زنیم. تقریب را u(t) تابع u(t) = CTF ٢Hm(t) رابطه از استفاده با سپس بیاوریم. دست به را CT بردار
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فرمول�ها محاسبه ٢

صورت به لژاندر موجک روش مجهول ضرایب و لژاندر پایه�های معلوم، تابع به�ترتیب را cnm و ψnm(t) ،u(t) توابع ابتدا در
می�گیریم: نظر در زیر

u(t) =
٢k−١∑
n=١

M−١∑
m=٠

cnmψnm(t), (٣)

cnm =

∫ ١

٠
f(t)ψnm(t)dt. (۴)

صورت به می�توانیم Ψ(t)را = [ψ١٠(t), ψ١١(t), ..., ψ١M−١(t), ..., ψ٢k−١٠(t), ..., ψ٢k−١M−١(t)]
T انتگرال

بزنیم: تقریب ∫زیر t

٠
Ψ(s)ds ∼= FΨ(t)

ماتریسی F که است ذکر به لازم می�شود. نامیده لژاندر موجک کسری مرتبه انتگرال عملیاتی ماتریس F آن در که
:[٢] می�دهیم نمایش زیر صورت به را آن و است ٢k−١M × ٢k−١M

F =
١
٢k



L P ... P
٠ L ... P
. . .
. . .
. . .
٠ ٠ ... L


هستند: زیر شکل Mبه ماتریس�هایی P و L

L =



١
√
٣
٣

٠ ... ٠ ٠
−
√
٣

٣
٠

√
٣

٣
√
۵

٠ ... ٠

٠
−
√
۵

۵
√
٣

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .
−
√
٢M − ٣

(٢M − ٣)
√
٢M − ۵

...

√
٢M − ٣

(٢M − ٣)
√
٢M − ١

٠ ... ٠
−
√
٢M − ١

(٢M − ١)
√
٢M − ٣

٠
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P =



٢ ٠ ... ٠
٠ ٠ ... ٠
. . .
. . .
. . .
٠ ٠ ... ٠



نتیجه�گیری ٣

میزان عملیاتی ماتریس بعد افزایش و هم�مکانی نقاط تعداد افزایش با شده�است، داده نشان ٢ و ١ شکل�های در که همان�طور
که است جبری معادلات از سیستمی به دیفرانسیل معادله تبدیل روش این مزیت بزرگ�ترین می�یابد. کاهش روش این خطای

است. دیگر روش�های با مقایسه در محاسبات راحتی موجب

ازاء به لژاندر روش خطا تابع (ب)
nm = ١۶

nm = ازاء به لژاندر روش خطا تابع (آ)
٨

nm مختلف مقادیر ازاء به خطا مقایسه :١ شکل
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هار موجک با کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل

* استکی راضیه
شهرکرد دانشگاه کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی دانشجوی

سعیدی اله حجت
شهرکرد دانشگاه کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی التحصیل فارغ

چکیده

مطرح کسری دیفرانسیل معادلات حل منظور به هار موجک پایه�های از متشکل عملیاتی ماتریس روش مقاله این در
آورده�ایم. دست به پالس بلاک توابع از استفاده بدون را هار موجک کسری مرتبه انتگرال عملیاتی ماتریس است. گردیده
از سیستمی تبدیل کنیم، تبدیل جبری معادلات از سیستمی به را اولیه شرایط با معادلات می�توانیم ماتریس این کمک به
است. هار موجک عملیاتی روش مزیت بزرگترین ریاضی افزارهای نرم با دستگاه حل و جبری معادلات به معادلات

هار موجک هم�مکانی، روش کسری، دیفرانسیل معادلات عملیاتی، ماتریس کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

تنیدن برای متعامد پایه�هایی و است موجک نوع ساده�ترین هار کرد. اشاره موجک به که بود کسی اولین هار ١٩٠٩ سال در
توابع مجموعه است. مشتق�ناپذیر نتیجه در و نیست پیوسته که است این در موجک این مشکل می�دهد ارائه محاسبه فضای
L٢ [٠, ١] هیلبرت فضای در توابع این است. -١ ،٠ ،١ مقادیر با مربعی موج�های از مجموعه یک [٠, ١) بازه روی هار
یعنی تابع دومین می�شود. نامیده مقیاس تابع h٠(t) یعنی هار توابع از تابع اولین می�دهند. تشکیل کامل متعامد سیستم یک
مادر موجک را h١(t) این�رو از می�آیند، دست به h١(t) روی اتساع و انتقال از توابع سایر است، پایه مربعی موج h١(t)

می�نامند. نیز ١

می�شوند: تعریف زیر صورت به [٠, ١) بازه روی هار توابع کلی طور به .١.١ تعریف

hn(t) = h٢)١jt− k), n = ٢j + k, ٠ ≤ k < ٢j , j ≥ ٠, (١)

طوری�که به

h٠(t) = ١, ٠ ≤ t < ١

*سخنران

١Mother wavelet
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h١(t) =


١, ٠ ≤ t <

١
٢
,

−١,
١
٢
≤ t < ١.

است. هار پایه�های با کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای [۴] با متفاوت روشی آوردن دست به هدف مقاله این در
با مقایسه در ماتریس این می�آوریم. دست به پالس بلاک توابع از استفاده بدون را کسری مرتبه انتگرال عملیاتی ماتریس
می�کنیم. اختیار [٢] با متفاوت را هار موجک متعامد ماتریس دارد. بالاتری دقت [۴] کسری مرتبه انتگرال عملیاتی ماتریس

نداریم. هار موجک ماتریس معکوس محاسبه به نیاز روش این در
:[٣] بزنیم تقریب زیر به�صورت می�توانیم را هار موجک توابع t ∈ [٠, ١) برای

h٠(t) =
١√
m
,

hi(t) =
١√
m


٢
j

٢ ,
k − ١
٢j

≤ t <
k − ١

٢
٢j

,

−٢
j

٢ ,
k − ١

٢
٢j

≤ t <
k

٢j
,

٠, اینصورت غیر در

(٢)

.i = ٠, ١, · · · ,m− ١,m = ٢p+١, p = ٠, ١, · · · , j, i = ٢j + k − ١

:[١] می�گیریم نظر در را زیر اولیه شرایط با خطی دیفرانسیل معادله .٢.١ مثال

D

١
٢
∗ u(x) + u(x) = f(x),

u(٠) = ٠, (٣)

f(x) =
√
x+

√
π

٢
.

است. u(x) =
√
x مسئله این دقیق جواب

است: زیر شکل به معادله گسسته فرم حل.

CTHm(x) + CTF

١
٢Hm(x) = fTHm(x) (۴)

جبری معادلات دستگاه حل با می���کنیم. تبدیل جبری معادلات از سیستمی به را ٣ دیفرانسیل معادله می�توانیم پس

می�زنیم. تقریب را u(x) تابع u(x) = CTF

١
٢Hm(x) رابطه از استفاده با سپس بیاوریم. دست به را CT بردار می�توانیم
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فرمول�ها محاسبه ٢

از شکلی چنین به رسیدن برای است. هار توابع u(t)برحسب ∈ L٢ [٠, ١] تابع بسط آوردن به��دست هدف قسمت، این در
به�صورت u(t) برای تقریبی جواب یک جواب

u(t) =

∞∑
i=٠

cihi(t)

آن در که است،

ci =≺ u(t), hi(t) ≻=

∫ ١

٠
u(t)hi(t)dt

i = ٠, ١, · · · ,m− ١ کنیم فرض اگر است، جمله نامتناهی تعداد شامل فوق رابطه در هار سری هستند. موجک ضرایب
صورت به جمله m با شده قطع سری آن�گاه

u(t) =
m−١∑
i=٠

cihi(t) (۵)

صورت به را هم�مکانی نقاط اگر داد، ماتریسm×mنمایش یک صورت به می�توان را هار mتابع از یکمجموعه است.

هار ماتریس آنجائی�که از است. m مرتبه از H مربعی ماتریس آن�گاه کنیم تعریف tl =
(l − ٠٫ ۵)

m
, l = ١, ٢, · · · ,m

Hm(t) = [h٠(t), h١(t), · · · , hm−١(t)]
T انتگرال شدتکاهشمی�یابد. به عملیات حجم نتیجه در تنکاست و متعامد

بزنیم: تخمین زیر صورت به می�توانیم ∫را t

٠
Hm(s)ds ∼= FHm(t) (۶)

می�دهیم: نشان زیر به�صورت را آن و است هار موجک کسری مرتبه انتگرال عملیاتی ماتریس F آن در که

FαHm(t) = [Fh٠(t), Fh١(t), ..., Fhm−١(t)]
T

آن در که

Fh٠(t) =
١√
m

tα

Γ(α+ ١)
, t ∈ [٠, ١) (٧)

و

Fhi(t) =
١√
m



٠, ٠ ≤ t <
k − ١
٢j

,

٢
j

٢ f١(t),
k − ١
٢j

≤ t <
k − ١

٢
٢j

,

٢
j

٢ f٢(t),
k − ١

٢
٢j

≤ t <
k

٢j
,

٢
j

٢ f٣(t),
k

٢j
≤ t < ١,

(٨)
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آن در که
f١(t) =

١
Γ(α+ ١)

(t− k − ١
٢j

)α

f٢(t) =
١

Γ(α+ ١)
(t− k − ١

٢j
)α − ٢

Γ(α+ ١)
(t−

k − ١
٢

٢j
)α

f٣(t) =
١

Γ(α+ ١)
(t− k − ١

٢j
)α − ٢

Γ(α+ ١)
(t−

k − ١
٢

٢j
)α +

١
Γ(α+ ١)

(t− k

٢j
)α
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که است جبری معادلات از سیستمی به دیفرانسیل معادله تبدیل روش این مزیت بزرگ�ترین می�یابد. کاهش روش این خطای

است. دیگر روش�های با مقایسه در محاسبات راحتی موجب

m = ١٢٨ ازاء به خطا تابع (ب) m = ۶۴ ازاء به خطا تابع (آ)

m مختلف مقادیر ازاء به خطا مقایسه :١ شکل
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بعدی یک برگرز معادله چهارم مرتبه ضمنی فشرده متناهی تفاضلات طرح

رضانژاد مینا
ارومیه صنعتی دانشگاه

حقیقی* احمدرضا
ارومیه بهشتی شهید ،آموزشکده ارومیه صنعتی دانشگاه ریاضی گروه

چکیده
شده ارائه بعدی یک برگرز معادله حل برای چهارم مرتبه ضمنی فشرده متناهی تفاضلات طرح یک مقاله این در
دیریکله مرزی شرایط و خطی حرارت معادله یک به را برگرز اولیه غیرخطی معادله هوپف-کول تبدیل اساس بر که است
ضمنی فشرده متناهی تفاضلات طرح از استفاده با خطی حرارت معادله کند.سپس می تبدیل رابین مرزی شرایط به را
محدودیتی هیچ و است پایدار شرایطی هیچ بدون روش این که دهد می نشان عددی است.نتایج شده حل چهارم مرتبه

وجودندارد. زمانی گام اندازه در

برگرز،پایداری متناهی،معادله تفاضلات طرح کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65M06, 65N22

مقدمه ١

گیریم[١] می نطر در زیر صورت به را بعدی یک برگرز معادله

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ ν

∂٢u

∂x٢ (١)

u(٠, t) = α(t), u(١, t) = β(t), t ∈ (٠, T ] مرزی شرایط ,u(xو ٠) = f(x) ٠ < x < ١ اولیه شرایط با

از یکی (١) برگرز است.معادله رینولدز عدد باشد،Reنشانگر می ویسکوزیته اندازه کننده νمشخص =
١
Re

آن در که
برگرز معادله حل جای به نویسندگان [ ٣] در است[٢]. سیالات مکانیک در جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ترین مهم
تفاضلات روش از استفاده با خطی حرارت معادله اند.ابتدا کرده پیشنهاد هوپف-کول تبدیل اساس بر را عددی حل یک اصلی
مقاله این شود.در می اعمال تغییر اصلی برگرز معادله حل آوردن دست به برای آن از پس است. شده حل صریح متناهی
است. شده حل چهارم مرتبه ضمنی فشرده متناهی تفاضلات طرح از استفاده با هوپف-کول تبدیل اساس بر خطی گرما معادله
حرارتی معادله یک به توان می هوپف-کول تبدیل از استفاده با را برگرز معادله چهارم: مرتبه متناهی تفاضلات طرح

[۴] کرد تبدیل

u(x, t) = −٢ν
wx(x, t)

w(x, y)
(٢)

کند: می برآورد را زیر حرارتی ,w(xمعادله t) که

∂w

∂t
= ν

∂٢w

∂x٢ , ٠ < x < ١, t ∈ (٠, T ]

*سخنران
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w(x, ٠) = exp−
∫ x
٠
f(s)

٢ν
ds اولیه شرایط با

٢νwx(٠, t)+α(t)w(٠, t) = ٠ , t > ٠ ٢νwx(١, t)+β(t)w(١, t) = ٠ , t > ٠ رابین مرزی شرایط و
داریم: رابطه(٢) برای نیکلسون کرانک الگوریتم از استفاده با

wn+١
i − wn

i

∆t
=

ν

٢h٢ (δ
٢
xw

n+١
i + δ٢xw

n
i ) (٣)

تعریف δxwi = wi+١ − ٢wi +wi−١ صورت به باشد،که می دوم مرتبه متناهی تفاضلات مرکزی عملگر δ٢xکه حالی در
مکانی و زمانی بعد دو در دوم مرتبه در تنها است.اما پایدار شرط و قید بدون و فشرده کرانک-نیکلسون شود.الگوریتم می
عملگر جایگزینی با پاده تقریبی مقدار از استفاده با چهارم مرتبه تقریب یک آوردن دست به برای حل راه است.یک دقیق

می منجر زیر فشرده طرح و چهارم مرتبه طرح به نهایت در و شود می −١)انجام ١
١٢

δ٢x)δ
٢
x با δ٢x متناهی تفاضلات مرکزی

(١+
١
١٢

δ٢x − rδ٢x)w
n+١
i = (١+

١
١٢

δ٢x + rδ٢x)w
n
i i = ١, ٢, ..., N شود.[۴]

میشود: زده تقریب زیر صورت به چهارم مرتبه اولیه شرایط تقریبی مقدار سیمپسون چهارم مرتبه ادغام قانون از استفاده با

w(xi, ٠) = w(xi−٢, ٠) + exp{− h

۶ν
(f(xi−٢) + ۴f(xi−١) + f(xi))}

داریم: زیر صورت به نیز را مرزی شرایط برای چهارم مرتبه فشرده تقریبی مقدار

w(x−١, t) =
(
ν

h
+

x(t)

۶
)w(x١, t) +

٢
٣
α(t)w(x٠, t)

ν

h
+

α(t)

۶

w(xN+١, t) =
(
ν

h
+

β(t)

۶
)w(xN−١, t)−

٣
٢
β(t)w(x٠, t)

ν

h
+

β(t)

۶
دارای زمانی بعد در کرانک-نیکلسون الگوریتم برشی خطای که است شده شناخته خوبی به ریچاردسون: یابی برون
در دقت بهبود منظور به اینجا در ریچاردسون یابی برون اعمال که است طبیعی t٢∆c١است.بنابراین + c٢∆t۴ شکل یک

رود. می کار به زمانی بعد

دقیق های حل ,u(xراه t) = −٢ν
wx(x, t)

w(x, t)
بازسازی برای که این به توجه wx:با برای چهارم مرتبه فشرده تقریب

و کنیم می حل چهارم مرتبه دقت با را حرارتی(۴) معادله اول ما جا این .در است نیاز ,w(xمورد t), wx(x, t) برای عددی
ما u(١, t) = β(t) , u(٠, t) = α(t) که آنجایی از کنیم. می استفاده فشرده چهارم مرتبه از wx(x, t) برای آن از پس
∆xبرای را دوم درجه متناهی تفاضلات مرکزی عملگر بزنیم.دوباره iتقریب = ١, ٢, ٣, ..., N برای را wx(xi, t) فقط باید

داریم: زیر صورت به را فرمول نهایت در و بریم می کار به w(xi, t) در

(١+
١
۶
δ٢x)wx(xi, t) =

∆x

٢h
w(xi, t)

شود.[۵] استفاده u(x, t)حل راه بازسازی برای wx حل راه و شود حل چهارم مرتبه دقت با تواند می که
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میکنیم:[۴] حل زیر اولیه و مرزی شرایط با برگرز معادله ابتدا .١.١ مثال

u(٠, t) = u(١, t) = ٠. t > ٠ , u(x, ٠) = ٢ν
πsin(πx)

σ + cos(πx)
x ∈ (٠, ١)

بیان صراحتا و شده مشتق زیر صورت به تواند ,w(xمی ٠) که است شده انتخاب طوری اولیه شرایط اینجا در
w(x, ٠) = σ + cos(πx) x ∈ [٠, شود:[١

است: دسترس در زیر صورت به آن دقیق حل راه بسته وشکل

u(x, t) =
٢νπe−x٢πsin(πx)

σ + e−x٢πcos(πx)

محاسبه حاضر حال روش از را مرتبه عددی همگرایی و خطا توانیم آن،می دقیق حل راه بسته فرم بودن دسترس در با
کنیم.

برای دقیق حل و ریچاردسون یابی برون بدون بالاتر روش توسط عددی حل راه بین حداکثر ١،خطای جدول در
به شد. تنظیم ٠.٠٠٠٠٠١ به ∆t فضایی ابعاد در مرتبه دقت دادن نشان میشود.برای محاسبه T = ١, ν = ٠٫ ١, σ = ٢
یابد،خطا می کاهش ٢ عامل توسط که هنگامی وضوح گرفت.به نادیده توان می را گسسته زمان از برشی خطای اثر که طوری
کند. می تایید را است دقیق فضایی ابعاد در چهارم مرتبه الگوریتم که را ای نتیجه یابد،که می کاهش هم ١۶ عامل یک توسط

Hرا = ٠٫ ٠٠١ است،ما دقیق ریچاردسون یابی برون بدون و زمانی بعد در دوم مرتبه روش تنها که این دادن نشان برای
شده داده نشان ٢ شماره جدول در T = ١ در مختلف ∆T با حداکثر دادیم.خطاهای کاهش را ٢ T∆عامل و کردیم برطرف

کند. می تایید را بالا در شده ادعا نتیجه که است

٠.٠٠٠٠٠١ زمان یرای عددی حل راه و دقیق حل راه بین ما ماکزیمال خطای :١ جدول

h
١
١٠

١
٢٠

١
۴٠

١
٨٠

١
١۶٠

E(h) ١٫ ۵٧۶٣e− ٠۵ ٩٫ ٨٢٣١e− ٠٧ ۶٫ ١٢٧٣e− ٠٨ ٣٫ ٨٣٠٣− e٠٩ ٢٫ ٣٩۵۴e− ١٠
r = E(h)/E(h/٢) − ١۶٫ ٠۴٧٣ ١۶٫ ٠۴٧٣ ١۵٫ ٩٩۶٩ ١۵٫ ٩٩٠١

logr٢ − ۴٫ ٠٠۴٢۵٨۶ ۴٫ ٠٠۴٢۵٨۶ ٣٫ ٩٩٩٧٢٠۵ ٣٫ ٩٩٩١٠٧١

٠.٠٠١ زمان یرای عددی حل راه و دقیق حل راه بین ما ماکزیمال خطای :٢ جدول

١
١۶

١
٣٢

١
۶۴

١
١٢٨

١
٢۵۶

E(h) ٣٫ ٩٢٩٨e− ٠۵ ٩٫ ٨٢١٧e− ٠۶ ٢٫ ۴۵۵٢e− ٠۶ ۶٫ ١٣٨٠e٠٧ ١٫ ۵٣۴۵e٠٧
r = E(∆T )/E(∆T/٢) − ۴٫ ٠٠١١٧٧ ۴٫ ٠٠٠٢٩٣ ۴٫ ٠٠٠٠٧ ۴٫ ٠٠٠٠١٧

logr٢ − ٢٫ ٠٠٠۴٢۴ ٢٫ ٠٠٠١٠۶ ٢٫ ٠٠٠٠٠٣ ٢٫ ٠٠٠٠٠۶
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اصلی نتایج ٢

است.طرح شده تبدیل هوپف-کول تبدیل از استفاده با همگن حرارتی معادله یک به برگرز خطی غیر مطالعه،معادله این در
،برخی چهارم مرتبه دقت کلی حفظ است.برای شده داده توسعه حرارتی معادله حل برای چهارم مرتبه فشرده متناهی تفاضلات
هوپف- تبدیل اساس بر نهایت اند.در داده توسعه اولیه و مرزی شرایط برای را فشرده تقریبی های جدید،طرح بالاتر مراحل از
های یافت.تقریب توسعه حرارتی معادله عددی حل راه از بازسازی برای چهارم مرتبه فشرده متناهی تفاضلات طرح ،یک کول

است. دقیق بسیار و پایدار وشرط قید بدون و باشد می قوی جدید طرح این که است داده نشان عددی
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در ویژه پارامتر با ماتریسی اشتورم-لیوویل معادله ی برای جدید اثر فرمول
مرزی شرایط

فام اکبر جدیری اصغر علی دکتر
تبریز دانشگاه

محمدنژاد* اصغر
تبریز دانشگاه

چکیده

نقطه برگردان یک با ماتریس و اسکالر های حالت در مرزی شرایط در ویژه پارامتر با اشتورم-لیووویل معادله ی برای
مجانبی نمایش از استفاده با سپس می کنیم، تبدیل متناظر انتگرال معادله ی به را آن و می دهیم قرار مطالعه مورد را
فرمول بار اولین برای و آوریم می دست به را ویژه مقادیر مجانبی بسط آنها به توجه با و جواب ها مشتقات و جواب ها

اوریم. می دست به ها انتگرال و ها دنباله متناهی نا و متناهی حالت کردن ترکیب با را اول مرتبه ی منظم اثر

متری گراف شرودینگر، سیستم ویژه، مقدار اثر، فرمول ماتریسی، اشتورم-لیوویل مسأله ی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

فضای یک در که حالی در دارد. متناهی ( ویژه مقادیر مجموع ) اثر یک دیفرانسیل عملگر یک متناهی بعد با فضای یک در
دریافتند ١٩۵٣ سال در لویتان٢ و گلفاند١ اما ندارند. متناهی اثر یک لزوماً معمولی، دیفرانسیل عملگرهای نامتناهی، بعد با
اختلال مسأله ی ویژه ی مقادیر و اختلال بدون مسأله ی ویژه ی مقادیر ترتیب به µn و λn که

∑
n

(
λn − µn

)
مجموع که

منظم اثر نظریه ی شرودینگر، عملگر برای مجموع این حاصل آوردن به دست با و دارد عمیقی مفهوم و معنا هستند، یافته
مسأله ی برای آن ها واقع در .[٢] کردند گذاری بنیان را دیفرانسیل عملگرهای

−y
′′
(x) + q(x)y(x) = λy(x) , y

′
(٠) = y

′
(π) = ٠

اثر فرمول
∞∑
n=٠

[
λn − n٢ − ١

π

∫ π

٠
q(x) dx

]
=

١
۴
[q(٠) + q(π)]− ١

٢π

∫ π

٠
q(x) dx

هستند. مسأله ویژه ی مقادیر {λn}ها، آن در که آوردند به دست را

ماتریسی اشتورم-لیوویل مسأله ی .١ . ١ تعریف

−Y
′′
(x) +Q(x)Y (x) = λY (x), x ∈ (٠, π) (١)

*سخنران

١Gelfand
٢Levitan

١–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

مرزی شرایط در ویژه پارامتر با ماتریسی -لیوویل اشتورم معادله ی برای برای جدید اثر فرمول پوستر

۴٠٠



صورت به ویژه پارامتر به وابسته مرزی شرایط با

λ(Y
′
(٠)− LY (٠)) = L١Y

′
(٠)− L٢Y (٠) (٢)

λ(Y
′
(π) +HY (π)) = H١Y

′
(π) +H٢Y (π) (٣)

درایه های با d × d اسکالر ماتریس های آن، مقادیر که است مقدار ماتریس تابع یک ،Q(x) آن در که می گیریم نظر در را
و هستند d مرتبه ی از ٣ اسکالر ماتریس های ،H٢ و H١ و H و L٢ و L١ و L و هستند C٠]١, π] فضای به متعلق

L١L٢ = L٢L١, L١L = LL١, (LL١ − L٢) ̸= ٠d, (HH١ −H٢) ̸= ٠d (۴)

است. d مرتبه ی از صفر ماتریس دهنده ی نشان ٠d و

داریم. نیاز زیر لم به اثر فرمول آوردن دست به برای

زیر نامساوی های ،t ∈ [٠, π] برای یکنواخت طور به ΓN٠ مسیر روی بزرگ، کافی اندازه ی به N٠های برای .١ . ٢ لم
.[١] ∣∣∣برقرارند sin(λt)

sin(λπ)

∣∣∣ ≤ ۴,
∣∣∣ cos(λt)
sin(λπ)

∣∣∣ ≤ ۴. (۵)

داریم. را زیر اثر فرمول (٣)-(٢) مسأله ی برای

d∑
j=١

(
λ
(j)
٠ + λ

(j)
١ + λ

(j)
٢

)
+

∞∑
n=٣

[ d∑
j=١

(
λ(j)
n − (n− ٢(٢)− ٢

π
tr(ω)

]
=

=
tr
(
Q(٠) +Q(π)

)
۴

+
١

٢π
tr
( ∫ π

٠
Q(t) dt

)
+ tr

(
L١ +H١

)
+

+
١
π
tr
(
L+H

)
− ١

٢
tr
(
L٢ +H٢)−∑

i<j

ωijωji (۶)

داریم. نیاز نیز زیر لم به اثر فرمول آوردن به دست برای

:[٣] داریم ΓN٠ روی بزرگ N٠های برای .١ . ٣ لم

١
٢πi

∮
ΓN٠

cot(
√
λπ)√
λ

dλ =
٢(N٠ − ٢) + ١

π
, (٧)

١
٢πi

∮
ΓN٠

cot٢(
√
λπ)

λ
dλ = −١ +O

( ١
N٠

)
, (٨)∣∣∣ ∮

ΓN٠

O
( ١
λ
√
λ

)∣∣∣ = O
( ١
N٠

)
. (٩)

باشد. همانی ماتریس از مضربی که می شود گفته ماتریسی به اسکالر ٣ماتریس
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زیر فرمول های از استفاده با

cot z =
١
z
+ ٢z

∞∑
n=١

١
z٢ − n٢π٢ , csc٢ z =

∞∑
n=−∞

١
(z + nπ)٢

می رسیم زیر رابطه ی به N٠ → ∞ که وقتی بالا فرمول های به توجه با

d∑
j=١

(
λ
(j)
٠ + λ

(j)
١ + λ

(j)
٢

)
+

∞∑
n=٣

[ d∑
j=١

(
λ(j)
n − (n− ٢(٢)− ٢

π

d∑
i=١

ωii

]
=

=
١
π

d∑
i=١

ωii +

d∑
i=١

ω١,ii + a− ١
٢

d∑
i=١

ω٢
ii (١٠)

داریم: لذا

d∑
i=١

ωii = tr[ω] = tr
[
L+H +

١
٢

∫ π

٠
Q(t) dt

]
(١١)

d∑
i=١

ω١,ii =tr[ω١] = tr
[
L١ +H١ + LH +

Q(٠) +Q(π)

۴

+
١
٢
( ∫ π

٠
Q(t) dt

)
(L+H) +

١
٨
( ∫ π

٠
Q(t) dt

)٢
]

(١٢)

بنابراین و است اسکالر ماتریس یک نیز ω = L+H+ ١
٢
∫ π

٠ Q(t) dt پس اسکالرند، ماتریس های Q(t) و H ،L چون
نوشت: می توان

d∑
i=١

ω٢
ii =tr[ω٢] = tr

[(
L+H +

١
٢

∫ π

٠
Q(t) dt

)٢]
= tr

[
L٢ +H٢]

+ ٢tr
[
LH

]
+

١
۴
tr
[( ∫ π

٠
Q(t) dt

)٢]
+ tr

[( ∫ π

٠
Q(t) dt

)(
L+H

)]
. (١٣)

آورد: به دست زیر صورت به را اثر فرمول می توان (١٠) راست سمت در (١۴) و (١٣) ،(١٢) جایگذاری، با

d∑
j=١

(
λ
(j)
٠ + λ

(j)
١ + λ

(j)
٢

)
+

∞∑
n=٣

[ d∑
j=١

(
λ(j)
n − (n− ٢(٢)− ٢

π
tr(ω)

]
=

=
tr
(
Q(٠) +Q(π)

)
۴

+
١

٢π
tr
( ∫ π

٠
Q(t) dt

)
+ tr

(
L١ +H١

)
+

١
π
tr
(
L+H

)
− ١

٢
tr
(
L٢ +H٢)−∑

i<j

ωijωji.
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دیفرانسیل معادلات سیستم برای منظم اثر و ویژه مقدار اولین برای فرمولی
برگردان ی نقطه با دوم ی مرتبه

فام اکبر جدیری اصغر علی دکتر
تبریز دانشگاه

محمدنژاد* اصغر
تبریز دانشگاه

چکیده

ویژه مقدار اولین و می گیریم نظر در نویمان و دیریکله مرزی شرایط با را استورم-لیوویل مسأله ی مقاله، این در
کار به با را ویژه مقادیر بالای مرتبه مجانبی توزیع از استفاده با سپس آوریم. می دست به مختلف های حالت در را
قرار مطالعه مورد را نقطه برگردان یک با استورم-لیوویل سیستم این بر علاوه می آوریم، دست به ریکاتی معادله ی بردن
به را جواب ها مشتقات و جواب ها مجانبی نمایش سپس می کنیم، تبدیل متناظر انتگرال معادله ی به را آن و می دهیم

می گیریم. نتیجه را ویژه مقادیر مجانبی بسط آن ها به توجه با و می آوریم دست

نویمان و دیریکله مرزی شرط های برگردان، نقاط مجانبی، جواب های استورم-لیوویل، مسأله ی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

نقاط می باشد. پارامتر یک تکین رفتار به وابسته که است دیفرانسیل معادلات مجانبی نظریه ی از شاخه ای نقطه برگردان، نظریه
ضروری دیفرانسیل معادلات جواب های مجانبی ماهیت کامل درک در نقاط، این بررسی که هستند خاصی نقاط برگردان،
ادامه ی برای اصلی انگیزه ی این و می باشند برگردان نقاط شامل مهندسی و فیزیک در زیادی مسائل ریاضی فرمول و است

می دهد. تشکیل را برگردان نقاط مطالعه ی به مربوط روند

شود می تعریف زیر صورت به زتا یافته ی تعمیم تابع .١ . ١ تعریف

ζ(s, a) = Σ∞
n=٠(n+ a)−s (١)

می گیریم نظر در را زیر دوم مرتبه ی دیفرانسیل معادلات دستگاه مقاله این در .١ . ٢ تعریف

y′′(x) + (λ٢R(x) +Q(x))y(x) = ٠ , ٠ ≤ x ≤ π (٢)

آن در که

R(x) =

(
s(x) ٠

٠ t(x)

)
، Q(x) =

(
p(x) r(x)
r(x) q(x)

)
، y(x) = (y١(x), y٢(x))

T

*سخنران
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s(x) علاوه به و هستند. [٠, π] بازه ی روی حقیقی مقدار با پیوسته پذیر مشتق توابع t(x) و s(x) ،r(x) ،q(x) ،p(x)
هستند. مشخص زیر مختلف شرایط در t(x) و

s(x) = xs١(x), t(x) = xt١(x), s١(x) > ٠, t١(x) > ٠ , ٠ ≤ x ≤ π (٣)

s(x) = s١(x)/x, t(x) = t١(x)/x, s١(x) > ٠, t١(x) > ٠ , ٠ ≤ x ≤ π (۴)

s(x) > ٠, t(x) > ٠ , ٠ ≤ x ≤ π (۵)

(۵) یا (۴) یا (٣) شده مشخص روابط t(x) و s(x) با (٢) سیستم برای ویژه مقدار اولین برای عباراتی ما همچنین
یعنی؛ دیریکله مرزی (i شرایط تحت

y(٠)١ = y(٠)٢ = y١(π) = y٢(π) = ٠ (۶)

یعنی؛ نویمان مرزی (ii یا

y′(٠)١ = y′(٠)٢ = y′١(π) = y′٢(π) = ٠ (٧)

برای مجانبی عبارات از استفاده با x = π و x = ٠ در سیستم(١) از y(x) = (y١(x), y٢(x))
T جواب از استفاده با

دست به است شده مشخص [٢،٣،۴] در که Ψ(x, λn) = (Ψ١(x, λn),Ψ٢(x, λn))
Tλn یعنی ویژه مقدار امین -n

می آید.
کنیم فرض

Ψ(x, z;λn) =

(
ψ١(x, λn)ψ١(z, λn) ψ١(x, λn)ψ٢(z, λn)
ψ٢(x, λn)ψ١(z, λn) ψ٢(x, λn)ψ٢(z, λn)

)
(٨)

و

H(x, z) = Σ∞
n=٠λ

−٢
n ψ(x, z;λn). (٩)

با می کند صدق (۵) یا (۴) یا (٣) شرط های از از یکی در که s(x), t(x) با (٢-٧) یا (۶-٢) مرزی مقدار مسئله ی برای
که می شود نتیجه است شده مشخص [٢] توسط که Ψ(x, λn) برای مجانبی حل از استفاده

Ψi(x, λn)Ψj(z, λn) = k.gi(x).gj(z) +O(λ−١
n ), (١٠)

هستند. λn از مستقل اما s(x), t(x) شامل توابعی gi(x) و است خاص ثابت یک i, j = ١, ٢, k و n > ٠ برای
سری که می آوریم دست به (١٠) و (٩) از ما [١] در شده داده مربوط های λn برای مجانبی حل از استفاده با بنابراین

همگراست. یکنواخت طور به متناهی بازه ی هر روی x, z ی همه برای H(x, z)

مرزی مقدار مسئله ی از ویژه مقدار λn اینکه برای کافی و لازم شرط یک .١ . ٣ قضیه
که است آن می کند صدق (۵) یا (۴) یا (٣) شرط های از یکی در که t(x) و s(x) با (٢-٧) یا (۶-٢)

P (x, z) ≡ H(x, z)−G(x, z) = Σ∞
n=٠λ

−٢ψ(x, z;λn)−G(x, z) (١١)

سیستم با متناظر ویژه گرین ماتریس G(x, z) و شده اند داده (٨) و (٧) در ψ(x, z;λn) و H(x, z) که باشد صفر برابر
است (٢)
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مرزی مقدار مسئله ی از ویژه مقادیر از دنباله ای {λn} کنیم فرض .۴ . ١ قضیه
آنگاه باشد می کند صدق (٣) شرط در s(x), t(x) که (۵)-(٢)

Σ∞
n=kλ

−٢m
n = (π)−٢m[

∫ π

٠

√
z(x)dx]٢m.ζ(٢m, k − ١

١٢
) +O(Σ∞

n=kn
−٢m−٢) (١٢)

با مطابق t(x) یا s(x) یا z(x) و (١) در شده تعریف کلی زتای تابع ζ(s, a) که
.
∫ x

٠
√
t(x)dx > ٠ یا

∫ x
٠
√
s(x)dx > ٠

که می شود نتیجه ،[۴] در شده داده (٢-۶) معادله های مرزی مقدار مسئله ی λn مجانبی نمایش از : اثبات

Σ∞
n=kλ

−٢m
n = (π)−٢m[

∫ π

٠

√
z(x)dx]٢m.ζ(٢m, k − ١

١٢
) + ٠(Σ∞

n=kn
−٢m−٢) (١٣)

است.
∫ x

٠
√
t(x)dx > ٠ یا

∫ x
٠
√
s(x)dx > ٠ با مطابق t(x) یا s(x) از یکی z(x) که

می شود. اثبات قضیه (١٣) از است، شده داده (١) در ζ(s, a) زتا تابع معرفی

سپاس گزاری
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مراجع

[1] D. Sengupta, Asymptotic expressions for the eigenvalues and eigenvectors of a system of second
order differential equations with a turning point, IJPAM, (2010), 381-398.

[2] D. Sengupta, Asymptotic expressions for the eigenvalues and eigenvectors of a system of second
order differential equations with a turning point (Extension – I), IJPAM, (2011), 453-462.

[3] D. Sengupta, Asymptotic expressions for the eigenvalues and eigenvectors of a system of second
order differential equations with a turning point (Extension –II), IJPAM, (2012), 85-95.

[4] D. Sengupta, Expressions for the first eigenvaluse and regularized trace formulae for a system of
second order differential equations with a turning point , J. Math.comput.Sci (2013), 304-321.

٣–٣ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

… نقطه با دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات سیستم برای منظم اثر و ویژه مقدار اولین برای فرمولی پوستر

۴٠۶



آن فاز فضای بررسی و ای دنباله دینامیکی های سیستم معرفی

آبادی نعیم رحمانی حبیبه
کرمان باهنر شهید دانشگاه

صیاد* شکوفه
زاهدان آزاد دانشگاه

چکیده

سیستم یک ابتدا است. آن فاز فضای وبررسی ای دنباله دینامیکی های سیستم معرفی پژوهش این انجام از هدف
دست به مختلف های جایگشت تحت را آن فاز فضای سپس و کرده بیان دوری گراف یک روی را ای دنباله دینامیکی
نشان را سیستم دو بودن یکسان شرط سرانجام و کرد خواهیم مقایسه هم با را ها آن فاز فضای همچنین آوریم. می

دهیم. می

فاز فضای جایگشت، موضعی، های نگاشت رأس، های تابع ها، حالت کلیدی: واژه های

مقدمه ١

رأس هر درجه و e[Y ] های یال مجموعه ،V [Y ] = {v١, . . . , vn} رئوس مجموعه با ترکیبی گراف یک Y کنیم می فرض
باشد. d(v) ،v

اختصاص vx ∈ k رأس حالت یک ،v ∈ V [Y ] رأس هر به باشد، متناهی مجموعه یک k کنید فرض .١ . ١ تعریف
کنیم. می معرفی {٠, ١} ٢تایی های حالت عنوان به را ها حالت ،k =| F٢ برای دهیم. می

شود. می نامیده سیستم حالت یک (xv١ , . . . , xvn) رأس های حالت تایی -n

تعریف را Fv موضعی تابع باشد. می fv : kd(v)+١ −→ k که داریم را fv رأس تابع Y از v رأس هر برای .١ . ٢ تعریف
.Fv : kn −→ kn و Fvi(x) = (xv١ , . . . , xvi−١ , fvi(x[vi]), xvi+١ , . . . , xvn) کنیم: می
مانند. می ثابت ها حالت بقیه و دهد می تغییر را ام -vi رأس حالت تنها Fvi بینیم می که همانطور

تابع از ای خانواده (fv)v∈V [Y ] و باشد طوقه بدون جهتدار، غیر گراف یک Y (V [Y ], e[Y ]) کنید فرض .١ . ٣ تعریف
باشد)[١]. می ها راس تعداد n) باشد تایی -n جایگشت یک π و Y رأس های

موضعی های نگاشت از ای خانواده که است (Y, (Fv)v, π) تایی سه ،١SDS ای دنباله دینامیکی سیستم .۴ . ١ تعریف
مشخص π با را ترکیب ترتیب بطوریکه [FY , π] : k

n −→ kn از: عبارتست آن به وابسته نگاشت -SDS باشد. می
.[٢] کنیم می

[FY , π] = Fπ(n)
◦ Fπ(n−١) ◦ · · · ◦ Fπ(١)

صیاد *شکوفه

١Sequential dynamical system
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nor٣ :| F ٣
٢ −→| F٢ رأس تابع Y رأس هر برای باشد. راس ۴ با دوری گراف یک Y = circ۴ کنید فرض .۵ . ١ مثال

ببریم. می بکار را

nork(x١, . . . , xk) = (١+ x١) . . . (١+ xk)

F٠(x) = (nor(x٠, x١, x٣), x١, x٢, x٣)

F١(x) = (x٠, nor(x٠, x١, x٢), x٢, x٣)

F٢(x) = (x٠, x١, nor(x١, x٢, x٣), x٣)

F٣(x) = (x٠, x١, x٢, nor(x٠, x٢, x٢)).

داریم: π = (٠, ١, ٢, ٣) شده بروز ترتیب گرفتن نظر در با باشد. سیستم اولیه حالت x = (٠, ٠, ٠, ٠) کنید فرض

F٠)٠, ٠, ٠, ٠) = (١, ٠, ٠, ٠)

F١ ◦ F٠ = (١, ٠, ٠, ٠)

F٢ ◦ F١ ◦ F٠ = (١, ٠, ١, ٠)

F٣ ◦ F٢ ◦ F١ ◦ F٠ = (١, ٠, ١, ٠)

نویسم: می و دهد می تغییر (١, ٠, ١, ٠) جدید سیستم حالت به را (٠, ٠, ٠, ٠) سیستم بنابراین

[Norcirc۴ , (٠, ١, ٢, ٠)[(٣, ٠, ٠, ٠) = (١, ٠, ١, ٠)
[Norcirc۴ , (٠, ١, ٢, ١)[(٣, ٠, ١, ٠) = (٠, ٠, ٠, ١)

بدست زیر نقاط از ای دنباله جدید، سیستم های حالت روی [Norcirc۴ , (٠, ١, ٢, ٣)] نگاشت -SDS دادن اثر با و
آوریم: می

(٠, ٠, ٠, ١), (٠, ١, ٠, ٠), (٠, ٠, ١, ٠), (١, ٠, ٠, ٠), (٠, ١, ٠, ١), (٠, ٠, ٠, ٠).

یک درون نقاط مجموعه این گفت توان می بنابراین رسیدیم. (٠, ٠, ٠, ٠) اولیه سیستم حالت به دوباره بینید می که همانطور
.[٣] است دیدن قابل خوبی به آن با متناظر نگاشت -SDS فاز؛ فضای در که گیرند. می قرار متناوب مدار

SDS فاز٢یک فضای ٢

(Γ = Γ([FY , π])) ،Γ متناهی و جهتدار گراف یک از عبارتست SDS یک فاز فضای .٢ . ١ تعریف
شوند: می تعریف زیر بصورت که

٢Phase spase
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V [Γ] = kn

e[Γ] = {(x, y) | x, y ∈ kn, y = [FY , π](x)}

کرد. بررسی آن فاز فضای توسط توان می را SDS هر .٢ . ٢ ملاحظه

بدست π′ = (٠, ٢, ١, ٣, ) و π = (٠, ١, ٢, ٣) حالت دو در را [Norcirc۴ , π] نگاشت -SDS فاز فضای .٢ . ٣ مثال
از عبارتند ها آن از هایی نمونه که داریم رأس تا ١۶ بنابراین .V [Γ] = ٢۴ = ١۶ کنیم: می مقایسه هم با و آوریم می

(٠, ٠, ٠, ٠), (١, ١, ١, ١), (٠, ٠, ١, ٠), (٠, ٠, ٠, ١), (١, ٠, ١, ٠), . . . .

صورت این در π = (٠, ١, ٢, ٣) کنیم فرض اول: حالت

| F ۴
٢ −→| F ۴

٢ : [Norcirc۴ , π] = Norπ(٣) ◦Norπ(٢) ◦Norπ(١) ◦Norπ(٠) .

بقیه روی [Norcirc۴ , π] نگاشت -SDS دادن اثر با و دهند می دور یک تشکیل فاز سیستم در نقاط این بنابراین
آوریم. می بدست را (ب) ١ شکل ،( Γرئوس) فاز سیستم حالات

[Norcirc۴ , π](١, ٠, ٠, ٠) = (٠, ١, ٠, ١),

[Norcirc۴ , π](٠, ١, ٠, ١) = (٠, ٠, ٠, ٠),

[Norcirc۴ , π](٠, ٠, ٠, ٠) = (١, ٠, ١, ٠),

[Norcirc۴ , π](١, ٠, ١, ٠) = (٠, ٠, ٠, ١),

[Norcirc۴ , π](٠, ٠, ٠, ١) = (٠, ١, ٠, ٠),

[Norcirc۴ , π](٠, ١, ٠, ٠) = (٠, ٠, ١, ٠),

[Norcirc۴ , π](٠, ٠, ١, ٠) = (١, ٠, ٠, ٠).

از: عبارتست شده، بروز ترتیب این با متناظر نگاشت -SDS بنابراین باشد، π′ = (٠, ٢, ١, ٣) کنیم فرض دوم: حالت

[Norcirc۴ , π
′] = Norπ(٣) ◦Norπ(١) ◦Norπ(٢) ◦Norπ(٠)

.[١][FY , π] = [FY , π
′] دهد می نتیجه π ∼Y π′ که دهیم می ارائه مثالی زیر در باشد. می (آ) ١ شکل آن فاز فضای و

.π ∼Y π′ یعنی ارزند هم π′ = (٠, ٣, ١, ٢) و π = (٠, ١, ٢, ٣) های جایگشت ،U(circ۴) گراف در .۴ . ٢ مثال
حالت انتخاب چون و شدند برابر هم با (٠, ٠, ٠, ٠) سیستم حالت در π′ و π توسط القایی های نگاشت -SDS پس
[۴] است. برقرار [Norcirc۴ , π] = [Norcirc۴ , π

′] تساوی همواره سیستم، حالت هر برای لذا باشد، می دلخواه سیستم

(٠, ٠, ٠, ٠) Nor٠−→ (١, ٠, ٠, ٠) Nor٣−→ (١, ٠, ٠, ٠) Nor١−→ (١, ٠, ٠, ٠) Nor٢−→ (١, ٠, ١, ٠),
(٠, ٠, ٠, ٠) Nor٠−→ (١, ٠, ٠, ٠) Nor١−→ (١, ٠, ٠, ٠) Nor٣−→ (١, ٠, ٠, ٠) Nor٢−→ (١, ٠, ١, ٠).

با ها آن ی شده بروز ترتیب چه اگر هستند هم مانند دقیقاً SDS دو این فاز فضای بینید می ٢ شکل در که همانطور
متفاوتند. هم

. هستند[۴] هم مانند ها آن فاز فضای لزوماً باشند، مساوی هم با نگاشت SDS دو هرگاه .۵ . ٢ نتیجه
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(ب) (آ)

١ شکل

(ب) (آ)

٢ شکل
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کسری اویلر-لاگرانژ معادلات برای ضعیف جواب وجود

پوش زره مرتضی
تبریز دانشگاه

آقامحمدزاده∗ پروانه
تبریز دانشگاه

چکیده

معادلات با مسائل این ارتباط می�باشد. ریاضی آنالیــــــز زمینه�های جذاب�ترین از یکی تغییــــــراتی مسائل
آنالیــــز ساده تکنیک�های از استفاده با و آن�ها واسطه به غیرخطی دیفرانسیل معادلات از وسیعی دسته حل و دیفرانسیل

است. شده ریاضیات از زمینه این به محققان از بسیاری توجه جلب موجب غیرخطی، تابعی
خواهیم اویلر-لاگرانژ معادلات ضعیف جواب� وجود اثبات به تغییراتی مستقیــــم روش�های از استفاده با پژوهش، این در
لاگرانژ تابعک اکستــــــــرمم نقاط همان اویلر-لاگرانژ معادله ضعیف جواب� شرایطـــی تحت داد خواهیم نشان پرداخت.

است. انرژی تابعک یا
اثبات به خاص فضای یک روی کسری مشتقات با درگیر انتگرالی عملگرهای از خاصــــی دسته سازی بهینه با واقع در

پرداخت. خواهیم وابسته غیرخطی کســـــــری دیفرانسیل معادلات جواب یکتایی و وجود

کسری تغییراتی مسائل ضعیف، جواب وجود کسری، تغییرات حساب اویلر-لاگرانژ معادلات کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 47D03, 47A50

مقدمه ١

بازه روی زیر کسری اویلر-لاگرانژ معادله برای ضعیف جواب یافتن به تغییراتی مستقیم روش�های به�کارگیری با تحقیق این در
پرداخت، خواهیم [a, b]

∂L

∂x
(u,Dα

−u, t) +Dα
+(

∂L

∂y
(u,Dα

−u, t)) = ٠ (١)

مشتقات ∂L
∂x و ∂L

∂y همچنین و α مرتبه از راست و چپ ریمان-لیوویل١ کسری مشتقات ترتیب به Dα
+ و Dα

− آن در که
می�باشند. دوم و اول مولفه�های به نسبت لاگرانژین عملگر جزئی

تابعک روی منظور این برای

L(u) =
∫ b

a
L(u,Dα

−u, t)dt (٢)

تابع یک u : (a, b) −→ R متغیــــــر و a < b آن در و بود، خواهد انرژی تابعک مینیمم�سازی نوع از که می�شویم، متمرکز
است. برداری

است. d ∈ N∗ آن در که می�گیریم، نظر در زیر صورت به را L لاگرانژین و نامیده لاگرانژ تابعک یا انرژی تابعک L(u)را
L : Rd × Rd × [a, b] −→ R
(x, y, t) 7−→ L(x, y, t)

(٣)

∗سخنران

١Riemann-Liouville
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اویلر- معادله جواب یکتایی و وجود بحث به ،L لاگرانژین عملگر روی شرایطی اعمال با و (٢) تابعک بررسی با واقع در
می�پردازیم. نظر مورد تغییراتی مسئله از آمده به�دست لاگرانژ

مساله بیان ٢

جواب اویلر-لاگرانژ معادله می�کنیم ادعا L روی شرایطی اعمال با آن در که می�باشد، ما اصلی مساله آن اثبات و زیر قضیه
مساله لذا بود، خواهیم لاگرانژ تابعک اکسترمم نقاط دنبال به معادله جواب�های یافتن جای به منظور این برای دارد. ضعیف
اثبات مطلب شدن روشن برای است. شده گرفته [٢] مرجع از اثبات این ایده می�دهیم، قرار بررسی مورد را L′

(.) تغییراتی
و مطرح نیز دیگری قضایای و لم�ها راستا این در که برد، خواهیم پیش (٢.۵) و (١.۴) قضایای کمک به و بخش دو در را

می�شود. اثبات

٠ < ( ١p) < α < ١ همــــــــچنین و ،C١ کــــلاس از لاگــــــــرانژیـن عملگــــــــر یک L کنید فـــــرض .١.٢ قضیه
باشد.

کند، صدق زیر فرض�های در L اگر

: به�طوری�که باشد، وجودداشته r١, s١ ∈ C(Rd × [a, b],R+) و ٠ ≤ d١ ≤ p (١)

∀(x, y, t) ∈ Rd × Rd × [a, b], |L(x, y, t)− L(x, ٠, t)| ≤ r١(x, t)||y||d١ + s١(x, t).

: به�طوری�که باشد، داشته وجود r٢, s٢ ∈ C(Rd × [a, b],R+) و ٠ ≤ d٢ ≤ p (٢)

∀(x, y, t) ∈ Rd × Rd × [a, b], ||∂L
∂x

(x, y, t)|| ≤ r٢(x, t)||y||d٢ + s٢(x, t).

: طوری�که� به باشد، داشته وجود r٣, s٣ ∈ C(Rd × [a, b],R+) و ٠ ≤ d٣ ≤ p− ١ (٣)

∀(x, y, t) ∈ Rd × Rd × [a, b], ||∂L
∂y

(x, y, t)|| ≤ r٣(x, t)||y||d٣ + s٣(x, t).

وجود c٢, c٣ ∈ C([a, b],R) و c١ ∈ C(Rd × [a, b], [γ,∞) و ١ ≤ d۴ < p و γ > ٠ .( تراکمی (شرط (۴)
: به�طوری�که باشد، داشته

∀(x, y, t) ∈ Rd × Rd × [a, b], L(x, y, t) ≥ c١(x, t)||y||p + c٢(t)||x||d۴ + c٣(t).

( بودن محدب (شرط (۵)
باشد. محدب L(., ., t) , ∀t ∈ [a, b]

کسری دیفرانسیل معادله آنگاه
∂L

∂x
(u,Dα

−u, t) +Dα
+(

∂L

∂y
(u,Dα

−u, t)) = ٠ (۴)

دارد. ضعیف جواب یک
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معادله در جا همه تقریبا u و u ∈ C := C([a, b];Rd) اگر (۴)است، معادله ضعیف جواب یک ،u تابع .٢.٢ تعریف
کند. صدق [a, b] بازه روی (۴)

می�دهیم. نشان (H١)− (H۵) با را فوق فرض�های
کرد. خواهیم استفاده معادله تغییراتی ساختار از اویلر-لاگرانژ(١) معادله حل برای مقاله این در

جواب فضای ٣

را زیر توابع فضــــای p ≥ ١ و ٠ < α < ١ کسری اکیــدا حالت در و تغییراتی روش با دیفرانسیل معادله حل برای
می�کنیم. تعــــــریف

Eα,p = {u ∈ Lp | Dα
−u ∈ Lp , Iα−oD

α
−u = u a.e on [a, b] } (۵)

می�کنیم. مجهــــز زیر نرم به را فوق فضـــــای ،Lp از مشتقاتشان و توابع انتخاب به توجه با
|| . ||α,p : Eα,p −→ R+

u 7−→ (||u||pLp + ||Dα
−u||

p
Lp)

١
p

(۶)

Eα ↪→ Ca و است انعکاسی و پذیر جدایی باناخ فضای یک Eα,p آنگاه ،٠ < ١
p < α < ١ کنید فرض .١.٣ گزاره

است. فشرده نشاندن یک
باشد: می زیر صورت به Ca آن در

Ca := Ca([a, b];Rn) = {f : [a, b] −→ Rn ; f ∈ C(a, b) & f(a) = ٠} (٧)

،u ∈ Eα,p اگر این�صورت در ،Eα,p = {u ∈ Lp |Dα
−u ∈ Lp} و ١

p < min(α, ١−α) کنید فرض .٢.٣ نتیجه
.Iα−oDα

−u = u جا همه تقریبا آنگاه

L پذیری مشتق گتو ١.٣

بگیرید: نظر در را زیر لم آن از قبل می�کنیم، بررسی را L پذیری مشتق گزاره�ای تحت بخش این در

هستند. برقرار زیر گزاره�های .٣.٣ لم

و موجود R در L(u) و L(u,Dα
−u, t) ∈ L١ ،u ∈ L(u) هر برای آنگاه کند، صدق (H١) شرط در L اگر .١

است. متناهی

.∂L∂x (u,D
α
−u, t) ∈ L١ ،u ∈ Eα,p هر برای آنگاه کند، صدق (H٢) شرط در L اگر .٢

.∂L∂y (u,D
α
−u, t) ∈ Lq، u ∈ Eα,p هر برای آنگاه کند، صدق (H٣) شرط در L اگر .٣

پذیر گتو-مشتق ،u ∈ Eα,p هر در L صورت این در کند، صدق (H١)− (H٣) فرض�های در L کنید فرض .۴.٣ گزاره
و است، متناهی و موجود DL(u)(v) یعنـــــی است،

∀u, v ∈ Eα,p DL(u)(v) =
∫

∂L

∂x
(u,Dα

−u, t).v +
∂L

∂y
(u,Dα

−u, t).D
α
−v dt. (٨)
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می�شود. نامیده v جهت در و u در L گتوی مشتق DL(u)(v) آن در که

کردیم. تعیین را نظرمان مورد کسری معادله جواب فضای تاکنون
معادله، تغییراتی ساختار به توجه با می�آید. به�دست L اکسترمم�های صورت این DL(u)(v)در = ٠ دهیم قرار اگر همچنین
مطرح (۴) معادله ضعیف جواب برای کافی شرط عنوان تحت را مطلب این زیر در کرد. خواهد صدق معادله در اکسترمم این

می�کنیم.

ضعیف جواب یک برای کافی شرط ۴

باشد، L تابعک ساز مینیمم یک u اگر صورت، این در کند، صدق (H١)− (H٣) فرض�های در L کنید فرض .١.۴ قضیه
بود. خواهد (۴) معادله ضعیف جواب یک u آنگاه

شود. مراجعه [١] به اثبات برای اثبات.

L برای کلی مینیمم یک وجود ۵

حالت: این در و است تراکمی L آنگاه کند، صدق (H۴) فرض در L کنید فرض .١.۵ لم

lim
||u||α,p→∞

L(u) = +∞

دارد. کلی مینیمم یک L آنگاه کند، صدق (H۵) شرط و (H١)− (H۴) فرض�های در L کنید فرض .٢.۵ قضیه

شود. مراجعه [١] به اثبات راهنمایی برای اثبات.

شد. خواهد اثبات ما اصلی قضیه (٢.۵) و (١.۴) قضایای اثبات با

بگیرید: نظر در زیر صورت به را L لاگرانژین .٣.۵ مثال

L(x, y, t) =
١
٢
||y||٢ (٩)

صورت به وابسته اویلر-لاگرانژ معادله رو این از می�کند، صدق p = ٢ برای (H١)− (H۵) فرض�های در L صورت، این در
دارد. ١

٢ < α < ١ برای Eα,p در ضعیف جواب یک (١.٢)
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مفهومی نقشه اساس بر هفتم پایه دولتی مدارس عملکرد ارزیابی
گرگان) شهرستان دولتی دخترانه مدارس موردی (مطالعه ی

دشتی طاری مریم
فارس تحقیقات و علوم دانشگاه

چکیده
خروجی ها، و ورودی ها تعیین و هفتم پایه دخترانه ی مدارس در تدریس و مفهومی نقشه از استفاده با مقاله این در
گروهی فعالیت تسهیل برای آموزشی استراتژی یک مفهومی نقشه کلی طور به می کنیم. بررسی را مدارس عملکرد ارزیابی
مدل از مشخص خروجی های و ورودی ها و هفتم پایه مدرسه ٢۴ گرفتن نظر در با می گیرد. قرار استفاده مورد یادگیری در
نسبت مفهومی نقشه روش در دانش آموزان می دهد نشان نتایج که گرفته اند قرار ارزیابی مورد مدارس BCC و CCR

داشته اند. تحصیلی پیشرفت سنتی روش به

تحصیلی پیشرفت مفهومی، نقشه عملکرد، ارزیابی کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 60K25 , 90BXX

مقدمه ١

پژوهشگران است. کرده مطرح را مفهومی نقشه های ایده نواک١ که است سال چهل یعنی امروز به تا ١٩٧٢ سال حدود از
کرده اند. معرفی خود کارشناسانه ی بررسی های و تحقیقات طی را راهبردی ایده این از گسترده ابعادی

یادگیری نواقص رفع در و دهند تشخیص را آنها ضعف و قوت نقاط یادگیرندگان، مفهومی نقشه های بررسی با می توانند معلمان
صورت این در و دهند قرار استفاده مورد سازمان دهنده پیش به عنوان را آنها تازه، اطلاعات ارائه هنگام همچنین و بکوشند آنان

می گیرد. قرار استفاده مورد سازمان دهنده پیش به عنوان مفهومی الگوی و نقشه
با یکدیگر، با مقایسه در تصمیم گیرنده واحدهای از مجموعه یک نسبی کارایی محاسبه جهت تکنیکی داده ها پوششی تحلیل

. است ریاضی برنامه ریزی یک از استفاده
برای را متمایز ورودی که هستند بردارهایی شکل به که داریم کار سرو گیرنده ای تصمیم واحدهای با داده ها پوششی تحلیل در

می دهند. قرار استفاده مورد متمایز خروجی تولید
در زیر به صورت را تصمیم گیرنده واحد هر و باشند متجانس واحدهای در خروجی ها و ورودی ها تمام که می کنیم فرض همواره

[١] می گیریم: نظر
(X٠, Y٠)

T = (X١p, · · · , Xmp, Y١p, · · · , Ysp)

مفهومی نقشه اولیه مفاهیم ٢

که است مفاهیمی شامل نقشه این است. اطلاعات ارائه و سازماندهی برای ترسیمی ابزاری مفهومی نقشه مفهومی: نقشه
منطبق مراتبی سلسله با منظم ساختاری در برچسب دار دهنده ارتباط خطوط با و شده محصور جعبه هایی یا دایره ها در

١novak
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[۴] شده اند. مرتبط هم به یادگیری، در مغز هرمی ساختار بر

[٢] می گردد. ایجاد شده آموخته قبلا مطالب و تازه مطالب بین ارتباط ایجاد طریق از معنادار یادگیری معنادار: یادگیری

روابط به که دانشی می شود. تعریف ریاضی ایده های و اصول مفاهیم، حقایق، دانش به عنوان مفهومی دانش مفهومی: دانش
ممکن دانش سطوح با مطابق اتصالات و روابط این است. مربوط ریاضی ایده های و حقایق مفاهیم، بین اتصالات و

[٣] باشند. ضعیف یا غنی است

کردن کامل برای ریاضی فرایندهای و استراتژی ها رویه ها، الگوریتم ها، قوانین، دانش به عنوان رویه ای دانش رویه ای: دانش
این است. مربوط ریاضی رویه های و الگوریتم ها قوانین، بین اتصالات و روابط به که دانشی می شود تعریف تکالیف،

[٣] باشند. ضعیف یا غنی است ممکن دانش سطوح با مطابق اتصالات و روابط

با ایده هایشان دادن پیوند منظور به دانش آموزان به کمک جهت راهی به عنوان سازمان دهنده پیش دهنده: سازمان پیش
[٢] می باشد. جدید مفاهیم یا مطالب

DEA اساسی مدل های ٣

می گیریم: نظر در را BCC و CCR مدل های زیر به صورت خروجی s و ورودی m و تصمیم گیرنده واحد n گرفتن نظر در با

Min θ

s.t.

n∑
j=١

λjxij ≤ θxi٠, i = ١, · · · ,m

n∑
j=١

λjyrj ≥ yr٠, r = ١, · · · , s

λj ≥ ٠, j = ١, · · · , n (١)

می باشد: زیر به صورت ورودی ماهیت در BCC مدل

Min θ

s.t.

n∑
j=١

λjxij ≤ θxi٠, i = ١, · · · ,m

n∑
j=١

λjyrj ≥ yr٠, r = ١, · · · , s

n∑
j=١

λj = ١, j = ١, · · · , n (٢)

انجام تصمیم گیرنده واحدهای رتبه بندی بگیریم، نظر در را j ̸= ٠ یعنی کنیم حذف را DMU٠ ،(٢) و (١) مدل های در اگر
می شود.
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مدارس عملکرد ارزیابی برای پیشنهادی روش ۴

کل تعداد مدرسه، پرسنل تعداد مدرسه، مساحت معلم، نمره ی میانگین شامل ورودی ها گرفتن نظر در با بخش این در
خروجی ها و مدرسه تجهیزات و مربوطه معلم سن مربوطه، معلم تدریس سابقه ی هفتم، پایه ی دانش آموزان تعداد دانش آموزان،
،(٢) و (١) مدل های از استفاده و هفتم پایه مدرسه ی ٢۴ برای مدرسه تجهیزات امتیاز و مفهومی نقشه نمره ی میانگین شامل
دسترس در فقط خروجی و ورودی داده های از نسبتی که حالتی در البته می دهیم. انجام را آنها رتبه بندی و کارایی مقیاس

می شود. استفاده ورودی ماهیت در DEA-R مدل باشند

Min θ

s.t.

n∑
j=١

λj

(xij
yrj

)
≤ θ

(xi٠
yr٠

)
, i = ١, · · · ,m, r = ١, · · · , s

n∑
j=١

λj = ١, λj ≥ ٠, j = ١, · · · , n (٣)

می باشد. متغیر n+ ١ و قید (١ +mg) دارای و خطی (٣) مدل

.θ∗٠ = ١ هرگاه می باشد کارا (٣) مدل در DMU٠ .١ . ۴ تعریف

٩-٩٣۴ تحصیلی سال در گرگان شهرستان دولتی مدارس هفتم پایه دختر دانش آموزان آماری جامعه مقاله، این در
مشغول ٩-٩٣۴ تحصیلی سال در که گرگان شهرستان دولتی مدارس هفتم پایه دانش آموزان بین از آماری، نمونه می باشند.
دو به اطلاعات گردآوری بود. نفر ۶٢۶ مذکور دانش آموزان تعداد شد. انتخاب کلاس یک مدرسه هر از که بودند تحصیل به
نقشه از استفاده با هفتم پایه دانش آموزان تحصیلی پیشرفت و عملکرد ارزیابی است. گرفته صورت میدانی و کتابخانه ای روش
دلیل به است. شده استفاده عملکرد ارزیابی برای پارامتری غیر روش از پژوهش این در می باشد. اهمیت حائز بسیار مفهومی
دخترانه مدارس بر موردی مطالعه می باشد. ضروری و مهم بسیار تدریس در نوین روش های از استفاده و آموزشی نظام تغییر

می باشد. ضروری بسیار جدید پایه مفهومی نقشه از استفاده نحوه و
می گردد: اشاره آنها از برخی به که داشت همراه به را محدودیت هایی و موانع پژوهش این

تعمیم قابل نتایج بنابراین است. نشده انجام جنسیت تفکیک و است گرفته صورت دختر دانش آموزان روی بر تحقیق -
نمی باشد. پسر دانش آموزان به

دوم: هفتم(فصل پایه ی ریاضی کتاب از فصل یک تنها است، شده گرفته قرار نظر مد تحقیق در که ریاضی موضوع -
می آورد. پایین را تحقیق تعمیم پذیری قدرت این که است، بوده صحیح) عددهای

است. بوده محدود ریاضی مفهومی نقشه های زمینه در شده انجام مشابه تحقیقات به دسترسی -

موردی مطالعه ی ۵

مساحت معلم، نمره ی میانگین شامل که ورودی ها قبیل از هفتم پایه مدارس جزئیات تمام گرفتن نظر در با مقاله، این در
معلم سن مربوطه، معلم تدریس سابقه ی هفتم، پایه ی دانش آموزان تعداد دانش آموزان، کل تعداد مدرسه، پرسنل تعداد مدرسه،
لحاظ است، بوده مدرسه تجهیزات امتیاز و مفهومی نقشه نمره ی میانگین شامل که خروجی ها و مدرسه تجهیزات و مربوطه

است. شده
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 نتیجه گیری  6

ی عملکرد ارزیاب از روش نقشه مفهومی و استفاده در این مقاله، با استفاده از تحلیل پوششی داده ها و مدل نسبتی بر تحلیل کسری 
شه با استفاده از نق مدارس انجام شده است. به طور کلی یادگیری دانش آموزان پایه هفتم در مفاهیم ریاضی واحدهای تصمیم گیرنده یا

برای مقایسه و یافتن الگوی مناسب  ارزیابی  ، بسیار مفید بوده است یعنی ابزارمفهومی، چون یک استراتژی گروهی است
 آنها با  در امر آموزش مقایسه نوین های روش از حائز اهمیت می باشد. برای کارهای آتیی و رتبه بندی مدارس بسیار مقیاس کارای و

 پیشنهاد می شود.
 گزاری: سپاس

 نمودند، تشکر می کنم.هیه این مقاله مرا همراهی مراحل تضا مظفری که با سعه صدر در رات استاد ارجمندم جناب آقای دکترمحمداز زحم 
 مراجع: 

: تهران(. 2 جلد) آن کاربردهای و ها داده پوششی تحلیل(. 2339) هاشم مرام، نیکو و فرهاد، لطفی، زاده حسین. غامرضا جهانشاهلو، 2
 .3.تهران تحقیقات و علوم واحد اسامی آزاد دانشگاه انتشارات

2 4891
4 

 

مدارس مفهومی نقشه و سنتی روش نمرات میانگین مقایسه :١ شکل

نتیجه گیری ۶

مفهومی نقشه روش از استفاده و DEA-R کسری تحلیل بر نسبتی مدل و داده ها پوششی تحلیل از استفاده با مقاله، این در
مفاهیم در هفتم پایه دانش آموزان یادگیری کلی طور به است. شده انجام مدارس یا تصمیم گیرنده واحدهای عملکرد ارزیابی
و DEA-R ارزیابی ابزار یعنی است بوده مفید بسیار است، گروهی استراتژی یک چون مفهومی، نقشه از استفاده با ریاضی
کارهای برای می باشد. اهمیت حائز بسیار مدارس رتبه بندی و کارایی مقیاس و مناسب الگوی یافتن و مقایسه برای DEA

می شود. پیشنهاد DEA با آنها مقایسه آموزش امر در نوین روش های از آتی

سپاس گزاری:

نمودند، همراهی مرا مقاله این تهیه مراحل در صدر سعه با که مظفری دکترمحمدرضا آقای جناب ارجمندم استاد زحمات از
می کنم. تشکر

مراجع

.(١ (جلد آن کاربردهای و داده ها پوششی تحلیل .(١٣٨٧) هاشم مرام، نیکو و فرهاد، لطفی، حسین زاده غلامرضا. جهانشاهلو، [١]
.٣ تهران. تحقیقات و علوم واحد اسلامی آزاد دانشگاه انتشارات تهران:

دوران. ایران: تهران، ششم، آموزش. و یادگیری روانشناسی نوین- پرورشی روانشناسی .( ١٣٩٠ ) اکبر علی سیف، [٢]

آموزشی نوآوريهای فصلنامه آنها. میان رابطه و ریاضی رویهای دانش و مفهومی دانش تکامل سیر بررسی .( ١٣٨٧ ) تریفه معینی، [٣]
.٢٧-۵١ ،(٢۶)٨

[4] Novak, J. and Gowin, D. (1984). Learning How to Learn: New York and Combridge ,
Uk:Combridge University Press. 1.P.
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مسئله طرح مهارت پرورش طریق از هندسه مسائل حل توانایی در پیشرفت

وردی حق مجید
اراک واحد اسلامی آزاد دانشگاه

غلامی* مریم
اراک واحد اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

دبیرستان آموزان دانش هندسه مسائل حل توانایی بر مسئله طرح مهارت پرورش تأثیر بررسی پژوهش، این هدف
و بوده کنترل و آزمایش گروه دو با آزمون آزمون-پس پیش طرح با آزمایشی شبه نوع از پژوهش، این باشد.روش می
انتخاب دسترس در گیری نمونه روش با که نفر ۶٠ تعداد به دبیرستان تجربی دوم پایه آموزان ،دانش آن آماری نمونه
باشد. می هفته در آموزش ١جلسه بازای ماهه شش ی دوره یک مسئله طرح ی ها فعالیت اجرای زمان مدت گردیدند.
بکارگیری که دهد می نشان تحقیق های یافته است. شده واقع تحلیل و تجزیه مورد مستقل t آزمون از استفاده با ها داده

. شود می آموزان دانش مسئله حل توانایی در پیشرفت باعث مسئله طرح بر مبتنی ی ها فعالیت

هندسه آموزش ریاضی، مسئله طرح مسئله، حل کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 97

مقدمه ١

در آموزشی های هدف به نرسیدن که طوری به است، همگان پذیرش مورد وفنون علوم سایر پیشبرد در ریاضی بنیادی نقش
دانش بود. خواهد دیگر فنون و علوم پیشرفت به مربوط اهداف به نیافتن دست و ناتوانی ضعف، موجب ریاضی ی زمینه
دنیای در هایشان آموخته و واقعی زندگی میان ارتباط برقراری و مسائل حل به قادر قدیمی آموزشی های روش تحت آموزان
مورد بایست می ، محور معلم های روش جای به ، محور آموز دانش آموزشی های روش و باشند نمی سریع تغییرِ حال در
دبیرستان در که درسی موضوعات از یکی باشد. می ریاضیات آموزش در مسئله طرح روش ها آن از یکی بگیرند. قرار بحث
، داریم قرار آن در که فضایی توصیف و درک عنوان به دارد که وسعتی به توجه با هندسه باشد، می هندسه شود می تدریس
اصلی های قسمت از یکی عنوان به آن یادگیری پس باشد ریاضی قسمت ترین واقعی و ترین ملموس ، ترین شهودی شاید
در را آموزان دانش تواند می مسئله طرح مهارت پرورش که است شده داده نشان پژوهش این در دارد. بسیاری اهمیت ریاضی
پردازیم، می مسأله طرح انواع با آشنایی و مسأله طرح ضرورت و ماهیت به ابتدا بنابراین کند. تر توانمند هندسه مسائل حل
در والتر(٢٠٠۵)، و براون طرف از آن چوب چهار که کنیم، می معرفی را ١ شود؟” می چه نباشد، چنین ”اگر استراتژی سپس
کلاس در مسئله طرح های فعالیت بکارگیری از حاصل نتایج تحلیل به هم آخر در است، شده بیان مسئله” طرح هنر کتاب”

پردازیم. می آموزان دانش توسط هندسه مسائل حل توانایی روی هندسه درس

*سخنران

١ what-if-not
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آن انواع و ریاضی مسئله طرح تعریف ٢

عنوان به تنها نه باید مسئله بندی فرمول .[٣] باشد می موجود مسائل دوبارۀ بندی صورت و جدید مسائل ایجاد مسئله طرح
شود[٢]. گرفته نظر در آموزش ی وسیله عنوان به بلکه آموزش هدف یک

به که مسئله طرح تجارب از بندی دسته نوع سه الرتون و استویانوا دارد. وجود مسئله طرح تکالیف از وسیعی ی گستره
دهند: می شود،ارائه می منجر ریاضی مسائل حل و تولید برای مختلف های موقعیت از آموزان دانش گاهی آ

دارد می بیان سیلور .[۴] یافته ساختار مسئلۀ طرح های موقعیت و یافته ساختار نیمه های موقعیت آزاد، موقعیتهای
مسئلۀ ایجاد ” راهبرد از استفاده مانند ، باشد مسئله حل طی بیفتد،در اتفاق مسئله حل از قبل است ممکن مسئله طرح که
پولیا توسط بحث مورد مسئله حل عقب” به نگاه ” جنبۀ با مسئله طرح نوع این مسئله، حل از پس ”ویا تر ساده مرتبط

است[٣]. سازگار

ریاضی مسئله طرح در شود؟” می نباشد،چه چنین اگر ” استراتژی معرفی ٣

معرفی شده داده مسئله یک از استفاده با جدید مسائل طرح برای استراتژی یک طرح�مسئله” ”هنر کتاب در والتر و براون
ساختار مسئله یک برمبنای جدید مسائل طرح برای کارآمد روش یک استراتژی، این می�باشد. سطح پنج دارای که می�کنند
یک تواند می که اند، آورده شروع نقطه یک انتخاب عنوان راتحت صفر سطح .[١] باشد می مسئله حل از پس و قبل یافته،

اند: شده آورده زیر در اختصار به سطوح بقیه فیثاغورس. قضیه مانند ای قضیه یا باشد یافته ساختار ی مسئله
شده. داده مسئله مفروضات و ها ویژگی کردن فهرست -١ سطح

قبل. سطح ویژگی هر برای می�شود؟” چه نباشد، سؤال”اگرچنین پرسیدن -٢ سطح
جدید. مسئله بررسی و تحلیل و تجزیه -۴ سطح جدید. سؤال پرسیدنِ یا طرح�مسئله -٣ سطح

پژوهش روش ۴

که کلاس ٢ تعداد آموزان، دانش توسط هندسه مسائل حل توانای بر مسئله طرح استراتژی رگیری بکا تأثیر بررسی منظور به
کلاس دو این شدند، انتخاب دسترس در گیری نمونه روش با دبیرستان دوم سال از باشند می آموز دانش ٣٠ شامل کدام هر
پس - آزمون پیش طرح با آزمایشی شبه نوع از تحقیق بودند نزدیک هم به بسیار کلاسی امتحانات نمرات میانگین نظر از
هدف و طرح به توجه با بودند. نفر ٣٠ برابر ٢گروه هر آموزان دانش تعداد گرفت. انجام کنترل و آزمایش ٢گروه با آزمون
t آزمون ها، آزمون در آموزان دانش نمرات میانگین بین تفاوت داری معنا بررسی و ها داده تحلیل و تجزیه جهت پژوهش

گرفت. قرار استفاده مورد مستقل

ها داده آوری گرد ابزار ۵

محتوایی روایی شد. تهیه داشتند، هم به شبیه ساختاری که سوال شش شامل کدام هر آزمون دو ها، داده آوری گرد قصد به
روش با هم ها آزمون پایایی گردید. تأیید ریاضی دبیر چهار و ریاضی استاد یک و ریاضی آموزش استاد یک توسط ها آزمون
دو ی فاصله به بار هر و شدند انتخاب دوم پایه آموز دانش ٢۵ تعداد آزمون دو از یک هر برای شد. بررسی آزمایی بار دو
که آمد بدست ٪٧١ پایایی ضریب و گرفت قرار آزمون مورد آموزان دانش این نمرات بین همبستگی و شد برگزار آزمون هفته

بودند. قبولی قابل مقدار
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طرح اجرای مراحل ۶

تدریس کنار در آزمایش گروه با ولی شد، می تدریس معمول بطور کنترل گروه به کتاب مطالب آزمون پیش برگزاری از پس
در مسائل سپس شد، داده آموزش مسئله طرح های استراتژی ابتدا در شد. می کار نیز مسئله طرح های فعالیت معمولی
محاسباتی و کردنی اثبات مسائل شامل گوناگون های زمینه با یافته ساختار و یافته ساختار ،آزاد،نیمه گوناگون های موقعیت
مورد شده طرح سوالات از نمونه چند حتماً جلسه هر در شد. می طرح آموزان دانش توسط کتاب آموزشی اهداف راستای در
حل به آموزان دانش کمک با هستند، حل قابل سوالات کدام اینکه تعیین از پس و گرفت می قرار بررسی و تحلیل و تجزیه
ساعت از خارج جلسات بیشتر که کرد نشان خاطر باید البته بود، ماه ۶ ها فعالیت این انجام زمان مدت شد. می پرداخته آنها

شد. می انجام برنامه فوق صورت به و رسمی

پژوهش های یافته ٧

ابتدا آزمایش، ِگروه آموزان دانش ی هندسه مسائل حل توانایی بر مسئله طرح های فعالیت از استفاده تأثیر از گاهی آ برای
در روش همین سپس گرفت، قرار مقایسه و بررسی مورد مستقل t آزمون وسیله به آزمون پیش در گروه دو مسئله حل توانایی

است. شده ارائه ٢ و ١ های جدول در ها بررسی این نتایج شد. انجام هم آزمون پس مورد

لوین آزمون
تساوی برای

واریانس�ها

میانگین�ها تساوی برای t آزمون

F معنی
داری

t درجه
آزادی

معنی�داری
دامنه) -٢)

تفاوت
میانگین�ها

خطا تفاوت فاصله�اطمینان
درصد ٩۵

تفاوت
پایینی بالایی

تساوی فرض
واریانس�ها

حل�مسئله نمرات
�آزمون پیش در

تساوی عدم فرض
واریانس�ها

٠/۵٧٢ ٠/۴۵٣

-٠/٢٣٧

-٠/٢٣٧

۵۵

٧٢/۵۴

٠/٨١۴

٠/٨١٣

-٠/١٠۵

-٠/١٠۵

٠/۴۴۴

٠/۴۴٣

-٠/٩٩

-٠/٩٩

٠/٧٨

٠/٧٨٢

پیش�آزمون در کنترل و آزمایش گروه دو حل�مسئله نمرات میانگین مقایسه برای t آزمون :١ جدول

واقع در است، بیشتر ٠٫ ٠۵ فرضخطای از (٠٫ ٨١۴) آن معنی�داری سطح که می�دهد نشان مستقل t آزمون نتایج ١ جدول در
در مستقل t آزمون نتایج نیز ندارد،و وجود معنی�داری تفاوت پیش�آزمون، در کنترل، و آزمایش گروه حل�مسئله توانایی بین
حل�مسئله مهارت بین یعنی است. کمتر ٠٫ ٠۵ خطای فرض از (٠٫ ٠٠٠) آن معنی�داری سطح که است آن از حاکی ٢ جدول
توانایی پرورش بر طرح�مسئله فعالیت�های اجرای واقع در دارد. وجود معنی�داری تفاوت پس�آزمون، در کنترل، و آزمایش گروه

است. داشته مثبت تأثیر آزمایش گروه دانش�آموزانِ حل�مسئله
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لوین آزمون
تساوی برای

واریانس�ها

میانگین�ها تساوی برای t آزمون

F معنی
داری

t درجه
آزادی

معنی�داری
دامنه) -٢)

تفاوت
میانگین�ها

خطا تفاوت فاصله�اطمینان
درصد ٩۵

تفاوت
پایینی بالایی

تساوی فرض
واریانس�ها

حل�مسئله نمرات
�آزمون پس در

تساوی عدم فرض
واریانس�ها

٧/٠٠٨ ٠/٠١١

۶/١٩٨

۶/١۴۶

۵١

۴١/٨۴

٠/٠٠٠

٠/٠٠٠

٢/٩۵٢

٢/٩۵٢

٠/۴۶٧

٠/۴٨

١/٩٩

١/٩٨

٣/٩٠

٣/٩٢

پس�آزمون در کنترل و آزمایش گروه دو حل�مسئله نمرات میانگین مقایسه برای t آزمون :٢ جدول

گیری نتیجه ٨

مسائل حل توانایی مسئله، طرح مهارت پرورش که دهد می نشان است، شده انجام آزمایشی شبه روش با که حاضر پژوهش
کنترل گروه نمرات میانگین و ٧٫ ۴۶ آزمایش گروه آزمون پس نمرات میانگین دهد، می افزایش را آموزان دانش توسط هندسه
توانایی بر مثبت تأثیری دارای مسئله طرح فعالیتهای انجام که است آن ی دهنده نشان خود که باشد می ۴٫ ۵ آزمون پس در
کرد، استفاده ریاضی های کلاس در روش این از تدریس نوین های روش بین در توان می لذا دارد، آموزان دانش مسئله حل

گنجاند. را مسئله طرح تکالیف دبیرستان ی هندسه درسی کتابهای در ضمناً
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پیشرفت بر هندسه(تقارن) در سنتی با گرایی ساخت تدریس روش تأثیر
هشتم پایه آموزان دانش تحصیلی

* پاشا ملیحه
کرمان نور پیام دانشگاه ریاضی آموزش ارشد کارشناسی ی دانشجو

یزد ٢ ی ناحیه ریاضی دبیر
فرهادیان محمود دکتر

چکیده

آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بر سنتی با گرایی ساخت تدریس روش تأثیر ی مقایسه حاضر، پژوهش از هدف
و آزمایش گروه در آزمون آزمون-پس پیش طرح با آزمایشی شبه پژوهش روش است. هندسه درس در هشتم ی پایه
عادی ی مدرسه دو در که یزد ٢ ی ناحیه هشتم ی پایه دختر آموز دانش ١٢٠ پژوهش، های آزمودنی باشد. می کنترل
به و شد E۵ارائه ساختگرایی روش با تقارن موضوع تدریس آزمایش گروه در باشند. می تحصیل به مشغول نمونه و
مقایسه و گروه دو های تفاوت بررسی برای دیدند. آموزش متداول(سنتی) تدریس روش با کنترل، گروه زمان هم طور
پیشرفت که دهد می نشان پژوهش های یافته شد. استفاده t آماری آزمون از مداخله، از بعد و قبل گروه، هر نمرات ی
تدریس روش با که کنترل گروه از دیدند، آموزش E۵ گرایی ساخت بر مبتنی تدریس روش با که آزمایش، گروه تحصیلی
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مقدمه ١

و ترین مناسب با آموزشی محتوای اگر است. تدریس های شیوه به توجه تربیت، و تعلیم در مسائل ترین اساسی از یکی
بالاتری اهمیت آن محتوای از تدریس چگونگی رود، می نظر به بود. نخواهد کارآمد نشود، تدریس ها روش کارآمدترین
یادگیری ی کننده تضمین تواند می خوب تدریس های شیوه و راهبردها اما شود. می یافت جا همه آموزشی متون که دارد.چرا
تجسم خلاقیت، رشد ها روش این است. تجویزی و مدار رویه محور، معلم ی شیوه به هندسه آموزش کلی طور به باشد[٣].
های کلاس در توانند نمی آموزان دانش که کند می تأیید را عقیده شونفیلد[۶]این همچنین .[۵] کند می محدود را ادراک و
ارائه و محور معلم آموزش به مرتبط را ریاضیات در تدریس سنتی های روش محدودیت و باشند، داشته کافی خلاقیت سنتی
دادن تکیه از غیر به آموزان دانش به فرصتی گونه هیچ تدریس سنتی های روش است. دانسته آموزان دانش به آماده اطلاعات
یادگیری منظور به آموزش فرایند در شدن درگیر برای فرصتی آموزان دانش به باید که حالی دهد.در نمی دادن گوش و صندلی به
هندسی تفکر است لازم جهت بدین باشد، می ملموس و واقعی کنیم، می زندگی آن در ما که دنیایی که جا آن از بدهند. معنادار
فهم به هندسی تفکر که دریافتند محققان زیرا شود، بررسی و مطالعه ها آن توسعه چگونگی و ها پدیده فهم برای نیاز مورد
در تواند می فعال تدریس های کند[٢].روش می کمک ها آن حل و انسانی جامعه روزمره موضوعات و مسائل و ها پدیده
تحصیلی پیشرفت در که زیادی تأثیر دلیل به انگیزه ایجاد زمینه در . باشد داشته سزایی به تأثیر یادگیری ی انگیزه بردن بالا
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آموزش از هایی بهره لازم ی انگیزه بدون آموزان دانش زیرا ، شود گرفته نظر در بیشتری توجه و زمان باید ، دارد آموزان دانش
کلاس و مدرسه در موجود شرایط ولی شوند می مدرسه وارد یادگیری و نوشتن و خواندن انگیزه با آموزان .دانش برد نخواهند
بدنبال حاضر پژوهش .(١٩٩٨ (بروان کند می طی نزولی سیر موارد اکثر در و داده قرار تأثیر تحت را انگیزه این خانواده و
دهد انجام سنتی روش به درس این آموزش با گرایی ساخت نظریه اساس بر هندسه درس آموزش بین ای مقایسه که است این

دهد. قرار بررسی مورد درس این در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بر را روش دو هر بخشی اثر میزان و
می سپرده فراگیران به فرایند،یادگیری بر نظارت و کنترل با گرا ساختن تدریس :در E۵ گرایی ساخت تدریس الگوی
از بسیاری در که است تدریس الگوهای کارآمدترین و ترین پویا از E۵ گرایی ساخت تدریس .الگوی ( (حسینی،١٣٨٨ شود

فروش،صادقی،١٣٨۵). (حریر است اجرا حال در موفقیت با دنیا کلاسهای
فراگیران در انگیزه و هیجان ایجاد و آموزش مورد موضوع به کلاس توجه جلب برای مرحله این کردن: گیر در اول- گام

.(١٩٨۴ برلاینر، و (گیج است شده طراحی
قسمت این در باشد می آموزان دانش توسط سازی دانش برای راههایی کردن پیدا منظور، کاوش: و جستجو دوم- گام
جستجو و کاوش جریان طول در سازی دانش پردازند. می سازی دانش به خود حواس همه از گرفتن کمک با آموزان دانش

آقازاده،١٣٨۴). دارد.(محرم بر در را سودمندی بیشترین همیاری طریق از کاوشگری افتد. می اتفاق
شوند می عرضه که را دیدگاههایی تا پردازند می تعامل به آموزان دانش با معلمان مرحله این در توصیف: سوم- گام
دیگر به بپردازند.. نخست مرحله با متناسب و مربوط سوالهای طرح به باید گذار اثر تعاملی برقراری برای معلمان یابند. در

آقازاده،١٣٨۴). کنند.(محرم سهیم خود های یافته در را فراگیران سخن،
گسترش و تعمیم را خود جدید ی یافته تا کند می یاری را یادگیرندگان معلم مرحله این در گسترش: و تعمیم چهارم- گام
فراگیرندگان(محمد سایر برای آنها گسترش و آموزان دانش شخصی مهارتهای و اطلاعات ی توسعه و بهبود دیگر، بیان به دهند،

پناه،١٣٩١).
بیازماید را آموزان دانش سازی کیفی و اکتسابی مهارتهای و روشی های یافته باید معلم ارزشیابی: پنجم- گام
(محرم کند عرضه فراگیران به هم بازخوردی و یابد گاهی آ مهارتها بر تسلط میزان و تفکر در آمده وجود به تغییرات از تا

آقازاده،١٣٨۴).
ها: فرضیه

پیشرفت با می برند بهره ساختگرایی روش از هندسه درس در که نمونه مدرسه ی دانش آموزان تحصیلی پیشرفت بین .١
دارد. وجود معنی داری تفاوت می برند بهره سنتی روش از که درس همان در نمونه مدرسه ی دانش آموزان تحصیلی

پیشرفت با می برند بهره ساختگرایی روش از هندسه درس در که عادی مدرسه ی دانش آموزان تحصیلی پیشرفت بین .٢
دارد. وجود معنی داری تفاوت می برند بهره سنتی روش از که درس همان در عادی مدرسه ی دانش آموزان تحصیلی

این آماری، ی جامعه باشد. می آزمایش و کنترل گروه با آزمون پس و آزمون پیش طرح با حاضر پژوهش تحقیق: روش
دبیرستانهای در که باشد، می تحصیلی١٣٩۴-١٣٩٣ سال در یزد ی٢ ناحیه در هشتم پایه دختر آموزان دانش شامل پژوهش
دوره دبیرستانهای بین از نمونه و عادی ی مدرسه دو تحقیق، ی نمونه انتخاب برای باشند. می تحصیل به مشغول اول دوره
گروه و آزمایش گروه عنوان به کدام هر مدرسه هر در کلاس دو شدند انتخاب یزد پرورش و آموزش ی٢ ناحیه ی دخترانه اول
تحقیق، این ی نمونه اعضای تعداد نتیجه در بودند، آموز دانش ٣٠ شامل مدرسه هر در کلاس هر که شدند. انتخاب کنترل
ساخته معلم، توسط سوالات تحقیق این در باشد. می دردسترس گیری نمونه ، تحقیق این گیری نمونه روش . بود نفر ١٢٠
که گردید. استفاده آزمون پس و آزمون پیش صورت به آن از تجربه، با معلمان توسط سوالات این بررسی از پس که است شده
تقارن موضوع انتخاب و نمونه انتخاب از پس تحقیق: اجرای مراحل گردید. گذاری نمره و تصحیح سوالات بارم، به توجه با
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تدریس که دروسی از همچنین و بودند یادگیری پایه و موضوع به مربوط که دروسی از هشتم پایه ریاضی ی هندسه درس از
و آزمایشی گروه دو از بود، تشریحی و کردنی کامل غلط، صحیح- ای، گزینه چند سوالات شامل که آزمونی پیش بود نشده
گروه شیوه از پژوهش، این در که است. آموزان دانش بندی گروه گرا، ساخت تدریس مهم عناصر از یکی آمد. عمل به گواه
توضیح آن مراحل که شد، انجام ۵E گرایی ساخت روش به تقارن تدریس آزمایشی گروه در است. شده استفاده ناهمگن بندی

شد. داده
تدریس: ی نمونه

نشان آن کاربرد و طبیعت در تقارن از عکسهایی آموزان دانش در شوق و شور و انگیزه ایجاد برای اول، ی جلسه در
سالهای در آموزان باشد.دانش می ضلعی نه تا ضلعی سه از کاغذی منتظم های ضلعی چند جلسه این در لازم شد.وسایل داده
جدول و بررسی زیر سوال گروهی صورت به خواستم آنها بودند،از شده آشنا شکل تقارن محور محوری، تقارن مفاهیم با قبل

کنید. کامل را جدول و کنید پیدا را منتظم های ضلعی چند از یک هر تقارن های محور *تعداد کنند. کامل را

رسم طریقه تقارن خطهای تعداد منتطم ضلعی چند
ضلعی سه

ضلعی چهار
ضلعی پنج

ضلعی شش
ضلعی هفت

ضلعی هشت
ضلعی نه

آمده: بدست نتایج
باشد. می تا n منتظم، ضلعی n تقارن محورهای ١-تعداد

مقابل رأس به رأس از و مقابل ضلع به ضلع از تقارن محورهای است، زوج آنها اضلاع تعداد که منتظم های ضلعی n ٢-در
شوند. می رسم

شوند. می رسم مقابل ضلع به رأس از تقارن محورهای است، فرد آنها اضلاع تعداد که منتطم های ضلعی n ٣-در
کرده رسم مقوا روی را دایره در شده محاط منتظم های ضلعی چند پوستی، کاغذ شطرنجی، کاغذ لازم دوم،وسایل ی جلسه در
آموزان باشد.دانش کنیم،می می وصل دایره مرکز به ای قابلمه دکمه توسط را آنها با همنهشت طلقی منتظم های ضلعی چند و
شده رسم شطرنجی کاغذ روی که هایی شکل ی قرینه خواستم ها گروه از هستند،ابتدا آشنا مرکزی تقارن و دوران مفاهیم با
کمک با درجه ٩٠و١٣۵و١٨٠ ،۴۵و دلخواه ی نقطه آن به نسبت را آنها سپس و آورده بدست دلخواه ی نقطه به نسبت بود

رسیدند: نتایج این به کار انجام از بعد دهند.گروهها دوران پوستی کاغذ
می منطبق مفروض نقطه آن به نسبت آنها ی قرینه بر مفروض، ی نقطه حول ها شکل ی درجه ١٨٠ دوران کلی طور به -١

شوند.
مخصوصاً داد. درجه ١٨٠ دوران نقطه، حول توان می را آن نقطه، به نسبت شکل ی قرینه آوردن دست به برای دیگر وش ر -٢

است. بهتر خیلی روش این هستند، منحنی که هایی شکل
می شکل تقارن مرکز شکل هر درون ی شده مشخص ی نقطه کنند بررسی خواستم آنها از دادم آنها به شکل چند سپس

رسیدند: نتایج این به فعالیت انجام از باشد.بعد
می منطبق خودش بر دهیم دوران درجه ١٨٠ آن حول را شکل اگر که شکل درون است ای نقطه شکل یک تقارن مرکز -١

شود.
می قرار شکل خود روی آن به نسبت شکل روی نقطه هر قرینه که شکل درون است ای نقطه شکل یک تقارن مرکز -٢
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جدول و پاسخ زیر سوال به داشتند اختیار در که هایی سازه دست کمک با خواستم آموزان دانش از فعالیتها انجام از گیرد.بعد
کنید. کامل را زیر دارند؟جدول تقارن مرکز زیر منتظم های ضلعی چند از کدامیک کنند. کامل را

تقارن مرکز منتظم ضلعی چند
ضلعی سه
ضلعی چهار
ضلعی پنج
ضلعی شش
ضلعی هفت
ضلعی هشت

برخورد محل آنها تقارن مرکز دارند، تقارن مرکز زوج اضلاع تعداد با منتظم های ضلعی چند بالا فعالیت از حاصل نتیجه
ضلعی چند هر که: رسیدند ها سازه دست کمک با نتیجه، این به گفتگوها و بحث این ی ادامه آنهاست.در تقارن محورهای

شود. می منطبق خودش بر تقارنش محورهای برخورد نقطه حول آن مضارب و ٣۶٠
n دوران با منتظم

جریان در آموزان دانش تر فعال مشارکت باعث آنجائیکه از تدریس روش این که شد مشاهده پیشنهادها: و گیری نتیجه
روش با مقایسه در سازد می گیر در یادگیری های موقعیت با را آنها و دارد می وا تفکر به را آموزان دانش و شود می تدریس
تحصیلی پیشرفت باعث شوند، نمی گیر در یادگیری موقعیت با آموزان دانش و نماید می عرضه را مطالب معلم که سنتی
یادگیری سطح ارتقاء و آموزان دانش تحصیلی پیشرفت رشد سبب گروه در همکاری همچنین است.و شده فراگیران در بیشتر
می سخت را هندسه درس که آموزانی دانش شد باعث ها سازه دست با تدریس روش این اجرای گردد. می تعامل طریق از
بر تدریس اینکه به توجه آورند.با بدست موفقیت و پیشرفت برای خوبی ی انگیزه نداشتند خود پیشرفت به امیدی و دانستند
از هشتم ی پایه ریاضی به داده اختصاص زمان است بهتر دارد بیشتری زمان به نیاز و است گیر وقت گرایی ساخت اساس
ساخت بویژه را هندسه آموزش نوین رویکردهای آموزشی گاههای کار تشکیل با است بهتر کند. تغییر ساعت ۶ به ساعت ۴
و دهند وسعت آزمایشی نیمه و آزمایشی بطور را تحقیق این شود می پیشنهاد دهند. آموزش ریاضی دبیران به را E۵ گرایی
ورزند، مبادرت ها پژوهش گونه این تکرار بر مختلف های پایه و سطوح با جنسیت، گرفتن نظر در با و بزرگتر های نمونه با

کنند. بررسی و مقایسه هم با مختلف های جمعیت و گوناگون درمقاطع را روش این اثرات تا

مراجع
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بهبودند؟ به رو ایران ریاضی درسی کتب آیا
بلوم شناختی گاه دید از جبر مبحث در هشتم پایه ( ١٣٩٣ التألیف(چاپ جدید و ( ١٣٩١ قدیم(چاپ ریاضی کتاب دو محتوای تحلیل

* فرخی، محسن
نهبندان شهرستان ریاضی دبیر

فرهادیان محمود
مرکزکرمان نور پیام دانشگاه علمی هیأت

چکیده

سوم سال ریاضی کتاب است شده سعی حاضر پژوهش در - ٣- ریاضی التالیف جدید کتاب با ١٣٩١ چاپ
دیدگاه کمک به جبر بخش در ١٣٩٣ راهنمایی)چاپ سوم هشتم(معادل ٣ آموزشی نظام استقرار از راهنمایی(قبل
باشد می محقق ارشد کارشناسی نامه پایان از برگرفته مقاله این است .گفتنی گردد ومقایسه محتوا تحلیل بلوم شناختی
توصیفی نوع از روش به توجه با تحقیق است.این موضوع ،همین کتب این جبر بخش ونیز مذکور کتب انتخاب علت لذا
١٣٩١ سال کتاب در شد مشخص پژوهش های یافته تحلیل از است.پس کاربردی نوع از هدف به توجه با و تحلیلی –
حیطه سه به تنها درسی کتاب سوالات درصد ٩٨ (حدود است شده پرداخته کمتر بلوم شناختی حیطه بالای سطوح به
ی کلیه به و است شده برطرف ١٣٩٣ چاپ کتاب در حدودی تا نقیصه این دارد.)که توجه کاربرد و وفهم ،درک دانش
به بیشتر توجه به نیاز هم هنوز اما گردد.) می آموزان دانش توسط یادگیری تعمیق موجب (که است شده توجه حیطه شش
ب کتا به نسبت توجهی قابل های مزیت از ١٣٩١ چاپ کتاب مجموع شود.در می احساس شناختی بالای های حیطه
ریاضی و بازی از محترم دبیران حاضر کتاب شدن بهتر چه هر برای گردد می پیشنهاد است.اما برخوردار ١٣٩٣ چاپ

گیرند. بهره شناختی بالای سطوح به پرداختن جهت تکمیلی سوالات ،همچنین

بلوم شناختی دیدگاه ریاضی، درسی محتوا،کتب تحلیل کلیدی: واژه های

مقدمه

در فقط و باشد داشته صفحه ۴ حداکثر و ٣ حداقل باید ارسالی مقاله می شود. نوشته مقاله مقدمه نمونه، برای بخش، این در
نخواهد داده اثر ترتیب باشند، نکرده رعایت را قالب در موجود توصیه های که مقالاتی به است بدیهی شود. نوشته قالب همین
های سال در پرورش و آموزش تحول طرح اجرای با همزمان -٣- صورت تغییراتی آن فراخور به نیز درسی کتب در ٦ شد.
در ویژه (به جدید درسی کتب مولفان که است این شود می مطرح اینجا در که گرفت.سوالی ٣ آموزشی نظام استقرار و اخیر،
آموزشی محتوای تولید و کشور آموزی دانش جامعه آموزشی های نیاز کردن برآورده در اند توانسته حد چه تا ریاضی) درس
های نظام در که بدانیم که شود می پیش از بیش زمانی موضوع این اهمیت کنند. عمل موفق جامعه، امروز نیاز با متناسب
دارد.با کننده تعیین بسیار جایگاهی ، معلم راهنمای اولین عنوان به درسی کتاب ایران، پرورش و آموزش مانند متمرکز آموزشی
و قدیم ریاضی کتاب دو ، بلوم شناختی دیدگاه مانند معتبر علمی دیدگاه یک کمک با تا شدیم آن بر شده ذکر مطالب به عنایت
اهداف توانسته ها کتاب این در گرفته صورت تغییرات آیا گردد مشخص تا نماییم محتوا تحلیل را هشتم ی پایه جدیدالتألیف
و خلاق آموز دانش تواند می جدید کتاب محتوای دیگر عبارت به یا و بردارد جلو به رو گامی و نموده محقق را آموزشی نظام
معلمان است این تحقیق این دیگر اهداف کجاست؟از آن ضعف و قوت نقاط بوده موفق امر این در اگر و دهد ش پرور فعال
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در آنان به و کنیم است)آشنا دبیری هر دسترس در مفید ابزارهای از (که درسی کتب محتوای تحلیل های شیوه با را ریاضی
در آموزشی های هدف بندی طبقه به ١٩٥٦ سال در بلوم بنجامین بلوم بندی طبقه رسانیم. یاری تر مطلوب سوالات طرح
مسئله یک حل در مثلا دارد. تاکید است ضروری آموختنش آنچه بازسازی یا یادآوری بر هدفها این پرداخت. شناختی حیطه
ها روش ها، نظریه به را آنها و کند مرتب را شده داده مطالب سپس دهد. تشخیص را اصلی مساله باید نخست فرد فکری
ذاتی امور از و ترین، پیچیده به شناخت سطح ترین ساده از ها هدف حیطه این در دهد. ربط است گرفته یاد که الگوهایی و

است. شده تنظیم محسوس غیر و معنوی امور به محسوس
تحلیل و ٤–تجزیه -کاربرد ٣ فهمیدن -٢ -دانش ١ باشد: می زیر شرح به عمده ی طبقه ٦ شامل شده تهیه بندی طبقه

٦-ارزشیابی ٥-ترکیب

تحقیق روش

ریاضی کتاب جبر بخش باشد.در می کاربردی نوع از هدف به توجه با و –تحلیلی توصیفی نوع از روش به توجه با تحقیق این
تمرین ٥٠ و مسئله حل ٩ تمرین، ٩٠ کلاس، کاردر ١٤٨ فعالیت، ١٢ شامل ریاضی سوال ٣٠٩ از راهنمایی(قبل سوم سال
جدول در آن محتوای تحلیل از حاصل نتایج .که بود موجود ٣ آموزشی نظام استقرار -٣- ١٣٩١ سال ٦)چاپ : ای دوره
شامل ریاضی سوال ١٨٣ :تعداد ١٣٩٣ سال چاپ هشتم ی پایه ریاضی کتاب جبر بخش در همچنین است. آمده ١ شماره
جدول در آن محتوای تحلیل از حاصل نتایج که است موجود ترکیبی تمرین ٤ و تمرین ٥٥ کلاس، کاردر ٥٩ ، فعالیت ٦٥

است. آمده ٢ شماره
و گردید بررسی راهنما استاد همچنین و خبره ریاضی دبیران از نفر سه توسط سوالات بندی سطح ، روایی تعیین برای
بیش در که گرفت صورت مجدد بررسی هفته سه فاصله به پایایی میزان بررسی برای آمد.همچنین بدست یکسانی تقریبآ نتایج

بود. یکسان نتایج موارد درصد ٨٨ از

نتایج

شد: استنباط ذیل موارد آمده دست به نتایج بررسی از پس

،درک دانش سطح به سوالات بیشتر بطوریکه است بیشتر شناختی حیطه پایین سطوح به توجه میزان کتاب دو هر در .١
یافته. بهبود اندکی جدید کتاب در موضوع این البته که دانش) (بخصوص است مربوط کاربرد و وفهم

کتاب در که اندک) بسیار (یا نشده توجهی هیچ تقریبآ ارزشیابی و ،ترکیب تحلیل و تجزیه سطح سه به قدیم کتاب در .٢
به توجه با )اما باشند می شناختی های حیطه سطوح تمام از (سوالات یافته بهبود نیز موضوع این حدودی تا جدید
دانش عمیقتر و بهتر فهم موجبات (که شناختی حیطه بالای سطوح زیاد کاربرد و اهمیت و سوالات تنوع ضرورت
به کتاب محتوای در و... ریاضی و بازی مثل هایی قسمت گنجاندن با گردد می پیشنهاد ، ( آورد می فراهم را آموزان

گیرد. صورت بیشتری توجه هم باز شناختی حیطه بالای سطوح

از بهتر ،حتی برده بهره شناختی های حیطه سطوح تمام از تقریبأ چون قدیم کتاب های فعالیت که گفت توان می .٣
گردد. می ارزیابی جدید چاپ کتاب های فعالیت

سوالات که است آن از حاکی که شود می دیده آشکاری ،تفاوت کتاب دو در ها تمرین و ها کاردرکلاس ی مقایسه از .۴
قدیم) چاپ کتاب عکس اند.(به بوده برخوردار خوبی طراحی از جدید کتاب در ها قسمت این به مربوط
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تیمز جمله از المللی بین های آزمون با بیشتری سنخیت احتمال بخش افزودن جهت به محتوایی لحاظ به جدید کتاب .۵
دارد.

این که است شده ومتعادلی جا به توجه حساب ماشین همچون کمکی وسایل از آموز دانش استفاده به جدید کتاب در .۶
بود. شده واقع غفلت مورد قدیم کتاب در امر

مراجع

.١٣٨٨ تهران، دوران، نشر انتشارات اول)، (جلد تربیتی علوم و روانشناسی در تحقیق های روش اسماعیل، بیابانگرد، [١]

.١٣٩٣ ،١١٥ ریاضی،ش آموزش رشد مجله بیاموزیم، ٢٠٦١ درسی برنامه محتوای تحلیل تجزیه از کائیدی،اعظم، [٢]

نامه پایان شناختی، حیطه از بلوم بندی طبقه مبنای بر متوسطه ی دوره دوم سال ریاضی کتاب محتوای تحلیل محمدی،تیمور، امیر [٣]
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دبستان اول سال جدیدالتألیف های درکتاب واضح تناقض

جبلی ملکی فاطمه
زینبیه پردیس فرهنگیان دانشگاه ریاضی مدرس و آمار ارشد کارشناس

* تبار سلیمان پروین
زینبیه پردیس فرهنگیان دانشگاه کارشناسی دانشجوی

مقدمه ١

باعث و درگیرنموده را بالاتر های پایه آموزان ازدانش کمتری تعداد و ابتدایی ی پایه آموزان دانش اغلب که ازمشکلاتی یکی
برای ابتدایی آموزان دانش از بسیاری است. دست انگشتان با ،شمارش میشود آموزان دردانش ریاضی یادگیری ضعف ایجاد
میکنند سعی موضوع این علت بررسی جای نیزبه وهمکاران میکنند استفاده دست انگشتان از خود ریاضی محاسبات انجام
دست انگشتان با شمارش شوند.تأثیر کارنمی این انجام به موفق ولی نمایند رابرطرف مشکل این تنبیه وبعضاً وتمرین تکرار با
در ، مسأله صورت خوانی روان برمشکل علاوه آموزان دانش بعضاً زیرا دارد، بیشتری نمود آموزان دانش توسط مسأله حل در

هستند. مشکل دچار نیز درمسأله موجود اعداد مفهوم درک

مشکل رفع ی ایده ٢

نوشتاری شکل مقدماتی صفحه چند از وبعد سرعت ،به شد می تدریس قبل های درسال که اول سال ریاضی درکتاب
کید تأ ،همکاران درکتاب شده بیان مطالب به باتوجه شد. نمی داده اعدادآموزشی مجرد مفهوم ودرمورد شد می مطرح اعداد
با محترم شد،معلمان می شروع ”٢” ازعدد اعداد نوشتن که این باوجود حتی و داشتند اعداد ترتیبی مفهوم روی بر فراوانی
گفتند:” می آنها وبه داده نشان آموزان دانش به شئ ٢ عدد، این آموزش برای دبستانی پیش مقطع های آموزش درنظرگرفتن
نیز نمودند می تدریس را اول نوع اساسی های جمع انجام که ،زمانی بحث ی ادامه ودر داریم” شئ ٢ بشمارید،١-٢،پس
گفتند: می آنها وبه داده نشان آموزان دانش به شئ ۴ ابتدا ”٣+۴=٧” جمع برای فرضاً ،بطوریکه میبردند بهره شیوه این از
داریم؛ شئ چند درمجموع پس ،١-٢-٣ ”بشمارید، گفتند: ومی گرفته دردست دیگر شئ وسپس٣ ”۴-١-٢-٣ ”بشمارید،
،لذا نمودند مرورمی را اعداد ترتیبی مفهوم بار سه باید ساده جمع یک انجام برای آموزان دانش یعنی .”٧-۶-۵-۴-١-٢-٣
که زمانی پس شناختند. می ”١، ٢” اعداد با درمقایسه را عدد واین نداشتند خود ذهن در ”٣” ازعدد مشخصی مفهوم هیچگاه
کردند می درک را مسأله مفهوم اگر حتی دارد؟” مداد چند حالا گرفت، برادرش از مداد ۴ و دارد مداد ٣ ”زهرا خواندند: می
گرفت می ها آن از زیادی زمان دیگر مداد ۴ مدادودریافت ٣ وجود ،تجسم نداشتند مشکلی هم مسأله خوانی روان لحاظ از و
کمی مشکل این جدیدالتألیف، درکتاب شدند. می مواجه مشکل با ساده مسأله این حل برای آموزان دانش موارد برخی در و
معرفی از پیش مقدماتی صفحات تعداد قبل کتاب به نسبت دیگر عبارت است،به نشده حل کامل بطور ولی گردیده مرتفع

است: شده بیان صفحات تمام بالای در اما است گردیده بیشتر خیلی اعداد نوشتاری شکل

*سخنران
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”بشمار بگویند: آموزان دانش به میدانند موظف را خود شکل تعداد هر برای عزیز معلمان ناگزیر ”بشماروبگو”،که
وبدون نمایند می مرور صفحات این در را اعداد ترتیبی مفهوم هم باز آموزان دانش .درنتیجه میبینی” شکل در چندشئ وبگو
درس دریادگیری بیشتر ضعف ایجاد کارسبب این نتیجه ودر شوند می وارد اعداد نوشتاری شکل ،به اعداد مجرد مفهوم درک
که رسد می نظر به تایی پنج های دسته معرفی و خط چوب معرفی به توجه با که درحالی شد. خواهد ها آن برای ریاضیات
باشد از۵ کمتر آموز دانش به شده داده نشان اشیاء تعداد اگر و است اعداد ترتیبی مفهوم از آموز دانش کردن ،جدا کتاب هدف
سریع ساخت با بتواند باید نیز ۵ از بیشتر تعداد وبرای دهد تشخیص را تعداد شمارشی گونه هیچ انجام بدون بتواند باید ،وی
مشهود جدیدالتألیف درکتاب عمده تناقض ،این بنابراین دهد. تشخیص را تعداد شمارش، بدون خود ذهن در تایی ۵ ی دسته
و ”ببین : عبارت آن جای وبه حذف صفحات تمامی دربالای بگو” و ”بشمار عبارت است لازم نگارندگان زعم وبه است
شئ تعداد تشخیص مفهوم مختلف های بازی انجام با بدانند موظف را خود عزیز همکاران گونه تابدین شود جایگزین بگو”
تعدادی با ۵ عدد به رسیدن زمان در و دهند آموزش بیشتر ،۵ از اعدادکمتر در را شمارش انجام بدون و ها آن دیدن محض به
صورت به خطی چوب شئ، ۵ دیدن با که بخواهند ها آن ،از دهند می آموز دانش هر به که چسب و نی یا کبریت ،چوب چوب
از ٧ عدد مثال طور ؛به میشود آسان بسیار کار ... ۶،٧و مثلا ۵ از بیشتر اعداد تشخیص برای صورت این در و بسازند ∦∦
که است بذکر لازم البته . اند شده تشکیل تایی پنج خط چوب دو از ١٠ عدد و جدا خط چوب دو و تایی پنج خط چوب یک
٣ میتوانند محترم آموزگاران مثال برای داد. ،آموزش آموزان دانش به بازی با را خط چوب ساخت مختلف های روش باید
ممکن چه ،اگر بسازند تایی پنج خط چوب تا بردارند شئ کافی قدر به بخواهند ها آن از و داده نشان آموزان دانش به شئ
که طوری به رفته بالا آموزگار توسط بازی انجام سرعت مرور به ولی باشد برخوردار کمی سرعت از بازی این ابتدا در است
مثال ی ارائه با میتوانند عزیز معلمین شکل بدین باشند. نداشته شمارش برای فرصتی هیچ بازی انجام زمان در آموزان دانش
مفهوم ،به اعداد نوشتاری شکل آموزش از قبل ها آن گونه بدین و نمایند تمرین آموزان دانش با دیگر متنوع و مشابه های
دراین یابند. می تسلط جمع در یابی مجهول همچنین و اول نوع اساسی های وتفریق ها جمع از زیادی تعداد و اعداد مجرد

میرود. بالا نیز مسأله حل سرعت و شده برطرف آموزان دانش ریاضی مشکلات از بسیاری صورت

گیری نتیجه

داشتن بر علاوه آموزان ،دانش وسرگرمی بازی مبنای بر آموزشی های شیوه از استفاده و شده ذکر اصلاحات انجام با پس
می یادگیری بازده افزایش سبب امر این و داشت خواهند نیز کمتری واسترس ،ترس کتاب مختلف مباحث بر کافی تسلط

گردد.

مراجع
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.١٣٩١ ، چاپ ابتدایی دوره اول سال ریاضی کتاب [٢]
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ارتقای برای ابزاری عنوان به شطرنج از استفاده پژوهش: یک از گزارشی
ریاضی مسئله حل توانایی

رضوانی محمدعلی
کرمان باهنر شهید دانشگاه

چکیده

پایه آموزان دانش ریاضی مسئله حل تواناییهای توسعه بر شطرنج آموزش نقش بررسی پژوهش این اصلی هدف
داده شد. طراحی آزمون آزمون-پس پیش گروهی یک صورت به و بود تجربی نوع از مطالعه این بود. ابتدایی پنجم
عنوان به شطرنج آموزش جلسه ۵٢ پژوهش، این در گردید. آوری جمع آزمون پس و آزمون پیش برگزاری طریق از ها
ریاضی مسئله حل های توانایی توسعه بر شطرنج، آموزش نقش که داد نشان مطالعه این و شد ارائه آموزشی مداخله

است. معنادار و مثبت ابتدایی، پنجم پایه آموزان دانش

حل توانایی ابتدایی، پنجم پایه آموزان دانش شطرنج، و مسئله حل استراتژی ریاضی، مسئله حل کلیدی: واژه های
مسئله.

Mathematics Subject Classification [2010]: 97

مقدمه ١

شود، می تفکر تقویت باعث که فکری ورزش یک عنوان به مدرسه، در شطرنج از استفاده آموزشی، تجربی منابع از بعضی در
مطرح بارها عمومی آموزش در شطرنج حضور با رابطه در که هایی سؤال از یکی واقع، در .(٢٠٠۶ (ایزابلا، است شده توصیه
مؤثر یادگیرندگان در ریاضی مسئله حل توانایی افزایش بر دارد، که ماهیتی به توجه با شطرنج بازی آیا که است این شده،
پایه ریاضی درسی برنامه جدید تغییرات در که دارد ویژه اهمیت جهت این از خصوص به ایران، در موضوع این طرح است؟
(داودی، است گرفته قرار کید تأ مورد ریاضی، درسی های کتاب در جدا فصلی عنوان به مسئله» «حل آموزش مختلف، های
ریاضیات» های «خانه در « برنامه «فوق قالب در شطرنج آموزش امکان این، بر علاوه .(١٣٩٢ عالمیان، و شاهورانی رستگار،
را شطرنج و ریاضی مسئله حل حوزه در پژوهش انجام ضرورت گذرد، می ایران در ها آن تأسیس زمان از دهه یک از بیش که
استفاده چگونگی برای بیشتری مستندات به دستیابی جهت هایی پژوهش انجام دلیل، این به کند. می برجسته پیش، از بیش

است. ضروری بومی، سطح در ریاضی مسئله حل آموزش در ازشطرنج

پژوهش پیشینه ٢

و فریرا مثال، طور به است. گرفته قرار مطالعه مورد مختلف تحقیقات در ریاضی مسئله حل و شطرنج بین رابطه بررسی
را آموزان دانش شطرنج، آموزش و دارد وجود رابطه مسئله، حل و شطرنج بازی در توانایی بین که معتقدند (٢٠٠٨) پالارس
افزایش و فراشناختی های توانایی توسعه شطرنج، آموزش مهم تأثیرات از یکی چنین، هم کند می کمک ، الگوها تشخیص در

.(٢٠١٢ محمدی، و یکتایار (کاظمی، است. تحصیلی مختلف سطوح در آموزان دانش ریاضی مسئله حل قدرت
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تحقیق معرفی ٣

در شطرنج تأثیر بررسی آن، اصلی هدف که شد طراحی تحقیقی شطرنج، و مسئله حل حوزه در پژوهش پیشینه به توجه با
بود. ایران در ابتدایی پنجم پایه آموزان دانش ریاضی مسئله حل های توانایی توسعه

پژوهش روش ۴

این به تا شد طراحی (١٩٩۶ گال، و بورگ (گال، آزمون آزمون-پس پیش گروهی یک طرح با و تجربی نوع از تحقیق، این
چیست.» ابتدایی پنجم پایه آموزان دانش ریاضی مسئله حل های توانایی توسعه در شطرنج آموزش «نقش که دهد پاسخ سؤال
آماری، نمونه و ایران شرقی جنوب های استان از یکی ابتدایی پنجم پایه آموزان دانش پژوهش، این جامعه نمونه: و جامعه
انتخاب و ایران شرقی جنوب شهرهای از یکی در واقع مدرسه یک از ابتدایی پنجم پایه پسر آموزان دانش از نفر ٢۵ شامل

.(١٩٩۶ گال، و بورگ بود(گال، ای مرحله دو ایِ خوشه تصادفی روش به نمونه
کلامی مسئله ٢٠ شامل کدام هر آزمون پس یک و آزمون پیش یک طریق پژوهش،از این های داده : ها داده آوری جمع ابزار
حل و شطرنج های استراتژی بین موجود های شباهت اساس بر ها آزمون . شدند آوری جمع ای مرحله چند های جواب با
ریاضی درسی کتاب محتوای و آموزشی های هدف اساس بر و شده مدرسةانتخاب پنجم پایه معلمان توسط ریاضی، مسئله
استراتژی سه از شکل»، رسم «استراتژی و تر» ساده مسئله «حل استراتژی بر علاوه ها، آزمون این در شدند. طراحی پنجم پایه
که شد استفاده کتاب همین در شده مطرح آزمایش» و «حدس و «الگویابی» مسئله)»، درون های (مسئله ها زیرمسئله «حل
مقاله، اول ها،نویسنده آزمون اجرای مراحل تمام در شد. تمرکز ها آن بر آموزشی مداخلة در که اند شطرنج استراتژی سه نظیر

داشت. نظارت ها آزمون اجرای بر و بود حاضر
کرونباخ آلفای ضریب از اجزا، داخلی پایداری میزان گیری اندازه یعنی ها آزمون پایایی تعیین برای : ابزار روایی و پایایی
طراحی و شده انتخاب مدرسة پنجم پایه معلمان از دعوت یک با ها، آزمون روایی میزان تعیین همچنین،برای شد. استفاده
روایی آزمون، دو های سؤال از یک هر برای مناسب» كاملا» تا نامناسب» كاملا» طیف با لیکرت مقیاس در نامه پرسش دو

شد. تعیین ابزارها
مسئله حل در فرد مهارت معنای به ریاضی؛ مسئله حل ازقدرت عبارت پژوهش این متغیرهای : پژوهش متغیرهای
(فریرا، است شطرنج بازی انجام در بازیکنان نسبی مهارت معنای ؛به الو شطرنج- بازی قدرت و (٢٠١١ ، (لاترل ریاضی

.(٢٠١٢
آموزش دوره پایان از پس و شد مشخص آزمون پیش یک توسط آموزان دانش مسئله حل قدرت ابتدا پژوهش: اجرای
عنوان به آموزان دانش الوی میزان طریق از شطرنج، بازی در آموزان دانش قدرت گردید. برگزار آزمون پس یک شطرنج،
اساس بر و داد انجام فریتز برنامه با بازی ٩ آموز دانش هر ابتدا، شد. گیری اندازه « «فریتز برنامه توسط شطرنج، بازیکنان
دوره پایان از پس شد تعیین وی اولیه الوی امتیاز- صفر باخت و امتیاز نیم مساوی امتیاز، یک برد هر شده- کسب نتایج
ترتیب،محاسبه همین به پژوهش در کننده شرکت آموزانِ دانش نهایی الوی میزان یعنی شطرنجی قدرت مجدداً شطرنج، آموزش

شد.
طرح طبق هفته، ٢۶ مدت به شطرنج آموزش جلسه ۵٢ آزمون، پیش برگزاری از پس شطرنج): (آموزش مداخله ویژگی
بر علاوه شد برگزار محقق نظارت با و ایران شطرنج فدراسیون تأیید مورد مدرسان توسط شطرنج فدراسیون استاندارد درس
درسی کتاب با متناسب مسئله حل راهبرد استراتژی/ سه با متناسب نیز متنوعی مسائل و ها مثال شطرنج، استاندارد آموزش
«حل از بودند عبارت استراتژی سه این شدند. انتخاب شطرنج، در سه این معادل استراتژیِ سه و ابتدایی پنجم پایة ریاضی

آزمایش». و «حدس و «الگویابی» ها»، زیرمسئله
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استفاده -اسمیرنوف کلموگروف آزمون از ها، داده بودن- نرمال تعیین - هنجاری به بررسی برای ها: داده تحلیل و تجزیه
بودن نرمال به توجه با بودند. غیرنرمال الو نمرات و نرمال توزیع دارای ریاضی نمرات آن طبق بر که .(١٩٨٠ ، (کنوور گردید
شد. استفاده ها آن آماری مقایسه برای ویلکاکسون، آزمون از الو نمرات بودن نرمال غیر به توجه با و t آزمون از ریاضی نمرات
دهد،نخست نمی نشان را متغیرها بین روابط میزان که است این t آزمون های محدودیت از یکی که این به عنایت با سپس
اسپیرمن، آزمون از استفاده با بودند، معنیدار آماری لحاظ از شده مشاهده های تفاوت که این به توجه با و شدند تحلیل ها داده
پژوهش: های محدودیت .(١٩٩۶ گال، و بورگ (گال، شد مشخص ها آن میزان و الو نمرات و ریاضی نمرات بین همبستگی
دوره پسر آموزان دانش آن، در کنندگان شرکت و بود محدود شطرنج استراتژی سه شامل آموزشی برنامه یک به پژوهش، این
آن با مستقیمی ارتباط اما بود، آموزان دانش درسی برنامه با سو هم اگرچه شده طراحی آموزش چنین، هم بودند. ابتدایی
برنامه فوق فعالیت یک عنوان به و مدرسه رسمی زمان از بعد های ساعت در نیز آموزشی های جلسه اجرای زمان نداشت.

نداشت. تأثیری آموزان دانش تحصیلی وضعیت تعیین بر آموزش، نتایج و بود

نتایج ۵

پیش به نسبت الو، و ریاضی مسئله حل نهایی های آزمون در آموزان دانش عملکرد که شد مشخص آماری های آزمون طبق
است. شده داده نشان زیر جدول در ریاضی آزمون پس و آزمون پیش نمرات آماری مقایس است. داشته رشد آزمون،

ریاضی آزمون پس و آزمون پیش نمرات مقایسه برای t آزمون نتایج :١ جدول

تعداد رتبه میانگین استاندارد انحراف ها رتبه مجموع
آزمون پیش ریاضی نمرات ٢۵ ١٠٬٣٠٠٠ ٣٬۵٨٠١٨ ۴٬٢٨٩ ٢۴ ٠٬٠٠٠١
آزمون پس ریاضی نمرات ٢۵ ١٢٬٢١٠٠ ٣٬٢٣٠۴۵

ميزان كردن مشخص براي ، است. داشته پيشرفت اوليه نمرات به نسبت الو نهايي نمرات كه داد نشان ويلكاكسون آزمون
همبستگي آزمون از (١٩٨٠) كنوور توصيه به آموزان، دانش الوي مقدار و رياضي) (نمرات مسئله حل قدرت بين همبستگي

دارد. وجود رابطه الو نمرات و رياضي نمرات بين كه داد نشان آزمون این . شد استفاده اسپيرمن

گیری نتیجه و بحث ۶

مثبت نقش ابتدایی، پنجم پایه آموزان دانش ریاضی مسئله حل های توانایی برارتقای شطرنج، آموزش که داد نشان تحقیق این
توانایی شطرنج، از استفاده بر مبتنی مناسب آموزشی های مداخله طراحی با توان می که معناست این به بودن مثبت دارد.

داد. توسعه را ابتدایی آموزان دانش ریاضی مسئله حل های
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مسئله حل مهارت و یادگیری بهبود در آموزان دانش توسط مثال تولید نقش
آنان ریاضی

نژادصادقی دکترنوراله
اهواز دانشگاه

ثریاحیدری
اهواز دانشگاه

* امیری شاه سادات فاطمه
اهواز دانشگاه

چکیده

مسأله حل مهارت های و یادگیری بهبود در آموزان دانش توسط مثال تولید نقش بررسی منظور به حاضر پژوهش
گروه نفر ١۵ و آزمایش گروه نفر ١۵ ) ریاضی سوم سال دختر آموز دانش شامل٣٠ پژوهش نمونه ی شد. انجام آنان
آموزان دانش توسط مثال تولید رویکرد با آزمایش گروه در و سنتی شیوه به کنترل گروه در تدریس کنترل)می باشد.
حل و یادگیری بهبود متغیرهای در کنترل) و (آزمایش گروه دو نمرات میانگین بین داد نشان پژوهش نتایج شد. انجام
تفاوت رهیافت ها) از استفاده مهارت و موجود دانش از استفاده مهارت استدلال، مهارت سازی، فرضیه (مهارت مسأله
مسأله حل ومهارت های یادگیری بهبود موجب آموزان دانش توسط مثال تولید رویکرد بنابراین دارد. وجود داری معنی

آنانمی شود.

مسأله حل یادگیری، مثال، تولید کلیدی: واژه های

مقدمه ١

مشخص، و خاص مثال ها ی از معلمان که مواردی در خصوص به می کنند، ایفا ریاضی یادگیری و آموزش در مهمی نقش مثال ها
بسیاری .(٢٠١٠، سوفین بایتی (هاریزون می نمایند استفاده دانش آموزان به مفاهیم انتقال یا و مسأله یک تشریح منظور به
مطلب آن مورد در را مثالی آموزان دانش از سپس و کنیم تدریس را مطلبی ما اگر که معتقدند محققین و آموزشگران از
به توجه با می کنیم. تقویت یا و ایجاد آن ها در را مهارت هایی و کشانیم می چالش به را آموزان دانش ذهن کار این با بخواهیم،
بعضی که دارد وجود آموزش در مثال ها از استفاده در متفاوتی رویکردهای محققین، نظر از مثال ها دامنه گستردگی و وسعت
یک ارزشیابی جدید، مفهوم یک ارائه با رابطه در مثال ها از استفاده از: عبارتند کمین بندی تقسیم اساس بر رویکردها این از
استفاده و مفاهیم بین ارتباط ایجاد مفهوم، ساخت ریاضیات، در مندی علاقه و انگیزش ایجاد مسئله، حل روش های مفهوم،
آن ها بین ارتباط و مفاهیم شناخت نیازمند که است فکری کاری مسئله حل .(٢٠١٠ ، (کمین مسئله حل رهیافت های از
حل برای مسیری کننده ترسیم و مفاهیم از آن ها شناخت بهبود در عاملی می تواند آموزان دانش توسط مثال تولید و است
است. شده شناخته ریاضی تدریس روش های اغلب در لازم جنبه های از یکی کلی طور به مثال ها از استفاده باشد. مسئله
می تواند تدریس ضمن در آن ها مناسب ارائه عدم یا و فقدان که می آیند حساب به یادگیری و یاددهی در لازم جز یک مثال ها
عنوان به آموزان دانش توسط مثال تولید طرفی از باشد. داشته آموزان دانش توسط مفاهیم درک و شناخت در منفی اثرات
و ریس ١٣٩٠؛ فراهانی، (واشقانی است بوده آموزشگران از بسیاری توجه مورد یادگیری در تأثیرگذار حوزه این از شاخه ای
معلمان استفاده و پداگوژیکی دانش محتوی بین ارتباط (٢٠٠٨) زاواسکی و زودیک .(١٩٨١ ، وینر و تال ٢٠٠٢؛ ، رنکل

*سخنران
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آموزان دانش نگرش مراتب سلسله از معلمان اگاهی مثال ها با رابطه در که معتقدند و دادند قرار توجه مورد را مثال ها از
و ریس است. ضروری آن مهم جنبه های به توجه جای به مثال یک از مرتبط غیر نکات دانستن به آن ها تمایل مثال ها، به
از استفاده داشتند، ریاضیات در مثال ها نقش اهمیت بیان برای که مطالعاتی در ،(٢٠٠٧) لیکین و زازکیس ،(٢٠٠٢) رنکل
مثال ها گونه این تأثیر میزان دریافتند و دادند قرار تایید مورد را شده حل مثال های به یادگیرنده ها تمایل و کارشده مثال های
تولید روش های خود، پژوهش در (١٣٨٨) کثیری می دهد. انجام خودش برای فراگیر هر که دارد تحلیلی و تشریح به بستگی
که می شود باعث موضوع یک در مثال تولید که بود این بیانگر نتایج داد، قرار توجه مورد را دبستانی آموزان دانش توسط مثال
مهارت های و یادگیری بهبود در مثال تولید که است نقشی بررسی صدد در تحقیق این رود. بالاتر موضوع آن از مفهومی درک

دارد. دانش آموزان مسئله حل

پژوهش روش ٢

دانش پژوهش مورد نمونه است. کنترل” گروه با آزمون پس آزمون- پیش ” نوع از و آزمایشی نیمه تجربی حاضر پژوهش
از شدند. انتخاب دسترس در گیری نمونه شیوه به که هستند اهواز شهرستان ۴ ناحیه ریاضی رشته متوسطه سوم سال آموزان
بهبود بررسی جهت شدند. انتخاب ساده تصادفی شیوه به کنترل گروه نفر ١۵ و آزمایش گروه نفر ١۵ آموزان دانش این بین
اندازه ابزار صوری و محتوا روایی منظور به شد. استفاده ساخته محقق ابزار از آموزان دانش مسئله حل مهارت های و یادگیری
آموزش تخصص با نفر دو و ریاضی اساتید از تن دو و ریاضی معلم ۴ توسط، سوالات گردید. انتخاب سوال ۴٠ ابتدا گیری،
نمره در را امتیاز بیشترین مذکور اشخاص توسط که شدند برگزیده آن هایی سوالات میان از گرفتند قرار بررسی مورد ریاضی
شدن مشخص از پس شدند. انتخاب آزمون پس برای سوال ٨ و آزمون پیش برای سوال ٨ آخر در بودند. آورده دست به دهی
تحت ساعتی ۵/١ جلسه ٨ مدت به آزمایش گروه سپس آمد، عمل به آزمون پیش گروه دو هر از کنترل، و آزمایش گروه های
سنتی آموزش تحت کنترل گروه و گرفتند قرار آموزان) دانش توسط مثال تولید بر مبتنی تدریس (روش مستقل متغیر تأثیر
و ملاک پژوهش این در آمد. عمل به آزمون) (پس پایانی آزمون گروه دو هر از آموزشی، دوره اتمام از پس گرفت. قرار رایج
مسئله حل مهارت بهبود ملاک و می باشد کلاس دو آزمون پس و آزمون پیش نتایج مقایسه یادگیری، بهبود تشخیص میزان
استفاده و رهیافت ها از استفاده سازی، فرضیه استدلال، مقیاس های خرده در کلاس دو آزمون پس و آزمون پیش نتایج مقایسه

است. موجود دانش از

یافته ها ٣

بررسی منظور به و مستقل t آزمون از آزمون پس و آزمون پیش مرحله در گروه دو عملکرد مقایسه منظور به قسمت این در
می شود. استفاده وابسته t آزمون از آزمون پس و آزمون پیش مرحله در خودش با قیاس در گروه هر عملکرد

استدلال، مهارت یادگیری، (بهبود پژوهش متغیرهای برای داده ها تمامی می دهد نشان ١ جدول مندرجات که گونه همان
در هم کنترل و آزمایش گروه دو در موجود) دانش از استفاده مهارت و رهیافت ها از استفاده مهارت سازی، فرضیه مهارت
وجود تفاوتی هیچ داده ها بین که معنی بدین هستند، α = ٠٫٠۵ داری معنی سطح از بالاتر آزمون پس در هم و آزمون پیش
برای مستقل t آزمون از می توان گرفت، قرار تایید مورد داده ها بودن نرمال که این به توجه با می شود. تایید صفر فرض و ندارد

کرد. استفاده داده ها داری معنی عدم یا داری معنی
استفاده و سازی فرضیه رهیافت ها، از استفاده مهارت استدلال، مهارت یادگیری، بهبود برای t مقدار ٢ جدول به توجه با
پژوهش متغیرهای نظر از کنترل) و (آزمایش گروه دو بین شد بیان که چه آن به توجه با نمی باشند. دار معنی موجود دانش از
داری معنی تفاوت موجود دانش از استفاده و سازی فرضیه رهیافت ها، از استفاده مهارت استدلال، مهارت یادگیری، بهبود
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١ جدول

٢ جدول

ندارد. وجود

٣ جدول

برابر آزمون پس مرحله در کنترل و آزمایش گروه در یادگیری بهبود tمی دهد نشان ٣ شماره جدول مندرجات که گونه همان
که است −٢٫٨٧ با برابر استدلال مهارت t همچنین است. دار معنی (α = ٠٫٠٠٨) سطح در مقدار این که است ٢٫٨۶ با
دار معنی ( α = ٠٫٠١۵) سطح در که است −٢٫۶ با برابر رهیافت از استفاده t است. دار معنی ( α = ٠٫٠٠٨) سطح در
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دانش از استفاده tاست.مقدار دار معنی ( α = ٠٫٠١۵) سطح در که است −٢٫۵٧ با برابر سازی فرضیه t همچنین است.
مرحله در متغیرها میانگین گفت می توان بنابراین است. دار معنی ( α = ٠٫٠١۶) سطح در که است −٢٫۵٧ با برابر موجود

است. گرفته قرار مثال) (تولید تدریس روش تأثیر تحت آزمون پس

گیری نتیجه و بحث

استدلال، (مهارت نمره های جبری جمع از که افراد ریاضی مسئله حل و یادگیری بهبود در مثال تولید که بودند این بیانگر نتایج
پژوهش با پژوهش این نتایج دارد. اثر می آید، دست به موجود) دانش از استفاده و رهیافت ها از استفاده سازی، فرضیه مهارت
از وقتی است. همسو ،(٢٠٠٧) لیکین و زازکیس ،(٢٠٠٢) رنکل و ریس ،(١٣٩٠) فراهانی واشقانی ،(١٣٨٨) کثیری
درگیر آموزش امر در را آنان عملا بزنند مثال داشته اند حضور آن تدریس مراحل در که مطلبی مورد در می خواهیم آموزان دانش
مهم ترین مفهوم یک در آموزان دانش افکار از گاهی آ دارد. ارزشی با جایگاه آموزش، امر در که است چیزی این و می کنیم
دانش بدفهمی های به بردن پی برای روش ها بهترین از یکی شاید آموزان دانش توسط مثال تولید می باشد. رویکرد این پیامد
راحتی به می تواند که می گیرد قرار یادگیری محیط یک در آموزان دانش وقتی (٢٠٠۵) میسون و واتسون نظر از باشد. آموزان
دامنه به طریق این از و شده فعالیت ها این در شرکت به متمایل نیز خود شوند، مطلع آن ها افکار از و شنیده را دیگران نظر
قسمت مهم ترین ذهنی شان یافته های به آموزان دانش تشویق و ترغیب معلم یک برای شاید می یابد. دست اطلاعات از وسیعی
دادن ارتباط در آنان سعی مفهوم، یک چرایی یافتن به آنان تلاش موضوع یک از آموزان دانش توضیح و شرح باشد. کار این
دیگر شرایط یا شرط یک تغییر با که مختلفی حالات گرفتن نظر در برای تلاش جدید، اطلاعات به مفهوم آن از موجود دانش
نتایج از بخشی دارد، وجود مسئله حل برای که متفاوتی روش های با آشنایی و آن ها تحلیل و تجزیه و می آید وجود به مسأله در

است. مثال تولید با کار
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دهی وزن و بندی رتبه الگوریتم از استفاده با سهام فازی انتخاب
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چکیده

بازارهاست. اینگونه در سرمایه گذاران های دغدغه مهم ترین از یکی بهادار، اوراق بورس در سهام انتخاب نحوه
دارد.در بسزایی اهمیت نماید، یاری بازارها این در سهام انتخاب در را سرمایه گذاران بتواند که شیوه هایی به دستیابی
های روش کاربرد و اهمیت و شود می ارائه فازی محیط در معیاره چند گیری تصمیم جدید روش یک حاضر پژوهش
گرفته قرار استفاده مورد تهران بورس بازار در سهام انتخاب جهت حاضر دهد.روش می نشان مالی مباحث در را فازی
شوند. می بیان مثلثی فازی اعداد کمک به و شده داده شرح زبانی عبارات مبنای بر معیار هر وزن و سهم هر رتبه و شده
شوند. می انتخاب نهایت در و دهی وزن بندی، اولویت ها سهام ای یافته تعمیم فازی تاپسیس روش اساس بر سپس
شدند انتخاب متفاوت کارایی بازار با و بورسی مختلف های گروه از تصادفی طور به سهم ١٢ پژوهش این انجام جهت
انجام محاسبات و نویسی برنامه MATLABافزار نرم کمک با و ارزیابی ها نسبت بازار خبره گر تحلیل دو کمک با و

شد. حاصل ها سهام دهی وزن و بندی اولویت نتیجه نهایت در و گردید

دهی بندی،وزن پرتفوی،رتبه فازی، مثلثی زبانی،اعداد متغیرهای کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

به را او ضرورت این و کند، برقرار تعادل اهدافش و نیازها بین که است آن پی در شخصی تصمیم کوچکترین در حتی انسان
اهداف از استفاده امروزی، گیرندگان تصمیم هنر کند. می نیازمند حل راه یک عنوان به معیاره چند گیری تصمیم از استفاده
متفاوت های شرکت بررسی جهت رو این از است. خدمات کیفیت کردن بیشینه و هزینه کردن کمینه مانند متضادی و چندگانه
هر عایدی به سهام جاری قیمت نسبت خالص، فروش به بازاری ارزش (نسبت چندگانه معیارهای طریق از بورس بازار در
فازی نظریه . کرد استفاده بندی رتبه برای (MCDM) چندگانه گیری تصمیم های معیار رویکرد از است لازم (... و سهم
و نادقیق که را هایی سیستم و ،متغیرها مفاهیم از بسیاری است قادر که اطمینان عدم شرایط در اقدام برای است ای نظریه
گیری تصمیم در آورد. فراهم گیری تصمیم و کنترل و استدلال،استنتاج برای را زمینه و درآورده ریاضی شکل به هستند مبهم
توجه با که مواقعی در لذا دارد. وجود مسئله های محدودیت و مطلوبیت ،تابع پارامترها تقریبی و نادقیق تعریف امکان فازی
می کارا بسیار فازی گیری تصمیم از استفاده کرد تعریف دقیق بطور را مسئله توان نمی اطلاعات یا ،تجربه دانش کمبود به

باشد.

:[٣] شوند می تعریف زیر بصورت نقطه سه با مثلثی فازی اعداد .١ . ١ تعریف

A = (a١, a٢, a٣)

*سخنران

١–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

دهی وزن و بندی رتبه الگوریتم از استفاده با سهام فازی انتخاب پوستر
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:[٣] باشیم داشته مثلثی-اگر عضویت تابع .١ . ٢ تعریف

x, a١, a٢, a٣ ∈ ℜ
A = (a١, a٢, a٣)

گردد: می تعریف زیر بصورت مثلثی فازی عدد عضویت تابع

µA(x) =


٠ x ≤ a١,
(x−a١)
(a٢−a١)

a١ < x ≤ a٢,
(a٢−x)
(a٢−a٣)

a٢ < x ≤ a٣,

٠ x ≥ a٣

شود: می تعریف زیر بصورت معیاره چند گیری تصمیم ماتریس .١ . ٣ تعریف

D̃ =


x̃١١ x̃١٢ . . . x̃١n
x̃٢١ x̃٢٢ . . . x̃٢n

...
... . . . ...

x̃m١ x̃m٢ . . . x̃mn


m×n

W̃ =
[
W̃١ W̃٢ . . . W̃n

]
١×n

Ai(i = ١, ...,m)گزینه فازی رتبه ترتیب به w̃j(j = ١, ..., n) و x̃ij(i = ١, ...,m; j = ١, ..., n) که طوری به
باشد. می Cj(j = ١, ..., n) معیار وزن و Cj(j = ١, ..., n) معیار به نسبت

w̃j = (wj١, wj٢, wj٣) و x̃ij = (aij , bij , cij)مثلثی فازی اعداد توسط که اند زبانی های متغیر ها وزن و ها رتبه این
: شوند می محاسبه ذیل صورت به w̃j وزن میزان و x̃ij رتبه شوند. می توصیف [٣،۴] در شده مطرح موارد اساس بر

x̃ij =
١
k
[x̃١

ij(+)x̃٢
ij(+)...(+)x̃kij ]

w̃j =
١
k
[w̃١

j (+)w̃٢
j (+)...(+)w̃k

j ]

تصمیم امین k توسط شده تعیین وزن میزان و رتبه بترتیب w̃k
j و x̃kijو (تحلیلگران) ها گیرنده تصمیم kتعداد که طوری به

می داده نمایش R̃ با ماتریس این شود. می استفاده سازی نرمال جهت خطی تبدیلات مقیاس از سپس، . باشند می گیرنده
آید: می بدست زیر صورت به و -شود

R̃ = [r̃ij ]m×n

داریم: و اند هزینه و سود معیارهای از ای مجموعه ترتیب به C و B اینجا در

٢–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه
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r̃ij = (
aij
c∗j

,
bij
c∗j

,
cij
c∗j

)

c∗j = maxi cij ،j ∈ B

r̃ij = (
a−j
cij

,
a−j
bij

,
a−j
aij

)

a−j = minj aij ،j ∈ C

بازه به متعلق شده نرمالسازی مثلثی فازی اعداد محدوده های ویژگی حفظ جهت بالا در شده ذکر سازی نرمال روش
بودن حقیقت به نزدیک و بالا دقت کسب جهت و A١, ..., Am متفاوت های گزینه کردن بندی رتبه برای باشد. می [٠،١]
روش این گیری بکار با نهایت در کرد. استفاده ،[٢] در شده مطرح یافته تعمیم فازی تاپسیس روش از است لازم گیری تصمیم

است: زیر صورت به که شود می حاصل گزینه هر تسلط عدم ی درجه

ηND(Ai) = min(j∈Ω,j ̸=i)

{
١ − esij

}
= ١ −max(j∈Ω,j ̸=i) e

s
ij

کارگیری به با باشد. می ها گزینه ی مجموعه Ω Ajو ی گزینه به نسبت Ai گزینه محض تسلط از ای درجه esijآن در که
شود. می انجام ها آن به مربوط دهی وزن و ها گزینه بندی رتبه ،[٢] در شده ذکر الگوریتم

از: عبارتند ترتیب به که باشد می مورد شش پژوهش این در شده گرفته بکار معیارهای
(ROE)سهام صاحبان حقوق به خالص سود نسبت (٢، مالیات و بهره کسر از قبل سود به بازار ارزش نسبت (١
(۶، خالص فروش به بازار ارزش نسبت (۵، جاری بدهی به جاری دارایی نسبت (۴، دارایی کل به جاری بدهی ،٣)نسبت

. P/E نسبت
از حاصل زبانی متغیرهای نتایج نهایت در و گردیده انجام سهام بازار خبره تحلیلگر دو توسط ها نسبت این ارزیابی
و شد.محاسبات محاسبات فرآیند وارد و گردید تبدیل مثلثی فازی اعداد به [٢] در شده گنجانده جدول کمک با آنان ارزیابی

گردید. حاصل نظر مورد دهی وزن و بندی رتبه نتایج و شد انجام MATLAB افزار نرم کمک با مربوطه نویسی برنامه

مورد ١٢ گردیدند انتخاب بورس بازار مختلف های گروه از تصادفی بطور که ، پژوهش این در بررسی مورد های سهام
دسینا. دپارس، کساوه، کپارس، ثمسکن، سشمال، ساراب، ولیز، غشان،شبندر، شپترو، شگل، : از عبارتند و باشند می

اصلی نتایج ٢

از: است عبارت یافته تعمیم فازی تاپسیس روش با بندی رتبه از حاصل نتیجه

،(A١٠)کساوه ،(A٧)سشمال ،(A٩)کپارس ،(A١٢)دسینا ،(A٨)ثمسکن ،(A۵)ولیز ،(A١١)دپارس ،(A٢)شپترو
(A٣)غشان ،(A١)شگل ،(A۶)ساراب ،(A۴)شبندر

است: شده آورده زیر جدول در اعشار رقم دو تا کردن گرد با ها سهام دهی وزن از حاصل نتیجه و

٣–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه
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دهی وزن سهم دهی وزن سهم دهی وزن سهم دهی وزن سهم
٠٬٠۴ ساراب ٠٬٠۵ سشمال ٠٬١١ ثمسکن ٠٬٢٢ شپترو
٠٬٠۴ شگل ٠٬٠۵ کساوه ٠٬٠٧ دسینا ٠٬١۵ دپارس
٠٬٠٣ غشان ٠٬٠۵ شبندر ٠٬٠۶ کپارس ٠٬١٣ ولیز
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سوییچینگ مارکوف مدل از استفاده با تامینی صندوق های ریسک تحلیل

مدرسی نویده
طباطبایی علامه دانشگاه

جعفرلو* شقایق
طباطبایی علامه دانشگاه

چکیده

ساختار شامل که می باشد غیرخطی زمانی سری مدل های متداول ترین از یکی که سوییچینگ رژیم مارکوف مدل
مدل ساختارها، این بین تغییر با کند. مشخص مختلف رژیم های در را زمانی سری رفتار می تواند و است چندگانه ای
بازده استراتژی های نوسانی رفتار بررسی برای را مدل این حال می کند. پیدا را پویا و پیچیده الگوهای جذب توانایی
آوردن بدست برای مختلف استراتژی های و مالی منابع از و متناوبی اند سرمایه گذاری های که تامینی صندوق های ماهانه ی
می دهد نشان مختلف رژیم دو نتایج می بریم. کار به ٢٠١١ تا ١٩٩٧ سالهای دوره ی در می کنند استفاده مناسب بازده ی
رژیم دومین و است تامینی صندوق های ماهانه ی بازده ی استراتژی های تمام برای بالا نوسان یک بیانگر اول رژیم که

می کند. مشخص را ظهور) نو بازار استراتژی های برای جز (به مثبت متوسط وبازده ی پایین تر نوسان

تامینی صندوق شرطی، نوسان سوییچینگ، رژیم مارکوف کلیدی: واژه های

مقدمه ١

خرید آربیتراژ، از استفاده با باشد. داشته ١را فروش و خرید موقعیت دو هر می تواند که است صندوقی تامینی، صندوق یک
موثر سود و می کند سرمایه گذاری بازار در فرصتی هر در تقریبا قرضه اوراق و اختیارات ارزش٢معاملات کم سهام های وفروش
دربرابر موارد از دربسیاری و می باشد متنوع العاده فوق تامینی صندوق های استراتژی می نماید. پیش بینی را ریسک کاهش در
که حالی در می باشد، وریسک نوسانات کاهش تامینی صندوق های بیشتر ابتدایی هدف می کنند. مالی تامین بازار، در رکود
ارائه را بازده خاص خواص تامینی صندوق های می کنند. تلاش بازار شرایط تمام زیر مثبت، بازده تحویل و سرمایه حفظ برای
در را خود استراتژی های که است ممکن تامینی صندوق های همچنین و دارند نرمال غیر توزیع بازده ها اینکه جمله از می دهند،
صندوق های بازده ی آنکه دیگر موارد از .[٢] باشد پویا بسیار که است ممکن آنها ریسک فاکتور ارائه ی و دهند تغییر زمان
رفتار تحلیل مقاله این هدف .[٣] نمی باشد ریسک فاکتور یا جهانی سهام مبادله ی شاخص با مرتبط خطی طور به تامینی
مالی متغیرهای خطی غیر روند مدل اینکه به توجه با می باشد. مالی بحران های طول در تامینی صندوق های بازده  غیرخطی
سری چندین دینامیک که خاصیت این با را سوییچینگ رژیم مارکوف مدل دارند آن خطی نوع از بهتر رفتاری مختلف،
رخدادهایی با همراه آنها رفتار در را شکست هایی یا پرش اغلب مدلها این کنیم. می معرفی می گیرد را مالی دارایی اطلاعات
مالی دارایی های از بسیاری مثال برای می دهد. نمایش را حکومت سیاست های در ناگهانی تغییرات یا مالی بحران های مانند
این می دهد. نشان را اصول در ناگهانی تغییرات به توجه با اقتصادی رکود طول در متفاوت کاملا رفتار به آشکار گرایش یک
ارائه تامینی صندوق های ریسک و عملکرد از جامع ارزیابی یک و می دهد گسترش را سوییچینگ رژیم مارکوف مدل مقاله

می دهد.

*سخنران

١long and short
٢under value
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اولیه مفاهیم و تعاریف ٢

هریک و می شود استفاده گذاری سرمایه صندوق های وسیله ی به که دارد وجود متمایز گذاری سرمایه استراتژی ١۴ تقریبا
می کنند. بندی تقسیم دسته ٣ به را استراتژی ها این می کنند. ارائه را بازده و ریسک از متفاوتی درجه ی

می برند. کار به را دربازار کالا قیمت های یا بهره نرخهای سهام ها، در روندهای استراتژی ها، :این بازار٣ روند (١

وسیله ی به طوریکه به می باشد. جهانی اقتصاد در تغییرات از سود آوردن بدست آن هدف جهانی: کلان اقتصاد .٢ . ١ مثال
بالاست. بسیار انتظارشان مورد نوسانات مقدار و می گیرد قرار تاثیر تحت رخدادها یا و اقتصادی روندهای عمده آن

مورد نوسانات مقدار و می کند گذاری سرمایه ظهور حال در بازارهای بدهی یا شرکت صاحبان حق در ظهور: نو بازارهای
بالاست. بسیار نیز آنها انتظار

منحصرا استراتژی ها این و دارند مهارت بالا ارزش با بهادار اوراق استقراضی فروش در تامینی صندق های استقراضی: فروش
هستند. ریسکی

شرکت صاحبان حق بهادار اوراق مشتقات و شرکت صاحبان حق موقعیت اول درجه ی در صندوق۴: حقوق تساوی استراتژی
کنند. شناسایی استقراضی فروش برای را بالا ارزش با سهام ها می کنند سعی مدیران همچنین و می کنند حفظ را

کار به را دارند یکدیگر به نزدیکی ارتباط که بهادار اوراق بین قیمت اختلاف استراتژی ها این آربیتراژ: استراتژی (٢
می برند.

آنها انتظار مورد نوسان و می کند میل بازار عمومی حرکات وریسک اثرشدید کردن خنثی به خنثی۵: سهام بازار .٢ . ٢ مثال
است. کم عموما

از پول آوردن دست به همچنین و رود بالا اوراق ارزش اگر قرضه اوراق بازده از پول آوردن دست به تبدیل۶: قابل آربیتراژ
دارد. بالایی ریسک سرمایه گذاری این آید. پایین سهام ارزش اگر استقراضی فروش

تصاحب٨را و ادغام٧ ورشکستگی، مانند متمایز رخدادهای بردن کار به بر سعی استراتژی ها این محور: رویداد استراتژی (٣
دارند.

می کند دنبال را جذاب موقعیت های شناسایی و می شود هدایت کمی صورت به معمول طور به چندگانه: استراتژی .٢ . ٣ مثال
بهره برداری را ودیگرابزار واقعی دارایی های و شرکت صاحبان حق مشتقات، ثابت، درآمدهای ترکیب شامل گستره های٩ که

می کنند. گذاری سرمایه ریسک تنوع ترویج برای تامینی صندوق های استراتژی چندین در مدیران کند.
تنوع از بالا سطحی ارائه ی آن، دارایی کلاس های و مختلف استراتژی های ترکیب این هدف : صندوق١٠ به صندوق شاخص
به می توانند نوسان و ریسک بازده، می باشد. فردی صندوق های از یک هر از پایدارتر مدت طولانی سرمایه گذاری بازده و

شوند. کنترل صندوق و زمینه استراتژی های ترکیب وسیله ی
٣Market trend
۴Equity hedge strategies
۵Equity market neutral
۶convertible arbitrage
٧mergers
٨takeovers
٩spread

١٠fund to fund index
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اصلی نتایج ٣

از می کنند. اتخاذ تامینی صندوق های استراتژی های بازده نوسان تخمین برای را گارچ سوییچینگ رژیم مارکوف مدل های
متفاوت زمان در شرطی نوسان تحلیل و مطالعه برای آن گوناگون انواع و یافته) تعمیم ناپایدار شرطی (اتورگرسیو گارچ مدل
رژیم مدل یک ابتدا اند. ثابت نمونه دوره ی سرتاسر برای گارچ های مدل واریانس و شرطی میانگین که می کنند استفاده
روند یک که حالتی متغیر به توجه با می کند تغییر مختلف رژیم های بین شرطی واریانس آن در که آرچ تغییر با سوییچینگ
میانگین بازده، که سوییچینگ رژیم مارکوف یافته ی تعمیم مدل آن از بعد .[۵]،[١] شد پیشنهاد می کند دنبال را مارکوف

[۴] گردید می کند،بیان تعریف زیر صورت به را شرطی واریانس و شرطی

rt = µ(st) + εt (١)

εt −→ εt
√

ht(st)

ht(st) = α٠(st) + α١(ε
٢
t−١ + β١(st)ht−١

دو بین دارند اجازه دو هر می باشند. شرطی واریانس و شرطی میانگین ،t زمان در بازده ترتیب به ht(st) ,µ(st)و st, rt که
(١, گارچ(١ رژیم تک مدل در لازم شرط با ضروری شرط شوند. سویچ رژیم هر در شرطی واریانس بودن مثبت تأیید برای رژیم
هدایت شده داده ثابت انتقال احتمال با اول مرتبه مارکوف زنجیر وسیله ی به st مشاهده غیرقابل رژیم متغیر است. مشابه

می شود.

Pr(st = ٠ | st−١ = ٠) = P٠٠, P r(st = ١ | st−١ = ١) = P١١ (٢)

Pr(st = ٠ | st−١ = ١) = P١٠ = ١ − P١١, P r(st = ١ | st−١ = ٠) = P٠١ = ١ − P٠٠ (٣)

ماتریسی نماد در Pو =

[
P٠٠ ١ − P١١

١ − P٠٠ P١١

]
است ١١برابر پیشین احتمال متغیرهای ترکیب که می شود تبدیل توزیع مدل ترکیب یک به rt بازده سری شرطی توزیع سپس

با
صورت این در .Pit = Pr(st = i | πt−١)

rt | πt−١ =

{
f(rt | st = ٠, πt−١) P٠t احتمال با
f(rt | st = ١, πt−١) P١t = ١ − P٠t احتمال با

معنی t-١ زمان در اطلاعات πt−١ می شود. معنی خطاها برای مفروض شرطی توزیع های از یکی f(rt | st = ١, πt−١) که
سوییچینگ-گارچ رژیم مارکوف مدل برای درستنمایی١٢ لگاریتم تابع می باشد. ٠ رژیم در بودن از پیشین احتمال P٠t می شود.

شود نوشته زیر صورت به تواند می

L =

T∑
t=٠

ln[

٢∑
st=١

f(rt | st = ١, πt−١)Pr(st | πt−١)]

=

T∑
t=١

ln[f(rt | st = ٠, πt−١)P٠t + f(rt | st = ١, πt−١)P١t]

١١ex-ante
١٢log-likelihood
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رژیم مارکوف مدل های در می باشد. t − ١ زمان تا اطلاعات تمام برپایه ی t زمان در رژیم احتمال Pr(st | πt−١)

(st, ..., st−q) گذشته رژیم متغیر q و دارد بستگی گذشته مربع باقیمانده q به t زمان در شرطی واریانس سوییچینگ-آرچ
رژیم ومتغیر t− ١ زمان در شرطی واریانس به t زمان در شرطی واریانس سوییچینگ-گارچ، رژیم مارکوف مدل در .اگرچه
رژیم متغیر و t− ٢ زمان در شرطی واریانس به t− ١ زمان به شرطی واریانس که حالی در دارد. بستگی t زمان به (st)
بستگی t زمان تا ها رژیم کل به t زمان در شرطی واریانس بنابراین ترتیب. همین به و دارد بستگی t− ١ زمان به (st−١)

دارد.
در سرایت و مالی های دارایی بین شرکت های تحرکات در تامینی صندوق های اثر میزان ارزیابی تجربی، کار این هدف
انتقال برای کانالی می تواند بازار پویای و متنوع استراتژی های حقیقت، در می باشد. ١٩٩٠ سال از شده مشاهده مالی بازار
ما رو این از می باشد. بازارها تمام برای بحرانی ارزش از بیشتر LR تست تخمین همچنین، باشد. بازارها بین شوک ها
تامینی صندوق های استراتژی های که است واضح کنیم. رد را ٪١ تشخیص سطح در رژیم تغییر نداشتن صفر فرض می توانیم
شده داده توضیح بهتر رژیم یک با (١, گارچ(١ مدل یک با مقایسه در گارچ سوییچینگ رژیم مارکوف مدل یک وسیله ی به
حباب بحران های ،١٩٩٨ درسال LTCM بحران های است. شده مشخص رخداد چهار وسیله ی به مطالعه مورد دوره ی است.
طور به بحران این که ٢٠٠٨ جهانی مالی بحران و ٢٠٠٧ درسال بی پشتوانه وام های بحران های ،٢٠٠٠ سال در اینترنتی
با منفی متوسط بازده یک رژیم، اولین است. شده مشخص لمن برادران سقوط و بی پشتوانه وام های بحران وسیله ی به خاص
را مثبت متوسط بازده و پایین تر نوسان دوم، رژیم می دهد. نشان مطالعه مورد بازارهای تمام برای را بالا بسیار نوسان یک

می دهد. نشان

آینده کارهای و نتیجه گیری ۴

می صندوق ها این در بازنشستگی صندوق های گذاری سرمایه آنها، عملکرد نحوه ی و تامینی صندوق های گرفتن نظر در با
عملکرد بر تامینی صندوق های که تاثیری با و شود منجر بازنشستگی صندوق های برای بیشتر سود آوردن دست به به تواند
بورس بازار درست ساختار داشتن و کارکرد به بستگی این البته کرد. خواهند کمک مزبور بازار عملکرد شدن بهتر به دارند بازار
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چکیده

روند دارای که بازارهایی می�کند. مشخص را بازار تلاطم و کلی روند سهام، قیمت�گذاری معادله بورس بازار هر در
برای مناسبی تصادفی مدل مقاله این در شده�اند. مدل�سازی هندسی براونی فرآیند با هستند تصادفی غیر تلاطم و نمایی
این برای را معامله اختیار قیمت�گذاری تابع سپس می�آوریم. به�دست هستند تناوبی روندی دارای که فصلی بازارهای

می�کنیم. بررسی مدل

بلک-شولز مدل تناوبی، روند اختیار، قیمت�گذاری تابع تصادفی، غیر تلاطم فصلی، بازار کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

این در است. مناسبی مدل بلک-شولز مدل دارند، نزولی) یا (صعودی نمایی روندی که کالاهایی قیمت�گذاری برای بازار در
برای مناسبی مدل زیر تصادفی دیفرانسیل معادله می�کنیم ادعا و می�کنیم بررسی دارند تناوبی روند که را فصلی بازارهای مقاله

است. آن�ها

dXt = α sin(t)Xtdt+ σXtdWt.

مدل مدل�ها شده�ترین شناخته از یکی که است بازار برای مناسب مدل یک ارائه مهم، اهداف از یکی مالی ریاضیات در
در ریسک بدون کالای قیمت می�شود فرض مدل این در دارد. شهرت بلک-شولز مدل به بازار در که است هندسی براونی
ریسکی کالای قیمت و می�کند مشخص را بهره نرخ ،r ثابت عدد آن در که کند صدق dSt = rSt عادی دیفرانسیل معادله
فضای روی استاندارد براونی فرآیند Wt می�شود. توصیف dXt = αXtdt + σXtdWt تصادفی دیفرانسیل معادله با
بلک-شولز مدل محاسن از می�دهد. نشان را بازار تلاطم σ و هستند ثابت اعداد σ > ٠ و α Ω,F)است. , P احتمال(
شواهد اما آورد. به�دست تحلیلی طور به را معامله اختیار قیمت تابع می�توان معادله اختیارهای از بسیاری برای که است این
موارد از بسیاری در علت همین به نیست. موفق چندان بازار واقعیت�های با هم�خوانی در مدل این که می�دهد نشان تجربی

می�گیرد[٢]. قرار استفاده مورد مدل این از تعمیم�هایی
داریم زیرا است. نمایی است زیر معادله�ی در Xt امیدریاضی حقیقت در که بلک-شولز مدل روند که است روشن

dXt = αXtdt+ σXtdWt

⇒ Xt = X٠ +
∫ t
٠ αXsds+

∫ t
٠ σXsdWs.

*سخنران
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داریم فوق معادله طرفین از امیدریاضی گرفتن با حال

E(Xt) = E(X٠) + E(
∫ t
٠ αXsds) + E(

∫ t
٠ σXsdWs).

.E(Xt) = eαt نتیجه در و

.[۴ ،٣] است نزولی یا صعودی α مقدار به توجه با که است نمایی بازار روند بلک-شولز مدل در پس
از فصلی بازارهای دارند. تناوبی روندی حقیقت در نزولی. نه و دارند صعودی روند نه که می�شویم مواجه بازارهایی با گاه
نزولی روندی فصل انتهای در و داشته صعودی روندی ابتدا (١ − ١) شکل مشابه قیمت فرآیند بازارها این در این�گونه�اند.

می�شود[١]. تکرار همواره روند این و می�کند طی را

١-١ شکل

هستیم. بازارها این�گونه برای مناسبی مدل یافتن دنبال به مقاله این در

است. زیر فرم به فصلی بازارهای در ریسکی سهام قیمت فرآیند برای مناسب تصادفی مدل�های از یکی .١.١ قضیه

dXt = α sin(t)Xtdt+ σXtdWt. (١)

داریم (١) از می�آوریم. بدست مفروض مدل برای را بازار کلی روند اکنون

Xt = X٠ +
∫ t
٠ α sin(s)Xsds+

∫ t
٠ σXsdWs.

داریم معادله طرفین از ریاضی امید گرفتن با

E(Xt) = E(X٠) + E(
∫ t
٠ α sin(s)Xsds) + E(

∫ t
٠ σXsdWs),

⇒ E(Xt) = e−α cos(t) .

است. تناوبی فصلی، بازار کلی روند بنابراین
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باشد. زیر تصادفی دیفرانسیل معادله جواب {Xu}u∈[s,t] کنید فرض .٢.١ قضیه
dXt = µ(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dWt.

معروف فوکر-پلانک معادله به که زیر معادله در p آنگاه باشد. {Xu}u انتقال چگالی تابع p(s, y; t, x) کنید فرض همچنین
.[۵ ،٣] می�کند صدق است

pt(s, y; t, x) =A∗p(s, y; t, x), (t, x) ∈ (٠, T )× R

p(s, y; t, x) → δy, t ↓ s (٢)

می�شود. تعریف زیر صورت به A∗ عملگر (٢) رابطه در

(A∗f)(t, x) = −
n∑

i=١

∂

∂xi
[µi(t, x)f(t, x)] +

١
٢

n∑
i,j=١

∂٢

∂xi∂xj
[Cij(t, x)f(t, x)].

بود. خواهد زیر صورت به فوکر-پلانک معادله�ی (١) تصادفی دیفرانسیل معادله برای بالا، قضیه به توجه با
∂p

∂t
(s, y; t, x) =

١
٢

∂٢

∂x٢

[
σ٢x٢p(s, y; t, x)

]
− ∂

∂x
[α sin(t)xp(s, y; t, x)] .

نتیجه در
∂p

∂t
=

١
٢
σ٢x٢

∂٢p

∂x٢
+ (٢σ٢ − α sin(t))x

∂p

∂x
+ (σ٢ − α sin(t))p.

یعنی اختیار قیمت�گذاری تابع باشد آربیتراژ فاقد بازار اگر کند. صدق (١) مدل در شده داده بازار می�کنیم فرض .٣.١ قضیه
بود. خواهد زیر معادله�ی جواب F (t, St)

Ft(t, s) + Fs(t, s) +
١
٢s

٢σ٢(t, s)Fss(t, s)− rF (t, s) = ٠
F (T, ST ) = ϕ(s).

است. ریسک بدون دارایی بهره نرخ r از مقصود بالا مرزی مقدار مساله در

آورد. بدست زیر به�صورت را قیمت�گذاری تابع می�توان Feynman− kac روش با قبل قضیه موجب به

F (t, s) = e−r(T−t)E[ϕ(s)]

⇒ F (t, s) = e−r(T−t)
∫∞
−∞ ϕ(sez)f(z)dz.

می�کند. پیروی زیر توزیع از که است (Z) ریسکی سهام قیمت شده نرمالایز فرآیند احتمال چگالی تابع f اخیر عبارت در

N [(r − ١
٢σ

٢)(T − t), σ
√
T − t].
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مقابل طرف ریسک و اعتباری نکول معاوضه ی ارزیابی و مدل سازی

جعفرلو شقایق
طباطبایی علامه دانشگاه

چکیده

در اعتباری نکول معاوضه ی موقعیت کردن مشخص برای بازار استاندارد قیمت گذاری مدل ارائه ی مقاله این از هدف
خواهیم شروع دارد ارزیابی مدل یک به نیاز ( CDS)اعتباری نکول معاوضه ی چرا که مورد این توضیح می باشد.با بازار
موسسات توام نکول ریسک کرد.همچنین خواهیم بیان را بازار در استفاده مورد استاندارد مدل گسترده ترین سپس و نمود
می کنیم.نهایتا، گیری اندازه اعتباری نکول معاوضه ی در مقابل طرف ریسک درباره ی اطلاعات از استفاده با را مالی
اوراق برای وسیچک عاملی یک مدل یک وسیله ی به مستقلا ابتدا در نکول شدت و بهره نرخ دو هر تصادفی ارزیابی
نکول شدت و تصادفی بهره ی نرخ اثر ترکیب می شود.سپس مطاله نکول بدون احتمال برای عاملی یک مدل و قرضه

می شود. بررسی CDSبرای عاملی دو مدل یک با دقیق تر ارزش یک محاسبه ی برای

خطر مقابل،نرخ طرف اعتباری،ریسک نکول معاوضه ی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

اعتباری ریسک معامله ی و مدیریت آنها است.هدف داشته فراوانی رشد بازارها تمام در اعتباری مشتقات اخیر سال های در
یک باشد. نداشته را زمان در وام بازپرداخت است،توانایی ممکن قرض گیرنده یک که ریسکی ، مثال عنوان می باشد.به
به شرکت می دهد.این ارائه خاص شرکت یک نکول ریسک برابر در را بیمه ای ،١(CDS)اعتباری نکول معاوضه ی قرارداد
طرف یک استاندارد CDS قرارداد یک می شود.در نامیده اعتباری رخداد مرجع نهاد نکول و می شود شناخته مرجع نهاد عنوان
می کند،خریداری دنبال را اعتباری رخداد یک که دارایی یک اسمی ارزش ضرر پوشش برای دیگر طرف از را اعتباری محافظت
محافظت ٢می باشد.خریدار بازسازی و پرداخت عدم ورشکستگی، شامل: می باشد نکول یک محرک که اعتباری می نماید.رخداد
و می شود شناخته بیمه) صرف(حق پایه ی عنوان با که می کند، ایجاد محافظت فروشنده ی به را پرداخت ها از مرتبی جریان
گستره ی از صرف پرداخت های این می گیرد.اندازه ی صورت بار یک ماه ٣ هر پرداخت ها و ساله ۵ قراردادها این دوره ی معمولآ
اعتباری رخداد یک وقوع تا پرداخت ها می گردد.این محاسبه می شود، پرداخت محافظت اسمی ارزش روی ٣که نکول معاوضه ی
می شود متعهد فروشنده ، مرجع نهاد وسیله ی به نکول رخداد در می یابد. افتد.)ادامه اتفاق زودتر که کدام سررسید(هر تا یا
رسد نظر به بیمه با مشابه .شایدCDSها نماید خریداری محافظت خریدار از اسمی ارزش با برابر قیمت یک با را قرضه
اعتباری رخداد یک که می گذارد شرط که اختیار)می باشد یک به شبیه سرمایه گذاری(بیشتر یک نمی باشد.بلکه بیمه نوعی اما
کردن آزاد و تجاری وام های معرض در اعتبار انتقال برای وسیله ای عنوان به ١٩٩٠ اواسط در CDSها خیر. یا رخ می دهد
شرکتی وام های نکول دربرابر را خودشان که بود بانک ها برای عبارتی:CDSراهی به یا شد ایجاد بانک ها در تجاری سرمایه ی
آغاز شهرداری و شرکتی قرضه ی روی CDSها ، ١٩٩٠ اواخر کنند.در محافظت می کردند ایجاد مشتریانشان برای که بزرگ
انرون قرضه ی اوراق با پرداختCDSمرتبط و بود دلار بیلیون ٩٠٠ تقریبا CDS بازار ٢٠٠٠ سال کرد.در شدن فروخته به

١Credit Default Swaps
٢restructure
٣default swap spread
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بازار در شدند.احتکار CDS بازار وارد جدیدی اعضای ثانویه بازار گسترش طریق از ٢٠٠٠ اوایل است.در بوده ورلدکام و
یک روی فقط اما نبودند قرضه) یا زمینه(وام دارایی صاحب فروشنده یCDSدیگر و خریدار که طوری به شد فرما حکم
داشت.اما دلار تریلیون ۴۵ اسمی ارزش بازارCDSیک ٢٠٠٧ انتهای در که بود این می کردند.نتایج بندی شرط خاص دارایی
ارائه ی مقاله، این هدف داشت. دلار تریلیون ٢٠ از کمتر مجموعآ ساختاری سرمایه گذاری بازار و شهرداری و شرکتی اوراق

می باشد. بازار استاندارد مدل از کامل و عملی تفسیر یک

بازار ارزش افزایش محاسبه ی ٢

بین تفاوت گرفتن وسیله ی به سادگی به (CDS)نمی تواند موقعیت یک از ضرر یا سود قرضه، اوراق برخلاف .٢ . ١ تعریف
نیاز ما CDSیک ارزش گذاری شود.برای محاسبه خرید قیمت و دریافتی کوپن های علاوه ی به بازار جاری شده ی نقل قیمت

داریم. مدل یک و بازیابی نرخ فرض یک نکول، معاوضه ی گستره ی از ساختار روش یک از استفاده به
که tNمی باشد سررسید با s(t٠, tN ) قراردادی  گستره ی یک t٠در زمان در شده معامله اولیه ی موقعیت یک حال ارزش

وسیله ی به می شود داده s(tv, tN ) گستره ی در شده معامله موقعیت یک با می شود. جا به جا tv ارزیابی زمان با

MTM(tv, tN ) = ± [S(tv, tN )− S(t٠, tN )]×RPV ٠١(tv, tN )

می شود. استفاده محافظت فروش موقعیت یک برای منفی علامت و محافظت خرید موقعیت یک برای مثبت علامت که
نکول یا tN سررسید زمان در که صرف جریان ١bp از tv زمان در حال ارزش ، riskypv٠١ عنوان به RPV ٠١(tv, tN )

می شود. شناخته می یابد خاتمه افتد، اتفاق زودتر کدام هر

کاهشی روش تقریب یک از استفاده با اعتبار سازی مدل ٣

در کاهشی۵ ب)روش ساختاری۴ الف)روش شود: می تقسیم اساسی تقریب دو به اعتبار سازی مدل دنیای .٣ . ١ تعریف
دارایی ارزش مانند کنیم. توصیف شرکت رویدادهای از برخی نتیجه ی عنوان به را نکول که باشد می این ایده ساختاری روش
شرکتی ی قرضه گستره ای درچه بگوییم اینکه برای عموما ساختاری مدل های شود. ناکافی بدهی بازپرداخت پوشش برای که
نیاز شرکت ترازنامه ی درباره ی را اطلاعاتی آنها بنابراین می شود. استفاده شرکت داخلی ساختار برپایه ی شود معامله ۶باید

٣ درحداقل آنها اگرچه می شود. استفاده بدهی و سهام بازارهای در گذاری قیمت بین پیوند ایجاد برای ترازنامه این و دارند
سازگاری برای عموما آنها می شود. منتشر سال در مرتبه ۴ تنها سنجش برای شرکت داخلی داده های دارند: محدودیت مورد
داده بسط اعتباری مشتقات قیمت به آسانی به دارند. پذیری انعطاف عدم گستره ها از شده داده ساختاری روش یک دقیق
سازی مدل اعتباری رخداد خود احتمال کردن مدل ی وسیله به مستقیما اعتباری رخداد روند کاهشی روش در نمی شود.
بازار قیمت های از می تواند نکول احتمال این ، بهادار اوراق قیمت گذاری مدل یک از استفاده با تقریب این می شود.برپایه ی

شود. خارج
دارد. پذیری انعطاف مختلف سررسیدهای از اعتباری متنوع ابزارهای قیمت های بازسازی برای عموما کاهشی شکل مدل
رخداد عنوان به را اعتباری رخداد یک که می باشد turnbull and jarrow کار برپایه ی کاهشی روش از استفاده گسترده ترین

نمودند. مشخص می دهد τرخ زمان در که پواسون شمارش روند یک از اول

Pr [τ < t+ dt | τ ≥ t] = λ(t)dt (١)
۴structural
۵reduced-form
۶corporate bond
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وابسته تابع تعدادی برای . t زمان تا بقا روی شرط [t،t+dt) زمانی فاصله ی در نکول رخداد یک احتمال : مثال طور به
خطر نرخ فرآیند که ای ساده فرض ما . dt زمانی ی فاصله طول می شود.و شناخته خطر نرخ عنوان به که λ(t) زمان به
بازیابی نرخ و بهره های نرخ از مستقل خطر نرخ که دارد براین دلالت همچنین فرض این می نماییم. ایجاد را ٧می باشد قطعی

داد. بسط نیز چندگانه زمان دوره های به را مدل این می توان می باشد.
محاسبه dt → ٠ حد گرفتن درنظر وسیله ی به tv زمان تا بقا روی شرط T زمان تا را پیوسته زمان بقای احتمال می توان

: وسیله ی به می شود داده بقا نمود.احتمال

Q (tv, T ) = exp

(
−
∫ T

tv

λ (s) ds

)
(٢)

صرف پایه ی ارزیابی ۴

رخداد زمان تا یا سررسید زمان تا که می باشد نکول معاوضه ی گستره ی پرداخت های از سری یک صرف٨ پایه ی .١ . ۴ تعریف
قبلی صرف پرداخت تاریخ از بدست آمده سرک پرداخت شامل همچنین می شود.این دهد،ایجاد رخ زودتر هرکدام اعتباری
سررسید تاریخ tN که t١, ..., tN قرارداد پرداخت تاریخ های n=١،٢،….،N که کنید می باشد.فرض اعتباری رخداد زمان تا
حاضر حال در Sمی باشد. (t٠, tN ) وسیله ی به نکول معاوضه ی گستره ی قراردادی tNسررسید می باشد. نکول ی معاوضه

می گیریم: درنظر زیر صورت به را موجود قرارداد یک از صرف پایه ی حال می گیریم.ارزش نادیده را بدست آمده سرک

PremiumLegPV (tv, tN ) = S (t٠, tn)

N∑
n=١

△ (tn−١, tn, B)Z (tv, tn)Q (tv, tn) (٣)

آربیتراژ بدون بقای Q:احتمال (tv, tn) پایه. قرارداد tnدر ١−tnو صرف تاریخ های بین روز تعداد △:کسر (tn−١, tn, B)

تاریخ تا ارزیابی تاریخ (لایبور)از تنزیل Z:فاکتور (tv, tn) . tnصرف پرداخت زمان تا tvارزیابی زمان از مرجع نهاد از
وسیله ی به انتظار مورد آمده ی بدست سرک پرداخت باید می کند.ما رد را آمده بدست سرک اثر معادله این . n صرف پرداخت

می باشد: زیر صورت به کنیم.که حساب را صرف تاریخ دو بین زمان هر در نکول احتمال گرفتن درنظر

S (t٠, tN )

N∑
n=١

∫ tn

tn−١

△ (tn−١, s, B)Z (tv, s)Q (tv, s)λ (s) ds

: وسیله ی به می شود داده صرف پایه ی کامل ارزش

S (t٠, tN )×RPV ٠١ (۴)

صورت: به شود می تعریف riskypv٠١ که

RPV ٠١ =

N∑
n=١

△ (tn−١, tn, B)Z (tv, tn)

[
Q (tv, tn) +

١PA

٢
(Q (tv, tn−١)−Q (tv, tn))

]
(۵)

می باشد. ٠ صورت این غیر در و کند تعیین آمده بدست سرک قرارداد ١PAاگر = ١ که
٧deterministic
٨premium leg
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محافظت پایه  ی ارزیابی ۵

دنبال را اعتباری رخداد که محافظت یک اسمی ارزش (١٠٠%-R)روی مشروط پرداخت محافظت پایه ی .١ . ۵ تعریف
زمان در محافظت به نسبت CDS تعهد انتظار مورد قیمت این باشد. دقیق باید انتظار مورد بازیابی می باشد.R-نرخ می کند
وجود محافظت پایه پرداخت واریز و اعتباری رخداد خبر بین روز ٧٢ تا تاخیر یک است باشد.ممکن می اعتباری رخداد یک
ها: پرداخت از انتظار مورد حال ارزش می شود.بنابراین ایجاد سریعا ها پرداخت این کنیم می فرض اساسا اما باشد. داشته

(١ −R)

∫ tN

tv

Z(tv, s)Q(tv, s)λ(s)ds (۶)

مقابل طرف ریسک و CDC قرارداد ۶

توانایی که است ممکن بنابراین و کند نکول CDS قرارداد دوره ی طول در است ممکن محافظت فروشنده ی .١ . ۶ تعریف
از قسمتی تواند می همچنان CDS مطالبه ی دارنده ی نگه مورد این در باشد. نداشته را قرارداد در شده اشاره تعهدات برآورد
فروشنده ، یابد خاتمه اوایل در فروشنده نکول با قرارداد که موردی در کند. بازیابی را قرارداد زیر انتظار مورد پرداخت های
دیگر با جدید بیمه ی قرارداد یک شروع هزینه ی مثال: طور به دهد. غرامت قرارداد جایی جابه هزینه ی برای خریدار به باید
٩قابل پرش مرجع نهاد نکول ریسک که هنگامی تا و کند نکول فروشنده که زمانی نماید. پرداخت را محافظت فروشنده ی
بزرگ تغییر و کند نکول فروشنده اگر می باشد. کوچک مطالبه این ، باشد نداشته قرارداد اولیه ی شرایط به نسبت ملاحظه ای
در را مقابل طرف نکول برابر در خریدار بیشتر مطالبه ی ، باشیم داشته را مرجع نهاد از اعتباری نکول معاوضه ی گستره ی در
پرداخت با برابر قرارداد تحت پرداخت ، دهد رخ مرجع نهاد نکول با همزمان طور به فروشنده نکول که موردی در دارد. پی

می باشد. بیمه کامل

نتیجه ٧
رابیان اعتباری نکول معاوضه ی ارزیابی برای اعتباری مشتقات بازار وسیله ی به شده اتخاذ استاندارد ارزیابی مدل مقاله این
فرض تعدادی سادگی برای کند. جذب را اعتباری نکول معاوضه ی بازار ریسک تمام می تواند بودن،مدل ساده وجود می کند.با
پایین بسیار بهره ی نرخ است.حساسیت شده گرفته نادیده خطر نرخ و بهره نرخ مثال،همبستگی است.برای شده گرفته نظر در
گرفته نادیده می تواند منطقا و می باشد دوم مرتبه ی از اکثرا همبستگی این اثر که است معنی این به اعتباری نکول ازمعاوضه ی

شود.
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کامل نگاشت های از تعمیمی
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اهواز چمران شهید دانشگاه

سیاوشی* محمدعلی
اهواز چمران شهید دانشگاه

چکیده
با بسته و پیوسته نگاشتهایی ) کامل نگاشت های از تعمیمی که λ-کامل نگاشت های مطالعه ی به مقاله این در
کلاسیک نتایج از بعضی λ-فشردگی مفهوم و Pλ-فضاها از استفاده با است. شده پرداخته می باشند فشرده) فیبرهای
به باشند پیوسته تابع دو g و f اگر که شده داده نشان مثال عنوان به شده اند. داده تعمیم کامل نگاشتهای به مربوط
.α, β ≤ λ آن در که هستند β-کامل و α-کامل ترتیب به g و f آنگاه باشد، λ-کامل نگاشتی آنها ترکیب که طوری

Pλ-فضا λ-کامل، λ-فشرده، کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 54A25, 54C10

مقدمه ١

توسط فشرده موضعاً فضاهای برای همچنین و ١٩۴٧ سال در وینشتاین توسط متری فضاهای برای بار اولین کامل نگاشتهای
مانند پیوسته، نگاشتهای میان در کامل نگاشتهای نقش واقع در شدند. معرفی ١٩۵١ سال در بورباکی و ١٩۵٠ سال در لیرای
بین پیوسته تابع نوعی کامل نگاشت یک بورباکی). و فرولیک (توسط است توپولوژی فضاهای میان در فشرده فضاهای نقش
نکنند، حفظ است ممکن پیوسته توابع که را موضعی فشردگی مانند توپولوی خواص از بعضی که است توپولوژی فضای دو
نگاشت را آن که می دهیم ارائه را کامل نگاشت تعریف از تعمیمی مقاله این در می دارد. نگه پایا دیگر فضای به فضایی از

است. شده معرفی [٩] در که است آمده بوجود λ-فشرده فضای مفهوم از نگاشت این معرفی انگیزه ی می نامیم. λ-کامل

λ از کوچکتر کاردینال با پوششی زیر دارای آن باز پوشش هر هرگاه گوییم λ-فشرده را X توپولوژی فضای .١ . ١ تعریف
λ با برابر X فشردگی درجه گوییم حالت این در است. خاصیت این با نامتناهی کاردینال عدد کوچکترین λ آن در که باشد،

.dc(X) = λ می نویسیم و است

از λ-فشرده زیر مجموعه ای A اگر باشد. پیوسته تابعی f : X → Y و توپولوژی فضای دو Y و X کنیم فرض .١ . ٢ لم
.dc(f(A)) ≤ λ آنگاه باشد، X

که می کنیم توجه می نامیم. Gλ-مجموعه را λ از کمتر کاردینال با باز مجموعه های از خانواده هر اشتراک .١ . ٣ تعریف
باز آن در Gλ-مجموعه هر هرگاه Pλ-فضا گوییم را X توپولوژی فضای همچنین است. مجموعه Gδ همان Gℵ١-مجموعه

است. P-فضا همان فضا -Pℵ١ و است ◦Pℵ-فضا دلخواهی، فضای هر که است بدیهی باشد.

λ−کامل تابع یک f گوییم باشد. پیوسته تابع یک f : X → Y و توپولوژی فضای دو Y و X کنیم فرض .۴ . ١ تعریف
کوچکتر f−١(y) فشردگی درجه y ∈ Y هر برای که باشد نامتناهی کاردینال عدد کوچکترین λ و بسته تابعی f هرگاه است

است. λ مساوی یا
*سخنران
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،β ≤ λ که طوری به باشد Y فضای -Pλ از نقطه ای y و X توپولوژی فضای از β-فشرده زیر فضای یک A اگر .۵ . ١ لم
دارند وجود V ⊆ Y و U ⊆ X باز مجموعه های است A× {y} شامل که X × Y در W باز مجموعه ی هر برای آنگاه

.A× {y} ⊆ U × V ⊆ W که طوری به

زیر شرایط آنگاه باشد توپولوژی فضای یک X و نامتناهی کاردینال یک λ اگر کراتوسکی) قضیه ی (تعمیم .۶ . ١ قضیه
معادلند.

.β ≤ λ آن در که است β−فشرده  ،X فضای الف)
است. بسته p : X × Y → Y تصویری نگاشت آنگاه باشد، Pλ−فضا یک Y اگر ب)

است. بسته p : X × Y → Y تصویری نگاشت آنگاه باشد، T۴ Pλ−فضای یک Y اگر پ)

y ∈ Y \p(F ) نقطه ی باشد. X×Y بسته ی زیرفضای یک F و β−فشرده  فضای یک X کنیم فرض ب) ⇐ لف) اثبات.
یک دارای y نقطه ی قبل، لم به توجه با همچنین و X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F این که به توجه با می گیریم. نظر در را
p(F ) که می دهد نتیجه این و p(F )

∩
V = ∅ بنابراین .(X × Y )

∩
F = ∅ که طوری به است V مانند همسایگی

است. Y بسته ی زیرمجموعه ی
است. بدیهی پ) ⇐ ب)

که دارد وجود {Fs}s∈S مانند λ−اشتراک  خاصیت با X بسته  ی زیرمجموعه های از خانواده ای که کنیم فرض الف) ⇐ پ)
زیر صورت به را T توپولوژی Y = X

∪
{y◦} مجموعه ی روی و می گیریم نظر در را y◦ /∈ X نقطه ی .

∩
s∈S Fs = ∅

می کنیم. تعریف
T = {{y◦} ∪ (∩i∈IFsi) ∪K : si ∈ S, |I| < β,K ⊆ X}

مجموعه ی که می کنیم توجه .x /∈ Fsx که است موجود sx ∈ S عنصر x ∈ X هر برای ،
∩

s∈S Fs = ∅ چون
فضای یک Y نتیجه در است. بسته {y◦} ،X ∈ T چون و است T به متعلق {y◦}∪Fsx ∪ (X \ {x}) = Y \ {x}

است. T١

نمی باشد. y◦ شامل ( A فرض (به آنها از یکی حداقل آنگاه باشند، Y هم از جدا و بسته زیرمجموعه ی دو B و A اگر
نرمال Y نتیجه در می باشند. B و A شامل ترتیب به که هستند Y هم از جدا و باز زیر محموعه ی دو Y \A و A بنابراین
نبودن باز دلیل به است. بسته Y در p(F ) فرض به بنا ،F = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ X × Y می دهیم، قرار است.
آنگاه x ∈ X اگر حال .X = Y یعنی، می کند. قطع را X فضای Y از {y◦} شامل باز زیرمجموعه ی هر ،{y◦}

رو این از .X ⊆ p(F ) درنتیجه .x = p(x, x) ∈ p(F ) بنابراین و (x, x) ∈ F

y◦ ∈ Y = X ⊆ p(F ) = p(F )

مجموعه ی ،s ∈ S و باشد x◦ از همسایگی یک U ⊆ X اگر .(x◦, y◦) ∈ F که است موجود x◦ ∈ X پس
بنابراین است. باز X × Y در U × ({y◦} ∪ Fs)

[U × ({y◦} ∪ Fs)] ∩ {(x, x) : x ∈ X} ̸= ∅

است تناقض یک اخیر مطلب است. x◦ شامل Fs مجموعه ی s ∈ S هر برای می دهد نشان که U
∩

Fs ̸= ∅ نتیجه در
.
∩

s∈S Fs = ∅ زیرا

تصویری نگاشت آنگاه ،β ≤ λ که طوری به باشد β−فشرده فضای یک X و Pλ−فضا یک Y اگر .١ . ٧ قضیه
.γ ≤ β آن، در که است γ−کامل نگاشت یک p : X × Y → Y
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هر برای آنگاه باشد λ−کامل نگاشت یک f : X → Y اگر باشند. منظم کاردینال دو β و λ کنیم فرض .١ . ٨ قضیه
.µ ≤ max{λ, β} آن در که است µ−فشرده زیرفضایی ،f−١(Z) مجموعه ی ،Z مانند Y از β−فشرده زیر فضای

کاردینال که باشد S از زیرمجموعه هایی تمام خانواده ی K و f−١(Z) برای بازی پوشش {Us}s∈S کنیم فرض اثبات.
اینکه به باتوجه z ∈ Z هر برای .UT =

∪
s∈T Us می دهیم، قرار T ∈ K هر برای است. λ از کوچکتر آنها از هریک

نتیجه: در و f−١(z) ⊆ UT که است موجود T مانند K از عضوی ،dc(f−١(z)) ≤ λ

z ∈ Y \ f(X \ UT ) ⇒ Z ⊆
∪
T∈K

(Y \ f(X \ UT ))

که است موجود |I| < β با I ⊆ K این بنابر هستند. باز Y \ f(X \ UT ) مجموعه های f بودن بسته دلیل به
بنابراین: .Z ⊆

∪
T∈I(Y \ f(X \ UT ))

f−١(Z) ⊆
∪
T∈I

f−١(Y \ f(X \ UT )) =
∪
T∈I

(X \ f−١f(X \ UT )) ⊆

∪
T∈I

(X \ (X \ UT )) =
∪
T∈I

UT =
∪
s∈S◦

Us,

.S◦ =
∪

T∈I T آن در که
از کوچکتر K عناصر کاردینال چون می باشد. K عناصر از β از کوچکتر کاردینال با خانواده ا ی اجتماع S◦ که می کنیم توجه

داریم: هستند منظم کاردینال  دو β و λ همچنین و λ

|S٠| < max{λ, β}

.µ ≤ max{λ, β} آن در که است µ−فشرده مجموعه ای ،f−١(Z) پس

،Z ⊆ Y مانند λ−فشرده زیرفضای هر برای آنگاه باشد، پوشا و λ−کامل نگاشت یک f : X → Y اگر .١ . ٩ نتیجه
است. λ−فشرده نیز f−١(Z)

ترکیب آنگاه باشد β−کامل نگاشت یک f : Z → Y و λ−کامل نگاشت یک g : X → Z اگر .١ . ١٠ نتیجه
.γ ≤ max{λ, β} درآن که باشد، می γ−کامل نگاشت یک fg : X → Y

به نمی تواند ،β ≤ λ فرض با f : X → Y β-کامل نگاشت آنگاه باشد، هاسدورف Pλ-فضای یک X اگر .١ . ١١ لم
یابد. توسیع دارد دربر چگال و محض زیرفضای یک عنوان به را X که Z هاسدورف فضای روی پیوسته طور

نگاشت های آنگاه باشد، λ-کامل ،gf یعنی g : Y → Z و f : X → Y پیوسته ی تابع دو ترکیب اگر .١ . ١٢ گزاره
.µ, β ≤ λ آن در که هستند µ-کامل و β-کامل ترتیب به f و g

f
= g|f(X)

مجموعه ی فشردگی درجه ی که می گیریم نتیجه ١ . ٢ لم از ،dc((gf)−١(z)) ≤ λ داریم z ∈ Z هر برای چون اثبات.
از g

f
نگاشت بودن بسته است. λ با مساوی یا کوچکتر g−١

f
(z) = f(X) ∩ g−١(z) = f [(gf)−١(z)]

هر برای که می کنیم توجه .µ ≤ λ که است µ-فشرده نگاشت یک g
f

این بنابر می شود. نتیجه [٣.١.٢ گزاره ،١]
.dc(f−١(y)) ≤ dc(gf)

−١(g(y)) ≤ λ این بنابر می باشد (gf)−١(g(y)) بسته ی زیرمجموعه ی f−١(y) ،y ∈ Y

نگاشت و F ⊆ X بسته ی مجموعه ی منظور این برای است. بسته f که دهیم نشان است کافی اثبات اتمام برای پس
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زیرمجموعه ی h−١(z) = (gf)−١(z) ∩ F مجموعه ی z ∈ Z هر برای می گیریم. نظر در را h = (gf)|F : F → Z

داشت: خواهیم این بنابر است. (gf)−١(z) بسته ی

dc(h
−١(z)) ≤ dc((gf)

−١(z)) ≤ λ

g|f(F ) یعنی f(F ) روی g تحدید اثبات، اول قسمت طبق این بنابر .α ≤ λ آن در که است α-کامل نگاشت یک ،h پس
(توجه شود. داده توسیع f(F ) روی پیوسته طور به می تواند g|f(F ) وضوح به می باشد. θ ≤ α با θ-کامل نگاشت یک
و f(F ) = f(F ) که می گیریم نتیجه قبل لم از است) f(F ) روی g|f(F ) پیوسته ی توسیع f(F ) به g تحدید که می کنیم

است. بسته نگاشت یک f این بنابر
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پذیر حل لی جبرهای از برخی روی چپ ناوردای کنترل مستوی دستگاهای

∗ شهیدی محمد سید
مراغه دانشگاه

پاشایی فیروز
مراغه دانشگاه

چکیده

این در دهند. می کنترلی فرایندهای از بسیاری در کارآمد رده یک تشکیل چپ ناوردای کنترل مستوی دستگاههای
با و کنیم می بندی رده پذیر حل بعدی سه لی گروههای روی را رتبه تمام چپ ناوردای کنترل مستوی دستگاههای مقاله،
زیرفضاهای کافیست منظور، این برای پردازیم. می وابسته لی جبرهای مستوی زیرفضاهای بندی رده به آن، از استفاده
می تعیین مذکور لی جبرهای تراز سطوح نتیجه، یک بعنوان کنیم. بندی رده را g٣·٣ و g٢·٣ لی جبرهای روی مستوی

کنند. می عمل متعدی بصورت لی جبرهای های خودریختی آنها در که شوند

دستگاه قبول؛ قابل کنترل مماس؛ کلاف مستوی؛ زیرفضاهای چپ؛ ناوردای کنترل دستگاههای کلیدی: واژه�های
همگن.

Mathematics Subject Classification [2010]: 93A10, 93C10

مقدمه ١

های ورودی از U رده یک همراه به (M,X ) (هموار) دینامیکی ١ چند-دستگاه یک از متشکل (هموار) کنترل دستگاه هر
برداری های میدان از ای خانواده X = (Xu)u∈U و حالت فضای بعنوان (هموار) منیفلد یک M که باشد. می قبول قابل
می قرار استفاده مورد u(·) : I → U بصورت کنترل توابع از ای رده هموار کنترل دستگاه چنین در است. M روی Xu

بکار U کنترلی مجموعه بعنوان Rℓ اقلیدسی فضای موارد اغلب در و باشد می پذیر تفکیک متریک فضای یک U که گیرد
کنترل، مختلف دستگاههای بین از میگیرند). نظر در نیز Rℓ از فشرده و محدب زیرمجموعه را U (گاهی شود. می گرفته
گروه روی ناوردا کنترل های دستگاه است. نموده جلب خود به را توجه بیشترین لی های گروه روی ناوردا کنترل های دستگاه
بصورت ناوردا کنترل دستگاههای دینامیکی قاعده است. شده مطرح [؟] و [؟] (١٩٧٢ سال (در بار اولین برای لی های
مناسب کنترل مجموعه یک U و متناهی بعد با حقیقی لی گروه یک G که شود می داده نمایش Ξ : G × U → TG

می مشخص وابسته لی جبرهای از g = TeG که گرفت یکسان G × g با موضعی بطور توان می را TG همچنین است.
داد: نمایش زیر بصورت توان می را کنترل دستگاه یک معمول بطور شود.

ġ = Ξ(g , u) ، g ∈ G ، u ∈ U

های کنترل باشد. ℓ-بعدی هموار منیفلد یک U کنیم می فرض مقاله، این در .Ξ(g , u) = gΞ(e, u) ∈ TgG که
نظر در را باشند می فشرده [٠,T ] بازه روی و داشته ای تکه پیوستگی که مقدار -U های نگاشت بصورت قبول قابل
می فرض G لی گروه یک روی چپ ناوردای برداری های میدان شامل X = (Ξu = Ξ(·, u))u∈U گردایه گیریم. می

∗سخنران

١polysystem
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لی گروه به وابسته لی جبر g که گیریم می نظر در (نشاننده) درونبری نگاشت یک را Ξ(١, ·) : U → g نگاشت شود.
ناوردای برداری های میدان کمک به باشد. می g از زیرمنیفلد یک Γ = imΞ(١, ·) مجموعه که است روشن است. G
قبول قابل کنترل یک برای مسیر یک .Γ = {Ξu |u ∈ U } که Ξ(١, u) ∈ g و Ξ(·, u) ∈ Xℓ(G) داریم: چپ
ġ(t) = g(t)Ξ(١, u(t)) برابری که است g(·) : [٠,T ] → G پیوسته مطلق بطور خم یک u(·) : [٠,T ] → U

هر چپ انتقال که، است این چپ ناوردای دستگاه یک توجه جالب ویژگی یک است. برقرار t ∈ [٠,T ] هر برای تقریباً
را e ∈ G شروع نقطه با g(·) : [٠,T ] → G بصورت مسیرهای پایانی نقاط تمام مجموعه است. مسیر یک مسیر،
مسیر یک و T > ٠ یک ،g٠, g١ ∈ G هر برای اگر شود می نامیده پذیر کنترل Σ دستگاه یک دهیم. می نمایش A با
فقط و اگر است پذیر کنترل Σ دستگاه باشد. داشته وجود g(T ) = g١ و g(٠) = g٠ شرط با g(·) : [٠,T ] → G

رد توسط شده تولید لی جبر و باشد همبند G که است این Σ دستگاه پذیری کنترل برای لازم شرایط جمله از .A = G اگر
باشد). رتبه تمام دستگاه باشد(یعنی برابر g خود با Γ ⊆ g

اگر باشد می آل ایده است، جاگر جابه تحت بسته برداری زیرفضای یک که g زیرجبرلی h و جبرلی یک g اگر .١.١ تعریف
.[x, y] ∈ h پس y ∈ h و x ∈ g

دهند. می نمایش r(g) با و نامند می g رادیکال را g جبرلی پذیر حل آل ایده بزرگترین .١

باشد. می پذیر حل g جبرلی ،gj = ٠ و باشد gj+١ =
[
gj , gj

]
و جبرلی یک g اگر .٢

باشد. می توان پوچ g جبرلی ،gj = ٠ و باشد gj+١ = [g, gj ] و جبرلی یک g اگر .٣

اصلی نتایج ٢

g٢·٣ بعدی سه لی جبر ١.٢

کروشه و (E١,E٢,E٣) مرتب پایه با g٢·٣ لی جبر

[E١,E٢] = ٠ ، [E٢,E٣] = E١ − E٢ ، [E٣,E١] = E١

ماتریس بصورت g٢·٣ لی جبر اعضای شود. می تعریف

A =

٠ ٠ ٠
y z ٠
x −z z

 .

باشد: می زیر بصورت g٢·٣ های خودریختی گروه .x , y , z ∈ R آن در که شود می داده نمایش

Aut(g٢·٣) =


u x y
٠ u z
٠ ٠ ١

 : x , y , z , u ∈ R, u ̸= ٠

 .

ارز ξ-هم زیر زیرفضاهای از یکی با دقیقاً g٢·٣ لی جبر از (١و١)-مستوی زیرفضای هر ناهمگن). بعدی (یک ١.٢ گزاره
باشد: می

Γ٢,α = αE٣ + ⟨E٢⟩ ، Γ١ = E٢ + ⟨E٣⟩ .

. α ̸= ٠ دهیم می قرار
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باشد. می ارز ξ-هم ⟨E٢, E٣⟩ با g٢·٣ لی جبر از (٠و٢)-مستوی زیرفضای هر همگن). بعدی (دو ٢.٢ گزاره

ارز ξ-هم زیر زیرفضاهای از یکی با دقیقاً g٢·٣ لی جبر از (١و٢)-مستوی زیرفضای هر ناهمگن). بعدی (دو ٣.٢ گزاره
باشد: می

Γ١ = E٢ + ⟨E١, E٣⟩ و Γ٢ = E١ + ⟨E٢, E٣⟩ و Γ٣,α = αE٣ + ⟨E١, E٢⟩

. α ̸= ٠ دهیم می قرار

کنیم می فرض ابتدا باشد. g٢·٣ لی جبر از (١و٢)-مستوی زیرفضای یک Γ = A+ Γ٠ کنیم می فرض اثبات.
پس باشد. E١ ∈ Γ٠ و باشد دوگان) (پایه E∗

٣(Γ
٠) ̸= {٠}

Γ =
∑٣

i=١ aiEi +
⟨
E١,

∑٣
i=١ biEi

⟩
بنابراین . b٣ ̸= ٠ و

Γ = a′٢E٢ +
⟨
E١, b

′
٢E٢ + E٣

⟩
بنابراین . a′٢ ̸= ٠ و

ψ =

a′٢ ٠ ٠
٠ a′٢ b′٢
٠ ٠ ١


نباشد. موجود Γ٠ در E١ و E∗

٣(Γ
٠) = {٠} کنیم می فرض حال باشد. می ψ · Γ١ = Γ که باشد می لی جبر خودریختی

نوشت، توان می پس

Γ =
∑٣

i=١ aiEi +
⟨∑٣

i=١ biEi,
∑٣

i=١ ciEi

⟩
بنابراین . c٣ ̸= ٠ با

. Γ = a′١E١ + a′٢E٢ +
⟨
b′١E١ + b′٢E٢, c

′
١E١ + c′٢E٢ + E٣

⟩
بنابراین . b′٢ ̸= ٠ داریم نباشد موجود Γ٠ در E١ چنانچه

Γ = a′′١E١ + ⟨b′′١E١ + E٢, c
′′
١E١ +E٣⟩

بنابراین . a′′١ ̸= ٠ با

ψ =

a′′١ a′′١b
′′
١ c′′١

٠ a′′١ ٠
٠ ٠ ١


. E∗

٣(A) = α ̸= ٠ و E∗
٣(Γ

٠) = {٠} کنیم می فرض حال باشد. می ψ · Γ٢ = Γ که باشد می لی جبر خودریختی
. Γ = αE٣ + ⟨E١, E٢⟩ = Γ٣,α بنابراین و Γ٠ = ⟨E١, E٢⟩ پس

چنانچه باشند ارز ξ-هم نمیتوانند Γ٣,α و Γ٢ باشند. ارز ξ-هم نمیتوانند Γ٣,α با و Γ١ با Γ٢ که دهد می نشان این نتیجه در
هر برای E∗

٣(ψ · αE٣) = α چنانچه و باشد. ای خودریختی هر از ناوردا زیرفضای یک ⟨E١, E٢⟩ و و باشد E٢ ∈ Γ١

باشد. α = α′ اگر فقط و اگر باشند ارز ξ-هم میتوانند Γ٢,α′ و Γ٢,α دهد می نشان ،ψ خودریختی
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g٣·٣ بعدی سه لی جبر � ٢.٢

کروشه و (E١,E٢,E٣) مرتب پایه با g٣·٣ لی جبر

[E١,E٢] = ٠ ، [E٢,E٣] = −E٢ ، [E٣,E١] = E١

ماتریس بصورت g٣·٣ لی جبر اعضای شود. می تعریف

A =

٠ ٠ ٠
y z ٠
x ٠ z

 .

باشد: می زیر بصورت g٢·٣ های خودریختی گروه .x , y , z ∈ R آن در که شود می داده نمایش

Aut(g٣·٣) =


x y z
u v w
٠ ٠ ١

 : x , y , z , u, v ,w ∈ R, xv ̸= yu

 .

باشند. نمی رتبه تمام g٣·٣ لی جبر از همگن بعدی دو یا و بعدی یک مستوی زیرفضاهای از یک هیچ .۴.٢ گزاره

باشد: می ارز ξ-هم زیر زیرفضاهای از یکی با دقیقاً g٣·٣ لی جبر از مستوی زیرفضای هر ناهمگن). بعدی (دو ۵.٢ قضیه

Γ١ = E٢ + ⟨E١, E٣⟩
و

Γ٢,α = αE٣ + ⟨E١, E٢⟩ .

. α ̸= ٠ دهیم می قرار

مراجع

[1] R.W. Brockett, System theory on group manifolds and coset spaces, SIAM J. Control
10(2)(1972), 265-284.

[2] V. Jurdjevic, H.J. Sussmann, Control systems on Lie groups, J. Differential Equations,
12 (1972), 313–329.

[3] B. Jakubczyk, Equivalence and invariants of nonlinear control systems, Nonlinear
controllability and optimal control, 177–218, Monogr. Textbooks Pure Appl. Math.,
133, Dekker, New York, 1990.

[4] R. Biggs, C.C. Remsing, A category of control systems, An. S¸tiint¸. Univ. ”Ovidius”
Constant¸a Ser. Mat., 20 (2012), 355–367.

f−pashaie@maragheh.ac.ir الکترونیکی: پست
mamad−423@yahoo.com الکترونیکی: پست

۴–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

پذیر حل لی جبرهای از برخی روی چپ ناوردای کنترل مستوی های دستگاه پوستر

۴۶۶



لی گروه و ریمانی رویه بین همساز نگاشت

* محمدحسن مصطفی
مدرس تربیت دانشگاه

چکیده

از استفاده با لی گروه�های و ریمانی رویه�ی بین نگاشت�ها بودن همساز١ شرایط تا است شده سعی نوشته این در
که می�شود ثابت رویه بر f∗TG برگردان کلاف بر القایی هموستار از استفاده با درنهایت و کنیم بررسی را کارتان فرم

بود. خواهد رویه بر کارتان فرم دیورژانس٢ شدن صفر هم�ارز بودن همساز شرط

همساز نگاشت لی، گروه ریمانی، رویه�ی کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

M بر موضعی مختصات می�گیریم. درنظر را (Nn, h) و (Mm, g) گرفت) درنظر شبه�ریمانی (می�توان ریمانی خمینه�ی دو
بر و gij با را M بر متریک ضرایب و می�کنیم مشخص (y١, . . . , yn) به�صورت را N بر و (x١, . . . , xm) به�صورت را

می�دهیم. نشان hαβ با را N

دیریکله انرژی تابع اول وردش٣ در بحرانی نقطه�ی هرگاه نامیم همساز را φ : M → N هموار نگاشت .١.١ تعریف
بالا عبارت در است. M بر ریمانی حجم عنصر dµg و φ فشرده�ی دامنه�ی D آن در که باشد E(φ) =

∫
D

١
٢ |φ|

٢ dµg

با است برابر هیلبرت نرم

.|φ|٢ =
m∑

i,j=١

n∑
α,β=١

gijhαβ
∂φ

∂xi
∂φ

∂xj

اولیه تعاریف

روی ،ω ∈ Ω١(M) و X,Y ∈ X(M) برای می�دهیم. نشان N∇ با را N بر و M∇ با را M بر لوی-چویتا۴ هموستار
هموستار می�کنیم. تعریف (∗∇ω

X)(Y ) = Xω(Y )− ωM∇Y
X عمل با ∗∇ چویتای لوی هموستار M بر T ∗M کلاف

به�صورت و می�دهیم نشان φ∇ به�صورت φ∗TN برگردان کلاف بر القایی
φ∇X

∂

∂Y i
◦ φ = N∇dφ(X)

∂

∂Y i
◦ φ

*سخنران

١harmonic
٢divergence
٣variation
۴Levi-Civia
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به�صورت T ∗M ⊗ φ∗TN کلاف روی را ∇ هموستار دو، این از استفاده با می�کنیم. تعریف
تعریف ω ∈ Γ(T ∗M) و W ∈ Γ(φ∗TN) ،X ∈ Γ(TM) برای ∇ω⊗W

X = ∗∇ω
X ⊗W + ω ⊗ φ∇W

X

می�کنیم.

باشد. X,Y ∈ Γ(TM) و هموار نگاشتی φ : M → N کنیم فرض .٢.١ تعریف و لم
داریم و می�نامیم φ بنیادین فرم دومین را ∇ dφ ،∇ dφ(X,Y ) = φ∇dφ(Y )

X − dφ(M∇Y
X)

.∇ dφ(X,Y ) = ∇dφ(Y,X)

به�صورت را τ(φ)۵ تنش میدان باشد، φ ∈ M در کنجی میدان�های {e١, . . . , en} اگر .٣.١ تعریف
τ(φ) = trace∇ dφ =

∑
φ∇dφ(ei)

ei − dφ(∇ei
ei) (١)

شد. خواهد صفر راست سمت عبارت دومین بگیریم نرمال مختصات در را کنج اگر است واضح می�کنیم. تعریف

آنگاه: باشد. فشرده Mخمینه�ای و φ : M → N هموار نگاشت برای هموار وردش F : M × I → N اگر .۴.١ قضیه

d

dt
E(φt)

∣∣∣
t=٠

= −
∫
M
⟨V, τ(φ)⟩dµg

است. φ∗TN بر متریک ⟨·⟩ و وردشی برداری میدان V = d
dt

∣∣
t=٠φt و ثابت t برای φt = F (x, t) آن در که

.τ(φ) = ٠ ⇐⇒ است همساز φ .۵.١ نتیجه

(ژئودزیکبسته) ژئودزیک اگر تنها و اگر است همساز φ : R → N آنگاه (M = S١ M(همچنین = R اگر .۶.١ مثال
باشد.

باشد. لاپلاس عملگر ∆ که ∆φ = ٠ اگر تنها و اگر است همساز φ : M → R ،N = R اگر .٧.١ مثال

است. همساز φ آنگاه باشد مختلط تحلیلی φ و کیلر خمینه�های دو هر N و M اگر .٨.١ مثال

شود. N ژئودزیک M ژئودزیک�های با ترکیبش هرگاه گوییم ژئودزیک تماماً را f : M → N نگاشت .٩.١ مثال و لم
شود. صفر f بنیادین فرم دومین اگر تنها و اگر است ژئودزیک تماماً f

f ◦ φ اگر تنها و اگر است همساز φ باشد. ژئودزیک تماماً f : N → P و هموار فروبری φ : M → N کنیم فرض
باشد. همساز

p ∈ M٢ برای ρ٢(p)(dx٢ + dy٢) همدیس۶ متریک با حقیقی جهت�پذیر دوبعدی خمینه�ای ،M٢ ریمانی رویه�ی
مختصات در . ∂∂z̄ =

(
∂
∂x + i ∂

∂y

)
و ∂

∂z =
(

∂
∂x − i ∂

∂y

)
می�کنیم تعریف و z = x+ iy دهیم قرار اگر حال است.

بترتیب τ(φ) = ٠ قبل مختلط و حقیقی مختصات در شد. خواهد g = ρ٢(z) dz ⊗ dz̄ به�صورت متریک مختلط
به�صورت

φ∇
∂φ
∂x
∂
∂x

+ φ∇
∂φ
∂y
∂
∂y

= ٠

�
۵tension field
۶conformal
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هم�ارز به�طور و
φ∇

∂φ
∂z
∂
∂z̄

= ٠ (٢)

یا
φ∇

∂φ
∂z̄
∂
∂z

= ٠ (٢′)

بود. خواهد
باشیم داشته X,Y ∈ TpM هر برای و p ∈ M هر در هرگاه گوییم همدیس را φ : M → N نگاشت

.λ : M → (٠,∞) هموار تابع برای h
(
dφp(X), dφp(Y )

)
= λ(p)g(x, y)

باشد. مینیمال فروبری٧ اگر تنها و اگر است همساز φ : M → N همدیس نگاشت .١٠.١ قضیه

را φ نگاشت و نامیم شاخه�ای نقطه�ی را p شود λ(p) = ٠ که زمانی در و باشد λ : M → [٠,∞) درصورتی�که
نامند. شاخه�ای فروبری

تنها و اگر هم�ارز به�طور
⟨
∂φ
∂x ,

∂φ
∂y

⟩
= ٠ و

∣∣∣∂φ∂x ∣∣∣ = ∣∣∣∂φ∂y ∣∣∣ اگر تنها و اگر است همدیس φ : M٢ → N .١١.١ گزاره

است. TCN بر متریک ⟨·⟩C آن در که
⟨
∂φ
∂z ,

∂φ
∂z

⟩C
= ٠ اگر

ωG(v) = (Lg−١)∗(v)به�صورت Gرا بر g-مقدار ١-فرم بگیریم. آن به وابسته لی جبر را g و لی گروه Gرا تعریف١٢.١.
نامند. G بر کارتان فرم را ωG می�کنیم. تعریف v ∈ TgG هر برای

باشد. ثابت ωG(X) اگر تنها و اگر است چپ ناوردای X ∈ X(G) .١٣.١ لم

آن در که است dωG + ١
٢ [ωG, ωG] = ٠ به�صورت ωG برای مورر-کارتان٨ معادله�ی

[ωG, ωG](X,Y ) = [ωG(X), ωG(Y )]

داریم و نامند f برای داربو مشتق را ωf = f∗(ωG) باشد همواری نگاشت f : M → G کنیم فرض .١۴.١ تعریف
.dωf + ١

٢ [ωf , ωf ] = ٠

.f١ = cf٢ داریم c ∈ G برای آنگاه ωf١ = ωf٢ باشیم داشته ,f١و f٢ ∈ C∞(M,G) اگر .١۵.١ گزاره

به�طوری�که باشد M بر g-مقدار ١-فرم θ و هموار خمینه�ی M و g لی جبر با لی گروه G اگر کارتان). (قضیه ١۶.١ قضیه
که می�شود یافت چنان f : U → G هموار نگاشت و p حول U باز p ∈ M هر برای آنگاه: dθ + ١

٢ [θ, θ] = ٠
.θ
∣∣
U
= ωf

٧immersion
٨Maurer-Cartan
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نتایج ٢

.d∗f∗(ωG) = ٠ اگر تنها و اگر است همساز f : M → G هموار نگاشت .١.٢ قضیه

D+
Xs = ds + [s, ω] به�صورت G بر را + هموستار می�گیریم. درنظر را ωG : TG ≃ G × g بدیهی�سازی اثبات.

اگر حال می�کنیم تعریف D = d+١
٢ω به�صورت G بر را لوی-چویتا هموستار .X ∈ TG و s : G → g آن در که داریم

می�دانیم همچنین داریم را f∗TG ≃ M × g بدیهی�سازی θ از استفاده با باشد θ = f∗(ωG) و هموار f : M → G

dθ +
١
٢
[θ, θ] = ٠ (٣)

بود خواهد fD = d+١
٢θ به�صورت f∗TG → M کلاف بر G چویتای لوی هموستار برگردان

fDS
X = X(S) +

١
٢
[θ, S] X ∈ TpM S : M → g

می�گیریم درنظر را {e١, . . . , em} کنج نرمال مختصات در p ∈ M در τ(f) تنش میدان محاسبه�ی برای حال

τ(f) =
∑

fDdf(ei)
ei =

∑(
ei(θ(ei)) +

١
٢
[θ(ei), θ(ei)]

)
.d∗θ = ٠ اگر تنها و اگر τ(f) = ٠ صورت این در

به�صورت را θ = f∗(ωG) می�توان باشد، (z, U) مختلط مختصات با ریمانی رویه M = M٢ اگر حال
gC = g ⊗ C یعنی G لی جبر مختلط�سازی�شده�ی به U از توابعی θz و θz̄ آن در که نوشت θ = θz dz + θz̄ dz̄

می�توان را قبل معادلات جفت .∂θz∂z̄ − ∂θz̄
∂z + [θz̄, θz] = ٠ و ∂θz

∂z̄ + ∂θz̄
∂z = ٠ با هم�ارزاند (٣) و (٢) حال هستند.

نوشت: متقارن�تر بسیار به�صورت
∂θz
∂z̄

+
١
٢
[θz̄, θz] = ٠

∂θz̄
∂z

+
١
٢
[θz, θz̄] = ٠

مراجع
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٣ درجه ای جمله چند برداری های میدان از خطی نوع همیلتونی مراکز

مطلق امیدربیعی
بیرجند دانشگاه

نسب* افشار مریم
بیرجند دانشگاه

چکیده

جمله چند برداری میدان از خطی همیلتونی مراکز همه برای پوآنکاره دیسک از حالت فضای و نرمال فرم یک ما
مشخص را همیلتونی مسطح ای چندجمله برداری میدانهای برای کلی حالت فضای همچنین میکنیم، تهیه ٣ درجه ای

. میکنیم استفاده ای جمله چند برداری های میدان از پوآنکاره سازی فشرده از منظور این .برای مینماییم

حالت برداری،فضای ،میدان خطی نوع همیلتونی مراکز کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 34-00,34N99

مقدمه ١

مراکز تشخیص دومی و حدی دورهای کردن پیدا اولی که دارد وجود مهم مسئله دو خطی مسطح های دستگاه کیفی برسی در
یک x٠ میکنیم :فرض میکند تعریف صورت این به را اصلی سطح روی برداری میدان یک .پوآنکاره است دستگاه کانونی
بر .مطالعه گوییم مرکز یک x٠را صورت این است،در شده پر تناوبی مدارهای توسط باشدکه محذوف همسایگی با تکین نقطه
[٢] (Bautin) وباتین (Kaptayn) [١۴،١۵] ،کاپتین [١٠](Dulac) دولاک کارهای با دو درجه های سیستم از رومرکزها
[٢٢](Schlomiuk) اسچلموک توسط مرکز یک دارای ٢ درجه های سیستم همه از انشعاب ونمودارهای است شده شروع
وجود نیز ٢ درجه از بزرگتر و ٢ درجه های سیستم از مراکز برای جزئی است.نتایج شده انجام [٢۵](Zoladek) ،وزولاک
پذیر دیفرانسیل های سیستم از مراکز کردند [٢۴](Sibirsky)مشخص ولپ(Vulpe)،سیبرسکی (Malkin)مالکین . دارد
ویژه مقادیر با مراکز از کلی حالت فضای آنها اینحال با wi±دارند شکل به ویژه مقدار جفت یک خطی غیر همگن و خطی
تعریف چند به میکنیم.ابتدا مشخص را دارند توان پوچ مراکز که های سیستم از کلی تصویری اینجا در نکردند. wi±تهیه

: میپردازیم

آزادی nدرجه با همیلتونی دستگاه .١ . ١ تعریف
را زیر صورت به دستگاه هر باشند Rnدر بردارهایی X,Y آن در که H(x, y) ∈ C٢(H)وE ∈ R٢n کنید فرض

. نامیم می آزادی درجه n با همیلتونی دستگاه یک را زیر صورت به دستگاه یک
X˙=

dH

dy

Y˙= −(
dH

dx
)

. مینامیم دستگاه همیلتونی تابع را H تابع
*سخنران
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آن: وانواع مقدماتی غیر نقاط .١ . ٢ تعریف
غیراین در باشد، صفر نقطه آن برداری میدان از خطی قسمت ویژه مقدار دو اگرهر هست مقدماتی غیر تکین نقطه یک
آن خطی قسمت اگر (degenerate) منحط میشود نامیده تکین مقدماتی غیر نقطه .یک میشود نامیده مقدماتی صورت
سیستم یک اگر تعریف این با مطابقت در میشود نامیده (nilpotent) توان پوچ صورت این غیر در باشد باصفر متحد
میشود نوشته زیر شکل سه از یکی به وبازنویسی ها متغییر از آفین تغییر یک از بعد باشدپس داشته مرکز یک تحلیلی

ẏ = x+Q(x, y) ẋ = −y + P (x, y)

مرکز نوع خطی یک میشود نامیده
ẏ = Q(x, y) ẋ = y + P (x, y)

توان پوچ مرکز یک میشود نامیده
ẏ = Q(x, y) ẋ = P (x, y)

شده تعریف خطی جمله و ثابت مقدار بدون اصلی تحلیلی توابع Q(x, y)وP (x, y) که تباهیده مرکز یک میشود نامیده
مبدأهستند. از محذوف همسایگی یک در

خطی نوع از مرکز ،یک ٣ درجه عبارت همراه به برداری میدان از خطی نوع همیلتونی مسطح ای جمله چند هر .١ . ٣ قضیه
تبدیل زیر ۶کلاس از یکی به خودش مستقل متغییر از نویسی باز یک و خطی تغییر یک از بعد اگر وتنها اگر دارد مبدأ در

شود:

[١]− x. = ax+ by y. = −a
٢ + β٢

b
x− ay + x٣

[٢]− x. = ax+ by − x٣ y. = −a
٢ + β٢

b
x− ay + ٣x٢y

[٣]− x. = ax+ by − ٣x٢y + y٣ y. = −a
٢ + β٢

b
x− ay + ٣x٢y

[۴]− x. = ax+ by − ٣x٢y − y٣ y. = −a
٢ + β٢

b
x− ay + ٣x٢y

[۵]− x. = ax+ by − ٣µx٢y + y٣ y. = −a
٢ + β٢

b
x− ay + ٣µx٢y

[۶]− x. = ax+ by − ٣x٢y + y٣ y. = −a
٢ + β٢

b
x− ay + ٣µx٢y

. است ١ شکل در توپولوژیکی ارز هم در ۶سیستم این از کلی حالت فضای b ̸= ,aو٠ β, b, µ ∈ R که

از ای S٢مجموعه .اگر میکنیم استفاده همیلتونی سیستم از کلی حالت فضای برای پوآنکاره سازی فشرده از بخش این در
ای جمله چند برداری میدان میشود. نامیده پوآنکاره گوی یک s١یک + s٢ + s٣ = ١ که (s١, s٢, s٣ ∈ R) نقاط

X = (x., y.) = P (x, y), Q(x, y)

x ∈ R٢ = (x١, x٢, ١) ∈ Rکردن٣ تصویر توسط پوآنکاره گوی به تحلیلی طور به میتواند . است R٢مفروض در
کره نیم روی یکی اید می xبدست از کپی .دو میکنیم استفاده R٣ xومبدأاز از گذرنده خط پوآنکاره، گوی بروی داد توسیع
استوا خط . (s١, s٢, s٣ ∈ S٢ : s < ٠) جنوبی کره نیم روی دیگری ,s١)و s٢, s٣ ∈ S٢ : s > ٠) شمالی
محاسبات انجام برای را زیر موضعی مختصات . دارد R٢مطابقت از بینهایت در S١ = (s١, s٢, s٣ ∈ S٢ : s = ٠)

: میگیریم نظر در پوآنکاره گوی روی
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خطی نوع مرکز یک که ٣ درجه خطی و همگن عبارت همراه به همیتونی مسطح برداری های میدان همه از کلی حالت فضای :١ شکل
اند. شده داده نشان تر ضخمیم ها کننده جدا . دارد

Vi = s ∈ S٢ si < ٠ Ui = s ∈ S٢ si > ٠

: آنها به مربوط موضعی نگاشت دو sو = (s١, s٢, s٣) که

ψi = (s) : Vi −→ R٢ φi = (s) : Ui −→ R٢

صورت این U١به موضعی مختصات S١در روی به مربوط برداری میدان φi(s)که = −ψi(s) = (
sm
si
,
sn
si
) که طوری به

. است شده داده

u. = vd
[
−uP (١

v
,
u

v
) +Q(

١
v
,
u

v
)

]
v. = −vd+١P (

١
v
,
u

v
) (١)

است: صورت این به U٢ برای عبارت این

u. = vd
[
P (

١
v
,
u

v
)− uQ(

١
v
,
u

v
)

]
v. = −vd+١Q(

١
v
,
u

v
) (٢)

است: صورت این به U٣ برای عبارت این

u. = P (u, v) v. = Q(u, v) (٣)
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فشرده است کافی X برداری میدان مطالعه برای بنابراین . است همینطور نیز یViها برا است برداری میدان درجه d که
از تصویری حالت فضای کشیدن .برای نامیم می پوآنکاره دیسک که کنیم برسی S١را و شمال قطب به محدود پوآنکاره سازی

. میگیریم ,π(s١درنظر s٢, s٣) = (s١, s٣) توسط R٢ داخل به را پوانکاره دیسک

از میشوند استفاده U٣ مطالعه وبرای هستند
S٢
S١

در که سازی فشرده از هستند تکینی نقاط X از متناهی تکین نقاط

s ∈ S١ .اگر دارند قرار S١ دیسک روی که هستند مربوطه برداری میدان از تکینی نقاط نامتناهی تکین نقاط دیگر سویی
است. نامتناهی تکین نقطه یک −s ∈ S١ آنگاه باشد نامتناهی تکین نقطه یک

ارز هم انها ساز جدا ساختار اگر وتنها اگر هستند توپولوژیک ارز هم تنها تکین نقاط S٢دارای در پیوسته شار دو .۴ . ١ قضیه
باشند.

از حالت فضای میکند تعیین و هستند پوآنکاره گوی در برداری میدان یک از ساز جدا دو یکبار میدهد نتیجه قضیه این
. هستند توپولوژیک ارز هم بالا در امده بدست برداری میدان

اصلی نتایج ٢

سیستم هر از خطی نوع همیلتونی مراکز از تناوبی مدارهای ،انشعاب چرخه تعداد چه بگوییم میتوانیم پژوهش این از استفاده با
امیدواریم و دهیم انجام توانیم می طریق همین به ٢ درجه های سیستم برای . دارد وجود ٣ درجه ای جمله چند پذیر دیفرانسیل

. آوریم بدست ٣ درجه پذیر دیفرانسیل های سیستم برای ها مرکز از کامل بندی دسته
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عددی آنالیز



مرکزی متقارن ماتریس با معکوس مساله ی یک حل برای الگوریتم یک ارائه ی
زوج مرتبه ی از

رحمانی جعفر
مشهد واحد اسلامی آزاد دانشگاه

نائینی یثربی احسان سید
حیدریه تربت دانشگاه

ضعیفی* بهناز
بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده

مرکزی متقارن ماتریس یک A آن در که می پردازیم AX = B معکوس مساله ی یک حل بررسی به مقاله، این در
و می شود بیان پذیری حل شرط می باشند. مفروض X,B ∈ Rn×m(m ≤ n)ماتریس های و است زوج مرتبه ی از

شد. خواهد سازی پیاده  عددی مثال یک روی الگوریتم نهایت در می گردد. ارائه معکوس مساله حل برای الگوریتمی

مربعات کمترین جواب بهینه، تقریب معکوس، مساله ی مرکزی، متقارن ماتریس کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

در که کرد بندی فرمول AX = B ماتریسی معادلات دستگاه صورت به می توان را مهندسی و کاربردی علوم مسائل از بسیاری
ماتریس یافتن مساله حل از هدف و می شوند تعیین داده ها ثبت و آزمایشات انجام کمک به X,B ∈ Rn×m(m ≤ n) آن
داده های و نتایج ثبت کمک به مدل می کنند، یاد ١ معکوس مسائل به آنها از که مسائل از دسته این در می باشد. A مربعی
مساله داده های روی بر آن اعمال با که یافت معکوس عملگر یک می توان سختی به لذا می آید، بدست آزمایشات از حاصل
مرکزی متقارن ماتریس با AX = B معکوس مساله حل به می توان مسائل این جمله ی از رسید. اطمینانی قابل جواب به
ثبت آزمایشات، حین در که خطا انواع و ناکامل اطلاعات وجود با دارند. عددی آنالیز در گسترده ای کاربردهای که کرد اشاره
کردن حداقل روش از می توان می شوند، نیز مساله ناپایداری باعث و می دهد رخ مسائل از گونه این در داده ها گیری اندازه و
مربعات کردن حداقل این در رسید. بهینه تقریب به و گردد حل حدی تا مساله بدوضعی شکل این تا گرفت بهره خطا مربعات
که نمادهایی شد. خواهد تبدیل تقریب بهترین به جواب این سپس می آید بدست دوم توان های کمترین جواب یک ابتدا خطا
تمام مجموعه ی ORn×n n ×m ماتریس های تمام مجموعه ی Rn×m از: هستند عبارت می شوند استفاده مقاله این در
A ماتریس رتبه ی rank(A) و پن رز مور- یافته ی تعمیم معکوس A+ می کنند. معرفی را n × n متعامد ماتریس های
و فروبنیوسی ،نرم n مرتبه ی از یکانی ماتریس معرف ترتیب به (A,B) و ||.|| ، Ik نمادهای همچنین می دهند. نشان را
باشند. Jn = (en, en−١, . . . , e١) و In ستون i−مین ei کنید فرض می باشند. B و A دوماتریس داخلی حاصلضرب

می باشند. برقرار JT
n Jn = I و JT

n = Jn روابط صورت این در

باشد. برقرار aij = an+١−i,n+١−j هرگاه است، ٢ مرکزی متقارن ماتریس یک A = (aij) ∈ Rn×n .١ . ١ تعریف

*سخنران

١Inverse Problem
٢Centrosymmetric Matrix
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جواب مشکل این رفع برای ندارد، جواب معمولا و است فرامعین AX = B(X,B ∈ Rn×m(m ≤ n)) دستگاه
A = B(X+) = B(XTX)−١XT جواب باشد کامل رتبه ی با مساله اگر می شود، محاسبه خطی دوم توان های کمترین
و QR روش دو آنها آوردن دست به برای که است بی شماری جواب های دارای مساله باشد ناقص رتبه  ی اگر اما دارد. را
مطمئن تر می شود محاسبه SV D کمک به که جوابی اما است دقیق تری تکنیک QR که هرچند است. شده  پیشنهاد SV D

معکوس مسائل تمام گفت می توان اغماض کمی با زیرا نمی شود توصیه حالت دو هر در روش این از استفاده البته می باشد.
ناپایداری از حل روش این لذا می گیرد قرار گردکردن خطای جمله از خطاهایی تاثیر تحت نهایی جواب و می باشند بدوضع
چندان و است دشوار آنها- تفریق و جمع به نسبت - ماتریس ها معکوس و ضرب محاسبات زیاد حجم علت به و می برد رنج
منظور این برای شود، بررسی مسائل از گونه این حل برای خطا مربعات کمترین جواب های است بهتر لذا نیست، صرفه به

داریم: زیر مساله ی سه حل به احتیاج
. AX = B که بیابید چنان را A مرکزی متقارن ماتریس است. مفروض X,B ∈ Rn×m(m ≤ n) مساله ١-

||AX − B|| که بیابید چنان را A مرکزی متقارن ماتریس می باشند. مفروض X,B ∈ Rn×m(m ≤ n) - مساله٢
آزمایشگاهی اطلاعات آماری توزیع های و تجربی مشاهدات کمک به می تواند A مجهول ماتریس برای Ă اولیه تخمین یک
می باشد. Ă تقریب بهترین که آورد بدست A ماتریس برای را A∗ بهینه تخمین می توان مساله حل کمک به اما گردد تعیین

||Ă−A∗|| = infA∈SE
||Ă−A|| که بیابید چنان را A∗ ∈ SE است. مفروض Ă ∈ Rn×n - ٣ مساله

مساله ی لذا است، بسته محدب مجموعه ی یک آنگاه باشد ناتهی SE اگر می باشد. ٢ یا ١ مساله ی جواب مجموعه ی SE

.[١] دارد بهینه تقریب با یکتا جواب یک ٣ متناظر

اصلی نتایج ٢

داریم. را M,H ∈ Rk×k که کرد بیان
[
M HJk
JkH JkMJk

]
صورت به می توان را A ∈ CSRn×n(n = ٢k) .٢ . ١ لم

کنید. مراجعه [۴] به اثبات.

A ∈ CSRn×n آنگاه ( است. متعامد D وضوح است.(به مفروض D = (١/
√

٢)
[
Ik Ik
Jk −Jk

]
و n = ٢k .٢ . ٢ لم

. M,H ∈ Rk×k آن در که کرد بیان D
[
M +H ٠

٠ M −H

]
DT صورت به می توان را

می شود. اثبات آسانی به ٢ . ١ لم کمک به اثبات.

کرد. بیان X =

[
X١

JkX١

]
صورت به می توان را X آنگاه باشند، n = ٢k و JnX = X اگر ، X ∈ Rn×n .٢ . ٣ لم

کنید. مراجعه [٣] به اثبات.

SV D کنیم فرض می کنیم. بیان .X =

[
X١ X٢

JkX١ −JkX٢

]
X١ ∈ Rk×m, X٢ ∈ Rk×m صورت به را X

باشد: زیر صورت به X٢ و X١ ماتریس های

X٢ = P

[
Σ٢ ٠
٠ ٠

]
QT = P١Σ٢Q

T
١ X١ = U

[
Σ١ ٠
٠ ٠

]
V T = U١Σ١V

T
١
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داریم: آن در که
U = (U١, U٢) ∈ ORk×k, V = (v١, v٢) ∈ ORm×m, U١ ∈ Rk×r١ , V١ ∈ Rm×r١ , r١ =

rank(X١), Σ١ = diag(σ١, ·, σr١), σi > ٠, ١ ≤ i ≤ r١, P = (p١, p٢) ∈ OR(n−k)(n−k), Q =

(Q١, Q٢) ∈ ORm×m, P١ ∈ R(n−k)×r٢ , Q١ ∈ Rm×r٢ , r٢ = rank(X٢), Σ٢ = diag(σ١, · · · , σr٢),

σi > ٠, ١ ≤ i ≤ r٢.

می دهیم قرار است. مفروض X,B ∈ R٢k×m(m ≤ ٢k) .۴ . ٢ قضیه

DTB =

[
B١
B٢

]
B١, B٢ ∈ Rk×m DTX =

[
X١
X٢

]
X١, X٢ ∈ Rk×m

از: است عبارت آن عمومی جواب و است پذیر ٢حل مساله ی

A = A٠+D

[
G١U

T
٢ ٠

٠ G٢P
T
٢

]
DT , G١ ∈ Rk(k−r١), G٢ ∈ Rk(k−r٢), A٠ = D

[
B١X

+
١ ٠

٠ B+
٢

]
DT

طوری که به دارند وجود M,H ∈ Rk×k ماتریس های ، ٢ . ٢ لم به توجه با ، A ∈ CSR٢k×٢k هر برای اثبات.

DTAD =

[
M +H ٠

٠ M −H

]
داریم:

||AX −B||٢ = ||DTADDTX −DTB||٢ = ||
[
M +H ٠

٠ M −H

] [
X١
X٢

]
−

[
B١
B٢

]
||٢

= ||(M + H)X١ − B٢||١ + ||(M − H)X٢ − B٢ = ||UT (M + H)U

[
Σ١ ٠
٠ ٠

]
− UTB١V ||٢

+||P T (M − H)P

[
Σ٢ ٠
٠ ٠

]
− P TB٢Q||٢ = ||UT

١ (M + H)U١Σ١ − UT
١ B١V٢||١ + ||UT

٢ (M +

H)U١Σ١−UT
٢ B١V٢||١+ ||−UT

١ B١V٢||٢+ ||−UT
٢ B١V٢||٢+ ||P T

١ (M−H)P١Σ٢−P T
١ B٢Q٢||١+

||P T
٢ (M −H)P١Σ٢ − P T

٢ B٢Q٢||١ + || − P T
١ B٢Q٢||٢ + || − P T

١ B٢Q٢||٢ + || − P١TB٢Q٢||١ +
|| − P T

١ B٢Q٢||٢ + || − P T
٢ B٢Q٢||٢

اگر تنها و اگر ||AX −B|| = minA∈CSR٢k×٢k بنابراین

UT
٢ (M +H)U١ = UT

٢ B١V١Σ
−١
١ UT

١ (M +H)U١ = UT
١ B١V١Σ

−١
١

P T
٢ (M −H)P١ = P T

٢ B٢Q١Σ
−١
٢ P T

١ (M −H)P١ = P T
١ B٢Q١Σ

−١
٢

که آنجایی از ، G١ = U

[
UT

١ (M +H)U٢
UT

٢ (M +H)U٢

]
∈ Rk×(k−r١) می دهیم قرار

UT (M +H)U =

[
UT

١ (M +H)U١ UT
١ (M +H)U٢

UT
٢ (M +H)U١ UT

٢ (M +H)U٢

]
U

[
UT

١ B١V١Σ
−١
١

UT
٢ B١V١Σ

−١
١

]
= B١V١Σ

−١
١ , X+

١ = V١Σ
−١
١ UT

١

داریم: و M −H = B٢X
+
٢ +G٢U

T
٢ , G٢ ∈ Rk×(k−r٢) و M +H = B١X

+
١ +G١U

T
٢ می گیریم نتیجه

A = D

[
B١X

+
١ ٠

٠ B٢X
+
٢

]
DT +D

[
G١U

T
٢ ٠

٠ G٢P
T
٢

]
DT .
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صورت این در می باشند مفروض تعریف مطابق D و Xi, Bi (i = ١, ٢) ، X,B ∈ R٢k×m(m ≤ ٢k) .۵ . ٢ نتیجه
از: است عبارت عمومی جواب و B٢X

+
٢ X٢ = B٢ ، B١X

+
١ X١ = B١ اگر تنها و اگر است پذیر حل ١ مساله ی

A = D

[
B١X

+
١ ٠

٠ B٢X
+
٢

]
DT +D

[
G١U

T
٢ ٠

٠ G٢P
T
٢

]
DT , G١ ∈ Rk(k−r١), G٢ ∈ Rk(k−r٢)

شود. مراجعه [٢] به اثبات.

گرفته نظر در قبل قضیه ی مطابق شرایط و نمادها می باشند. مفروض Ă و X,B ∈ Rn×n(n = ٢k) .۶ . ٢ قضیه
زیر صورت به که دارد A∗ ∈ SE یکتای جواب یک ٣ مساله ی آنگاه باشد پذیر حل ٢ مساله ی اگر صورت این در می شوند،

می شود: بیان

A∗ = A٠ +D

[
Ă١١U٢U

T
٢ ٠

٠ Ă٢٢P٢P
T
٢

]
DT ,

Ă٢٢ = (١/٢)[Ik,−Jk ](Ă−A٠)

(
Ik
−Jk

)
Ă١١ = (١/٢)(Ik, Jk)(Ă−A٠)

(
Ik
Jk

)
,

الگوریتم
می باشند. Ăمفروض و B، X ماتریس های -١

کنید. محاسبه را Ă٢٢ و Ă١١ ، A٠ ، A٠ ، SV D(X٢) ، SV D(X١) X٢ ، X١ ، B٢ ، B١ ماتریس های -٢
کنید. محاسبه را A∗ ماتریس -٣

ماتریس های MATLAB کمک به ، مفروضند B =


٣ ٠ −١

٠٫ ٢۵ −١٫ ۴ ١
٠ ٢ ٠
٠ −۴ ١

 و X =


١ ١ ٠
−١ ٠ ٢
١٫ ٢ ٢٫ ۵ ٠
−٢ ٠ ١

 .٢ . ٧ مثال

است.) شده گرفته نظر در اولیه تقریب عنوان به معکوس، شبه روش از حاصل (جواب است. آمده دست به A∗ و A+ = Ă

A∗ =


−١٫ ٢٨۴٩ −٠٫ ۴۵٣٠ ٠٫ ٨۵٧٣ −١٫ ١۵٢٢
٠٫ ۵٨٩۶ ١٫ ٠٣٠۶ −٠٫ ۶٠۴٨ −٠٫ ۶٨۴٧
−٠٫ ۶٨۴٧ −٠٫ ۶٠۴٨ ١٫ ٠٣٠۶ ٠٫ ۵٨٩۶
−١٫ ١۵٢٢ ٠٫ ٨۵٧٣ −٠٫ ۴۵٣٠ −١٫ ٢٨۴٩

 Ă =


٠٫ ۴٨۵١ ٠٫ ٢۴٩٣ −٠٫ ١٩۴٠ −١٫ ۴٩٨۵
٠٫ ٢٠٨٧ ٠٫ ٩٣٧٨ −٠٫ ۶۴٣۵ −٠٫ ٨٧۵۶
٠٫ ٠٣٢۶ −٠٫ ٣٢۵۶ ٠٫ ٧٨٧٠ ٠٫ ۶۵١٣
٠٫ ١١١٣ ١٫ ٢٨٧۴ −١٫ ۶۴۴۵ −١٫ ۵٧۴٨
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کرمن آ روش و گیورا بس ازروش بااستفاده قطب جایابی برای الگوریتمی

طهرانی احسنی حجت
شاهرود دانشگاه

پور* قرنلی علیرضا
شاهرود دانشگاه

چکیده
تعریف باشد،رابا می قطب جایابی جدیددر روشهای از ،که حالت ازمشتق استفاده با قطب جایابی مساله مقاله دراین
کرمن وروشآ گیورا روشبس از وبااستفاده کنیم می تبدیل خوردحالت پس با قطب جایابی مساله به جدید سیستم یک
ما مطلوب قطب دارای اولیه سیستم بسته حلقه ماتریس که، کنیم می محاسبه ای گونه رابه منفرد ،سیستم برداربهره

دهیم. می نشان را شده ارائه روش بودن موثر آن سازی شبیه ونتایج مثالی ذکر با باشد.ودرانتها

حالت خورد ،پس حالت،پایداری مشتق خورد پس قطب، جایابی خطی، سیستم کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 93B52, 93B55

مقدمه ١

در را سیستم بسته حلقه های قطب که است خورد پس های کننده کنترل طراحی ، کنترل در مهم ازمسائل یکی باز دیر از
اخیر ده چند در حالت خورد پس کنترل .مساله است شده ارائه متعددی تحقیقی آثار حیطه دراین دهند، قرار مناسب جایگاه
زمینه در .ولی [٣] [٢] اند نموده ارائه آن برای ای گسترده روشهای محققان و است گرفته قرار وبررسی تحلیل مورد کامل بطور
نوسانات ویژه اهمیت موضوع این پیگیری های ازانگیزه یکی .[۴] ندارد وجود آنچنانی گستردگی ، حالت خوردمشتق پس

باشد. می متغیرحالت

حالت مشتق خورد پس از بااستفاده زمانی پیوسته خطی سیستم کنترل ٢

بگیرید: نظر در زیر صورت به ثابت زمان با خطی سیستم یک

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t) (١)

ترتیب Bبه ∈ Rn Aو ∈ Rn×n درآن که ، باشند می کنترل ورودی و حالت بردار ترتیب به u (t) ∈ R و x (t) ∈ Rn که
rank (A+Bk) = n و rank (B) = m و rank (A) = n کنیم فرضمی باشند. می وکنترل سیستم ماتریسهای

کنترل قانون تعریف با است حالت مشتق خورد ازپس استفاده با سیستم برای قطب جایابی هدف

u (t) = −kẋ (t) (٢)

داریم: (١) در (٢) جایگذاری با کند. ایجاد را سیستم پایداری که

ẋ (t) = (I +Bk)−١Ax (t) (٣)

*سخنران
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صفر مخالف دلخواه ویژه مقادیر (I +Bk)−١A بسته حلقه ماتریس که بطوری است k بهره ماتریس ،یافتن مساله
داریم: است (I +Bk)−١A اصلی مساله بسته حلقه ماتریس اینکه به توجه با کند اختیار را Λ١ = {λ١, λ٢, ...λn}(

(I +Bk)−١A
)−١

= A−١ (I +Bk) = A−١ +A−١Bk (۴)

داریم: Bn = A−١Bو An = A−١ اختیار با )که
(I +Bk)−١A

)−١
= An +Bnk (۵)

جدید معادله

q̇ (t) = Anq (t) +Bnw (t) (۶)

کنترل باقانون

w (t) = −kq (t) (٧)

ای گونه به را خوردحالت پس ماتریس q̇ (t) = (An −Bnk) q (t) داریم: (۶) در (٧) جایگذاری با گیریم می درنظر

باشد Λ٢ =
{
λ−١
١ , λ−١

٢ , ..., λ−١
n

}
مجموعه به متعلق An − Bnk بسته حلقه ماتریس مقادیرویژه که کنیم می تعیین

باشد. می Λمجموعه١ به متعلق (٣) سیستم بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر آنگاه

منفرد سیستم برای خورد پس ماتریس تعیین روشهای ٣

[١] کرمن آ وروش گیورا بس دهیم:روش می ارائه منفرد سیستم برای مادوروش قسمت این در

خورد پس ماتریس تعیین برای گیورا بس روش ١.٣

از: است عبارت An مشخصه معادله گیریم می درنظر (٧) کنترل قانون با را (۶) معادله

a (s) = det (sIn −An) = sn + an−١s
n−١ + ...+ a٠ (٨)

گیریم می نظر باشد،در می

a = [an−١an−٢...a٠] (٩)

: بصورت Λ٢ =
{
λ−١
١ , λ−١

٢ , ..., λ−١
n

}
دلخواه های قطب با ای جمله چند معادله .حال باشد

α (s) =
(
s− λ−١

١

)(
s− λ−١

٢

)
...

(
s− λ−١

n

)
= sn + αn−١s

n−١ + ...+ α٠ (١٠)

گیریم می نظر باشد،در می

α = [αn−١αn−٢...α٠] (١١)

داریم را زیر قضیه k محاسبه برای
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به متعلق An + BnK ماتریس مقادیرویژه که کنیم تعیین توان می را (۶) سیستم برای k خورد پس ماتریس .١.٣ قضیه
وهمچنین باشد نامنفرد φc =

[
Bn, AnBn, ..., An

n−١Bn

]
کنترل قابلیت ماتریس اگر وفقط اگر باشد دلخواه مجموعه

. است زیر بصورت Ψ که گردد می محاسبه k = (α− a)Ψ−١φ−١
c بصورت k

Ψ =



١ an−١ an−٢ . . . a١
٠ ١ an−١ . . . a٢
٠ ٠ ١ .
. . . . .
. . . . .
. . . . an−١
٠ ٠ ٠ . . . ١


خورد پس ماتریس تعیین برای کرمن آ روش ٢.٣

گردد می محاسبه زیر بصورت k که است داده نشان کرمن آ (١٠) ای جمله وچند (٧) کنترل وقانون (۶) معادله به باتوجه

k = qTnα (A) (١٢)

باشد می کنترل قابلیت ماتریس φc =
[
Bn, AnBn, ..., An

n−١Bn

]
که qTn = [٠٠ · · · ٠١]φ−١

c و

مثال ۴

درنظر B =

 ۵
٢
٣
١٣
٢

 و A =

 ١ ٣ −٣
٢

١ ٣ −١
٢ ٧ −۵

٢

 درآن که ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t) خطی سیستم .١.۴ مثال

مجموعه به متعلق بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر بطوریکه حالت خوردمشتق پس محاسبه است مطلوب بگیرید
باشد. Λ١ =

{
−١, −١

٢ , −١
٣
}

شود. می Bn =

 ١
١
١

 و An =

 ١ ۶ −٣
−١ −١ ١
−٢ ٢ ٠

 بنابراین Bn = A−١B و An = A−١ داریم حل.

وگیورا: بس روش
آید می بدست K بنابراین a =

[
٠ −٣ ٢

]
و α =

[
۶ ١١ ۶

]
و α(s) = λ٣ + ۶λ٢ + ١١λ + ۶

k = (α− a)Ψ−١φc
−١ =

[
۵ ۶ −۵

]
آید می بدست K بنابراین qT٣ =

[
٠ ٠ ١

]
φc

−١ =
[
٫ ٠٢٨ ٫ ١١١١ −٫ ١٣٨٩

]
که کرمن: آ روش

k = qT٣ α(A) =
[
۵ ۶ −۵

]
دهد می نشان را .پایداری ١.۴ مثال به مربوط ١ شکل

اصلی نتایج ۵

منفردبا ثابت زمان خطی سیستم برای حالت مشتق خورد پس استفاده با قطب جایابی مساله حل برای را روشی مقاله این در
شده ذکر منفرد سیستم برای قطب جایابی برای وکافی لازم وشرایط است شده ارائه گیورا وبس کرمن آ روشهای از استفاده
فرمول بجای کرمن آ فرمول از استفاده نظری کاربردهای از دربعضی دهد. می نشان را روش این کارایی شده ارائه ومثال است

هستند. بفرد منحصر ، حالت بهره بردار منفرد های سیستم در کلی .بطور تراست راحت گیورا بس
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هار موجک پایه بر خطی غیر های سیستم شناسایی برای عددی الگوریتم

رمضانی مهدی
تفرش دانشگاه

* محمدی فاطمه
تفرش دانشگاه

چکیده
تبدیل چون باشد، می موجک از استفاده با مهندسی پیچیده های سیستم شناسایی برای روش هدف مقاله، این در
محلی آنالیزهای انجام امکان ویژگی همین و باشد می فرکانس و مقیاس حوزه دو در سیگنال آنالیز روش یک موجک
شناسایی این و دارند کاربرد است مطرح لرزش که الکتروهیدرولیکی های سیستم در روش این و سازد می فراهم را

کند. می استفاده واقعی سیگنالهای از ساختگی، آزمایشات برای سیستم،

پیچیده های سیستم و موجک تبدیل هار، موجک سیستم، شناسایی کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

شود می انجام مختلف سنسورهای توسط که فیزیکی مقادیر گیری اندازه با که آزمایشاتی توسط سیگنالها تفاسیر و آنالیزها
نشان کار انجام طول در را سیستم رفتار سازی شبیه شده، انجام که آزمایشاتی از آمده بدست مهم اطلاعات آید، می بدست
روش این در که باشد می سیستم شناسایی روشها این از یکی که آید بدست نیز دیگری روشهای توسط تواند می و دهد می
عامل است ممکن چون هم، با فرکانس و زمان حوزه هر در نه اما باشد می مجاز دینامیکی های سیستم مدلسازی آزمایشات
سیستم یک بتواند که عددی الگوریتم یک شرح و موجک تبدیل تأثیرات از بعضی [١] در باشد، سیستم رفتار در اساسی تلفات

کند. می بیان کند شناسایی مورلت موجک پایه بر را الکتروهیدرولیکی

موجک آنالیز ٢

بگیرید: نظر در کند، می صدق زیر شرایط در که را ψ مختلط ∞∫تابع
−∞ | ψ(t) |٢ dt <∞ .١

Cψ = ٢π
∫∞
−∞

| Ψ(w) |٢

| w |
dw <∞ .٢

شود. می گفته مادر موجک ψ به که باشد می ψ از ای فوریه تبدیل Ψ که
و a = amc بطوریکه هستند گسسته صورت به زمانی شیفت و مقیاس پارامترهای گسسته حوزه در گسسته: موجک تبدیل

است: زیر بصورت موجک آنالیز و b = nbca
m
c

a = amc (١)

*سخنران
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b = nbca
m
c , ψm,n = a

−
m

٢
c ψ(

t− nbc
amc

) m,n ∈ Z (٢)

آید: می بدست زیر صورت به موجک تبدیل بوسیله اصلی سیگنال و x(t) سیگنال از موجک تبدیل

Tx(m,n) =
∫∞
−∞ ψ

′
m,n(t)x(t)dt , x(t) = kψ

∑
m

∑
n Tx(m,n)ψm,n(t)

گویند: سیگنال نویز را v که است زیر بصورت گیرد می ac که مقداری بیشترین و [٢] باشد می مختلط تابع ψ که

ac = ٢
١
v v ∈ Z (٣)

هار موجک ٣

کنند: می تعریف زیر صورت به را ψ(t) تابع که موجک توابع از نوع اولین هار موجک

ψ(t) = ϕ(٢t)− ϕ(٢t− ١) ψ(t) =

{ ١ if ٠ < t ≤ ١
٢

−١ if
١
٢
< t ≤ ١

٠ otherwise

است: زیر بصورت آن خانواده که است اورتنال خودش اتساع و انتقال به نسبت تابع این

ψm,n(t) = ٢
−
m

٢ ψ(٢−mt− n) m,n ∈ Z (۴)

شود: می بیان زیر صورت به که است اورتنال و حقیقی ماتریس هار تبدیل تابع و [٢]

y[n] = (n⋇ g)[n] =
∞∑

k=−∞
x[k]g[n− k] , yhigh[n] =

∞∑
k=−∞

x[k]g[٢n− k] (۵)

بصورت f فوریه فرکانس با ها موجک این مقیاس پارامترهای و هار تبدیل تابع g و خروجی و ورودی سیگنال y و x

a =
fc
f

(۶)

از طرحی [١] در باشد، می ضروری پیشرفته های سیستم از اطلاعات استخراج منظور به موجک اساسی شناسایی است.
[١] m های سیستم زیر همه برای خروجی و ورودی سیگنالهای از طرحی و آن از m های سیستم زیر و دینامیکی سیستم

است: زیر صورت به ها سیستم شناسایی برای هار الگوریتم هدف است. شده بیان
بیشترین fs و فرکانس حوزه کران کمترین fc که کنیم می فرض خروجی و ورودی سیگنال برای فوریه قالب تعیین اول: گام

باشد. کران
گسسته. موجک تبدیل برای n زمان تغییر پارامتر و m اتساع پارامتر تعیین دوم: گام

نشان v با و است مربوط شوند می تقسیم فرکانس دو بین فاصله به که فواصلی به صداها تعداد این صداها، تعداد برقراری
اینها اتساع، های پارامتر مقدار تعیین است. ١ برابر کند می تغییر مختلف های ورودی با که v مقدار اولین که شوند می داده
(۶) و (٣) ،(١) آن کردن حساب معادلات و شود حساب بایست می آن موجک تبدیل که هستند فرکانس های محور نقاط
موجک m که mf و mm و باشد می پایانی مقدار ms و ابتدایی مقدار mi رابطه شود می تعیین m توسط شروع مقدار

آیند: می بدست زیر صورت به هستند بترتیب فوریه m و
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mi = v log٢
fc
fi

, ms = v log٢
fc
fs

mf = mm⋇ sx , sx = [١, . . . , NOMT − ١] , mm =
ms

i(NOMT )

نظر در NOMT = ١٠١ مقاله این در آن اولیه مقدار و شود می اضافه آن به که است سیستم از عددی NOMT

هرتز ١ برابر fc مقدار الگوریتم این در ،m پارامتر و واقعی فرکانس مقدار بین بهتر ارتباط منظور به است. شده گرفته
شود. می انتخاب (omegac = ۶٫ ٢٨Rad)

برداری نمونه تعداد Fs اگر است ١ برابر و است سیگنال گسستگی فاصله معادل که b مقدار اولین bc : n پارامترهای تعیین
آنگاه: باشد ns آن پایان مقدار و n! ،n برای شروع مقدار سپس و سیگنال هر های

ni = (−Fs
٢
) , ns = (

٣Fs
٢

)

.(۴) (٢) معادلات شود می محاسبه ψm,n(t) هار موجک n و m پارامتر هرمقدار برای سوم: گام
معادلات [١] شود می محاسبه موجک تبدیل از استفاده با m سیستم زیر هر برای سیگنالها خروجی و ورودی چهارم: گام

. معادلات(۵) و y(t) =
∑
m
ym(t) و x(t) =

∑
m
xm(t)

.[٣, مربعات)[۴ کمترین مثال بعنوان رود( می بکار سیستم زیر هر برای کلاسیک شناسایی روش پنجم: گام
اعتبارسنجی. نتایج ششم: گام

عددی نتایج ۴

همراه لرزش با آن اندازی راه که الکتروهیدرولیکی سیستم شناسایی برای شده داده شرح قبلی بخش در که عددی الگوریتم
طول در را ساختمان رفتار و است شده استفاده لرزه زمین یک سازی شبیه برای ها لرزش فهرست شود. می استفاده است
سیگنال ورودی سیگنال و لرزه زمین شده سازی شبیه سیستم یک مثل خروجی سیگنال دهد، می قرار آزمایش مورد لرزه زمین
ورودی نویز به وابسته که دهد می نشان را تبدیل در شده تولید های موجک تمام الف، ١ شکل نمودار شود. می نامیده برنامه
کننده مشخص نمودار چگالی نمودار این در کرد. استفاده آن از متفاوت های ورودی در روش مقایسه برای تواند می و است

است. سیستم حدس درصد کننده مشخص ها موجک شکل و است تبدیل در واقعیت درصد
سینوس تحریک ورودی با نویز یک توسط سیستم این هستند، سیستم رفتار واقع در پ، و ب ١ شکل نمودارهای

است. روش تر دقیق کارکرد معنای به نمودار دو این های شباهت نبودن، خطی به توجه با است شده مخدوش

پ ب الف

سیستم خروجی و ورودی نمودار و ها موجک تبدیل نمودار :١ شکل

تشخیص برای خطا این است موجک و فوریه تبدیل به توجه با شده داده تشخیص خطای میزان الف، ٢ شکل نمودار
نمودار این که گفت توان می پس شود می تولید تصادفی تابع توسط نویز اینکه به توجه با رود می کار به سیستم تصحیح و نویز
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تصادفی شرایط در شده تولید های موجک بین مقایسه برای توان می را نمودار این بنابراین است وابسته تصادفی تابع به هم
داده تشخیص نویز مقایسه برای آن از توان می و است فوریه تبدیل در نویز سیگنال ب، ٢ شکل نمودار کرد. استفاده متفاوت

کرد. استفاده متفاوت تصادفی شرایط در شده

ب الف

نویز سیگنال نمودار و شده داده تشخیص خطای نمودار :٢ شکل

گیری نتیجه ۵

است این روش این کردن مدل تکنیک اهداف کند. می مطرح پیچیده سیستمهای شناسایی برای جدیدی روش حاضر مقایسه
الگوریتم یک شرح و موجک تأثیرات حاضر مقاله دهد افزایش را سیستم رفتار با مربوط فرکانسهای از برخی نفوذ بتواند که
برای الگوریتم این باشد. می هدفش مورد را کند استفاده ریاضی ابزارات از و شناسایی را سیستم یک بتواند که را عددی
موجک از آن سازی پیاده روش در همچنین و است شده سازی مدل دارند لرزش ها اندازی راه در که الکتروهیدرولیکی سیستم
موقت متغیرهای تمام و سازی پیاده این از حاصل اطلاعات و باشد می [١] مشابه عملکرد نظر از که است شده استفاده هار

شود. می انجام ماتریس قالب در ها تبدیل تمام و شوند می داده قرار گسسته های ماتریس در

مراجع
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تصویر پردازش از استفاده با (SV D) تکین مقدار تجزیه خواص بررسی

نیک�نام سپیده
بلوچستان و سیستان دانشگاه

شکوه�حاج�عباسعلی�خان *مجتبی

بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده

Singular Value) تکین مقدار تجزیه روش از آمده به�دست ماتریس�های خواص بررسی به مقاله این در
صورت به V و Σ ،U ماتریس ٣ به را تصویر یک با متناظر A ماتریس ابتدا در می�پردازیم، (Decomposition
دیگری تصویر با را تصویر یک تکین مقدار تجزیه از آمده به�دست ماتریسهای آن از پس و کرده�ایم تبدیل A = UΣV T

کرد. خواهیم بیان را خود بررسی این نتایج و می�کنیم ترکیب

تکین. مقادیر ترکیب تکین، مقادیر تجزیه تصویر، پردازش کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

تعاریف ١

استفاده Cn×n نماد از نویسندگان از بعضی می�گیریم، نظر در n × n مختلط ماتریس فضای یک را Mn .١.١ تعریف
می�نامیم A ویژه مقدار را λ آنگاه باشد A ویژه بردار x ∈ Cn صفر غیر بردار و A ∈ Mn که کنید فرض اکنون می�کنند.

چنانچه

Ax = λx

می�شود: تعریف زیر به�صورت p-نرم آنگاه باشد، بردار یک x و ١ ⩽ p < ∞ کنید فرض .٢.١ تعریف

∥x∥p =
(∑

n
i=١|xi|p

)١
٢ .

صورت به داخلی ضرب با می�توانیم را S ∈ Rm×n و R ∈ Rm×n از آمده به�دست Rm×n برداری فضای .٣.١ تعریف
کنیم تعریف زیر

⟨R,S⟩ =
∑

m
i=١

∑
n
j=١rijsij . (١)

نمایش ∥.∥F صورت به و می�نامیم فروبنیوس١ نرم را داخلی ضرب از آمده به�دست نرم فرم Rm×n برداری فضای برای
آنگاه باشد G ∈ Rm×n اگر بنابراین می�دهیم.

∥G∥F = (⟨G,G⟩)
١
٢ =

√∑
m
i=١

∑
n
j=١g

٢
ij .

*سخنران

١Frobenius norm
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SVD ٢

شود. کاربرده به مستطیلی ماتریس برای می�تواند که است معمولی سازی قطری خواص از ای دنباله بر مبنی تکین مقدار تجزیه
مرتب نزولی صورت به و می�شوند داده نشان σ١, · · · , σn با و هستند ATA ویژه مقادیر های ریشه مجذور A تکین مقادیر
UΣV T صورت به A تجزیه می�باشد. ١ ⩽ i ⩽ n برای σi =

√
λi ،A تکین مقادیر که معناست بدان این می�شوند

ماتریس یک Σ و n×n متعامد ماتریس یک نیز V m×mو متعامد ماتریس یک U آن در که می�باشد تکین مقدار تجزیه
١ ⩽ i ⩽ n برای σi =

√
λi آن اصلی قطر روی عناصر و می�باشد صفر همگی آن قطر از خارج عناصر که است m× n

می�باشد.

می�باشد. تکین مقدار تجزیه دارای A بنابراین باشد، m× n ماتریس یک A اگر .( SV D قضیه ) ١.٢ قضیه

شود مراجعه [١] به اثبات.

تکین مقادیر ترکیب ٣

به تکین مقادیر بودن فرد به منحصر نیستند فرد به منحصر V و U های ماتریس اما هستند، فرد به منحصر σiها تکین مقادیر
شناخت برای می�تواند و می�باشد تصویر ماتریس از مهمی خواص دارای SV D که شود می معطوف مهم این به طبیعی طور
نشان و می�یابیم دست توجهی قابل نتیجه به تصویر ٢ از SV D مبادله روی بر آزمایش با حال این با شود. استفاده تصویر

است. مهم بسیار اصلی تصویر از تصویر بازسازی برای راست) و (چپ تکین بردار که می�دهد
تصویر مثال برای می�کنیم. محاسبه را تصویر دو با متناظر ماتریس SV D و می�کنیم استفاده فرد دو تصویر از اول آزمایش در

داشت: خواهیم لذا کنیم می تجزیه Σ و V ،U به را (A٢) امیر از دوم تصویر و (A١) مجتبی از اول تصویر

A١ = U١Σ١V١

A٢ = U٢Σ٢V٢

است شده داده نشان ١ شکل در امیر و مجتبی تصویر ترکیب

U٢ × Σ١ × V٢ .۴ شکل U٢ × Σ٢ × V٢ .٣ شکل U١ × Σ٢ × V١ .٢ شکل U١ × Σ١ × V١ .١ شکل

U٢ × Σ٢ × V١ .٨ شکل U٢ × Σ١ × V١ .٧ شکل U١ × Σ٢ × V٢ .۶ شکل U١ × Σ١ × V٢ .۵ شکل

امیر و مجتبی تصویر تکین مقادیر ترکیب نتایج :١ شکل
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تجزیه از V و U ماتریس که می�شود مشاهده ١ شکل در امیر و مجتبی تصویر ترکیب از شده بازسازی تصاویر بررسی با
تصویر آن باشد تصویر یک به مربوط ترکیب در V و U اگر که گونه�ای به می�یاشد تصویر اصلی اطلاعات حاوی تکین مقادیر
آمده به��دست Σ با متناظر تصویر بودن روشن�تر یا تیره به بسته و می�شود ظاهر تکین مقادیر ترکیب از شده بازسازی تصویر در
که وقتی و کنید نگاه ١ شکل ۴ و ٢ قسمت به می�شود روشن یا تیره کمی دارد حضور ترکیب درآن که تکین مقدار تجزیه از
به می�شود ظاهر شبه یک شبیه نامفهومی تصویر باشد متفاوت تصویر�ای مربوط کدام هر ترکیب در تکین مقادیر از V و U

کنید. توجه ١ شکل ٨ و ٧ ، ۶ ،۵ قسمت
می�کنیم ترکیب (A٢) طبیعت تصویر یک با را (A١) مجتبی تصویر اکنون

U٢ × Σ١ × V٢ .۴ شکل U٢ × Σ٢ × V٢ .٣ شکل U١ × Σ٢ × V١ .٢ شکل U١ × Σ١ × V١ .١ شکل

U٢ × Σ٢ × V١ .٨ شکل U٢ × Σ١ × V١ .٧ شکل U١ × Σ٢ × V٢ .۶ شکل U١ × Σ١ × V٢ .۵ شکل

پرنده و مجتبی تصویر تکین مقادیر ترکیب نتایج :٢ شکل

یک با تکین مقدار تجزیه از استفاده با را مجتبی تصویر ادامه در می�باشد. ١ شکل نتایج مشابه ٢ شکل از آمده به�دست نتایج
داده�ایم. نشان ٣ شکل در را ترکیب این از شده بازسازی تصاویر و می�کنیم ترکیب سفید تصویر

U٢ × Σ١ × V٢ .۴ شکل U٢ × Σ٢ × V٢ .٣ شکل U١ × Σ٢ × V١ .٢ شکل U١ × Σ١ × V١ .١ شکل

U٢ × Σ٢ × V١ .٨ شکل U٢ × Σ١ × V١ .٧ شکل U١ × Σ٢ × V٢ .۶ شکل U١ × Σ١ × V٢ .۵ شکل

سفید تصویر و مجتبی تصویر تکین مقادیر ترکیب نتایج :٣ شکل
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تصویر یک با چون و نیست این�گونه واقع در ولی می�باشد ٢ و ١ شکل از متفاوت اول نگاه در ٣ شکل در شده مشاهده نتایج
روشن موجب می�گرفت قرار تر تیره تصویر یک Σi جای به روشن�تر تصویر یک از Σi اگر قبل طبق و است شده ترکیب سفید
تصویر یک تکین مقادیر با اول تصویر تکین مقادیر چون نیز ٣ شکل در برعکس. طور همین و می�شد تیره تصویر شدن تر
خیلی که قسمت�هایی فقط که (٣ شکل ٢ قسمت (در کرده روشن زیادی حد تا را تصویر نتیجه در است شده ترکیب سفید کاملا
تصویر، پردازش در اگر پس است شده تیره�تر قطری صورت به تصویر ٣ شکل ۴ قسمت در و است مشخص هنوز هستند تیره
روشن یکنواخت صورت به را تصویر می�توانیم دهیم تغییر را تصویر یک با متناظر ماتریس تجزیه از دست�آمده به تکین مقادیر

کنیم. تیره�تر یا

اصلی نتایج ۴

که: گرفتیم نتیجه تصویر ٢ متناظر ماتریس از آمده به�دست تکین مقادیر ترکیب از آمده به�دست نتایج بررسی با

است. ماتریس یک اصلی اطلاعات حاوی تکین مقدار تجزیه از آمده دست به راست و چپ تکین بردارهای -١

شکل اما می�کند تغییر تصویر کیفیت آن�ها تغییر با که هستند وزن مانند تصویر پردازش در ماتریس هر تکین مقادیر -٢
است. ثابت تصویر کلی

کرد تیره یا روشن را تصویر آن یکنواخت صورت به می�توان تصویر یک با متناظر ماتریس یک تکین مقادیر تغییر با -٣
کرد. کم یا زیاد را خاصی رنگ شدت رنگی تصویرهای در همچنین

است. مشخص وضوح به ٧ و ۵ قسمت ٣ شکل در راست و چپ تکین بردارهای تعامد -۴
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پیشنهاددهنده های سیستم در ماتریسی روشهای بررسی

کیاهی معصومه
قم دانشگاه

* گلپررابوکی عفت
قم دانشگاه

چکیده

خودکار شکل به را کالاها که دهنده پیشنهاد سیستم یک وجود اینترنت، جهانی شبکه در اطلاعات انبوه به توجه با
نوع این زمینه در برانگیز چالش مشکلات از یکی رسد. می نظر به ضروری کاملا دهد پیشنهاد کاربران به هوشمندانه و
رتبه تقریب یک که کنند می قادر را ما ماتریسی تجزیه های روش . است کاربر-کالا ماتریس بودن تنک ها، سیستم
جهت چارچوبی تا هستیم آن بر مقاله دراین کنیم. محاسبه بزرگ های اندازه با های ماتریس مدیریت منظور به پایین

دهیم. ارائه ماتریسی تجزیه های روش براساس دهنده پیشنهاد های سیستم در شده یاد مشکل رفع

بعد کاهش کاربر-کالا، ماتریس مشارکتی، پالایش دهنده، پیشنهاد های سیستم کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 15A23, 15A60, 15A18

مقدمه ١

سایتی وب ترین مهم از . شدند[١] تبدیل تحقیقاتی مهم های بحث از یکی به ١٩٩٠ اواسط در دهنده١ پیشنهاد های سیستم
دهنده پیشنهاد های سیستم انواع است. کاربر میلیون صد از بیش با آمازون٢ کند می استفاده دهنده پیشنهاد های سیستم از که
پیشنهاد سیستم و محتوا۴ بر مبتنی دهنده پیشنهاد سیستم مشارکتی٣، پالایش بر مبتنی دهنده پیشنهاد سیستم : از عبارتند
کاربران تعداد m کنید فرض باشد. می مشارکتی پالایش بر مبتنی دهنده پیشنهاد سیستم ها آن ترین مهم که ترکیبی۵ دهنده
می m × n ماتریس یک R کاربر-کالای ماتریس باشند، و...می رستوران و فیلم کتاب، مانند موجود کالاهای۶ تعداد n و
می گرفته نظر در ۵ تا ١ بین امتیازها دهد. می نظر مورد کالای به هرکاربر که است امتیازی٧ ماتریس این های درایه که باشد
ابزار جبرخطی های الگوریتم است، تنک٨ ماتریس یک R دهند می امتیاز کالاها از کمی تعداد به کاربرها که آنجا از شود،
مورد را مشارکتی پالایش روش های الگوریتم ابتدا ما مقاله این در دهند. می ارائه تنک های ماتریس با کار برای مناسبی
و بیان را خود پیشنهادی روش آخر در کنیم، می معرفی را ماتریسی های تجزیه انواع از برخی سپس دهیم، می قرار بررسی

کنیم. می سازی پیاده

*سخنران

١Recommender Systems
٢http://www.amazon.com
٣Collaborative Filtering
۴Content based Filtering
۵Hybrid Filtering
۶Items
٧Rate
٨Sparse
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مشارکتی پالایش ٢

بر مبتنی های الگوریتم شوند: می تقسیم کلی دسته دو به مشارکتی پالایش بر مبتنی های سیستم در موجود های الگوریتم
پیشنهادات که مدلسازی١٠ بر مبتنی های الگوریتم و کنند می ارائه همسایگان نزدیکترین اساس بر را پیشنهادات که حافظه٩

دهد. می ارائه است، شده درست کاربران پیشنهادات طبق که مدلی اساس بر را
زیر مراحل شامل که شود می استفاده همسایگی١١ ترین k-نزدیک الگوریتم از روش این در حافظه: بر مبتنی الگوریتم

است:
پیرسون١٣ همبستگی (کسینوس١٢، شباهت معیار یک اساس بر v و u کاربرهای بین پذیری شباهت مرحله این در اول: مرحله

شود: می محاسبه زیر فرمول از که ایم کرده استفاده پیرسون همبستگی شباهت معیار از ما شود. می محاسبه و...)

Wu,v =

∑
i∈I(ru,i − r̄u)(rv,i − r̄v)√∑

i∈I(ru,i − r̄u)٢
√∑

i∈I(rv,i − r̄v)٢
(١)

v و u کاربران امتیاز ترتیب به rv,iو ru,i اند، داده امتیاز v و u کاربر هردو که است کالاهایی مجموعه I بالا فرمول در که
باشد. می کاربرها این امتیازهای میانگین r̄v r̄uو و i کالای در

ماتریس خالی های خانه پیشگویی١۴ برای معیاری سیستم، در موجود کالاهای تمامی ازای به مرحله این در دوم: مرحله
شود. می محاسبه کاربر-کالا،

Pv,i = r̄v +

∑
u∈U (ru,i − r̄u)Wv,u∑

u∈U |Wv,u|
(٢)

اند. داده امتیاز i کالای به که است v کاربر های همسایه تمام مجموعه U که
می داده پیشنهاد کاربر به دارند را پیشگویی مقدار بیشترین که کالایی N کالاها، تمامی بین از آخر، مرحله در سوم: مرحله

شوند[٣].
های الگوریتم کمبودهای کردن برطرف برای مدل بر مبتنی مشارکتی پالایش های الگوریتم : مدل بر مبتنی الگوریتم
تجزیه از نیاز مورد حافظه و محاسبات زمان کاهش منظور به اند. گرفته قرار تحقیق مورد حافظه بر مبتنی مشارکتی پالایش

کنیم. می استفاده ماتریسی های

ماتریسی های تجزیه ٣

حاصلضرب صورت به A شده داده ماتریس ماتریسی، های تجزیه دربحث باشد. r رتبه دارای A ∈ Rm×n کنید فرض
داده از را پایین بعد با ساختارهای بعد١۵ کاهش روش است. F ∈ Rp×n و C ∈ Rm×p که شود می محاسبه A = CF

Fk ∈ Rk×n و Ck ∈ Rm×k که A ≃ Ak = CkFk صورت به A از تقریبی واقع در کند. می استخراج بالا بعد با های
ماتریس است. کاربر-کالا ماتریس خالی فضاهای برای مناسبی تقریب حاصلضرب این میدهد. ارائه ،k << rank(A) و

٩Memory based Collaborative Filtering
١٠Model based Collaborative Filtering
١١K Nearest Neigbor
١٢Cosine Similarity
١٣Pearson Correlation
١۴Prediction
١۵Dimensionality Reduction
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می ماتریسی تجزیه های روش انواع بهترین از کالاهاست. با ارتباط در Fk ماتریس و کاربر با ارتباط در مفاهیمی حاوی Ck

اشاره (NMF)ماتریس١٨ نامنفی تجزیه و (SDD)گسسته١٧ نیمه تجزیه ،(SVD)١۶تکین مقدار تجزیه های روش به توان
کرد.

به توان می را A صورت این در بگیرید. نظر در را r ی رتبه با A ∈ Rm×n ماتریس : (SV D) تکین مقدار تجزیه
n× n متعامد ماتریس یک V ، m×m متعامد١٩ ماتریس یک U .A = UΣV T که طوری به کرد تجزیه ماتریس سه

است. m× n قطری٢٠ ماتریس یک Σ و
Ak = UkΣkV

T
k برابر A ماتریس برای فروبنیوس٢١ نرم به نسبت (k < r) k حداکثر رتبه از تقریب بهترین چنین هم

دیگر: عبارت به باشد[٢]. می

minrank(B)≤k∥A−B∥= ∥A−Ak∥ (٣)

SDD تجزیه . k < r و rank(A) = r که باشد A ∈ Rm×n کنید فرض :(SDD) گسسته نیمه تجزیه
کند: می تجزیه زیر صورت به را A ،ماتریس

A ≃ Ak = XkDkY
T
k (۴)

است[۴]. قطری ماتریس یک Dk و S = {−١, ٠, ١} مجموعه اعداد شامل Yk و Xk های ماتریس

شده داده k < r و r رتبه با نامنفی ماتریس یک A ∈ Rm×n
+ ماتریس کنید فرض :(NMF)ماتریس نامنفی تجزیه

به طوریکه ، [۵] می یابد را H ∈ Rk×n
+ و W ∈ Rm×k

+ نامنفی ماتریس دو NMF است.

A ≃ Ak = WkHk (۵)

نتایج و پیشنهادی الگوریتم ۴

با ابتدا که شیوه این به کنیم، می ترکیب را مدل بر مبتنی مشارکتی پالایش و حافظه بر مبتنی مشارکتی پالایش مقاله این در
روش بکارگیری با سپس آوریم می دست به را ماتریس از تقریبی NMF و SDD ،SV D بعد کاهش روشهای از استفاده

کنیم. می پیشگویی را کاربر-کالا ماتریس خالی جاهای حافظه بر مبتنی
می ارائه را نتایج و بریم می کار به MovieLens های داده روی MATLAB افزار نرم از استفاده با را پیشنهادی روش

باشد: می زیر شرح به پیشنهادی روش های گام دهیم.
میانگین. کردن کم با کاربر-کالا ماتریس کردن نرمال و کردن پر اول: گام

شده. نرمال ماتریس روی ،(NMF ،SDD ،SV D) بعد، کاهش روشهای انجام دوم: گام
.(١) فرمول از استفاده با یافته بعد کاهش ماتریس روی v و u کاربران بین پذیری شباهت محاسبه سوم: گام

.(٢) فرمول از استفاده با پیشگویی محاسبه چهارم: گام
کاربر[۶]. به دادن پیشنهاد و پیشگویی ماتریس به میانگین کردن اضافه پنجم: گام

١۶Singular Value Decomposition
١٧Semi-Discrete Decomposition
١٨Nonnegative Matrix Factorization
١٩Orthogonal
٢٠Diagonal
٢١Frobenius norm
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زیر صورت به که باشد، می (RMSE)مربعات٢٢ میانگین جذر خطای دهنده پیشنهاد های سیستم ارزیابی معیار مهمترین
شود: می تعریف

RMSE =

√∑N
i=١(ri − r̂i)٢

N
(۶)

است. ها پیشگویی تعداد N و پیشگویی مقدار r̂i واقعی، مقدار ri
ایم. داده قرار را فوق روشهای مقایسه نمودار ادامه در

k مختلف مقدارهای ازای به بعد کاهش مختلف های روش مقایسه :١ شکل

ولی دارد، نیاز بیشتری سازی ذخیره فضای به ولی دهد می ما به را کننده تقریب بهترین اینکه وجود با SV D تجزیه
SV D تجزیه در چنین هم دارد. احتیاج کمتری سازی ذخیره فضای {−١, ٠, ١} های درایه وجود دلیل به SDD تجزیه
مثبت شده تجزیه های ماتریس عناصر همه NMF تجزیه در ولی باشیم داشته هم منفی های درایه است ممکن SDD و

هستند.
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آن�ها پایداری ناحیه تحلیل و پیوسته بلوکی پسرو مشتق�گیری فرمول�های بررسی

* سعیدی اله حجت
شهرکرد دانشگاه کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی التحصیل فارغ

دهاقین محمدشفیع
شهرکرد دانشگاه کاربردی ریاضی گروه استادیار

استکی راضیه
شهرکرد دانشگاه کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی دانشجوی

چکیده

فرمول�ها این می�روند. کار به دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای پیوسته بلوکی پسروی گیری مشتق فرمول�های
معادله جواب بلوک�ها همه در همزمان طور به که این به توجه با و می�کنند تقسیم بلوک یا قست چندین به را جواب بازه
پایداری ناحیه و ۴و۶ مرتبه فرمول�های مقاله این در هستند. بالایی همگرایی سرعت دارای می�شود، حساب دیفرانسیل
مطلق پایداری ناحیه دارای فرمول�ها این که می�دهد نشان آمده بدست نتایج و دادیم قرار تحلیل و بررسی مورد را آن�ها

هستند. سخت معادلات دستگاه حل برای مناسبی روش و زیاد

مطلق پایداری پیوسته،ناحیه بلوکی پسروی گیری مشتق فرمول سخت، دیفرانسیل معادلات دستگاه کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

سخت سیستم�های حل برای ٣ فلدر هریش و ٢ کورتیس مانند دانشمندانی بوسیله ابتدا ١ (BDF ) پسرو گیری مشتق فرمول
.[٣] شد استفاده

.[٧ ،٢ ،۵] کردند پیدا توسعه دانشمندان بوسیله روش�ها این بعدها شدند. معرفی [۶] مایلن بوسیله بار اولین بلوکی روش�های
دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای ضمنی پسرو روش یک ۴ (CBBDF ) پیوسته بلوکی پسروی گیری مشتق فرمول
دهد، می دست به دیفرانسیل معادله برای عددی جواب چندین همزمان طور به مرحله هر در روش این این�که به توجه با و است
بهتری کارآیی همگرایی و دقت نظر از می�شوند گرفته کار به معادلات دستگاه این�گونه برای که مرسومی روش�های به نسبت

.[١] دارند
دیفرانسیل معادله کلی جواب روش این طبق

y′ = f(t, y), t ∈ (t٠, Tn), y(t٠) = y٠. (١)

صورت به
k∑

j=٠
αjyn+j = hβkfn+k, (٢)

*سخنران

١Backward differentiation formula
٢Curtis
٣Hirschfelder
۴Continuous block backward differentiation formula
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می�شوند تعیین گونه�ای به و هستند مجهولی ثابت�های βk و αj , j = ١, ٢, · · · , k و αk = ١ گام، طول h آن در که است
باشد. k مرتبه از (٢) فرمول که

مربوط فرمول�های و می�دهیم قرار بررسی مورد (١) دیفرانسیل معادله حل برای را ۴و۶ مرتبه�های CBBDF مقاله این در
می�کنیم. رسم را مربوط پایداری ناحیه�های و می�آوریم بدست را مرتبه هر به

نقاط تعداد ν این�که فرض با Y٠, Y١, · · · بردارهای دنباله محاسبه برای است روشی بلوک به بلوک روش یک .١.١ تعریف
و بلوک هر در

Yω = (yn+١, · · · , yn+ν)
T , n = mν, m = ٠, ١, · · ·

زیر صورت به (١) دیفرانسیل معادله حل برای نقطه�ای ν بلوکی l روش یک آنگاه باشد، Fω = (fn+١, · · · , fn+ν)
T و

می�شود: تعریف

Yω =

l∑
i=١

A(i)Yω−i + h

l∑
i=٠

B(i)Fω−i, (٣)

هستند[۴]. ν × ν ماتریس�های A(i), B(i), i = ٠, · · · l آن در که

به می�کند. استفاده نقطه یک از بیشتر از دیفرانسیل معادله جواب آوردن بدست برای بلوکی روش یک فوق تعریف طبق
به بستگی بلوک هر درون نقاط تعداد روش�هاست. سایر به نسبت برتری یک این و بوده بالاتری دقت دارای روش ترتیب این

دارد. پی در را بالاتری همگرایی سرعت روش این کاربردن به و دارد بلوکی روش ساختار

فرمول�ها محاسبه ٢

جواب یک شکلی چنین به رسیدن برای است. (٢) معادله شکل به بلوکی روش یک آوردن بدست هدف قسمت، این در
: صورت به y(t) برای تقریبی

Y (t) =

q+r−١∑
j=٠

mjϕj(t), t ∈ [t٠, Tn], (۴)

می�گیریم. نظر در
درون نقاط تعداد q آن در که هستند q + r − ١ درجه از پایه چندجمله�ای�های ϕj(t) و ناشناخته ضرایب ها mj اینجا در
است. روش گام�های تعداد k ≥ ١ صحیح عدد .q = k, r = ١ که: می�شوند تعریف طوری هم�مکانی نقاط تعداد r و یابی

: صورت به را k مرتبه بلوکی روش یک ϕj(t) = tj تعریف با

Y (t) =
١
h
(

q−١∑
j=٠

αj(t)yn+j + hβk(t)fn+k), (۵)

هستند. پیوسته ضرایب αj(t), βk(t) آن در که است
دست زیر صورت به t = tn+i, i = ١, · · · , q − ١ نقاط در (۵) اول مرتبه مشتق محاسبه با دیگر اضافی روش یک اما

می�آید:

Y ′(t) =
١
h
(

q−١∑
j=٠

α′
j(t)yn+j + hβ′

k(t)fn+k), (۶)
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گامی ۴ روش پایداری ناحیه :١ شکل

داشت: خواهیم بنابراین کرد. تولید مختلف مرتبه�های از بلوکی روش�های می�توان (۵)،(۶) فرمول�های ترکیب با

k=۴:

fn+١ =
١

۵٠h
[٢hfn+۴ − ١٣yn − ٣٩yn+١ + ۶٩yn+٢ − ١٧yn+٣] ,

fn+٢ =
١

٧۵h
[−٣hfn+۴ + ٧yn − ۵۴yn+١ + ٩yn+٢ + ٣٨yn+٣] ,

fn+٣ =
١

١۵٠h
[١٨hfn+۴ − ١٧yn + ٩٩yn+١ − ٢٧yn+٢ + ١٩٧yn+٣] ,

yn+۴ =
١
٢۵

[١٢hfn+۴ − ٣yn + ١۶yn+١ − ٣۶yn+٢ + ۴٨yn+٣] .

k=۶:

fn+١ =
١

١٧۶۴h
[٢۴hfn+۶ − ٢٩٨yn − ٢٢٣۵yn+١ + ۴٣٢٠yn+٢ − ٢٧٨٠yn+٣ + ١٢٩٠yn+۴ − ٢٩٧yn+۵] ,

fn+٢ =
١

٢٢٠۵h
[−١۵hfn+۶ + ٧۶yn − ٩٠٠yn+١ − ١٢٣٠yn+٢ + ٢٨۴٠yn+٣ − ٩٩٠yn+۴ + ٢٠۴yn+۵] ,

fn+٣ =
١

٨٨٢٠h
[۶٠hfn+۶ − ١۵٧yn + ١٣٩۵yn+١ − ۶٨۴٠yn+٢ + ۴٠٠yn+٣ + ۶١۶۵yn+۴ − ٩۶٣yn+۵] ,

fn+۴ =
١

٨٨٢٠h
[−١٢٠hfn+۶ + ١۶٧yn − ١٣٢٠yn+١ + ۴٨۶٠yn+٢ − ١٢۵۶٠yn+٣ + ۶٠۴۵yn+۴ + ٢٨٠٨yn+۵] ,

fn+۵ =
١

٨٨٢٠h
[۶٠٠hfn+۶ − ٣٩۴yn + ٢٩٢۵yn+١ − ٩۶٠٠yn+٢ + ١٨٧٠٠yn+٣ − ٢۶۵۵٠yn+۴ + ١۴٩١٩yn+۵] ,

yn+۶ =
١
٧۴

[۶٠hfn+۶ − ١٠yn + ٧٢yn+١ − ٢٢۵yn+٢ + ۴٠٠yn+٣ − ۴۵٠yn+۴ + ٣۶٠yn+۵] .

(٧)

گیری نتیجه ٣

مطلق پایداری ناحیه دارای ۴و۶ مرتبه پیوسته بلوکی پسروی گیری مشتق فرمول�های پیداست، ١و٢ شکل�های از که همانطور
روش k = ۴ برای بنابراین می�گیرد. قرار کران�دار ناحیه از بیرون گامی ۴ بلوکی روش پایداری ناحیه همچنین و هستند زیادی
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گامی ۶ روش پایداری ناحیه :٢ شکل

نیست. پایدار −A روش k = ۶ برای اما است، پایدار −A

زیرا است، پایدار −L ، k = ۶ برای روش اما
max |R(z)| ≤ ١, z ∈ R, lim

z→∞
R(z) = ٠.

آن�هاست. حل برای مناسبی روش فرمول�ها این ۵ سخت دیفرانسیل معادلات دستگاه کم پایداری ناحیه به توجه با همچنین
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برای ضمنی نیمه عددی تقریب های روش در مربعات میانگین پایداری
تصادفی دیفرانسیل معادلات

زرپاک بهنام
شاهد دانشگاه

پوراحمد* بهشته
شاهد دانشگاه

چکیده
مقاله این است.در شناسی زیست و ،مالی فیزیک مسایل در مناسبی پیوسته زمان ،مدل تصادفی دیفرانسیل معادله
آن ی حوزه و پایداری شرط و بلاک-شولز ضربی معادله بر ملشتین و اویلر های روش روی ضمنی نیمه عددی تقریب
مربعات میانگین همگرایی که داریم اطمینان ها روش پایداری حوزه است.در شده گرفته قرار وبررسی نقد مورد ها روش

موجودند. عددی های تقریب و است قطعی آنها

مربعات میانگین ملشتین-همگرایی اویلر-روش شولز-روش بلاک تصادفی-معادله دیفرانسیل معادله کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 60H10 , 65U05 , 65C20 , 65L20

مقدمه ١

منظور و شوند می ایجاد پیوسته زمان تصادفی فرآیندهای بر که هستند دیفرانسیلی تصادفی،معادلات دیفرانسیل معادلات
معادلات برای تنها تحلیلی حل است.اما تصادفی فرآیند این از تصادفی اعداد تولید تصادفی دیفرانسیل معادله یک حل از
تصادفی دیفرانسیل معادله یک کلی نامند.شکل آزمون معادله را معادله این رو همین از و است پذیر امکان بلاک-شولز

است زیر بصورت

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dWt X٠ = x٠ (١)

تولید باید که است معادله این Xtجواب تصادفی σ٢tاست.فرآیند واریانس و صفر میانگین دارای وینر Wtفرآیند آن در که
است زیر بصورت شولز بلاک آزمون .معادله کنیم می سازی شبیه ابتداWtرا منظور این برای و شود

dXt = aXtdt+ bXtdWt (٢)

کنید) به[١]مراجعه اثبات است(برای زیر تحلیلی جواب دارای که

Xt = X٠exp[(a− b٢

٢
)t+ bW (t)] (٣)

ضمنی نیمه عددی تقریب مقاله این در هستند[٢] معروف ملشتین و اویلر عددی تقریب های روش آزمون معادله برای اما
مربعات میانگین پایداری را پایداری گردد.این می معرفی آن وحوزه پایداری شرایط و شود می داده توضیح آزمون معادله بر
داده توضیح ضمنی نیمه روش دوم بخش است.در شده داده [٣]توضیح میتسویی و سایتو توسط بار اولین که شود می نامیده
و عددی مثال یک ذکر با سپس شودو می داده شرح ها روش تعریف حوزه یافتن و پایداری شرط بعدی بخش شودودر می

یابد. می خاتمه مقاله گیری نتیجه

*سخنران
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ضمنی نیمه عددی تقریب ٢

باشیم داشته را اویلر عددی تقریب توان می بگیریم نظر در را تصادفی تیلور بسط اگر

Yn+١ = Yn + anh+ bn∆Wn (۴)

زمانی مساوی hفاصله = tn+١ − tnوtn زمان در عددی Ynتقریب = Ytn و an = a(Xn), bn = b(xn)آن در که
بگیریم نظر در بالاتر جمله یک در را تصادفی تیلور بسط tnاست.اگر زمان در وینر فرآیند Wn∆نمو = Wtn+١ −Wtn و

یعنی آید می بدست ملشتین عددی تقریب

Yn+١ = Yn + anh+ bn∆Wn +
١
٢
(bb′)n

[
(∆Wn)

٢ − h
]

(۵)

یعنی نوشت شولز بلاک- آزمون معادله برای توان رامی عددی های تقریب این

Yn+١ = Yn + aYnh+ bYn∆Wn (۶)

Yn+١ = Yn + aYnh+ bYn∆Wn +
١
٢
(b٢)

[
(∆Wn)

٢ − h
]

(٧)

باشد. bnمی = bYn و an = aYn آن در که
یعنی آید بدست ضمنی نیمه عددی تقریب تا سازیم hمی ضریب روی محدب ترکیبی اکنون

Yn+١ = Yn + a
[
αYn+١ + (١− α)Yn

]
h+ bYn∆Wn (٨)

Yn+١ = Yn + a
[
αYn+١ + (١− α)Yn

]
h+ bYn∆Wn +

١
٢
b٢Yn

[
(∆Wn)

٢ − h
]

(٩)

ملشتین اویلرو عددی αتقریب = ١
٢ حالتیکه ودر شود می حاصل ملشتین و اویلر عددی تقریب αهمان = ٠ حالتیکه در

آید می بدست زیر بصورت ترتیب به ای ذوزنقه

Yn+١ =
١+ ah

٢ + b∆Wn

١− ah
٢

Yn (١٠)

Yn+١ =
١+ ah

٢ + b∆Wn + ١
٢b

٢[(∆Wn)
٢ − h

]
١− ah

٢
Yn (١١)

شود می حاصل زیر صورت به ترتیب به پسرو ملشتین و اویلر عددی αتقریب = ١ حالتیکه در و

Yn+١ =
١+ b∆Wn

١− ah
Yn (١٢)

Yn+١ =
١+ b∆Wn + ١

٢b
٢[(∆Wn)

٢ − h
]

١− ah
Yn (١٣)

مربعات میانگین پایداری ٣

∥X∥است،صدق = (E|X|٢)
١
٢ آن در ∞→limnکه ∥Xt∥ = شرط٠ Xtدر تصادفی دبفرانسیل معادله جواب اگر .٣ . ١ تعریف

نامند. مربعات میانگین پایدار Xtرا تصادفی فرآیند آنگاه نماید
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در ∞→limnکه ∥Yn∥ = ٠ هرگاه نامند مربعات میانگین پایداری {Yn}را عددی های تقریب از ای دنباله .٣ . ٢ تعریف
∥Yn∥ = (E|Yn|٢)

١
٢ آن

+٢aاست. b٢ < ٠ با برابر شولز - بلاک آزمون معادله مربعات میانگین پایداری شرط .٣ . ٣ قضیه

گیریم می ریاضی امید و رسانده دو توان به ۴را تحلیلی جواب اثبات.

X٢
t = exp

[
(٢a− b٢)t+ ٢bWt

]
E[X٢

t ] = exp
[
(٢a− b٢)t

]
E
[
e٢bWt

]
E
[
e٢bWt

]
= MWt(٢b) = exp(

−۴b٢

٢t
) = exp(

−٢b٢

t
)

t↑∞−−→ ٠

شود. می −٢aحاصل b٢ < ٠ آن از که

داشت خواهیم و Ȳn = E∥Yn∥٢ کنیم می تعریف اینگونه Ynرا با Ȳnمتناظر .۴ . ٣ تعریف

Ȳn+١ = R(h̄, k)Ȳn (١۴)

h̄ = ah, k = −b٢

a آن در که

اگر فقط و limn→∞Ȳnاگر = ٠ که است واضح شود. می گفته عددی حل روش پایداری ,R(h̄تابع k) .۵ . ٣ تعریف
|R(h̄, k)| < ١

شود می زیرتعریف بصورت عددی تقریب Rروش پایداری ناحیه .۶ . ٣ تعریف

R = {(h̄, k) : |R(h̄, k)| < ١}

باشد زیرمی صورت به ترتیب به پسرو اویلر و ای ذوزنقه ،اویلر اویلر عددی روش پایداری تابع .٣ . ٧ قضیه

R(h̄, k) = |١+ h̄|٢ + |kh̄| (١۵)

R(h̄, k) =
|١+ ١

٢ h̄|
٢ + |kh̄|

|١− ١
٢ h̄|٢

(١۶)

R(h̄, k) =
١+ |kh̄|
|١− h̄|

(١٧)

باشد می زیر صورت به ترتیب به پسرو وملشتین و ای ذوزنقه ملشتین،ملشتین روش عددی تقریب پایداری تابع .٣ . ٨ قضیه

R(h̄, k) = |١+ h̄|٢ + |kh̄|+ ١
٢
|kh̄|٢ (١٨)

R(h̄, k) =
|١+ ١

٢ h̄|
٢ + |kh̄|+ ١

٢ |kh̄|
٢

|١− ١
٢ h̄|٢

(١٩)

R(h̄, k) =
|١+ kh̄|+ ١

٢ |kh̄|
٢

|١− h̄|٢
(٢٠)

پسرو و ای ذوزنقه ملشتین،ملشتین روشهای (آ)نمودار شکل hدر = Xtو٠٫١ = Xtdt+ ١٫۵XtdWt بفرض .٣ . ٩ مثال
شده داده (١٨)نشان فرمول پایداری (ب)ناحیه شکل در و ها روش این (١)خطاهای جدول در و میشود دیده دقیق جواب و

است.
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ملشتین پایداری ناحیه (ب) بلاک-شولز ملشتین نمودار (آ)

ملشتین روش خطاهای جدول :١ جدول

خطا انواع ملشتین روش ای ذوزنقه روش پسرو روش
مطلق قدر خطای ٠/۴۵٠۶ ٠/١٩١۴ ٠/٢٨۵۵
میانگین خطای ٢٣/۶٢٣٨ ٢٣/٩١٩٣ ٢٣/٧٧٣٩

گیری نتیجه ۴

مقاله این در است. گرفته قرار بررسی مورد وی کارهای و نتایج و است [٣]بوده میتسویی مقاله از آزاد برداشتی مقاله این
است.برای شده داده نشان ملشتین و اویلر واساسی مهم روش دو برای پسرو و ای ذوزنقه ضمنی، نیمه عددی تقریب روش

است. شده ارائه شولز بلاک آزمون معادله خاص حالت در پایداری ناحیه و تابع عددی ۶تقریب این
نوع این ارتباط و است نمایی پایداری و T-پایداری ، مجانبی پایداری تعریف داد انجام ادامه در توان می که کارهایی جمله از

است. مربعات میانگین پایداری با ها پایداری

گزاری سپاس

نماید. می دانی وقدر تشکر شاهد دانشگاه از موضوع این روی کار فرصت بخاطر مقاله این مولفان
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در شبه-درونیاب عملگر دو از عددی انتگرال گیری از استفاده با تقریب گیری
سویه چهار شبکه ی یک روی بر همسان فضای یک

بلوطکی احمدی محمد
آباد نجف واحد اسلامی آزاد دانشگاه

دهکردی حقانی خاکسار فرهاد
شهرکرد واحد اسلامی آزاد دانشگاه

* بلوطکی احمدی پریسا
ایذه واحد اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

یک ما مقاله این در است. مهم بسیار آن کاربردهای و تقریب گیری نظریه ی مطالعه ی در شبه-درونیابی نظریه ی
همان سپس و می بریم به کار را چهارم درجه اسپلاین فضای در بی-اسپلاین پایه ی توابع اساس بر شبه-درونیابی طرح
انتگرال گیری از استفاده با و می دهیم قرار استفاده مورد فضا همان در چندسطحی شبه-درونیابی طرح برای را بی-اسپلاین
شبه-درونیابی عملگر که می دهند نشان عددی نتایح می کنیم. مقایسه هم با را عملگر دو هر دو-بعدی انتگرال های عددی

است. فضا همان در اصلی شبه-درونیابی عملگر به نسبت بهتری تقریب گیری مرتبه ی دارای دو-سطحی

عددی انتگرال گیری سویه، چهار شبکه ی چهارم، درجه اسپلاین فضای شبه-درونیابی، عملگرهای کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

به طور و عددی انتگرال گیری پراکنده، داده های تقریب گیری دیفرانسیل، معادلات عددی حل برای شبه-درونیابی عملگرهای
مراجع به آمده به دست نتایج برخی مشاهده ی برای رفته اند، به کار موفقیت با مهندسی و علمی محاسبات مکانیک، در گسترده
این در است. چهارم درجه اسپلاین فضای مورد در آمده به دست اخیر نتایج برخی ارائه ی مقاله این هدف کنید. مراجعه [١, ٢]
برای دو-بعدی عددی انتگرال گیری از استفاده با و می گیرد قرار بررسی مورد فضا این در شبه-درونیابی عملگر نوع دو مقاله
فضا این در اصلی عملگر از بهتری تقریب مرتبه ی فضا این در دو-سطحی معرفی شده ی عملگر که می دهیم نشان عملگر دو این
می شوند تعریف نوع-دو هم شکل مثلث بندی روی چهارم درجه اسپلاین فضای در شبه-درونیابی عملگر دو هر می دهد. ما به
فرض و D = [٠, ١]× [٠, ١] کنید فرض می شوند. برده به کار دو-بعدی عددی انتگرال گیری برای عملگر دو هر همچنین و
شده تعریف زیر شبکۀ خطوط از استفاده با سویه چهار شبکۀ یک با D دامنه ی در هم شکل شبکه ی افراز یک (∆(٢)

mn) کنید
است:

mx− i = ٠, ny − i = ٠, ny −mx− i = ٠, ny +mx− i = ٠

را D دامنۀ در مثلث بندی یک تنها نه شبکه  خطوط این هستند. شده داده صحیح اعداد m,n و i = ...,−١, ٠, ١, ... که
که است C٢(D) در توابع تمام فضای S٢

۴ کنید فرض همچنین می دهند. بسط نیز R٢ صفحۀ به را افراز این بلکه می دهند ارائه
یادآوری هستند.برای ۴ درجۀ از حداکثر چندجمله ای هایی ،D دامنۀ در ∆ افراز از مثلثی خانۀ هر به نسبت توابع این تحدیدهای
پشتیبانی شده ی اسپلاین های تمام که شده اثبات کنید. مراجعه [٣] مرجع به فضا این ویژگی های و چهارم درجه اسپلاین فضای
تولید را S٢,٣

۴ (∆
(٢)
mn) حقیقی فضای زیر واقع، در تولید کنند. را S٢

۴(∆
(٢)
mn) از حقیقی زیرفضای یک می توانند تنها موضعی
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کاهش زیادی حد تا عملی استفاده ی در را محاسبات هزینۀ تقارن به توجه با و است خوبی تقارن دارای زیرا .[۴] می کنند
می د هد.

است: زیر پیوستۀ شرط دو با ۴ درجۀ از حداکثر قطعه ای چندجمله ای یک s ∈ S٢,٣
۴ (∆

(٢)
mn) اسپلاین

است: زیر شبکۀ ( مستطیلی ) مثلثی بخش های روی بر s ∈ C٢ (١)

x− i = ٠, y − i = ٠,

است: زیر شبکۀ قطری بخش های روی بر s ∈ C٣ (٢)

x− y − i = ٠, x+ y − i = ٠,

.i = ...,−١, ٠, ١, ... که
می شوند: تعریف زیر به صورت D دامنه ی در -اسپلاین B پایه توابع کنید فرض

Bij(x, y) = B(mx− i, ny − j), i, j = ...,−١, ٠, ١, ...

روی پشتیبانی شده -اسپلاین B ،B(x, y) کنید فرض همچنین است. Bij(x, y) محمل مرکز (xi, yj) = (
i

m
,
j

n
) که

است. شده داده نشان ١ شکل در که است g = ١, ..., ٧ خانه های روی (٠, ٠) مرکز با G محمل
می گیریم: نظر در زیر به صورت را دو متغیره اسپلاین نزولی تغییرات عملگرهای اکنون،

Wf : C(D) 7−→ S٢,٣
۴ (∆(٢)

mn)

می شود: تعریف زیر رابطه  ی به وسیله ی که

Wf(x, y) =
m+١∑
i=−١

n+١∑
j=−١

f(xi, yj)Bij(x, y).

می کنیم: تعریف زیر به صورت را دو-سطحی شبه-درونیابی عملگر حال،

WRf(x, y) = WΥf(x, y) +WΥε(x, y).

که

WΥf(x, y) =

m

٢
+١∑

i=−١

n

٢
+١∑

j=−١

f(xi, yj)Bij(x, y),

و

WΥε(x, y) =

m+١∑
i=−١

n+١∑
j=−١

ε(xi, yj)Bij(x, y).

داریم این صورت در ،f(x, y) ∈ {١, x, y} اگر ،(x, y) ∈ D تمام برای .١ . ١ قضیه

WRf(x, y) = f(x, y).

می کند. صدق خطی چندجمله ای تابع ویژگی در WRf(x, y) دیگر، عبارت به
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B(x, y) محمل :١ شکل

که می شود نتیجه [۴] مرجع از استفاده با این صورت در ،f(x, y) ∈ {١, x, y} اگر اثبات.

WΥf(x, y) = f(x, y)

بنابراین، .WΥε(x, y) = ٠ و ε(x, y) = ٠ این صورت در ε(x, y) = f(x, y)−WΥf(x, y) آن که به توجه با و

WRf(x, y) = WΥf(x, y) = f(x, y).

زیر به صورت خطا برآورد یک دارای حداقل WRf(x, y) این صورت در ،f ∈ Ck(D), k = ١, ٢ اگر .١ . ٢ قضیه
است:

∥ f −WRf ∥D= O(δkmn), k = ١, ٢.

داریم این صورت در ،f ∈ Ck(D), k = ١, ٢ اگر اثبات.

∥ f(x, y)−WRf(x, y) ∥D =∥ f(x, y)−WΥf(x, y)−WΥε(x, y) ∥D
=∥ f(x, y)−WΥf(x, y)− (WΥf(x, y)−WΥf(x, y)) ∥D
≤ (١+ ∥ WΥ ∥) ∥ f −WΥf ∥D= O(δkmn), k = ١, ٢.

است. WΥ شبه-درونیابی عملگر از نرم یک ∥ WΥ ∥ که

اصلی نتایج ٢

می گیریم: نظر در زیر به صورت را دو-سطحی عملگر برای دو- بعدی انتگرال عددی ارزیابی

Imn(f) =

m

٢
+١∑

i=−١

n

٢
+١∑

j=−١

f(xi, yj)ρij +

m+١∑
i=−١

n+١∑
j=−١

ε(xi, yj)ρij

که
ρij =

∫ ∫
D
Bij(x, y)dxdy, ρij =

∫ ∫
D
Bij(x, y)dxdy.

می آیند: به دست آسانی به زیر نتایج معین، انتگرال تعریف و Bij(x, y) اسپلاین تقارن دلیل به
مشاهده ی برای کرد، محاسبه می توان را ρij , i = −١, ٠, ١, ٢, j = −١, ..., i وزن ده مقادیر ،m,n ≥ ۴ برای

کنید. مراجعه [۵] مرجع به بیشتر جزئیات همچنین و ρij مقادیر
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اگر به علاوه، .Imn(f) 7−→ I(f) آنگاه m,n 7−→ ∞ هنگامی که این صورت در .f ∈ C(D) کنید فرض .٢ . ١ قضیه
انتگرال گیری فرمول ،WR(f) شبه-درونیابی عملگر خطای برآورد به توجه با این صورت در ،f ∈ Ck(D), k = ١, ٢

است: زیر خطای برآورد حداقل دارای Imn(f)

| Emn(f) |=| I(f)− Imn(f) |= O(δkmn), k = ١, ٢.

می کنیم: معرفی زیر به صورت را آزمون تابع حال،

f(x, y) =| x٣ + y٣ |,

بگیریم: نظر در زیر به صورت را آزمون تابع انتگرالی ارزیابی می توانیم این صورت در

I(f) =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
| x٣ + y٣ | dxdy.

می دهیم. نشان ١ جدول چهارم،در درجه فضای در تعریف شده عملگر دو هر برای را آزمون تابع ماکزیمم خطای برآورد اکنون،

است. Wf اصلی عملگر با مقایسه در بهتری تقریب مرتبۀ دارای WRf دو-سطحی عملگر عددی، آزمایشات به توجه با
کنید. مراجعه [۵] مرجع به Imn(f) انتگرال گیری فرمول  مشاهده ی جهت

Imn(f) برای تقریب گیری مرتبه ی آن که حال و ٣ حداقل Imn(f) برای تقریب گیری مرتبه ی که می دهند نشان نتایج
است. ١ حداقل

·I(f) برای خطاها برآورد :١ جدول

(m,n) (٨, ۶) (١٠, ١٠) (٢٠, ٢٠) (۴٠, ٣٠)
Imn(f) ٢ · (٢−)١٧ ١ · (٢−)٠٠ ٢ · ۵(٣−)٠ ٨ · ۶٨(−۴)
Imn(f) ٩ · ۶٣(−۴) ۵ · ۴٣(−۴) ١ · ٩٣(−۴) ٩ · ۶٣(−۵)
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–فردهلم ولترا ترکیبی انتگرال معادلات تیلور ای جمله چند های جواب
غیرخطی
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ریاضی گروه ریاضی، دانشکده بلوچستان، و سیستان دانشگاه
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ریاضی گروه زاهدان، مطهری شهید پردیس فرهنگیان، دانشگاه

چکیده

حل جهت را است. رفته بکار فردهلم٣ انتگرال معادلات حل برای بار اولین که لیو٢ و کانوال١ روش مقاله این در
همچنین و ولترا معادلات برای سزر۵ توسط روش این بریم.سپس می بکار خطی غیر فردهلم ولترا۴- انتگرال معادلات
سری از استفاده با کالوکیشن روش همان که لیو و کانوال روش شد. گرفته کار به دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات برای
- ولترا انتگرال معادلات جواب آوردن بدست چگونگی و ها ویژگی تا داد خواهیم شرح هایی مثال با را است تیلور

شوند. داده نشان فردهلم

خطی غیر فردهلم - ولترا انتگرال معادلات تیلور، سری محلی، هم روش کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

فرم به فردهلم ولترا- انتگرال معادلات حل به ما تحقیق این در

y(x) = f(x) + λ١

∫ x

a
k١(x, t)[y(t)]

pdt+ λ٢

∫ b

a
k٢(x, t)[y(t)]

qdt, (١)

ی بازه در ام n مشتق دارای توابعی k٢(x, t) و k١(x, t) ،f(x) .q = ١ و است مثبت صحیح عدد یک p که
یک لیو و کانوال روش پردازیم. می ولیو کانوال روش از استفاده با هستند. ثابتی اعداد λ٢ و λ١ ،b ،a و a ≤ x, t ≤ b

گیریم. می مشتق انتگرال معادله طرفین از بار n ابتدا روش این در .[١] است انتگرال معادلات حل برای جبری تکنیک
تبدیل غیرخطی جبری سیستم یک به نهایتا کنیم. می معادله در شده نتیجه مجهول توابع جایگزین را تیلور های سری سپس
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به کالوکیشن روش از استفاده لیو و کانوال روش واقع در .[٣] آورد بدست مناسب تقریب یک با را آن توان می که شود می
است: زیر صورت به ولیو کانوال روش در انتگرال معادله عددی جواب است. تیلور سری کمک

y(x) =

N∑
n=٠

١
n!
y(n)(c)(x− c)n, a ≤ x, c ≤ b. (٢)

شوند. تعیین باید که هستند ضرایبی y(n)(c), (n = ٠, ١, ..., N) و است x = c در N درجه از تیلور ای چندجمله که

غیرخطی –فردهلم ولترا ترکیبی انتگرال معادلات حل روش ٢

گیریم: می مشتق x به نسبت بار n (١) از ابتدا (٢) بسته فرم در (١) معادله جواب آوردن بدست برای

yn(x) = fn(x) + λ١
dn

dxn

∫ x

a
k١(x, t)[y(t)]

pdt+ λ٢

∫ b

a

∂nk٢(x, t)

∂xn
y(t)dt, (٣)

معادله در t = c در Y (t) و y(t) تیلور بسط جایگزینی سپس و نیتز لایب قاعده بکارگیری و Y (t) = [y(t)]p فرض با
داریم: (٣)

y(n)(c) = f (n)(c)+λ١

{ n−١∑
m=٠

(Hnm+Tnm)Y (m)(c)+

N∑
m=n

TnmY (m)(c)

}
+λ٢

N∑
m=٠

knmy(m)(c).

(۴)
:[٢] (n > m) m = ٠, ١, ..., n− ١ و n = ١, ٢, ٣, ... برای که

Hnm =
n−m−١∑

i=٠

(
n− i− ١

m

)
h
(n−m−i−١)
i (c), hi(x) =

∂(i)k(x, t)

∂xi

∣∣∣∣
x=t

. (۵)

داریم: n,m = ٠, ١, ٢, ... برای و Hnm = ٠ , n ≤ m برای

Tnm =
١
m!

∫ c

a

∂(n)k١(x, t)

∂xn
(t− c)mdt, (۶)

Knm =
١
m!

∫ b

a

∂(n)k٢(x, t)

∂xn
(t− c)mdt. (٧)

آید: بدست زیر جایگشتی رابطه از تواند می (۴) معادله در (m = ٠, ١, ٢, ...) که Y (m)(c) کوانتومی مقدار

Y (m)(c) = [y(p)(c)]m =
∑

t١+t٢+...+tp=m

m!

t١!t٢!...tp!
y(t١)(c)y(t٢)(c)...y(tp)(c). (٨)

شود: نوشته نیز زیر ماتریسی فرم به تواند می (۴) غیرخطی معادلات دستگاه

٢–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

غیرخطی –فردهلم ولترا ترکیبی انتگرال معادلات تیلور ای جمله چند های جواب پوستر

۵٠٩




١− λ١k٠٠ −λ٢k٠١ −λ٢k٠٢ . . . −λ٢k٠N
−λ٢k١٠ ١− λ٢k١١ −λ٢k١٢ . . . −λ٢k١N
−λ٢k٢٠ −λ٢k٢١ ١− λ٢k٢٢ . . . −λ٢k٢N

...
...

... . . . ...
−λ٢kN٠ −λ٢kN١ −λ٢kN٢ . . . ١− λ٢kNN




y(٠)(c)

y(١)(c)

y(٢)(c)
...

y(N)(c)



−


λ١T٠٠ λ١T٠١ λ١T٠٢ . . . λ١T٠N

λ١(H١٠ + T١٠) λ١T١١ λ١T١٢ . . . λ١T١N
λ١(H٢٠ + T٢٠) λ١(H٢١ + T٢١) λ١T٢٢ . . . λ١T٢N

...
...

... . . . ...
λ١(HN٠ + TN٠) λ١(HN١ + TN١) λ١(HN٢ + TN٢) . . . λ١TNN



×


Y (٠)(c)

Y (١)(c)

Y (٢)(c)
...

Y (N)(c)

 =


f (٠)(c)

f (١)(c)

f (٢)(c)
...

f (N)(c)

 . (٩)

روش با را آن توان می و است y(٠)c , y
(١)
c , ..., y

(N)
c مجهول N + ١ و خطی غیر معادله N + ١ با جبری دستگاه یک که

(٢) در شوندو می تعیین y(n)c , (n = ٠, ١, ..., N) یعنی تیلور مجهول ضرایب نهایت در نمود. حل عددی استاندارد های
شوند. می جایگزین

عددی نتیجه ٣

انتگرال معادله .١.٣ مثال

y(x) = − ١
١٢

x۶ + x۴ − ٣٢x٣ − ٣٨۴
٧

+

∫ x

٠
x۴t٣[y(t)]٢dt+

∫ ٢

٠
(۵x٣ + ٣t٢)y(t)dt.

که: بطوری داریم: بنابراین است. y(x) = x۴ جواب دارای که گیریم می نظر در را
λ١ = λ٢ = ١, a = −١, c = ٠, b = ١, N = ۴.

f(x) = − ١
٣٠

x۶ +
١
٣
x۴ − x٢ +

۵
٣
x− ۵

۴
, k١(x, t) = x− t, k٢(x, t) = x+ t.

Hnm = ٠ از: عبارتند که آوریم می بدست (٧) از Knmرا ضرایب و (۶) از Tnmرا ضرایب و (۵) از Hnmرا ضرایب ابتدا
داریم: چنین هم ،Tnm = ٠ ،n,m = ٠, ١, ٢, ٣, ۴ برای بنابراین a = c چون و n,m = ٠, ١, ٢, ٣, ۴ برای

K٠٠ = ٨, K٠١ = ١٢, K٠٢ =
۴٨
۵
, K٠٣ =

١۶
٣
, K٠۴ =

١۶
٧
, K٣٠ = ۶, K٣١ = ۶٠, K٣٢ =

۴٠, K٣٣ = ٢٠, K٣۴ = ٨.
از: عبارتند که آوریم می بدست را x = ٠ در f(x) تابع مشتق مقادیر سپس

f (٠)(٠) = −٣٨۴
٧

, f (١)(٠) = ٠, f (٢)(٠) = ٠, f (٣)(٠) = −١٩٢, f (۴)(٠) = ٢۴.
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است: زیر صورت به (٩) ماتریسی معادله ،N = ۴ برای


−٧ −١٢ −۴٨

۵
−١۶

٣
−١۶

٧
٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠

−۶٠ −۶٠ −۴٠ −١٩ −٨
٠ ٠ ٠ ٠ ١




y(٠)(٠)
y(١)(٠)
y(٢)(٠)
y(٣)(٠)
y(۴)(٠)

−


٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠



Y (٠)(٠)
Y (١)(٠)
Y (٢)(٠)
Y (٣)(٠)
Y (۴)(٠)



=


−٣٨۴

٧
٠
٠

−١٩٢
٢۴

 (١٠)

داریم: زیر صورت به را تیلور ای جمله چند ضرایب (١٠) خطی دستگاه حل با همچنین و (٨) رابطه بکارگیری با
y(٠)(٠) = ٠, y(١)(٠) = ٠, y(٢)(٠) = ٠, y(٣)(٠) = ٠, y(۴)(٠) = ٢۴.

است. دقیق جوابی که است، y(x) = x۴ جواب (٢) طبق بنابراین

گیری نتیجه

آوریم. بدست تقریبی های جواب است نیاز موارد بسیاری در است. مشکل معمولا خطی غیر انتگرال معادلات تحلیلی حل
برای قوی روشی تیلور، کالوکیشن روش کردیم مشاهده ها مثال در که همانطور شود. می پیشنهاد حاضر روش منظور این برای
برشی تیلور سری صورت به جواب که اینست روش این از توجه قابل مزیت باشد.یک می خطی غیر انتگرال معادلات حل
بدست برای آید. بدست کم محاسبات با راحتی به تواند می y(x) جواب سری، ضرایب محاسبه بعداز بعلاوه شود. می بیان
کافی اندازه به Nباید یعنی نظربگیریم. در را توابع تیلور بسط از بیشتری جملات باید ما معادله، تقریبی جواب بهترین آوردن
می کمتر محاسبات حجم نتیجه در گردند می Tnm = ٠ ضرایب شود، انتخاب a = c اگر همچنین شود. انتخاب بزرگ

شود.
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گراند-والد تقريبي روش از استفاده با لورنز ديناميكي سيستم حل

درخشان حسين محمد
شهركرد دانشگاه

قاسمي مهدي
شهركرد دانشگاه

سير خوش رضا
شهركرد دانشگاه

* همتي فرشاد
شهركرد دانشگاه

چکیده

را سيستم اين تقريبي جوابهاي و معرفي را ليوويل ريمان كسري مشتق شامل ديناميكي سيستم يك مقاله، اين در
پایان، در و دهيم مي قرار بررسي مورد نيز را سيستم اين پايداري زنيم. مي تقريب گراند-وال عددي روش از استفاده با

كنيم. مي بررسي عددی حل کمک به را شده ارائه روش کارایی

لورنز ديناميكي سيستم پايداري، ، ليوويل ريمان کسری مشتق کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65K10, 26A33, 49K15

مقدمه ١

زمینه در را مسئله این کاربردهای از یکی که دارد پایه علوم و مهندسی های رشته در فراوانی کاربرد ديناميكي هاي سيستم
مورده بعدی های بخش در که تعاریفی و مفاهیم از برخی بخش این در .([٢] کرد([١]، بیان توان می مکانیک و هوافضا

شود: مي بيان زير صورت به λ(t) براي ليوويل ريمان كسري مشتق كنيم. مي بيان را گيرد می قرار استفاده

tD
α١
tf
λ(t) =

(−١)n

Γ(n− α١)

dn

dtn

∫ tf

t
(τ − t)n−α١−١λ(τ)dτ. (١)

بيان (٣) و (٢) رابطه صورت به پيشرو و پسرو تفاضلات از استفاده با را ليوويل ريمان كسري مشتق توان مي همچنين و
به x(t) براي گراند-والد راست و چپ كسري مشتق شود. مي ١ گراند-والد كسري مشتق تعريف به منجر روابط اين كه كرد

:([۴] شوند([٣]، مي بيان زير صورت به ترتيب

aD
α
t x(t) = lim

h→٠

[ t−a
h

]∑
j=٠

(−١)j
(

α
j

)
y(t− jh)

hα
, (٢)

tD
α
b x(t) = lim

h→٠

[ b−t
h

]∑
j=٠

(−١)j
(

α
j

)
y(t+ jh)

hα
, (٣)

تقسيم است b−a
N بازه طول كه مساوي بازه زير N + ١ به را [a, b] بازه حال است. [٠, ١] بازه در حقیقی عدد یک α كه

شود: مي زير روابط به منجر كه كنيم مي محاسبه گره i در را (٣) و (٢) روابط مقادير و كنيم مي

همتي *فرشاد

Grand-Wald١
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aD
α
t y(ti) =

١
hα

i∑
j=٠

ζαj yi−j , i = ٠, ١, · · · , N, (۴)

aD
α
t y(ti) =

١
hα

N−i∑
j=٠

ζαj yi+j , i = N,N − ١, · · · , ٠, (۵)

كه

ζαj = (−١)j
(

α
j

)
.

٢ لورنز ديناميكي سيستم ٢

عنوان به و بوده آوازه پر ها سيستم اين بيشتر شود، مي مطرح البعد متناهي ديناميكي هاي سيستم از اي نمونه بخش، اين در
يكي سيستم اين و باشد مي لورنز ديناميكي سيستم ها، سيستم اين از يكي كه شود مي ناميده ديناميكي هاي سيستم ستارگان
معادلات و است شده استفاده جوي سيال يك ديناميكي حركت كردن مدل براي لورنز سيستم و است آشوب هاي نمونه از

شود: مي نوشته زير صورت به سيستم اين ديناميكي

٠D
α
t x(t) = a(y − x),

٠D
α
t y(t) = cx− xz − y, (۶)

٠D
α
t z(t) = xy − bz.

دستگاه در را (۵) و (۴) روابط اگر حال است. شده گرفته نظر در a = ١٠, b = ٨
٣ , c = ٢٨ سيستم اين در كه

در جوابها مجموعه α مختلف مقادير ازاء به كه رسيم مي خطي غير معادلات دستگاه يك به كنيم جايگذاري (۶) معادلات
روش از استفاده با عددي طور به كه كنيد مي ملاحظه را (x(t), y(t), z(t)) مدار ١ شكل در است. شده رسم ١ شكلهاي
به نسبت حساسيت ها آن در كه معني اين به هستند آشوبناك رفتار داراي مدارها اين كه اند شده محاسبه گراند-والد تقريبي
است. شده گيري اندازه ١و٢ بين اكيد طور به بعدي از فركتالي عنوان به مجموعه اين همچنين شود مي مشاهده اوليه شرط
مقاله اين در بحث مورد ديناميكي سيستم صورت اين در α > ١ يعني كنيم انتخاب نظر مورد بازه از خارج را α محدوده اگر

است. شده داده نشان ٢ شكل در ناپايداري حالت در سيستم اين جوابهاي مجموعه كه است ناپايدار

ديناميكي سيستم پايداري ٣

قضايا اين كنيم. مي بيان را ليوويل ريمان كسري مشتق شامل ديناميكي سيستم يك پايداري قضاياي بيان با بخش اين در
با كه گيرد مي نظر در سيستم يك روي را شرايطي ديگر عبارت به دارد را سيستم يك ناپايداري و پايداراي در در مهمي كاربرد
انقباضي نگاشت قضيه كاربردهاي از يكي طرفي از شود مي پايدار مجانبي طور به يا پايدار سيستم يك شرايط اين از استفاده
گيريم: مي نظر در را زير كسري سيستم ديفرانسيل معادله ما بخش اين كنيم.در مي استفاده قضايا اين اثبات روند در را باناخ

aD
α
t x(t) = Ax(t); ٠ < α < ١, (٧)

باشد. مي صفر غير ماتريس يك A و x ∈ Rn×n كه aD
α−k
t x(t) = xk−١, k = ١, ٢ اوليه شرايط با

Lorenz٢
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α > ١ ازاء به x(t) عددي جوابهاي (آ)

α > ١ ازاء به لورنز ديناميكي سيستم عددي جوابهاي :٢ شکل

و |arg(spec(A))| > απ
٢ اگر تنها و اگر است پايدار مجانبي طور به اوليه، شرايط با (٧) ديناميكي سيستم .١.٣ قضیه

|arg(spec(A))| = απ
٢ ماتريسAدر ويژه مقادير و باشد پايدار مجانبي طور به تنها و اگر است پايدار سيستم اين همچنين

كند. صدق

بگيريد: نظر در زير صورت به را (٧) ديناميكي سيستم حال

aD
α
t x(t) = Ax(t) + f(t, x(t)); aD

α−k
t x(t) = xk−١, k = ١, ٢, ٠ < α < ١, (٨)

باشد. مي f(t, ٠) = ٠ و پيوسته تابع يك f(t, x(t)) تابع و صفر غير ماتريس يك A و x ∈ Rn×n كه

و | arg(spec(A)) |≥ απ
٢ و | spec(A) |≠ ٠ كه طوري به باشد اي گونه به A ماتريس كنيد فرض .٢.٣ قضیه

باشد داشته وجود اي g(t) مثبت تابع اگر صورت اين در كند. صدق | arg(spec(A)) |= απ
٢ در A ماتريس ويژه مقادير

كه: طوري ∫به ∞

a
g(t) < ∞, ∥ f(t, x(t)) ∥≤ g(t) ∥ x(t) ∥,
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باشد. مي پايدار (٨) صفر هاي جواب آنگاه

و | arg(spec(A)) |> απ
٢ ، | spec(A) |≠ ٠ كه طوري به باشد اي گونه به A ماتريس كنيد فرض .٣.٣ قضیه

كه: طوري به باشد داشته وجود اي g(t) تابع اگر صورت اين در باشد. α+ ١
∥A∥ < ١

lim
x→٠

∥ f(t, x(t)) ∥
∥ x(t) ∥

= ٠, t ∈ [a,∞)

باشد. مي پايدار مجانبي طور به (٨) صفر هاي جواب آنگاه

كنيم: مي بيان زير صورت به α مختلف مقادير ازاء به را ٣ چن ديناميكي سيستم .۴.٣ مثال

D٠٫٨
t x١(t) = ٣۵(x١(t)− x٢(t))

D١٫٠
t x٢(t) = −٧x١(t)− x١(t)x١(t)

D٠٫٩
t x٣(t) = x١(t)x٢(t)− ٣x٣(t) (٩)

λ١ = ريشه داراي مشخصه معادله ريشه باشدو مي (٠, ٠, ٠), (−٧٫ ٩۴,−٧٫ ٩۴, ٢١) تعادل نقاط داراي سيستم اين
٣.٣ قضيه از استفاده با باشد. مي | arg(λ١,٢) |= ٠٫ ١۵۶٠ و λ٢ = ١٫ ٢٩٢٨− ٠.٫ ٢٠٣٢i و ١٫ ٢٩٢٨+ ٠٫ ٢٠٣٢i

است. ناپايدار سيستم اين كه كه رسيم مي نتيجه اين به

گيري نتيجه ۴

تقريبي جوابهاي كند مي ميل يك سمت به α وقتي كه رسيم مي نتيجه اين به مقاله اين در شده گرفته كار به عددي روش از
شود. مي همگرا مسئله دقيق جواب به آمده بدست
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دوگان روش با غیرخطی سرعت میدان با نفوذ جابجایی- معادلات عددی حل
مرزی المانهای جابجایی

آباد حسن قدسی مجید
‡ تهران وتحقیقات علوم واحد اسلامی آزاد دانشگاه

†* شفارودی رباب
تهران وتحقیقات علوم واحد اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

معادلات از دستگاهی به پواسون شبه معادلات تبدیل برای مناسب روشی مرزی المانهای جابجایی دوگان روش
جابجایی دوگان روش با معادله این . است پواسون شبه ای معادله جابجایی نفوذ- معادله باشد. می عددی حل برای
یک روش این است.براساس آمده بدست است خطی غیر سرعت میدان که شرایطی در آن معادلات دستگاه و شده حل

است. شده مقایسه تحلیلی حل با دوحالت در نتایج و شده حل خطی غیر مسئله

غیرخطی سرعت میدان مرزی -المانهای جابجایی و نفوذ - جابجایی دوگان کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 35H30,65N38

مقدمه ١

که شده ایجاد دلیل این به و است استوار مرزی المانهای براساس که است عددی روشهای از یکی ١ جابجایی دوگان روش
می زیر صورت به زمان از مستقل جابجایی-نفوذ معادله [٢] نماید. تبدیل مرز روی انتگرال به را جواب ناحیه روی انتگرال

باشد:

V⃗ .∇ϕ = (
D

ρ
)∇٢ϕ+ S (١)

ρ کند، می کم آن از یا اضافه سیستم به را نظر مورد مقادیر که چاه یا چشمه تابع S بررسی، مورد کمیت تابع ϕ آن در که
صورت به مرزی شرایط نیستند. خطی منبع و سرعت کلی درحالت است. سرعت بردار V⃗ و پخش ضریب D سیال چگالی

ضریب ابتدا جابجایی دوگان فرم به معادله تبدیل برای شود. می گرفته نظر در نیومن و دیریکله

k =
D

ρ
(٢)

جابجایی دوگان به معادله تبدیل برای معمولا که روشی دارد. اساسی نقش حل پایداری در ضریب این کنیم. می تعریف را
برروی توابع زدن تقریب بار یک با درنتیجه و شود می گرفته درنظر خطی سرعت میدان که است این شود می گرفته درنظر
بنابراین و گیریم نمی نظر در را بودن خطی فرض دراینجا ما گردد. می تبدیل همگن معادله یک به معادله شعاعی توابع با مرز

*سخنران

ریاضی ارشد کارشناسی †دانشجوی

دانشگاه علمی هیئت عضو ، مکانیک ‡دکترای
١DRM Dual Reciprocity Method
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به ١ معادله کردن مرتب نماییم.با حل را مجهول ضریب دوسری و کنیم تقریب مرز روی را توابع بار دو که شد خواهیم مجبور
زیر: معادله صورت

∇٢ϕ = k−١(vx
∂ϕ

∂x
+ vy

∂ϕ

∂y
+ vz

∂ϕ

∂z
− S) (٣)

زنیم. می تقریب شعاعی توابع با زیر صورت به را معادله این راست شود.سمت می تبدیل پواسون شبه به معادله

k−١(vx
∂ϕ

∂x
+ vy

∂ϕ

∂y
+ vz

∂ϕ

∂z
− S) ≈

Mα∑
j=١

αjfj(X) (۴)

کنند: می صدق زیر معادله در fj توابع

fj(X) = ∇٢ψj (۵)

گردد: می تقریب زیر صورت به gi توابع با نیز مرز روی ϕ تابع

ϕ ≈
Mβ∑
j=١

βjgj(X) (۶)

: زیر صورت به Pi تعریف و مرز روی نقطه N برای معادلات نوشتن و ٣ معادله در تقریبی توابع جایگذاری با

Pj(Xi) = k−١(vx(Xi)
∂gj(Xi)

∂x
+ vy(Xi)

∂gj(Xi)

∂y
+ vz(Xi)

∂gj(Xi)

∂z
) (٧)

آید: می بدست i نقطه برای معادلات گروه اولین

Mβ∑
j=١

βjPj(Xi)− k−١S(Xi) =

Mα∑
j=١

αjfj(Xi), i = ١..N (٨)

یک به ٣ معادله ψ برحسب f تعریف از استفاده با شود. می حاصل مرزی المانهای روش از استفاده با معادلات از دوم گروه
شود: می تبدیل زیر صورت به لاپلاس معادله

∇٢(ϕ−
Mα∑
j=١

αjψj(X)) = ٠ (٩)

هر برای جابجایی دوگان فرم براساس معادلات دوم گروه [١] لاپلاس معادله برای مرزی المانهای بندی صورت از استفاده با
آید: می بدست زیر صورت به i نقطه

(١٠)
Mβ∑
j=١

βjcigj(Xi)−
Mα∑
j=١

αjciψj(Xi) =

Mβ∑
j=١

βj
∫
Γ
∂ϕi

∗

∂n gj(X)−
Mα∑
j=١

αj
∫
Γ
∂ϕi

∗

∂n ψj(X)−
Mβ∑
j=١

βj
∫
Γ
∂gj(X)
∂n ϕi

∗ +
Mα∑
j=١

αj
∫
Γ
∂ψj(X)
∂n ϕi

∗
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تعریف با باشد. می ١
۴πr صورت به R٣ در و − ١

٢π ln(r) صورت به R٢ در که است [٣] اساسی حل ϕi∗ فوق معادله در
صورت: به [Bij ]N,Mβ و [Aij ]N,Mα ماتریسهای

[Aij ]N,Mα =

[
ciψj(Xi)−

∫
Γ

∂ϕi
∗

∂n
ψj(X) +

∫
Γ

∂ψj(X)

∂n
ϕi

∗
]
N,Mα

(١١)

[Bij ]N,Mβ =

[
cigj(Xi)−

∫
Γ

∂ϕi
∗

∂n
gj(X) +

∫
Γ

∂gj(X)

∂n
ϕi

∗
]
N,Mβ

(١٢)

صورت: به [١] فوق ماتریسهای اساس بر ماتریسهایی وتعریف

[D]٣N,٣N
∆
=


[gj(Xi١)]N١,٢N {٠}N١,N

[
∂gj(Xi٢)

∂n ]
N−N١,٢N {٠}N−N١,N

[Bij ]N,٢N −[Aij ]N,N
[Pj(Xi)]N,٢N −[fj(Xi)]N,N


٣N,٣N

(١٣)

{η}٣N,١
∆
=

[
{βj}٢N,١
{αj}N,١

]
٣N,١

(١۴)

{λ}٣N,١
∆
=


{Ψ̄(Xi١)}N١,١

{∂Ψ̄∂n (Xi٢)}N−N١,١
{٠}N,١
{٠}N,١


٣N,١

(١۵)

دارد. را نیومن شرط نقطه N٢ و دیریکله شرط نقطه N١ که فرض این و مرز روی نقاط برای معادلات کلیه آوری جمع و
شود: می حاصل زیر صورت به خطی معادلات دستگاه یک

[D]٣N,٣N{η}٣N,١ = {λ}٣N,١ (١۶)

فرم از استفاده با و ضرایب تعیین گردد.با می تعیین زننده تقریب توابع و آمده بدست β و α ضرایب فوق دستگاه حل با
است. محاسبه قابل ناحیه داخل و مرز روی ϕ مقادیر [۴] مرزی المانهای

اصلی نتایج ٢

سرعت خطی غیر میدان که شود می گرفته نظر در واحد شعاع و مبدا مرکز به دایره یک ، روش بررسی برای

V⃗ (x+ ٢y, x٢ − y) (١٧)

: معادله با چشمه و

S = −((٢+ k)y٢ + x٣ + kx٢)e−xy (١٨)
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∂ϕΓ
∂n⃗ = (−y,−x).n⃗ صورت به دوم نیمه و ϕΓ = e−xy صورت به Γ دایره از نیمی بر مرزی شرایط است. حاکم برآن

: صورت به تحلیلی حل دارای معادله این گردد. می تعریف

ϕ = e−xy (١٩)

شده حل MATLAB افزار نرم کمک با حل مرز روی نقطه ١٠٠ برای و k مقدار دو ازای به معادله فوق باروش است.
ازای باشد.به منطبق تحلیلی جواب بر تقریبی جواب که است بدیهی است برقرار دیریکله شرط که اول نیمه ازای به است.
شودو می زیاد ماکزیمم خطای مقدار k شدن برابر ١٠ با . ١ شکل است. درصد ٠٫٨ از کمتر تابع خطای مقدار k = ٠٫٠٠١

شده زوم خطای (ب) محاسباتی و تحلیلی مقادیر انطباق (آ)

k=٠/٠٠١ تقریبی و تحلیلی مقادیر مقایسه :١ شکل

این بینیم می فوق نتایج به توجه با . ٢ شکل است. برقرار دیگر نقاط برای تطابق هنوز ولی یابد می افزایش درصد ١۶ به

شده زوم خطای (ب) محاسباتی و تحلیلی مقادیر انطباق (آ)

k=٠/٠١ تقریبی و تحلیلی مقادیر مقایسه :٢ شکل

دهد. می بدست تری دقیق جوابهای دارد برتری نفوذ بر جابجایی که حالتی برای روش
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لژاندر موجک های توسط دوم نوع فردهلم انتگرالی معادله عددی حل

عرب جزی نسیم

چکیده
تقریب مبنای بر روش این است. شده ارائه دوم نوع فردهلم انتگرالی معادله حل برای عددی روش یک مقاله این در
عملیاتی ماتریس از استفاده با سپس و شده بیان لژاندر موجک های مشخصات ابتدا در می باشد. لژاندر موجک های
تبدیل لژاندر موجک های توسط جبری معادلات از دستگاهی به دوم نوع فردهلم انتگرالی معادله انتگرالی، تابع بیان و

می شود. حاصل فردهلم انتگرالی معادله تقریبی جواب جبری، معادلات دستگاه حل از می شود.

مقدمه ١

به دلخواه می تواند انتگرالی عبارت به طوری که دارد مزایایی دوم نوع فردهلم انتگرالی معادلات حل برای لژاندر موجک های روش
معادله این حل برای کلی الگوریتمی لژاندر، موجک های خوب بسیار مشخصه های بردن به کار با و شده افراز سری تعدادی به
فردهلم انتگرالی معادله انتگرالی، تابع بیان و انتگرال گیری عملیاتی ماتریس از استفاده با کلی، به طور شود. نتیجه انتگرالی
انتگرالی معادله تقریبی جواب های سپس و شده تبدیل لژاندر موجک های توسط جبری معادلات دستگاه یک به دوم نوع

می شود. نتیجه دوم نوع فردهلم

تابع تقریب ٢

می شود بیان زیر صورت به [a, b) فاصله روی f(t) برداری تابع

f(t) ≃
N∑
k=١

M−١∑
m=٠

fkmψkm(t), (١)

می شوند تعریف زیر به صورت [a, b) فاصله روی که می باشند لژاندر عمومی موجک های ψkm(t) به طوری که

ψkm(t) =

{
[(٢m+ ١)d−١

k ]
١
٢Lm(d−١

k (٢t− tk−١ − tk)), tk−١ ≤ t < tk,
٠, ,در غیر این صورت

(٢)

[٢] می آید به دست زیر رابطه از fkm و

fkm = [(٢m+ ١)dk]
١
٢ ١−٢ ∫ ١

−١ f(٢
−١(dkt+ tk−١ + tk))Lm(t)d(t).

می کنیم بازنویسی زیر به صورت را f(t) حال

f(t) ≃
N∑
k=١

FkΨk(t) = FΨ(t), (٣)

به طوری که
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Fk =
[
fk٠, . . . , fk,M−١

]
, F = [F١, . . . , FN ] ,

Ψk(t) =
[
ψk٠(t), . . . , ψk,M−١(t)

]T
, Ψ(t) =

[
ΨT

١ (t), . . . ,Ψ
T
N (t)

]T
.

انتگرالی تابع بیان ٣

بیان زیر به صورت به ترتیب را f(t) و M(t) باشد. f(t) برداری تابع با متناظر ماتریسی تابع M(t) که می کنیم فرض
می کنیم

M(t) ≃
N∑
k=١

M−١∑
m=٠

Mkmψkm(t), f(t) ≃
N∑
k=١

M−١∑
m=٠

fkmψkm(t).

داریم این صورت در

M(t)f(t) ≃
N∑
k=١

M−١∑
i=٠

M−١∑
j=٠

Mkifkjψki(t)ψkj(t).

رابطه از

ψki(t)ψkj(t) ≃
M−١∑
m=٠

d
(ij)
kmψkm(t),

می باشد زیر به صورت d(ij)km آن در که

d
(ij)
km =

[
(٢i+ ١) (٢j + ١) (٢m+ ١) d−١

k

] ١
٢ ١−٢

∫ ١

−١
Li(t)Lj(t)Lm(t)dt,

رابطه

M(t)f(t) ≃
N∑
k=١

M−١∑
m=٠

M̃kmψkm(t) =

N∑
k=١

ˆ̃MkΨk(t), (۴)

به طوری که می آوریم به دست را

M̃km = M̂kmF̂k, F̂k =
[
fTk٠, . . . , f

T
k,M−١

]T
, ˆ̃Mk = M̂kF̂k,

ˆ̃Mk =
[
M̃T

k٠, . . . , M̃
T
k,M−١

]T
, M̂k =

[
M̂T

k٠, . . . , M̂
T
k,M−١

]T
,

M̂km =

[
M−١∑
i=٠

d
(i٠)
kmMki, . . . ,

M−١∑
i=٠

d
(i,M−١)
km Mki

]
.

بنابراین

K(s, t)f(t) ≃
N∑
k=١

M−١∑
m=٠

K̃km(s)ψkm(t), (۵)

که

K̃km(s) = K̂km(s)F̂k, K̂km(s) =

[
M−١∑
i=٠

d
(i٠)
kmKki(s), . . . ,

M−١∑
i=٠

d
(i,M−١)
km Kki(s)

]
,
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Kki(s) = [(٢i+ ١) dk]
١
٢ ١−٢

∫ ١

−١
K(s, ١−٢(dkt+ tk−١ + tk))Li(t)dt.

می کنیم فرض

g(t) =

∫ b

a

K(t, s)f(s)ds ≃
N∑

k=١

M−١∑
m=٠

gkmψkm(t), (۶)

K̂km(t) ≃
N∑
j=١

M−١∑
l=٠

K̂
(jl)
km ψjl(t),

که

K̂
(jl)
km =

[
M−١∑
i=٠

d
(i٠)
kmK

(jl)
ki , . . . ,

M−١∑
i=٠

d
(i,M−١)
km K

(jl)
ki

]
,

K
(jl)
ki = [(٢l + ١) dj ]

١
٢ ١−٢

∫ ١

−١
Kki(١−٢(djt+ tj−١ + tj))Ll(t)dt.

داریم (۵) معادله توسط

g(t) ≃
N∑
j=١

M−١∑
l=٠

N∑
k=١

M−١∑
m=٠

K
(jl)
km

(∫ tk

tk−١

ψkm(t)dt

)
F̂kψjl(t).

بنابراین

Ĝ =
N∑
i=١

N∑
j=١

E
(N)
ij ⊗

√
djK̂

(i)
j F̂ , (٧)

می باشد، ٠ آن درایه های بقیه و ١ آن (i, j) درایه که است N ×N ماتریس یک E(N)
ij می باشد، F̂ با مشابه مفهومی نظر از Ĝ که

و می دهد نشان را کرونکر حاصل ضرب ⊗

K̂
(i)
j =

[
K̂

(i٠)T
j٠ , . . . , K̂

(i,M−١)T
j٠

]T
.

دوم نوع فردهلم انتگرالی معادله تحلیل ۴

می گیریم نظر در را زیر دوم نوع فردهلم انتگرالی معادله حال

A(t)x(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds+B(t)u(t), t ∈ [a, b] , (٨)

ابعاد با معلوم ماتریسی توابع B(t) و K(t, s) ،A(t) می باشد. معلوم r-بعدی تابع یک u(t) و مجهول l-بعدی تابع یک x(t)که
u(t) و B(t) ،

∫ b

a
K(t, s)x(s)ds ،x(t) ،A(t) دارد. یکتا جواب (٨) معادله می کنیم فرض می باشد. معلوم ثابت یک λ و مناسب

(۵)داریم و (۴) معادلات توسط که همان طوری می کنیم، بیان به ترتیب را

A(t)x(t) =
N∑

k=١

M−١∑
m=٠

Ãkmψkm(t), B(t)u(t) ≃
N∑

k=١

M−١∑
m=٠

B̃kmψkm(t),

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds ≃
N∑

k=١

M−١∑
m=٠

gkmψkm(t).
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داریم (٨) معادله در بالا معادلات کردن جایگزین ]با
Ã١, . . . , ÃN

]
= λ [G١, . . . , GN ] +

[
B̃١, . . . , B̃N

]
.

می کنیم بازنویسی زیر به صورت را بالا معادله

[
ˆ̃AT

١ , . . . ,
ˆ̃AT
N

]T
= λ

[
G̃T

١ , . . . , G̃
T
N

]T
+
[
ˆ̃BT

١ , . . . ,
ˆ̃BT
N

]T
,

که

ˆ̃Ak =
[
ÃT

k٠, . . . , Ã
T
k,M−١

]T
,

بنابراین می باشند. ˆ̃AN با مشابه مفهومی نظر از ˆ̃BN و ĜN[
(Â١X̂١)

T , . . . , (ÂN X̂N )T
]T

= λĜ+
[
(B̂١Û١)

T , . . . , (B̂N ÛN )T
]T
.

داریم ⊗ کرونکر ضرب از استفاده با

X̂ =

 N∑
k=١

(E
(N)
kk ⊗ Âk)− λ

N∑
i=١

N∑
j=١

E
(N)
ij ⊗

√
djK̂

(i)
j

−١
N∑

k=١

(E
(N)
kk ⊗ B̂k)Û . (٩)

باشد. (٨) معادله لژاندر موجک های جواب x̂MN (t) می کنیم فرض کرد. برآورد را خطا می توان [١] در شده ارائه روش از استفاده با که
می کند صدق زیر معادله در x̂MN (t) این صورت در

A(t)x̂MN (t) = λ

∫ b

a

K(t, s)x̂MN (s)ds+B(t)u(t) + rMN (t), t ∈ [a, b], (١٠)

می باشد زیر به صورت rMN (t) آن در که

rMN (t) = A(t)x̂MN (t)− λ
∫ b

a
K(t, s)x̂MN (s)ds−B(t)u(t).

داریم (١٠) و (٨) معادله دو ترکیب با

A(t)[x(t)− x̂MN (t)] = λ

∫ b

a

K(t, s)[x(s)− x̂MN (s)]ds− rMN (t), t ∈ [a, b]. (١١)

کرد. حل لژاندر عمومی موجک های روش این برای خطا تابع تخمین به عنوان می توان را (١١) معادله

مراجع
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متناهي تفاضلات روش با سهموي جزئي مشتقات با معادلات عددي حل
ضمني

فتحي* فريا
دزفول واحد اسلامي آزاد دانشگاه

چکیده

تيلور پاده،سري سري تركيب از استفاده با سهموي جزئي مشتقات با معادلات عددي حل هاي روش مقاله دراين
محاسبات اين رنتيجه د گردد. مي بررسي روش اين پايداري و دقت و گيرد مي قرار بحث مورد تفاضلي هاي عملگر و
است. شده انجام MATLAB افزار نرم با محاسبات است. زماني تراز پنج شامل كه گردد مي حاصل جديدي دقت

تفاضلي،پايداري هاي سهموي،فرم معادلات کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 35kxx

مقدمه ١

انتقال معادله معادله نوع اين از مثال ترين .ساده است u در خطي عملگر L∗u كه باشد ∂u
∂t = L∗u كه كنيم مي فرض

است. زير گرماي
∂u

∂t
=

∂٢u

∂x٢

گره گيريم.نقاط مي نظر در مرزي مقدار و اوليه شرايط با همراه را مسأله باشد.اين مي مثبت و زمان متغير tو a < x < b كه
. k = ٠, ١, ..., N كه شود مي مشخص xk = x٠ + kh و tm = mkx با

كنيم. مي مشخص unm نماد با را u(xm, tm) اختصار به
بگيريم نظر در را زير تفاضلي عملگر اگر

∇f(xj) = f(xj)− f(xj−١) = (١− E−١)f(xj)

نوشت: توان مي تيلور سري از استفاده با

f(x+h) = f(x)+hf ′(x)+
h٢

٢
f ′′(x)+... = f(x)+h∇f(x)+

h٢

٢
∇٢f(x)+... = (١+h∇+

h٢

٢
∇٢+...)f(x)

يعني
Ef(x) = ehDf(x)

آنجا از و E = ehD پس

*سخنران
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E−١ = e−hD = (١−∇)

⇒ −hD = ln(١−∇) or D = − ln(١−∇)
h

به متفاوت هاي فرمول و مختلف هاي دقت توان مي مختلف هاي مرتبه از ln(١-x) تابع تيلور سري انتخاب با يعني
آورد. دست

نوشت: توان مي فوق روش بردن كار به با

L∗u(x, tn+١) = −k−١ ln(١−∇t)u(x, tn+١)

گرفت: نظر در زير صورت به توان مي را پاده تقريب طرفي از

است: زير صورت به [mn ] پاده باشد،تقريب f تابع تيلور سري f =
∞∑
k=٠

ckx
k اگر

[
m

n
] =

a٠ + a١x+ ...+ amxm

١+ b١ + ...+ bnxn
= c٠ + c١x+ ...+ c(m+n)x

(m+n)

شوند. مي حاصل خطي معادلات دستگاه يك حل با و f تيلور سري با مقايسه در b١, ..., bn و a٠, ..., am مقادير كه

اصلي نتايج ٢

گرفت. نتيجه سهموي جزئي مشتقات با معادلات حل براي را متفاوت عددي هاي حل راه توان مي فوق بحث دو تركيب با
: نوشت توان مي x جاي به ∇t جايگذاري با كه شود مي حاصل [١/٠] = x فرم به پاده تقريب حالت ترين ساده در

∇tu
n+١
m = rδ٢xu

n
m

كرد. ايجاد متفاوتي هاي روش توان مي لازم هاي شرط گرفتن نظر در و روند اين ادامه با
را زير نتايج و ايم داده انجام MATLAB افزار نرم با را محاسبات اين شوند،كه مي تر پيچيده محاسبات n و m افزايش با

. ايم آورده بدست
f(x) = ln(١− x) اگر

[۴/۴] =
x+ −٣

٢ x٢ + ١٣
٢١x

٣ + ١
٢٨x

۴

١− ٢x+ ٩
٢x

٢ − ٢
٧x

٣ + ١
٧٠x

۴

نوشت: توان مي پس

F (∇t) =
(∇t − ٣

٢∇t
٢ + ١٣

٢١∇t
٣ + ١

٢٨∇t
۴)un+١

m

١− ٢∇t +
٩
٢∇t

٢ − ٢
٧∇t

٣ + ١
٧٠∇t

۴ = r(١+ σδx
١−(٢un+١

m

: شود مي حاصل زير ترازي پنج ي رابطه فوق هاي عملگر ي نتيجه ي محاسبه و بسط با كه

(
٣٧
٣۵

r − ١٣
٨۴

σ)un+١
m+١ + (

−٢٨١
٣۵

r − ١٣
۴٢

σ)un+١
m + (

٣٧
٣۵

r − ١٣
٨۴

σ)un+١
m−١

−١٩٢
٣۵

runm+١ + (
۴٢
۵
r − ٢σ)unm − ١٣٢

٣۵
runm−١ + (

١٨
٣۵

r − ۴
٧
σ)un−١

m+١
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+(−٣۶
٣۵

r − ٩
١۴

− ٨
٧
σ)un−١

m + (
۶٣
٣۵

r − ۴
٧
σ)un−١

m−١

(−١٢
٣۵

r +
۴٧
۴٢

σ)un−٢
m+١ + (−٢۶

٣۵
r − ١۶

٧
σ)un−٢

m

(
٨
٣۵

r +
١۶
٧
σ)un−٢

m−١ +
١
٧٠

run−٣
m+١ + (− ١

٣۵
r − ١

٢٨
)un−٣

m

+
r

٧٠
un−٣
m−١ = ٠

صورتي در MATLAB افزار نرم با مربوطه معادلات حل و كردن ساده و نيومن وان روش با فوق روش پايداري ناحيه
است. پايدار |J | ≺ ١ شرط با كه گردد مي حاصل زير صورت به باشد معلوم σ و r مقادير كه

[(
٣٧
٣۵

r − ١٣
٨۴

σ)٢ cos iβh]J۴ + [(−٢٨١
٣۵

r − ١٣
۴٢

σ)eiβh − ١٩٢
٣۵

reiβh

−١٣٢
٣۵

reiβh]J٣ + [(
١٨
٣۵

r − ۴
٧
σ)eiβh + (−٣۶

٣۵
r − ٩

١۴
− ٨

٧
σ)

(
۶٣
٣۵

r − ۴
٧
σ)e−iβh]J٢ + [(

٧١
٣۵

r +
١٢
٧
σ)eiβh + (−١٢

٣۵
r +

۴٧
۴٢

σ)

(−٢۶
٣۵

r − ١۶
٧
σ)e−iβh]J + [− ١

٣۵
r − ١

٢٨
+

r

٧٠
] = ٠

سپاس گزاری

دارم. را تشكر كمال است ايشان كارپيشنهاد ايده كه نيا رشيدي جليل دكتر آقاي جناب ارجمندم استاد از

مراجع

.١٣٩٣ برتر، انتخاب انتشارات جزئي، مشتقات با ديفرانسيل معادلات عددي حل ، جليل، نيا، رشيدي [١]

[2] M. K.Jain, Numerical solution of differential equations , Wiley Eastern Limited,1984.
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با k-منتظم و کامل گراف مجاورت ماتریس معکوس مقدارویژه مساله حل
دوگانه تصادفی ماتریس از استفاده

مشرقی مسعود
سبزواری حکیم دانشگاه

احمدی مرتضی سید
زاهدان واحد اسلامی آزاد دانشگاه

پورمیر* اکرم
زاهدان واحد اسلامی آزاد دانشگاه

یافته k-تعمیم متقارن دوگانه تصادفی k ≥ ١ ازای به کامل گراف مجاورت ماتریس که دهیم می نشان ابتدا مقاله دراین
همه کردن مشخص با وسپس است متقارن دوگانه تصادفی گراف1-منتظم مجاورت ماتریس دهیم می نشان وسپس باشد می
را منتظم های گراف مجاورت ماتریس شوند، می s∆مشخص

n در شان طیف توسط که متقارن دوگانه تصادفی های ماتریس
کنیم. می بیان را آمده دست به نتایج انتها در و آوریم می دست به

مجاورت ماتریس منتظم، -k گراف کامل، گراف دوگانه، تصادفی معکوس،ماتریس ویژه مقدار مساله کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

ویژه مقادیر و است نامنفی متقارن -(0,1) ماتریس که دهیم می نمایش A(G) با را G ساده گراف مجاورت ماتریس
اگرتمام شود می نامیده صحیح G گراف σ(G) = {λ١, ..., λn} و نامیم می σ(G) را باشد می G طیف که λ١, ..., λn

منتظم -k ، G گراف درمجموع شود. می نامیده دوری آنگاه باشد دوری A(G) اگر و باشند اعدادصحیح آن ویژه مقادیر
کامل که است k-منتظم ، (ν, κ, λ, µ) های پارامتر با G منتظم اکیدا گراف باشد. k آن هرراس درجه اگر شود می نامیده

کنند: می زیرصدق دوشرط در و باشد نمی

باشد. داشته وجود دو هر در مجاور رئوس λ مجاور، ازرئوس زوج هر برای .١

باشند. داشته وجود درهردو مجاور µرئوس غیرمجاور، رئوس از زوج هر برای .٢

دو کامل گراف در این بر علاوه دهیم. می نشان kn با را است دیگرمتصل رئوس به هرراس که راس n روی کامل گراف
هستنداگر مجاور راس ودو شود می تقسیم n٢ و n١ عناصر از هریک از v٢ و v١ مجموعه زیر دو به رئوس ، kn١,n٢ قسمتی
به آنها مجاورت اگرماتریس تنها و اگر شود می گفته ایزومرفیک دوگراف باشد. v٢ در دیگری و باشد v١ در اگریکی تنها و
اگر شود می گفته DS ، G وگراف باشند داشته مشابه طیف اگر شود می گفته طیف هم باشد.دوگراف متشابه طورجایگشتی
نه، یا هست DS ، G گراف آیا که این کردن مشخص مساله کل در باشد. G ایزومرفیک است G طیف هم که H گراف هر
همه کردن مشخص مسئله با آن رابطه به ،باتوجه نه یا است DS منتظم گراف اینکه درباره بحث به مقاله این در بازاست. هنوز
منتظم -k گراف G اگر که کنیم می یادآوری ابتدا اما پردازیم. می است، ∆s

n در DS که متقارن دوگانه تصادفی های ماتریس
است. k برابر (en) واحد ویژه بردار به مربوط G ویژه ومقدار K مساوی A(G) طیفی شعاع آنگاه باشد راس n روی

*سخنران
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دوگانه تصادفی ماتریس و گراف مجاورت ماتریس بین رابطه ٢

و هرسطر مجموع که باشد n × n مرتبه از نامنفی متقارن های ماتریس همه مجموعه Ωs
n(k) کنید فرض .٢ . ١ تعریف

سطر هر در ١ ، k که -(0.1) های ماتریس همه از متشکل Ωs
n(k) مجموعه زیر نمایش Λn(k) و باشد k مساوی آن ستون

دارد. صفر اثر که باشد می Λn(k) عناصر مجموعه Λ٠
n(k) و دارد ستون و

باشد. می یافته تعمیم -n دوگانه تصادفی (n ≥ ٢) ، kn کامل گراف مجاورت هرماتریس .٢ . ٢ قضیه

است. گانه دو تصادفی منتظم -1 گراف مجاورت ماتریس هر .٢ . ٣ قضیه

باشد. می دارد، یال k و راس n که منتظم -k های گراف مجاورت ماتریس A اگر تنها اگرو A ∈ λ٠
n(k) .۴ . ٢ قضیه

ماتریس A که است واضح باشد.آنگاه دارد، یال k و راس n که منتظم گراف مجاورت ماتریس A کنید فرض ابتدا اثبات.
پس باشد می صفر اثر دارای و است k مساوی ان ستون و سطر هر باشد.اگرمجموع nمی × n مرتبه از نامنفی متقارن
،می دارد یال n و راس n که منتظم گراف مجاورت ماتریس A آنگاه A ∈ λ٠

n(k) کنید فرض برعکس . A ∈ λ٠
n(k)

باشد.

باشد. ∆s
n عنصر ١

kA اگر تنها اگرو A ∈ λs
n(k) .۵ . ٢ قضیه

است. ∆s
n در DS ، ١

kA اگر تنها و اگر است Ωs
n(k) در DS، A ∈ λn(k) .۶ . ٢ نتیجه

دوگانه تصادفی ماتریس از استفاده با مجاورت ماتریس معکوس ویژه مقدار مساله حل ٣

DSهستند. 1-منتظم های گراف .٣ . ١ قضیه

ازای به است، ناپذیر تحویل جایگشتی ماتریس A چون باشدآنگاه منتظم -1 گراف مجاورت ماتریس A کنید فرض اثبات.
مقادیر همه و باشد می ناپذیر تحویل B همچنین و است دوگانه Bتصادفی و X−١AX = B Xداریم پذیر معکوس ماتریس
B و A لذا و هستند متشابه جایگشتی طور به همچنین و باشند می طیف هم B و A بنابراین دارند ١ قدرمطلق آن ویژه

باشد. می DC ، A بنابراین و بوده ایزومرفیک

مرتبه منتظم -1 گراف {١, ١−,١−,١} همچنین و کند می مشخص را ٢ مرتبه 1-منتظم گراف {١−,١} طیف .٣ . ٢ مثال
. کند می مشخص را ۴

است. DS ، kn کامل هرگراف .٣ . ٣ قضیه

چون آنگاه ١
kA(kn) = cn داریم اثبات.

cn =
n

n− ١
Jn − ١

n− ١
In

آوریم می دست به ما باشد، متقان دوگانه تصادفی X−١CnX که طوری به X پذیر وارون ماتریس هر برای و

X−١CnX +
١

n− ١
In =

n

n− ١
X−١JnX
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بنابراین باشد می ١ + ١
n−١ مساوی ستون و سطر مجموع که است نامنفی ماتریس چپ سمت که

X−١JnX =
n− ١
n

(X−١CnX +
١

n− ١
In)

است. DS ، A(kn) لذا X−١JnX = Jn چون و است متقارن دوگانه تصادفی

کند. می مشخص را Kn کامل گراف {(n− ١−,(١, ...,−١} طیف .۴ . ٣ مثال

است. DS کامل گرافهای غیرمشترک ناحیه .۵ . ٣ قضیه

z ∈ ∆٢n اگر است. ∆٢n DSدر ، cn⊕ cn دهیم می نشان ابتدا کنیم می اثبات استقرا به ١
kA(kn) = cn داریم اثبات.

مقدار و است ناپذیر تحویل z باشدچون ,١)می ١, −١
n−١ , ...,

−١
n−١) برابر z طیف وضوح به گاه آن باشد cn ⊕ cn متشابه

اما است C و B دوگانه تصادفی ماتریس دو مستقیم مجموع متشابه جایگشتی طور به z گاه آن شود می تکرار دوبار ١ ویژه
باتوجه باشد می (١, −١

n−١ , ...,
−١
n−١) مساوی و مشابه C و B طیف لزوم صورت در که طوری به هستند صفر C Bو اثرهای

اینرو از و B = Y −١JnY که طوری به Y ∈ ∆n دارد وجود باشدآنگاه دوگانه تصادفی B = X−١JnX اگر که این به
cn١ ⊕ ...⊕ cnk

ماتریس n١, ..., nk مثبت صحیح عدد هر برای n روی استقرا براساس این بنابراین و B = C = Cn

است. DS ، ∆n١+...+nk
در

اصلی نتایج ۴

هست. DS ، kn,n .١

: (٣ . ١) ، (٢ . ٢) قضیه نتیجه اثبات.

آنگاه ، هست J متشابه که Z ∈ ∆٢n باشد داشته وجود اگر DSهستند ، ∆٢n در J و I که کنیم می ثابت ]ابتدا
٠ D
DT ٠

]
شکل به ماتریس متشابه جایگشتی بطور Z آنگاه (١, ٠, ..., ١−,٠) ∈ R٢n برابر Z طیف بوضوح

Jn متشابه DDT وبنابراین (١, ٠, ..., ٠) آن ویژه مقادیر و DDT ∈ ∆s
n که طوری به باشد می D ∈ ∆n که

چون و DDT = Jn آنگاه، است

rank(D) = rank(DDT ) = rank(Jn) = ١

طیف S آنگاه است I متشابه S ∈ ∆٢n که کنیم می فرض حالا Z = J بنابراین و D = Jn آنگاه
I ولذا باشد می مرتبه) n ) c٢ ⊕ ...⊕ c٢ متشابه جایگشتی بطور S بنابراین و دارد را (١, ..., ١−,١, ...,−١)

باشد می DS ، ∆٢n در C آنگاه C = n
n−١J − ١

n−١I چون هستند متشابه جایگشتی بطور S و

DS ،∆s
n در که گانه دو تصادفی ماتریس توان می نیستند ایزومرفیک ه طیف هم منظم های گراف از استفاده با .٢

آورد. دست به را نیستند

باشد. می DS ، ١
kA(G) آنگاه باشد می DS که باشد منظم -k گراف G اگر .٣
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با متغیر ضرایب با دوم نوع فردهلم تفاضلی دیفرانسیل انتگرال معادلات حل
دلخواه پایه از استفاده

ریواز عظیم
کرمان باهنر دانشگاه

پوش* زره فریبا
کرمان باهنر دانشگاه

چکیده
متغیر ضرایب با دوم نوع فردهلم تفاضلی دیفرانسیل انتگرال معادلات حل برای عددی روش یک مقاله این در
محاسبه استاندارد پایه در انتقال، های ماتریس از استفاده با آن ومشتقات توابع ماتریسی فرم ابتدا در است. شده ارائه
گسسته فرم به را معادله توان می دلخواه، پایه هر از استفاده با که گردد می ارایه روشی آن کمک به سپس و شود می
به نیاز شده ارائه روش با حل برای آورد. بدست مجهول تابع برای مناسب تقریبی و کرد تبدیل ماتریسی معادلات و

شوند. می اجرا راحتی به محاسبات و نیست ای پیچیده محاسبات

دلخواه پایه انتقال، ماتریس تفاضلی، دیفرانسیل انتگرال معادلات کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 45Bxx,45Jxx

مقدمه ١

مکانیک، فیزیک، مانند گوناگون های رشته مسائل از بسیاری حل در قوی ابزاری عنوان به دیفرانسیل انتگرال معادلات
دسته این حل علمی های پدیده توجه و درک به رساندن یاری در معادلات نوع این کاربرد به توجه با رود. می کار به شیمی،...
اهمیت عددی حل رو این از است دشوار معمولا تحلیلی روش به آنها حل چون و است کرده پیدا خاصی جایگاه معادلات از
ای- چندجمله با [١] توابع پالس بلوک مانند ترکیبی توابع یا و متعامد توابع بر مبتنی عددی های روش کند. می پیدا ای ویژه

شود. می بسته کار به آنها حل برای [۴] موجکی توابع یا [۶] یاچبیشف [٢] لژاندر های
تابع یک از هایی انتقال شامل معادلات نوع این است. تفاضلی دیفرانسیل انتگرال معادلات انتگرال، معادلات از نوعی
تقریبی دلخواهی، خطی مستقل پایه هر از استفاده با بتوان که دهیم می ارائه روشی مقاله، این در است. مشتقاتش و مجهول

پردازیم. می مقاله در نیاز مورد قضایای و نمادها از برخی بیان به ابتدا، آورد. بدست مجهول تابع از مناسب

قرار استفاده مورد ادامه در که µ و η نمادهای همچنین باشند می پایه ضرایب بردار an و استاندارد پایه X(x) نماد
شوند: می تعریف زیر صورت به که هستند هایی ماتریس گیرند می

an = [a٠, ..., an], X(x) = [١, x, ..., xn]T ,

η =


٠ ٠ . . . ٠
١ ٠ . . . ٠
٠ ٢ . . . ٠
...

... . . . ...
٠ ٠ . . .

 , µ =


٠ ١ ٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ ٠ . . . ٠
...

...
...

... . . . ...
٠ ٠ ٠ ٠ . . . ١
٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠

 .

*سخنران
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n درجه از هایی ای جمله چند q(x) = qX(x) و p(X) = pX(x) و Un(x) = anX(x) اگر .[٣ ،۵] .١ . ١ قضیه
آنگاه باشند،

∀r ∈ N; dr

dxrUn(x) = anη
rX(x), xrUn(x) = anµ

rX(x), .١

p(x)q(x) = pq(µ)X(x) = qp(µ)X(x), .٢

Π =
∑ν

i=٠ η
ipi(µ)

∑ν
i=٠ pi(x)U

(i)(x) = anΠX(x), .٣

انتگرال و مشتق عملگر های ماتریس ٢

زیر فرم به تفاضلی دیفرانسیل انتگرال معادلات حل برای

ν∑
i=٠

pi(x)U
(i)(x) +

ν⋆∑
i=٠

p∗i (x)U
(i)(x− τ) = f(x) +

∫ b

a
K(x, t)U(t− τ)dt,

در کرد. ماتریسی فرم به تبدیل و گسسته را معادله بتوان تا آوریم، بدست را آن مشتقات و U(x) های انتقال است نیاز
اینصورت:

X(x− τ) = HX(x), U(x− τ) = anHX(x),

محاسبه زیر صورت به که باشد، می انتقال ماتریس H و ضرایب بردار an و استاندارد پایه X(x) و حقیقی عدد τ بطوریکه
شوند: می

H = [hij ], hij =

 (−١)i+j

(
i
j

)
, i ≥ j

٠, i < j
(١)

آید: می بدست زیر صورت به استاندارد پایه در U(x) انتقال مشتقات ماتریسی فرم بنابراین

U (i)(x− τ) = anHηiX(x).

داریم: فوق روابط و ١ . ١ قضیه به توجه با

ν⋆∑
i=٠

p∗i (x)U
(i)(x− τ) = anHΠ∗X(x), Π∗ =

ν⋆∑
i=٠

ηip∗i (µ). (٢)

داریم: شود، زده تقریب X̃(x) دلخواه پایه حسب بر U(x) تابع اگر حال

Un(x) = bnX̃(x),

آن در که
bn = [b٠, . . . , bn], X̃(x) = [X̃٠(x), . . . , X̃n(x)]

T ,

باشند. می X̃(x) پایه در ضرایب بردار bn و i = ٠, . . . , n برای دلخواه، ای پایه های ای جمله چند توابع ها X̃i(x) که
داریم: نوشت. استاندارد پایه در پایه، تبدیل های ماتریس بوسیله توان می را X̃(x) دلخواه پایه هر

X̃(x) = GX(x),
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داریم: بنابراین gij =
djX̃i(x)
j!dxj

∣∣∣∣∣
(٠)

; i, j = ٠, . . . , n و G = [gij ](n+١)×(n+١) آن در که

Un(x) = bnGX(x), K(x, t) = XT (x)GTKGX(t),
ν∑

i=٠
pi(x)U

(i)(x) = bnGΠX(x), Π =
ν∑

i=٠
ηipi(µ),

Un(x− τ) = bnX̃(x− τ) = bnGHX(x),

ν⋆∑
i=٠

p∗i (x)U
(i)(x) = bnGHΠ∗X(x), Π∗ =

ν⋆∑
i=٠

ηiP ∗
i (µ).

فردهلم تفاضلی دیفرانسیل انتگرال معادلات حل ٣

است: مفروض زیر اولیه شرایط با تفاضلی دیفرانسیل انتگرال معادلات

ν∑
i=٠

pi(x)U
(i)(x) +

ν⋆∑
i=٠

p∗i (x)U
(i)(x− τ) = f(x) +

∫ b

a
K(x, t)U(t− τ)dt, (٣)

c ∈ [a, b] که اولیه شرایط با

s−١∑
k=٠

[αikU
(k)(a) + βikU

(k)(b) + γikU
(k)(c)] = λi, i = ٠, . . . , s− ١

نمایش سپس، و کرده تبدیل ماتریسی فرم به را (٣) در توابع بقیه و Un(x) یعنی جواب تقریب تابع ابتدا روش این در
آید: می بدست زیر صورت به انتگرال عبارت ∫ماتریسی b

a
K(x, t)U(t− τ)dt =

∫ b

a
XT (x)GTKGX(t)XT (t)HTGT bn

Tdt,

= XT (x)GTKG

∫ b

a
X(t)XT (t)dtHTGT bn

T ,

= bnGHBTGTKTGX(x),

آن در که

B =

∫ b

a
X(t)XT (t)dt.

آید: می بدست زیر صورت به (٣) ماتریسی فرم ترتیب همین به

bn
(
GΠ+GHΠ∗ −GHBTGTKTG

)
= FG

رسیم: می زیر معادلات دستگاه به بالا از آمده بدست معادله و اولیه شرایط گرفتن نظر در با همچنین

bnŴ = F̂ , (۴)

تقریبی جواب نتیجه در آید. می بدست b٠, . . . bn مجهول ضرایب دستگاه، حل با باشد، پذیر معکوس Ŵ ماتریس اگر
شود. می محاسبه دلخواه پایه در Un(x)
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عددی مثال ۴

بگیرید: نظر در را زیر تفاضلی دیفرانسیل انتگرال معادله

xU(x) + (x٢ + ١)U
′
(x)− U

′
(x− ١)− xu

′′
(x− ١) = f(x) +

∫ ١

−١
xU(t− ١)dt,

آن در که

f(x) = x cos(x+ ١)− x٢ sin(x+ ١)− sin(x+ ١) + sinx+ x cosx− ٢x sin(١)

معادله دقیق جواب مقایسه، جهت و است شده آورده زیر جدول در تقریبی های جواب .U(١) = cos(٢) اولیه شرایط با
است. cos(x+ ١)

n = ۵ گرفتن نظر در با چبیشف و استاندارد های پایه با عددی نتایج :١ جدول

x دقیق جواب استاندارد پایه چبیشف پایه خطا
−١ ١ ١٫٠٠٨٣ ١٫٠٠٨٣ ٠٫٠٠٨٣
−٠٫٩ ٠٫٩٩۵٠ ٠٫٩٩۵٨ ٠٫٩٩۵٨ ٠٫٠٠٠٨
−٠٫٨ ٠٫٩٨٠١ ٠٫٩٧٣٢ ٠٫٩٧٣٢ ٠٫٠٠۶٩
−٠٫٧ ٠٫٩۵۵٣ ٠٫٩۴٠۵ ٠٫٩۴٠۵ ٠٫٠١۴٨
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روش اساس بر شعاعی پایه توابع از استفاده با Camassa-Holm معادله حل
متناهی تفاضلات
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شهرکرد آزاد دانشگاه

ورنامخواستی* هادی الهه
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چکیده

به�کار Camassa-Holm غیرخطی معادلات حل برای متناهی تفاضلات روش و شعاعی پایه توابع پژوهش، این در
استفاده با که می�کند تبدیل غیرخطی جبری دستگاه یک به را Camassa-Holm معادله�ی روش، این است. شده برده
معادلات از دسته این حل برای روش این که می�دهد نشان شده ارائه عددی نتایج است. شده حل Matlab نرم�افزار از

می�باشد. موثر

کلیدی: واژه�های
Camassa-Holm equation, Radial Basic function, finite differential method, compact

finite differential method
Mathematics Subject Classification [2010]: 65M06

مقدمه ١

:[۴] بگیرید نظر در زیر فرم به را C-H معادله�ی
ut − uxxt + ٣u٢ux = ٢uxuxx + uuxxx,

دو ساختار دارای که گرفت نظر در عمق کم آب�های سطحی امواج برای مجانبی معادله�ی یک عنوان به می�توان را معادله این
بخش در است. شده گرفته انجام معادله این عددی حل برای تلاش�هایی نیز اخیر سال�های در است. انتگرال�پذیر همیلتونی
به شعاعی پایه توابع از استفاده با سپس و نموده جداسازی نیکلسون کرانک متناهی تفاضلات روش به را C-H معادله�ی ،٢

داد. خواهیم قرار آزمایش بوته�ی در را عددی روش عددی، مثال ارائه با نیز ٣ بخش در پرداخت. خواهیم آن عددی حل

اصلی نتایج ٢

فرم با C-H معادله�ی عددی: روش ساختار

ut − uxxt + ٣u٢ux = ٢uxuxx + uuxxx, (١)

اولیه شرایط با
u(x, ٠) = f(x), x ∈ Ω = [a, b],

*سخنران
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مرزی شرایط و
u(a, t) = ga(t), u(b, t) = gb(t), t ≥ ٠,

هستند. معلوم توابعی ،gb(t) و ga(t) و f(x) آن در که می�گیریم، نطر در
به n+ ١ و n زمان دو در را C-H معادله�ی ،[١] نیکلسون کرانک متناهی تفاضلات کلاسیک روش از استفاده با ابتدا

می�کنیم جداسازی زیر صورت

un+١ − un

k
− (un+١

xx − unxx)

k
+ ٣(

(u٢ux)
n+١ + (u٢ux)

n

٢
) =

٢(
(uxuxx)

n+١ + (uxuxx)
n

٢
) + (

(uuxxx)
n+١ + (uuxxx)

n

٢
), (٢)

un = u(x, tn), tn = tn+١ + k,

معادله�ی n + ١ و n جملات کردن جدا و k در طرفین ضرب با تیلور بسط از استفاده با می�باشد. زمانی گام ،k آن در که
داریم را زیر نهایی

un+١ − (uxx)
n+١ +

٣k
٢
((u٢)n(ux)

n+١ + ٢(un)(ux)nun+١)

− k((ux)
n(uxx)

n+١ + (uxx)
n(ux)

n+١)− k

٢
(un(uxxx)

n+١ + (uxxx)
nun+١)

= un − unxx +
٣k
٢
(u٢ux)

n. (٣)

و درونی نقاط x٢, . . . , xN−١ نقاط که می�کنیم انتخاب طوری را Ω روی xi : i = ١, . . . , N نقاط مجموعه�ی اکنون
می�باشد. شبکه مرزی نقاط x١, xN

و مجهول ضرایب λnها
j آن در که u(x, tn) = un(x) ≃

∑n
j=١ λ

n
jΦj(x) می�گیریم نظر در را زیر تقریب

شعاعی پایه توابع شکلی پارامتر C و φ(r) = e−(cr)٢ ،[٢] گوسی تابع نمایش φ(x) و Φj(x) = φ(∥ x − xj ∥)
است. اقلیدسی نرم بیانگر ∥ . ∥ که می�باشد

داریم xi نقطه�ی هر برای اینک

un(xi) =

n∑
j=١

λn
jΦj(xi). (۴)

ماتریسی نمایش با

un = Aλn

A = [Φj(xi) : i = ١, . . . , N j = ١, . . . , N ]N∗N

λn = [λn
١ , . . . , λ

n
N ]T (۵)

مربوط مرزی نقطه�ی دو و شبکه داخلی نقطه�ی N − ٢ به ترتیب به که Ab و Ad ماتریس زیر دو به را A ماتریس اکنون
آن در که ،A = Ad +Ab داشت خواهیم و کرده جدا می�شوند

Ad =

{
Φj(xi), ٢ ≤ i ≤ N − ١, ١ ≤ j ≤ N,

٠, این�صورت غیر ,در
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و

Ab =

{
Φj(xi), i = ١, ٢, ١ ≤ j ≤ N,

٠, این�صورت غیر ,در

به آن ماتریسی شکل شبکه�ای، نقاط از استفاده و مرزی شرایط هم�چنین و (٣) معادله�ی در (۴) رابطه�ی جایگذاری با حال
است: زیر صورت

Mλn = R M = A−Ad٢ +
٣k
٢
(B + C)− k(E +D)− k

٢
(F +G),

R = (Ad−Ad٢ +
٣k
٢
B)λn +Hn+١, (۶)

B = ((Ad.λn)٢ ∗Ad١), D = ((Ad٢.λ
n) ∗Ad١),

C = (٢(Ad.λn) ∗ (Ad١).λn) ∗Ad), F = ((Ad.λn) ∗ (Ad٣)),

E = ((Ad١)λ
n) ∗ (Ad٢), G = ((Ad٣.λ

n) ∗ (Ad)),

H = [gn+١
a , ٠, . . . , ٠, gn+١

b ],

Ad١ =

{
Φ′
j(xi), ٢ ≤ i ≤ N − ١, j = ١, . . . , N,

٠, این�صورت غیر ,در

Ad٢ =

{
Φ′
j(xi), ٢ ≤ i ≤ N − ١, j = ١, . . . , N,

٠, این�صورت غیر ,در

Ad٣ =

{
Φ′′
j (xi), ٢ ≤ i ≤ N − ١, j = ١, . . . , N,

٠, این�صورت غیر ,در

است. ماتریس نظیر سطر در بردار مولفه�ی ضرب معنی به ∗ که
عددی: نتایج

.L∞ = max١≤i≤N | u(i)دقیق − u(i)تقریبی | می�شود محاسبه زیر فرمول توسط خطا نهایت بی نرم
اولیه شرایط با u(x, t) = −٢sech٢ ١

٢(x − ٢t) صورت به �������C-H معادله�ی دقیق جواب می�دانیم که همان�طور
آورد. به�دست می�توان دقیق جواب از نیز را مرزی شرایط می�باشد. u(x, ٠) = −٢sech٢ ١

٢x

مقایسه متفاوتی kهای و N مقادیر ازای به آن دقیق جواب با مقاله این در شده پیشنهاد روش عددی نتایج جدول در
است. c = ٠٫ ٢ آن در که شده�اند

N = 51
k L∞ N L∞

0.01 2.263× 10−5 21 2.9× 10−2

0.001 5.162× 10−7 41 1.269× 10−6

0.0001 5.162× 10−7 61 2.264× 10−7

0.00001 5.162× 10−7 81 3.342× 10−4
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است. شده گزارش متفاوت Eهای ازای به خطا بینهایت نرم زیر جدول در

N = 61
c L∞

1 2.143× 10−7

2 4.358× 10−6

5 2.85× 10−1

10 3.012× 10−1
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خطی ولترای انتگرال معادلات حل برای مربعات کمترین تقریب روش
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چکیده

می�کند. معرفی را خطی ولترای انتگرال معادلات جواب از تقریبی آوردن بدست برای کارآمدی عددی روش مقاله این
n درجه جمله�ای چند این و شده گرفته نظر در n درجه چندجمله�ای یک صورت به انتگرال معادله جواب مقاله این در
مثال توسط مربعات، کمترین تقریب روش وکارایی دقت نهایت در می�شود. محاسبه مربعات کمترین تقریب روش به

است. شده داده نشان عددی

خطی فضای خطی، ولترای انتگرال معادلات مربعات، کمترین تقریب روش کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 45������D05

مقدمه ١

رو این از می�باشند، مهندسی و فیزیک کاربردی، ریاضیات چون، مختلفی زمینه�های در اصلی ابزار انتگرال معادلات
برای روشی معرفی دنبال به مقاله این در است. گرفته صورت آن کاربردهای و انتگرال معادلات بر وسیعی پژوهش�های

فرم: به خطی ولترای انتگرال معادله جواب تقریب

A(x)y(x) = f(x) + λ

∫ h(x)

a
κ(x, t)y(t)dt (١)

هستند. ,aثابت bو [a, b] بازه روی معلوم ,h(x)،A(x)،κ(xوf(x)توابعی t) آن در که هستیم
صورت به انتگرال هسته κ(x, t) براین علاوه ،λ ∈ Rو شده گرفته نظر در پیوسته تابعی y(x)

روش آدومیان، تجزیه روش چون، بسیاری عددی روشهای همچنین می�شود. گرفته نظر ,κ(xدر t) =
∑n

i=٠ Qi(x)Pi(t)

مقاله، این در اند[٣-١]. شده معرفی خطی ولترای انتگرال معادلات حل برای دیفرانسیل تبدیل روش و تیلور سری�های بسط
می�پردازیم. مربعات کمترین تقریب روش نام به دیگری عددی روش معرفی به

مربعات کمترین تقریب روش ٢

به را T (x, y(x)) عملگر ابتدا باشند. داشته را (١) معادله جواب منحصربفردی و وجود شرط κ(x, t) کنیدA(x)و فرض
فرم:

T (x, y(x)) = A(x)y(x)− f(x)− λ

∫ h(x)

a
κ(x, t)y(t)dt (٢)

*سخنران
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بازه�ی روی خطی مستقل توابع φ٠(x), φ١(x), . . . , φn(x) مثبت، صحیح های n برای کنید فرض می�کنیم. تعریف
,(x)φ٠}باشد. φ١(x), . . . , φn(x)} توسط شده تولید خطی فضای Φn و [a, b]

که طوری به دارند، وجود c٠, c١, . . . , cn ضرایب بنابراین ، yn(x) ∈ Φn کنید فرض

yn(x) =

n∑
i=٠

ciφi(x) (٣)

داشت: خواهیم ٢ رابطه در ٣ جایگذاری با

T (x, yn(x)) = A(x)yn(x)− f(x)− λ

∫ h(x)

a
κ(x, t)yn(t)dt

=

n∑
i=٠

ci.[A(x)φi(x)− λ

∫ h(x)

a
κ(x, t)φi(t)dt]− f(x) (۴)

=

n∑
i=٠

ciαi(x)− f(x)

xباقیمانده ∈ [a, b] هر ازای به و αi(x) = A(x)φi(x)− λ
∫ h(x)
a κ(x, t)φi(t)dt ،i = ٠, ١, . . . , n ازای به که

صورت، به

Rn(x) = T (x, yn(x))− T (x, y(x))

= A(x)(yn(x)− y(x))− λ

∫ h(x)

a
κ(x, t)(yn(t)− y(t))dt

است. تعریف قابل

limn→∞ yn(x) = آنگاه limn→∞Rn(x) = ٠ اگر و y(x) = yn(x) آنگاه Rn(x) = ٠ اگر .١.٢ ملاحظه
.y(x)

اگر و ، (١) معادله دقیق جواب yn(x) آنگاه، Rn(x) = ٠ اگر x ∈ [a, b] هر ازای به .٢.٢ ملاحظه
است. (١) معادله دقیق جواب به همگرا yn(x) آنگاه limn→∞Rn(x) = ٠

کنید: فرض ادامه در

I(c٠, c١, . . . , cn) =

∫ h(x)

a
T ٢(x, yn(x))dx (۵)

شرط شد، خواهد محقق I سازی مینیمم با هدف این است. c٠, c١, . . . cn حقیقی ضرایب کردن پیدا قسمت این در هدف
که: است این Iسازی مینیمم برای لازم

∂I

∂ci
= ٠
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داریم: رابطه(۵) از i = ٠, ١, . . . , n هر برای

∂I

∂ci
= ٢

∫ b

a
T (x, yn(x)) .

∂T (x, yn(x))

∂ci
dx

= ٢
∫ b

a
{

n∑
j=٠

[A(x)φj(x)− λ

∫ h(x)

a
κ(x, t)φj(t) dt] .cj − f(x)}

[A(x)φi(x)− λ

∫ h(x)

a
κ(x, t)φi(t) dt] dx

= ٢[
∫ b

a

n∑
j=٠

cj αj(x).αidx−
∫ b

a
f(x)αi(x) dx]

= ٠

iداریم: = ٠, ١, . . . , n برای بنابراین

n∑
i=٠

cj

∫ b

a
αj(x) . αi(x) dx =

∫ b

a
f(x)αi(x) dx (۶)

داشت: خواهیم را زیر مجهولی (n+ ١) معادله (n+ ١) دستگاه yn آوردن بدست برای حال

Gn . C = F (٧)

،i, j = ٠, ١, . . . , nهر برای Gij =
∫ b
a αj(x) . αi(x) dx طوریکه، به Gn = [Gij ]n×n آن در که

،i = ٠, ١, . . . , n هر برای که F = [F٠, F١, . . . , Fn]
T و C = [c٠, c١, . . . , cn]

T

Fi =

∫ b

a
f(x)αi(x) dx.

خطا و همگرایی ٣

اگر باشند. (١) رابطه جواب تقریب yn(x) و [a, b] روی شده تعریف دقیق جواب یک y(x)کنید فرض [۴] .١.٣ قضیه
آنگاه ،limn→∞ Pn(x) = y(x)،∀x ∈ [a, b]طوریکه به ai ∈ R و ∃Pn(x) =

∑n
i=٠ aix

i

lim
n→∞

∫ b

a
T ٢(x, yn(x)) dx = ٠

به enکه طوری به δn ≈ [
∫ b
a e٢n(x) dx]

١
٢ آن، در که می�کنیم محاسبه δn از استفاده با را خطا مقاله این در .٢.٣ گزاره

فرم:

en(x) = y(x)− yn(x)

می�شود. تعریف

درجه از چندجمله�ای Φnتوابع = span{φ٠(x), φ١(x), . . . , φn(x)} کنید فرض محاسبات، راحتی برای همچنین
باشند. n
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عددی نتیجه ۴

بگیرید: نظر در را زیر خطی ولترای انتگرال معادله

y(x) = f(x) +

∫ x

٠
(x− t) y(t) dt f(x) = ١− x− x٢

٢

x = ٠٫ ۵ برای مثال عنوان به است. y(x) = (١ − sinh(x)) x ∈ [٠, هر[١ برای انتگرال، معادله دقیق جواب که
است. شده آورده جدول١ در خطا مقادیر

عددی مثال برای خطا مقایسه :١ جدول

n δn
۶ ١٫ ۶٩e− ٨
٧ ٢٫ ۴۶e− ١٠
٨ ١٫ ۴٧e− ١١

گیری نتیجه

انتگرال معادله جواب آن در که است. خطی ولترای انتگرال معادلات حل برای کارآمدی عددی روش مربعات کمترین روش
روش که می�دهد نشان عددی مثال می�شود. حل مربعات کمترین تقریب روش به و شده گرفته نظر در چندجمله�ای فرم به

باشد. ولترا انتگرال معادله جواب تقریب محاسبه برای قدرتمند روش یک می�تواند پیشنهادی
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از مستقل پاره ای مشتق معادله های حل برای تقریبی خاص جواب های روش
۴ مرتبه زمان

عبدوس مهرنوش
تفرش دانشگاه

چکیده

از روش این در است. MAPS تقریبی خاص جواب های روش پاره ای، مشتق با معادله حل روش هابرای از یکی
عنوان به چپ طرف در لاپلاس عملگر جواب، پردازش در می شود. استفاده ومخروطی چندمربعی شعاعی پایه ای توابع
یک روش که است آن روش این مزیت می شود. برده راست سمت به جمله ها بقیه می شود. داشته نگه اصلی عملگر
انواع برای ویژه جواب بسته فرم جدید، روش در است. آن از ناشی مشکل های و شبکه از بی نیاز همچنین و مرحله ای

. است آسان و دقیق بسیار پیاده سازی در جدید روش می آید. دست به آسانی به شعاعی پایه ای توابع مختلف

بیضوی پاره ای مشتق معادله خاص، جواب ازشبکه، بی نیاز روش شعاعی، پایه تابع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

دهه ی سه در مسأله این بر غلبه برای است. مناسب شبکه ی یک تولید مهندسی، مسائل در بزرگ و مهم چالش های از یکی
گسسته سازی برای شبکه یک تولید ایده ی که شده اند ارائه شبکه از بی نیاز روش های به معروف عددی کار راه تعدادی گذشته
و شده ترین شناخته  از یکی دارند، گوناگونی انواع روش ها این انداخته اند. دور به موارد برخی در را حاکم PDE مکانی
(RBFs) شعاعی پایه ای توابع از استفاده گذشته دهه سه در است. شعاعی پایه ای توابع روش روش ها، این پرکاربردترین
در شعاعی پایه توابع کاربرد است. یافته افزایش چشمگیری طور به مختلف، علوم در شبکه بندی، بدون روش یک عنوان به
قبیل از دیگری زمینه های در روش این زمان گذشت با البته و است بوده هواشناسی علم و نقشه کشی ژئوفیزیک، نقشه برداری،
کاربرده به بهینه سازی آمارو سیگنال، پردازش نظریه عصبی، شبکه های یادگیری، نظریه مصنوعی، هوش ها، PDE عددی حل
به زمین شناسی توسط ١٩۶٨ درسال که MQ اختصار به یا چندمربعی روش تعمیم واقع در شعاعی پایه توابع روش شدند.
PDEها حل برای شبکه از بی نیاز روش یک عنوان به RBFs شعاعی پایه ای توابع از استفاده . است شده ارایه هاردی نام
زمینه ی در شعاعی پایه ای توابع برخی این بر علاوه و است فضا بعد از مستقل و شبکه از بی نیاز روش این دارد، مزیت هایی
و تقریبی خاص جواب های روش الگوریتم مقاله اول دربخش .[۴] دارند طیفی همگرایی مرتبه ی پراکنده داده های درونیابی

می گردد. جمع بندی نتیجه گیری ودرنهایت اصلی نتایج با همراه مسئله یک دوم دربخش

MAPS روش ١:الگوریتم بخش

بگیرید: نظر در دو بعد در را چهار مرتبه بیضوی پاره ای مشتق های با معادله

∆٢u(x, y)+α(x, y)
∂u(x, y)

∂x
+β(x, y)

∂u(x, y)

∂y
+γ(x, y)u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω (١)
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دیریکله مرزی شرط با

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω (٢)

لاپلاس مرزی شرط یا

∆u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω (٣)

نیومن مرزی شرط و

∂u(x, y)

∂n
= h١(x, y).n, (x, y) ∈ ∂Ω (۴)

صورت به (١) رابطه ی چهار مرتبه PDE برای و

∆٢u(x, y) = R(x, y, u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
), (x, y) ∈ Ω

که طوری به شوند بازنویسی

R(x, y, u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = −α(x, y)

∂u(x, y)

∂x
− β(x, y)

∂u(x, y)

∂y
− γ(x, y)u(x, y) + f(x, y).

خاص جواب های روش در اصلی ایده ی می شود زده تقریب زیر شکل به دقیق جواب ویژه، جواب آوردن دست به از پس
: است شعاعی پایه توابع از خطی ترکیب یک توسط u جواب تقریب تقریبی،

(۵)

û(x, y) =

n∑
j=١

ajΦ(rj), ∆Φ(r) = ϕ(r), ϕj(r) =
√

r٢
j + c٢, rj =

√
(x− xj)٢ + (y − yj)٢,

دستگاه (۵) به توجه با است. بهینه شکل پارامتر c شوند. آورده دست به باید که هستند مجهولی ضریب های {aj}nj=١ و
می شود نوشته زیر صورت به (٣) ، (٢) ، (١) معادله های

n∑
j=١

aj(∆
٢ϕj + α

∂Φj

∂x
+ β

∂Φj

∂y
+ γΦj)(ri) = f(xi, yi), i = ١, ٢, ..., ni

n∑
j=١

ajΦj(ri) = g(xi, yi), i = ni + ١, ..., n

n∑
j=١

aj∆Φj(ri) = h١(xi, yi), i = ni + ١, ..., n.

(۶)

نوشت: زیر صورت به را فوق معادله های می توان خلاصه تر به طور +٢ϕ∆و α∂Φ
∂x + β ∂Φ

∂y + γΦ

Φ
∆Φ

 a =

 f
g
h١

 (٧)
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مسئله محاسباتی دامنه ی :١ شکل

خطی دستگاه یک با می تواند (۴) برای یعنی نیومن مرزی شرط با دوهمساز مشتق عملگر برای بالا مراحل نوشت. می توان
شود داده نشان زیر شکل به

n∑
j=١

aj(ϕj + α
∂Φj

∂x
+ β

∂Φj

∂y
+ γΦj)(ri) = f(xi, yi), i = ١, ٢, ..., ni

n∑
j=١

ajΦj(ri) = g(xi, yi), i = ni + ١, ..., n

n∑
j=١

aj
∂Φj

∂n
= h١(xi, yi).n, i = ni + ١, ..., n

(٨)

می شوند. آورده دست به {aj}nj=١ ، (٩) دستگاه حل با +ϕو αΦx + βΦy + γΦ
Φ
∂Φ
∂n

 a =

 f
g

h١.n

 . (٩)

می شود. اضافه دیگر بلوک یک (٩) دستگاه ماتریس به حالت این در شد بیان آنچه به توجه با

بخش٢:مسئله

پاره ای مشتق های با معادله -١

k∆٢u(x, y) + x٢y٣u(x, y) + ycos(y)
∂u

∂x
(x, y) + sinh(x)

∂u

∂y
= f(x, y), (x, y) ∈ Ω
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دیریکله مرزی شرایط با

u(x, y) = sin(πx)cosh(y)− cos(πx)sinh(y), (x, y) ∈ ∂Ω

(نیومن) نرمال مرزی وشرایط
∂u

∂n
(x, y) = g(x, y).n, (x, y) ∈ ∂Ω.

است. شده آورده زیر جدول در نرمال مرزی شرایط برای RMSEx و RMSE خطاهای بگیرید نظر در را

k c RMSE RMSEx
٠ · ٠٠١ ٢ · ۶٨ ١ · ٨۴E − ٠۶ ٣ · ٣٨E − ٠۴
٠ · ٠١ ٢ · ٠۵ ٧ · ٣۵E − ٠۶ ١ · ۶٠E − ٠٣
٠ · ١ ٢ · ١۶ ١ · ١۶E − ٠٧ ٩ · ٨١E − ٠۵

١ ١ · ٠۵ ۵ · ۵۶E − ٠۶ ١ · ۶۴E − ٠٢
١٠ ١ · ١٧ ١ · ۵٩E − ٠۶ ٢ · ۴٠E − ٠٣
١٠٠ ١ · ٠٧ ١ · ۶۵E − ٠۵ ۶ · ٧٠E − ٠٣

١, ٠٠٠ ٠ · ۶۵ ١ · ١۴E − ٠۵ ٣ · ٧٧E − ٠٢

مختلف k برای ترتیب به RMSEx و RMSE ، MQ از بهینه پارامتر شکل :١ جدول

نتیجه گیری

است. بسیارکم شبکه بندی روش های دیگر به نسبت پیاده سازی حجم و ندارد را شبکه بندی از ناشی مشکلات جدید روش
تفاضل مختلف مقادیر برای یافته گسترش روش ولی است. سخت خیلی عددی شبیه سازی برای کوچک k عموما، براین علاوه
همچنین پایدارتراست. k مقادیر از بزرگی گروه برای یافته گسترش شبکه از بی نیاز طرح رو این از می کند. ارائه را کمتری

می کند. ارائه نیز چهار مرتبه ی برای خوبی نتایج یافته گسترش روش
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هذلولوی بقای قوانین برای گاوس-رادو نقاط با ناپیوسته گالرکین روش

دزفولی دالیله هدی
سهند صنعتی دانشگاه

فرضی* جواد
سهند صنعتی دانشگاه

چکیده

بقای قوانین از حاصل هذلولوی معادلات برای گاوس-رادو نقاط بر مبتنی ناپیوسته گالرکین روش مقاله این در
متفاوت تصویر عملگر سه توان می ناپیوسته، گالرکین روش از مکان سازی گسسته برای شود. می مطرح هذلولوی
نتایج شود. می استفاده قوی پایداری حافظ سوم مرتبه کوتای رونگه روش از زمان سازی گسسته برای و کرد تعریف

است. شده ارائه خطی بقای قوانین حالت برای عددی

گاوس-رادو نقاط بقا، قوانین ناپیوسته، گالرکین روش کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65M60

مقدمه ١

شد[١]. مطرح نوترون خطی انتقال برای ١٩٧٣ سال ٢در هیل ١و ریید توسط بار اولین برای ناپیوسته گالرکین های روش
در خطایی تخمین و گرفت صورت ۴ پیتکارانتا و ٣ جانسون توسط اسکالر خطی هذلولوی معادله برای ها روش این مطالعه
مقالات از سری یک در را کوتا رونگه ناپیوسته گالرکین های روش همکارانش و ۵ کوکبورن ادامه در دادند[٢]. ارائه نرمLpنیز
پایه از استفاده خطا، تخمین همگرایی، نرخ مطالعه برای زیادی کارهای کردند. ارائه و بررسی غیرخطی هذلولوی بقای قوانین
توسعه ای نقطه ناپیوسته گالرکین عنوان تحت محور نقطه های پایه و پایه) (توابع مد بر مبتنی های پایه جمله از مختلف های
گالرکین کتاب به توان می زمینه این در اصلی مراجع جمله .از است[٣] شده اشاره ها آن از بخشی به مراجع در که کرد پیدا
است شده پرداخته نیز ها روش این سازی پیاده ی نحوه به مفصل بطور که کرد ٧اشاره واربورتون و ۶ هستاون ای نقطه ناپیوسته
غیرخطی بقای معادلات برای که ها روش .این کرد[۴،۵] ٩مراجعه شو ٨و کاردنیاداکیس ، کوکبورن کتاب به توان می نیز و
دیگر عبارت به کنند. نمی استفاده ها المان مرز در پیوستگی شرط از محدود اجزاء های روش خلاف بر هستند مناسب بسیار
فیزیکی مساله پایستگی خصوصیات و عددی پایداری حفظ برای و شود می گرفته نظر در ناپیوسته ها المان مرز در جواب
بالادست شار با گاوس-رادو نقاط با ناپیوسته گالرکین روش مقاله این در شود. می استفاده ها المان مرز در عددی شار از

راهنما *استاد
١Reed
٢Hill
٣Johnson
۴Pitkaranta
۵Cockburn
۶Jan S. Hesthaven
٧Tim Warburton
٨Karniadakis
٩Shu
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یانگ توسط نقاط این شود. می مطرح سوم مرتبه کوتای رونگه روش با بعدی یک اسکالر خطی هذلولوی بقای معادله ١٠برای

.[۶] اند گرفته قرار استفاده مورد معادلات این برای ناپیوسته گالرکین های روش سریع همگرایی اثبات ١١برای شو و

ناپیوسته گالرکین های روش ٢

مساله
ut + ux = ٠, (x, t) ∈ [٠, ٢π]× (٠, T ],
u(x, ٠) = u٠(x), x ∈ R,

شود: می افراز سلول N به Ω = [٠, ٢π] محاسباتی دامنه گیریم. می نظر در متناوب مرزی شرایط با را

٠ = x ١
٢
< x ٣

٢
< ... < xN+١

٢
= ٢π

: که
Ij = (xj− ١

٢
, xj+ ١

٢
) , xj =

١
٢
(xj− ١

٢
+ xj+ ١

٢
)

hmax = maxjhj , hmin = minjhj و دهیم می نشان h با را سلول هر طول هستند. ام j سلول مرکز و سلول ترتیب به
محدود اجزاء فضای ناپیوسته گالرکین روش بندی فرمول برای هستند. ها سلول بزرگترین و کوچکترین طول ترتیب به

Vh =
{
ν : ν|Ij ∈ P k(Ij) , j = ١, ..., N

}
آن بر علاوه دهد. می نشان را Ij سلول در k مرتبه از حداکثر در های ای چندجمله فضای P k(Ij)آن در که کنیم می تعریف

گیریم: می نظر در را زیر سوبولف فضای

H١
h =

{
ϕ : ϕ|Ij ∈ H١(Ij) ∀j

}
.

باشیم: داشته که کند می محاسبه چنان زیر رابطه از را uh ∈ Vh تابع بالادست شار با ناپیوسته گالرکین روش

((uh)t, νh)j = (uh, (νh)x)j − u−h ν−h
∣∣
j+ ١

٢
+ u−h ν+h

∣∣
j− ١

٢
, νh ∈ Vh

ν+h مشابه طور به است. xj+ ١
٢
در νh تابع چپ حد ی نشاندهنده ν−h

∣∣
j+ ١

٢
= νh(x

−
j+ ١

٢
و( (w, ν)j =

∫
Ij

w ν dx

نوشت: زیر صورت به را باشد می Vh در u گاوس-رادو تصویر که P−u توان kمی ≥ ١ برای شود. می تعریف هم

(P−(u), ν)j = (u, ν)j ∀ ν ∈ P k−١(Ij) , P−(u)(x
−
j+ ١

٢
) = u(x−

j+ ١
٢
).

از: Ijعبارتست P+uروی گاوس-رادو تصویر همچنین

(P+(u), ν)j = (u, ν)j ∀ ν ∈ P k−١(Ij) , P+(u)(x
+

j− ١
٢
) = u(x+

j− ١
٢
).

از: عبارتست u تابع L٢ استاندارد تصویر همچنین ست. ها بازه انتهای در P+, P− تفاوت سلول هر در

(Pk(u), ν)j = (u, ν)j ∀ ν ∈ P k(Ij) .

باشد می تصویر خطای عملگر P⊥
h = I−Ph است[٧]. نزدیکتر دقیق، جواب به نسبت تصویرخاص، این با عددی جواب

شود[۶]. می ارائه سریع همگرایی و تصویرها دقت زیر های لم در است. Iعملگرهمانی و تصاویر سه از Phیکی که
١٠upwind
١١Yang Yang and Chi-Wang Shu
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: بطوریکه نیست hu به وابسته که دارد Cوجود مثبت ثابت سپس باشد. u(x) ∈ Ck+١(Ij) کنیم فرض .٢ . ١ ⊥P∥∥∥لم
h u

∥∥∥
Ij

≤ Chk+١
j |u|k+١,Ij ,

∥∥∥P⊥
h u

∥∥∥
∞,Ij

≤ Chk+١
j |u|∞,k+١,Ij .

آنگاه باشد، Ij سلول در رادو نقاط xj و u(x) ∈ Ck+٢(Ij) کنیم فرض .٢ . ٢ لم

|(u− P−u)(xj)| ≤ Chk+٢
j |u|k+٢,∞,Ij

.

آنگاه باشد، کراندار تابعی u(x) کنیم فرض .٢ . ٣ لم

∥Phu∥∞,Ij
≤ C∥u∥∞,Ij

,
∥∥∥P⊥

h u
∥∥∥
∞,Ij

≤ C∥u∥∞,Ij
.

زمان سازی گسسته ٣

شود: می استفاده قوی پایداری حافظ کوتای رونگه روش از زمان سازی گسسته برای

u(١) = un +∆tL(un),

u(٢) = ٣
۴u

n + ١
۴u

(١) + ١
۴∆tL(u(١)),

u(n+١) = ١
٣u

n + ٢
٣u

(٢) + ٢
٣∆tL(u(٢)),

از استفاده لذا، باشد. می قوی پایداری حافظ دیگر عبارت به یا (TV D) کاهشی کلی تغییرات خاصیت دارای روش این
کند[٨]. می جلوگیری شوند ظاهر جواب در است ممکن غیرفیزیکی صورت به که احتمالی نوسانات از روش این

عددی نتایج ۴

گیریم: می نظر در را متناوب مرزی شرایط با زیر مرزی اولیه مقدار مسئله عددی نتایج نمایش برای .١ . ۴ ,٠=ut+uxمثال

u(x,٠)=esin(x),

u(٠,t)=u(٢π,t).

(١)

است. شده ارائه جدول ١در و −١
٣ گاوس-رادو نقاط از استفاده با جواب

شود. می استفاده اول مرتبه ای چندجمله از که هنگامی (١) برای گاوس-رادو نقاط در خطا :١ جدول

N h خطا
۵٠ ٠٫ ١٢۵٧ ١٫ ١٠E − ٠٣
١٠٠ ٠٫ ٠۶٢٨ ٢٫ ۶١۶٣E − ٠۴
٢٠٠ ٠٫ ٠٣١۴ ۶٫ ٢۶٨٩E − ٠۵
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N = ١٠٠ برای گاوس-رادو نقاط در (١) عددی جواب تخمین :١ شکل
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برمشتق مبتنی کاتس – نیوتن گیری انتگرال عددی های روش

عزیزی شهریار سید
ارومیه صنعتی دانشگاه

حقیقی* رضا احمد
ارومیه صنعتی دانشگاه ریاضی گروه

چکیده

بدست مشتق از استفاده با جدیدی های فرمول و قواعد ، کاتس - نیوتن گیری انتگرال روش برای مقاله این در
مشتق مقدار و تابع مقدار از روش این در هستند. کاتس – نیوتن استاندارد های فرمول از تر دقیق بسیار که آید می

٢n+٢ تا را دقت ی درجه بازه نقاط تمام در اول مشتق از استفاده شود. می استفاده یکنواخت ی بازه روی تابع
و بالایی روش بین دقت نظر از بازه) انتهای و (ابتدا بازه پایانی درنقاط فقط اول مشتق از دهد؛استفاده می افزایش
است؛ برخوردار بالاتری دقت ی درجه از بالاتر مراتب مشتق از استفاده گیرد. می قرار کاتس – نیوتن استاندارد روش

. شود کمتر معینی حد از خطا مقدار تا است لازم محاسبه تعداد چه دهیم می نشان بامثالی انتها در

مشتق٢ بر ومبتنی ١ پایانی ،نقاط بسته کاتس – نیوتن ، عددی انتگرال کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65D30, 65D32

مقدمه ١

است: زیر صورت به کلی گیری انتگرال ∫فرمول b

a
f(x)dx ≈

n∑
i=٠

wif(xi) (١)

باید که هستند مجهولات wiها و هستند [a, b] ی بازه روی گیری انتگرال مشخص نقطه n + ١ ،x٠, x١, ..., xn که
xiبه = a + ih : داریم باشند شده توزیع بازه روی یکنواخت طور به گیری انتگرال نقاط که این فرض گردند.با تعیین

این برای دقت بیشترین به توان می (١) فرمول در ها wiبرای ها مقدار بهترین آوردن بدست h.با =
b− a

n
که طوری

جمله یک برای (١) فرمول بگیریم نظر در که است این wiها تعیین برای روش ترین یافت.مرسوم دست ها فرمول گونه
دستگاه یک

∑
بسط و x٠, x١, ..., xpبرای (١) فرمول نوشتن با صورت این باشد،در دقیق xk(k = ٠, ١, ..., p) ای

مختلف های nازای به نیوتن-کاتس فرمول و شوند می تعیین ها wiدستگاه این حل با داریم،که pمجهول + ١ با معادلات
است.[١] شده ذکر نمونه چند زیر .در آید می دست به

داریم: n = ١ ازای به و n = pفرض با
ذوزنقه: ∫قاعده x١

x٠
f(x)dx =

h

٢
(f(x٠) + f(x١))−

h٣

١٢
f pp(ξ), ξ ∈ (x٠, x١)

*سخنران

endpoient١

Derivative-based٢
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داریم: را سیمپسون ی nقاعده = ٢ ازای به

∫ x٢
x٠

f(x)dx =
h

٣
(f(x٠) + ۴f(x١) + f(x٢))−

h۵

٩٠
f (۴)(ξ), ξ ∈ (x٠, x٢)

داریم: را سیمپسون
٣
٨
ی قاعده n = ازای٣ ∫به x٣

x٠
f(x)dx =

٣h
٨
(f(x٠) + ٣f(x١) + ٣f(x٢) + f(x٣))−

٣h۵

٨٠
f (۴)(ξ), ξ ∈ (x٠, x٣)

با مقایسه در ها فرمول این گردند. می تعیین ریاضی افزارهای نرم از استفاده با بزرگ های n برای ها فرمول این
تعیین باید گاوس روش در که پارامترهایی برخوردارند.ولی کمتری دقت از لژاندر) گاوس- مثلا) گاوس گیری انتگرال روش
مجهول نیز ها xi ، ها wi بر علاوه گاوس گیری انتگرال روش در چون است، کاتس – نیوتن روش دوبرابر ،تقریباً شود
اخیرتوسط دهه در که است کارهایی مشابه رفته کار به مجهولات تعیین ویا ضرایب تعیین برای که روشی درهرصورت هستند؛
گاوس گیری انتگرال ، [٢] لژاندر – گاوس کوادراتور در روش این کارگیری به مانند است؛ شده انجام سایرین و دکتردهقان

. [۴] بسته کاتس – نیوتن گیری انتگرال ، [٣] –چبیشف
مورد متفاوت بخش سه در هستندکه تری دقیق های روش ها این برمشتق مبتنی بسته کاتس – نیوتن گیری انتگرال
بازه، درنقاط تابع مقدار برتعیین علاوه روش دراین : بازه نقاط تمام در اول مشتق از استفاده الف) دهیم: می قرار بررسی
پایه کاتس – نیوتن فرمول به نسبت تری دقیق فرمول کار این کنیم؛با می تعیین بازه نقاط تمام در را تابع اول مشتق مقدار

نوشت:[١] زیر صورت به تقریبی طور به را انتگرال مقدار توان می حالت دراین آید. می بدست

∫ xn

x٠

f(x)dx ≈
n∑

i=٠
aif(xi) +

n∑
i=٠

bif
′
(xi).h (٢)

که این وفرض f(x) جای به xk کردن جایگزین با کار این برای است؛ ها bi و aiها برای مقادیر بهترین پیداکردن هدف
این حل با که شود می تشکیل ای معادله ٢n+ ٢ دستگاه یک است، دقیق k = ٢n+ ١ تا k = ٠ ازای به (٢) فرمول

شوند. می تعیین ضرایب دستگاه

: داریم یعنی آید، می بدست فته یا تصحیح ی ذوزنقه ی قاعده n=١ ازای ∫به x١

x٠

f(x)dx =
h

٢
(f(x٠) + f(x١)) +

h٢

١٢
(f

′
(x٠)− f

′
(x١)) +

h۵

٧٢٠
f (۴)(ξ), ξ ∈ (x٠, x١)

آید: می بدست زیر فرمول n=٢ ازای ∫به x٢

x٠

f(x)dx =
h

١۵
(٧f(x٠) + ١۶f(x١) + ٧f(x٢)) +

h٢

١۵
(f

′
(x٠)− f

′
(x٢)) +

h٧

۴٧٢۵
f (۶)(ξ)

زیر فرمول n=٣ ازای به . بازه) وانتهای ابتدا (فقط است. لازم مشتق دو ی محاسبه فقط مرکب درحالت که است جالب
آید: می بدست

∫ x٣
x٠

f(x)dx =
h

٢٢۴
(٩٣f(x٠) + ٢۴٣f(x١) + ٢۴٣f(x٢) + ٩٣f(x٣))

+
h٢

١١٢٠
(۵٧f ′

(x٠)− ٨١f ′
(x١) + ٨١f ′

(x٢)− ۵٧f ′
(x٣)) +

٩h٩

٣١٣۶٠٠
f (٨)(ξ)
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که تفاوت بااین است، (الف) مانندقسمت روش این : بازه وانتهای ابتدا درنقاط فقط اول ازمشتق استفاده ب)
آن، تربودن ساده قبلی روش به نسبت روش این دهیم.مزیت می قرار استفاده مورد بازه وانتهای ابتدا درنقاط را مشتق فقط
نیوتن- روش به نسبت هنوز ولی است کمتر قبلی روش به نسبت روش این دقت هرچند است. مرکب درحالت مخصوصاً
ندارد تفاوتی هیچ قبلی باروش n=٢ و n=١ ازای به روش دراین آمده بدست های فرمول تراست.[۴] دقیق استاندارد کاتس

داریم: n=٣ ازای به و

∫ x٣
x٠

f(x)dx =
٣h
٨٠

(١٣f(x٠) + ٢٧f(x١) + ٢٧f(x٢) + ١٣f(x٣))

+
٣h٢

۴٠
(f

′
(x٠)− f

′
(x٣)) +

٩h٧

١١٢٠٠
f (۶)(ξ)

تنها ی بازه یک روی بالاتررا مرتبه مشتقات توان می روش دراین : تنها ی بازه یک بالاترروی مرتبه مشتقات ج)
برد: بکار زیر صورت ∫به x١

x٠

f(x)dx ≈
D∑
j=٠

(w٠jf
(j)(x٠) + w١jf

(j)(x١))

ازای به فرمول است. دقیق ٢D+١ ی درجه ی جمله چند تا طرح است.این بکاررفته مشتق ی مرتبه ماکزیمم D درآن که
صورت: به D=٢∫ x١

x٠

f(x)dx =
h

٢
(f(x٠)+f(x١))+

h٢

١٠
(f

′
(x٠)−f

′
(x١))+

h٣

١٢٠
(f

′′
(x٠)+f

′′
(x١))−

h٧

١٠٠٨٠٠
f (۶)(ξ)

است: زیر فرم به D=٣ ازای وبه

∫ x١
x٠

f(x)dx =
h

٢
(f(x٠) + f(x١)) +

٣h٢

٢٨
(f

′
(x٠)− f ′(x١))+

h٣

٨۴
(f

′′
(x٠) + f

′′
(x١)) +

h۴

١۶٨٠
(f

′′′
(x٠)− f

′′′
(x١)) +

h٩

٢۵۴٠١۶٠٠
f (٨)(ξ)

بالاتر مرتبه مشتقات ازروش استفاده با آمده بدست انتگرال مقدار که شود می مشخص مثال یک با (١) درجدول .١.١ نتیجه
همگراست. انتگرال جواب به سرعت به ،

های روش در ١٢−١٠ از کمتر خطای به رسیدن نیازبرای مورد ومشتق مقادیرتابع ی محاسبه تعداد (٢) درجدول .٢.١ نتیجه
است. آمده

∫ ٢
٠ e−x٢dx انتگرال برای کاتس – نیوتن مختلف

اصلی نتایج ٢

نقاط درتمام اول ی مرتبه مشتق از استفاده شامل که شد ارائه کاتس - نیوتن عددی گیری انتگرال فرمول از جدیدی نوع
(قسمت تنها ی بازه دریک بالاتر مرتبه مشتقات از واستفاده ب) (قسمت بازه انتهایی نقاط در فقط ، الف) بازه(قسمت
های بازه زیر تعداد n که است ٢n+٢ دقت ی درجه کنیم می استفاده بازه نقاط تمام در را اول مشتق وقتی باشد. ج)می
زوج n برای و n+٣ دقت ی درجه ، فرد n برای شود می استفاده بازه انتهایی نقاط در اول ازمشتق وقتی است؛ [a،b]
D).است ٢D+٢ دقت ی درجه ، کنیم می استفاده بازه یک در بالاتر مرتبه مشتقات از وقتی است. n+۴ دقت ی ،درجه
جدول در مثال یک با است. n+ استاندارد١ نیوتن-کاتس روش در دقت درجه دانیم می )ضمناً است مشتق ی مرتبه
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موارد تمامی به توجه شد.با داده نشان مختلف های روش در مشخص دقت یک به رسیدن برای نیاز مورد عملیات (٢)تعداد
نیوتن-کاتس گیری انتگرال روش از تر دقیق بسیار مشتق بر مبتنی نیوتن-کاتس گیری انتگرال روش که شد مشخص فوق

است. استاندارد

١ جدول

مشتق مرتبه
∫ ١
٠ e−x٢ = e− ١ ≈ ٠٫ ٧۴۶٨٢۴١٣٢٨١٢

٠
e+ ١
٢e

≈ ٠٫ ۶٨٣٩٣٩٧٢٠۵٨۶

١
٣e+ ۴
۶e

≈ ٠٫ ٧۴۵٢۵٢٩۶٠٧٨١

٢
٢٩e+ ۴٣

١٠e
≈ ٠٫ ٧۴۶٩٨٠٢۶۶١٧٣

٣
٢٠٠e+ ٣٠٩

۴٢٠e
≈ ٠٫ ٧۴۶٨۴۴۶٣۶۴٨١

٢ جدول

ها فرمول ها بازه تعداد تابع مقدار تعداد تابع مشتق مقدار تعداد کل تعداد
n = ذوزنقه١ قاعده ١١۵۴٧٠١ ١١۵۴٧٠٢ ٠ ١١۵۴٧٠٢

n = سیمپسون٢ قاعده ١٢١٠ ١٢١١ ٠ ١٢١١
n = ٣ سیمپسون ٣/٨ قاعده ١۴٨٢ ١۴٨٣ ٠ ١۴٨٣

n = اول١ مشتق بر مبتنی قاعده ٨۵۵ ٨۵۶ ٠ ٨۵٨
n = اول٢ مشتق بر مبتنی قاعده ١١٠ ١١١ ٢ ١١٣
n = اول٣ مشتق بر مبتنی قاعده ۴٢ ۴٣ ١٣٠ ٧٣

n = انتهایی٣ نقاط در مشتق بر مبتنی قاعده ١٢٩ ١٣٠ ٢ ١٣٢
D = ٢ بالاتر مرتبه مشتق بر مبتنی قاعده ٧۴ ٧۵ ٢ ١۵٢
D = بالاتر٣ مرتبه مشتق بر مبتنی قاعده ٢١ ٢٢ ٢ ۴٨
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زمانی تأخیر با مثبت کسری زمانی پیوسته خطی سیستم�های کنترل

طهرانی احسنی حجت
شاهرود دانشگاه

* سپهر مرضیه
شاهرود دانشگاه

چکیده

حالت پس�خورد از استفاده با تأخیر، با کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری و کنترل مقاله این در
دست به را می�دهد اختصاص سیستم به را صفر ویژه مقادیر که حالت پس�خورد ماتریس یک ما ابتدا در می�شود. بررسی
صفرهای که می�کنیم تعیین طوری را حالت پس�خورد افزوده ماتریس تشابهی، عملیات از استفاده با سپس و می�آوریم،

بگیرند. قرار مختلط صفحه چپ سمت در شده تعیین پیش از زاویه در بسته حلقه چندجمله�ای

پایداری کسری، زمانی، تأخیر حالت، پس�خورد ماتریس مثبت، خطی سیستم کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 93C05, 93D15

مقدمه ١

مثبت سیستم�های از نمونه�ای می�گیرند. نظر در نامنفی مقادیر با را خروجی و حالت ورودی، متغیرهای مثبت سیستم�های در
تعریف هواست. آلودگی و آب ستون�های تقطیر ستون حرارتی، مبدل�های شیمیایی، راکتورهای به مربوط صنعتی فرآیندهای
سیستم�های کاربردی برنامه�های از دیگر برخی شد. معرفی ١٩ قرن پایان در ریمان١ و لیوویل توسط کسری مشتق از اول
سیستم�های مفهوم است. شده مطرح [١] در تأخیر با کسری زمانی پیوسته سیستم�های پایداری یافت. [۵] در می�توان را کسری

شد. معرفی [٣] در کسری مثبت زمانی پیوسته خطی

تأخیر با مثبت کسری خطی سیستم�های پایداری ٢

بگیرید: نظر در زیر صورت به را ورودی و حالت در تأخیر q با کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم
dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

[Akx(t− dk) +Bku(t− dk)] ٠ < α ≤ ١ (١)

،Ak ∈ Rn×m
+ و هستند خروجی و ورودی حالت، بردارهای ترتیب به y(t) ∈ Rp

+ و u(t) ∈ Rm
+ ،x(t) ∈ Rn

+ آن در که
هستند. مثبت حقیقی ماتریس�های (k = ٠, ١, · · · , q) Bk ∈ Rn×m

+

*سخنران

١Liouville and Riemann
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تأخیر با مثبت سیستم [۴] .١.٢ قضیه
dαx(t)

dt
=

q∑
k=٠

Ak x(t− dk)

تأخیر بدون مثبت سیستم اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار

ẋ(t) = Ax(t), A =

q∑
k=٠

Ak ∈ Mn

باشد. مجانبی پایدار

سیستم�های پایداری بررسی به می�توان را تأخیر با مثبت سیستم�های مجانبی پایداری بررسی که می�گیریم نتیجه قضیه این از
داد. کاهش تأخیر بدون مثبت

حالت پس�خورد و ،rank (B) = m با (١) سیستم
u(t) = Kx(t) (٢)

داریم: (١) در (٢) رابطه جایگذاری با می�گیریم. نظر در را است K ∈ Rm×n که
dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

(Ak +BkK)(t− dk) ٠ < α ≤ ١ (٣)

.(Γ =
∑q

k=٠(Ak +BkK)) عبارتی به می�دهیم. نشان Γ با را بسته حلقه سیستم
تأخیر بدون مثبت سیستم اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (٣) تأخیر با مثبت سیستم

dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

(Ak +BkK)x(t), A =

q∑
k=١

Ak, B =

q∑
k=١

Bk

است. تأخیری مقادیر و تعداد از مستقل تأخیر، با مثبت زمانی پیوسته سیستم�های پایداری واقع در باشد. مجانبی پایدار
صورت به (٣) سیستم مشخصه چندجمله�ای

det[Ins
α − (A+BK)] = (sα)n + ān−١(s

α)n−١ + · · ·+ ā١s
α + ā٠ (۴)

جایگذاری با حال است،
λ = sα (۵)

داریم: (۴) رابطه در
det[Inλ− (A+BK)] = λn + ān−١λ

n−١ + · · ·+ ā١λ+ ā٠ (۶)

داریم: (۵) رابطه از arg λ = φ و arg s = ϕ فرض با حال
φ = αϕ (٧)

داریم. را زیر نتیجه φ = π
٢ ازای به (٧) و (۶) ، (۴) رابطه�های از

صفرهای آنگاه باشند، داشته قرار مختلط صفحه چپ سمت نیمه در (۴) مشخصه چندجمله�ای صفرهای اگر [۴] .٢.٢ نتیجه
می�شوند. واقع مختلط صفحه چپ سمت در ϕ = π

٢α مشخص زاویه٢ در (۶) مشخصه چندجمله�ای
٢Argoman
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تنها و اگر دارند قرار ϕ = π
٢α در (۴) مشخصه چند�جمله�ای صفرهای و است مثبت (٣) بسته حلقه سیستم [۴] .٣.٢ قضیه

قطری٣ ماتریس یک اگر
G = diag[λ١, λ٢ · · · , λn] , λk > ٠ , k = ١, ٢, · · · , n

کنند: صدق زیر شرایط در که باشند داشته وجود D ∈ Rm×n حقیقی ماتریس و

AG+BD ∈ Mn

(AG+BD)In < ٠

با: است برابر K حالت خورد پس ماتریس بنابراین و
K = DG−١

اصلی مسأله ٣

Λ(Γ) با که بسته حلقه سیستم ویژه) مقادیر (مجموعه طیف که طوری به هستیم K پس�خورد ماتریس دنبال به ما واقع در
است. مجانبی پایدار Γ که گوییم آنگاه بگیرد، قرار مختلط صفحه چپ سمت در ،ϕ = π

٢α زاویه در می�دهیم نشان
بگیرید: نظر در را زیر حالت انتقال

x(t) = T x̃(t)

روش این در آورد. دست به شد، داده شرح [٢] در که مقدماتی تشابهی عملیات با می�توان را T ماتریس که
Ã = T−١AT , B̃ = T−١B

می�شوند. تعریف زیر صورت به که هستند B و A ماتریس�های برداری همدم فرم

Ã =

[
G٠

In−m On−m×m

]
, B̃ =

[
B٠

On−m×m

]
باشند منظم (B,A) زوج کرونکر ناورداهای اگر است. مثلثی ماتریسm×mبالا یک B٠ ماتریسm×nو G٠یک که
In−m سطرهای از بعضی باشند نامنظم کرونکر ناورداهای اگر صورت این غیر در و ، [٢] هستند فوق فرم به B̃ و Ã آنگاه
برابر می�دهد اختصاص سیستم به را صفر ویژه مقادیر که (B̃, Ã) زوج برای حالت پس�خورد ماتریس می�شوند. پخش Ã از

با: است
u = −B−١

٠ G٠x̃ = F̃ x̃.

بسته حلقه ماتریس بنابراین می�شود. تعریف Fp = F̃ T−١ صورت به (B,A) زوج برای اولیه پس�خورد ماتریس نتیجه در
می�آید. دست به است صفر آن ویژه مقادیر همه که جردن فرم به Γ̃٠ = Ã+ B̃F̃ برداری همدم

،Dj هر که شود، تعریف D = diag[D١, D٢, · · · , Dk] صورت به قطری ماتریس یک D کنید فرض .١.٣ قضیه
صورت: به αj + iβj مختلط مزدوج ویژه مقادیر ازای به (j = ١, ٢, · · · , k)

Dj =

[
αj βj
−βj αj

]
باشد. Dj = [dj ] صورت به حقیقی ویژه مقادیر ازای به و

آنگاه می�کنیم، تبدیل Ãλ =

[
Gλ

In−m O

]
برداری همدم فرم به را آن و Aλ = Γ̃٠ + D می�کنیم تعریف حال

است. طیف در ویژه مقادیر حاصل، ماتریس ویژه مقادیر
٣Diagonal matrix
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را Γ̃ = Ã + B̃K̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر K̃ = B−١
٠ (−G٠ + Gλ) حالت پس�خورد ماتریس .٢.٣ قضیه

زیر صورت به βjو αj که کنیم فرض اگر می�دهد، قرار مختلط صفحه چپ سمت در ϕ = π
٢α شده تعیین پیش از زاویه در

شوند، انتخاب

αj = −k. random (٠, ١) + a, k ∈ N

βj = |αj − a| tan(θ). random (٠, ١)

می�کنیم: انتخاب زیر صورت به را dj شده، تعیین پیش از بخش در حقیقی ویژه مقادیر تخصیص هر برای و
dj = −k. random (٠, ١) + a k ∈ N

فرض Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} طیف در بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تعیین برای که باشید داشته توجه .٣.٣ ملاحظه
که: می�کنیم

Dj = λj , j = ١, ٢, · · · , n.

نتیجه�گیری ۴

مطرح حالت پس�خورد از استفاده با مختلط، صفحه از شده مشخص زاویه در ویژه مقادیر تخصیص برای روش یک اینجا در
از استفاده با می�توان که است این روش این مزیت است. امده دست به برداری همدم خواص طبق روش این است. شده
سیستم�های برای می�تواند روش این هم�چنین داد. انجام دیگر روش�های از ساده�تر بسیار را محاسبات مقدماتی تشابهی عملیات

شود. استفاده نیز بزرگ�تر مقیاس با زمانی گسسته خطی کنترل

مراجع

[1] M. Busłowicz, Stability of linear continuous-time fractional order systems with delays
of the retarded type, Bull. Pol. Acad. Sci. Techn, Vol. 56 (4), pp. 319-324, 2008 (a).

[2] S.M. Karbassi and D.J. Bell, Parametric time-optimal control of linear discrete-time
systems by state feedback-Part 1: Regular Kronecker invariants, International Journal
of Control, Vol. 57, pp. 817-830, 1993.

[3] T. Kaczorek, Fractional positive continuous-time linear systems and their reachability,
Int. J. Appl. Math. Comput. Sci, Vol. 18 (2), pp. 223-228, 2008 (c).

[4] T. Kaczorek, Stabilization of fractional positive continuous-time linear systems with
delays in sectors of left half complex plane by state-feedbacks, Poland, Vol. 39, 2010.

[5] D. Sierociuk, Estimation and control of discrete-time fractional systems described by
state equations, PhD thesis, Warsaw University of Technology, Warsaw (in Polish),
2007.

Marzie.sepehr68@gmail.com الکترونیکی: پست
hahsani@shahroodut.ac.ir الکترونیکی: پست

۴–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

زمانی تأخیر با مثبت کسری زمانی پیوسته خطی سیستم های کنترل پوستر

۵۵٨



منفرد اولیه مقدار مسأله برای سازی خطی و نوین آدومیان های روش مقایسه
لن-امدن

* دادخدا چاه محمدی جاسم
سبزواری حکیم دانشگاه

پرتانیان علی محمد
سبزواری حکیم دانشگاه

چکیده

آدومیان های روش با ناهمگن؛ و همگن خطی، غیر خطی، ١ لن-امدن منفرد اولیه مقدار مسأله حل مقاله این در
maple افزار نرم از استفاده و مثال یک ارائه با عددی روش به دهیم. می قرار بررسی مورد را سازی خطی و نوین
نوین آدومیان روش دقت و سرعت که داد خواهیم نشان سپس گردد. می مقایسه یکدیگر با ها؛ روش دقت و سرعت
دقت، و جزئیات با ای مقایسه چنین تاکنون که است این در حاضر مقاله ویژگی است. بیشتر دیگر روش به نسبت
بشمار ها الگوریتم و نویسی برنامه و مسائل حل در کاربردی و جدید کاری و نپذیرفته صورت مذکور های روش پیرامون

آید. می

سازی،همگرایی خطی روش نوین، آدومیان روش کلیدی: واژه های

مقدمه

در ای ستاره ساختار ی نظریه جمله (از بندی فرمول و سازی مدل با دانان فیزیک و دانان ریاضی توسط علمی تحقیقات اکثر
اولیه مقدار دیفرانسیل معادلات به ( [٢ ،١] ترمودینامیک جریان ی نظریه و دما هم ی گازها از کروی ای توده گرمایی رفتار
آدومیان روش در که دارند منفردی رفتار x = ٠ در که است لن-امدن معادله معادلات این جمله از گردد. می منجر منفرد
کار اساس ، [۵] سازی خطی روش در باشد. می است شده ارائه آدومیان توسط که همگرا سری فرم به جواب [۴ ،٣] نوین
در تحلیلی های جواب آوردن بدست برای و بوده وابسته و مستقل متغیر دو هر برای معمولی دیفرانسیل معادلات کردن خطی

ناهمگن خطی غیر منفرد اولیه مقدار مسأله مثال عنوان به باشند. می شده داده بازه در کلی های جواب و بازه زیر

y′′ +
٢
x
y′ + f(x, y) = g(x)

y(٠) = A, y′(٠) = B
٠ < x ≤ ١

(١)

مشتق مرتبه بالاترین به توجه با آدومیان روش در کلی طور به .[٣] دهیم می قرار بررسی مورد را هستند هایی ثابت Bو A که
دهیم. می ارائه عملگری مسأله در موجود

*سخنران

١Lane-Emden
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نوین روش به لن-امدن ی مسأله حل ١

بصورت را (١) ی معادله

Ly = −f(x, y) + g(x). (٢)

بر را L−١ و کرده تعریف L = x−٢ d

dx
(x٢ d

x
و( L−١ =

∫ x
٠ x−٢ ∫ x

٠ x٢dxdx بصورت L−١ و L عملگر و نوشته
داشت خواهیم و داده اثر (٢)

y(x) = A+ L−١g(x)− L−١f(x, y)
y(٠) = A

(٣)

بصورت را f(x, y) خطی غیر تابع و y(x) آدومیان، ی تجزیه روش به بنا

y(x) =
∞∑
n=٠

yn , f(x, y) =
∞∑
n=٠

An(y٠, y١, y٢, ..., yn). (۴)

آدومیان ی تجزیه روش براساس خاصی الگوریتم طبق بر و آدومیان های ای جمله چند ها An آن در که .[٣] کرده تعریف
داریم (٣) در (۴) کردن جایگزین از پس شوند. می ساخته بازگشتی بطور

∞∑
n=٠

yn = A+ L−١g(x)− L−١(

∞∑
n=٠

An(y٠, y١, y٢, ..., yn))

بازگشتی روابط و
y٠ = A+ L−١g(x)

yn+١ = −L−١(An)
n ≥ ٠

رابطه به توجه با f(x, y) خطی غیر تابع برای ها An که شد. خواهد نتیجه

An =
١
n!

dn

dλn
(F (

∞∑
n=٠

λnyn))

دهیم. می قرار صفر برابر را λ موجود، های مشتق محاسبه از پس شد. خواهد حاصل

سازی خطی روش به اولیه مقدار مسأله حل ٢

دهیم می قرار بگیرید نظر در را (١) ی اولیه مقدار }مسأله
y′′ = f(x, y, y′)
y(٠) = y٠ y′(٠) = y′٠

(۵)

بازه باشد. منفرد x = ٠ در است ممکن که باشد. می خطی غیر تابع f(x, y, y′) و وابسته متغیر y مستقل، متغیر x که
هر در توان می را f(x, y, y′) خطی غیر تابع .x٠ = و٠ کرده افراز (xn, xn+١] های بازه زیر به را (٠, L) نظر مورد ی
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حول تیلور سری بسط از ای جمله سه اولین با توان می را f آنگاه باشد؛ منفرد تابع f(x, y, y′) اگر کرد. خطی بازه زیر
آمد خواهد در زیر بصورت (۵) معادله تقریب پس .[۵] زد تقریب (xn, yn, y′n)

y′′ = fn +Hn(y − yn) +Gn(y
′ − y′n) + Ln(x− xn+١), xn < x ≤ xn+١

fn = f(xn, yn, y
′
n)

Hn =
∂f

∂y
(xn+١, yn, y

′
n)

Gn =
∂f

∂y′
(xn+١, yn, y

′
n)

Ln =
∂f

∂x
(xn+١, yn, y

′
n).

(۶)

Rn = (
Gn

٢
)+Hn > ٠ Hnو ̸= فرض٠ با است. تحلیلی جواب دارای (۶) در آمده بدست معمولی دیفرانسیل ی معادله

شود می نوشته زیر بصورت آن جواب
(٧)

y(t) = Anexp(λ
+(x−xn+١))+Bnexp(λ

−(x−xn+١))+Cn(x−xn+١)+Dn, xn < x ≤ xn+١

هستند. λ± =
Gn

٢
±
√
Rn, Cn = −Ln

Hn
, Dn = −GnCn+ fn−Hnyn−Gny

′
n بصورت Dn،Cn،λ±

n که

بصورت (٧) معادله از Bn و An های ثابت
An =

exp(λ+
n∆xn)

λ+
n − λ−

n
(y′n − Cn − λ−

n (Cn∆xn −Dn))

Bn =
exp(λ−

n∆xn)

λ+
n − λ−

n
(λ+

n (y
′ − Cn∆xn −Dn)− (y′n − Cn))

∆xn = xn+١ − xn

داشت خواهیم را زیر بازگشتی رابطه لذا آیند. می }بدست
yn+١ = An +Bn +Dn

y′n+١ = λ+
nAn + λ−

nBn + Cn.

بگیرید. نظر در را زیر خطی غیر همگن منفرد اولیه مقدار مسأله .٢ . ١ مثال y′′ +
٢
x
y′ + ۴(٢ey + e

y

٢ ) = ٠
y(٠) = ٠, y′(٠) = ٠.

(١) جدول در است. شده آورده (٢) و (١) جدول در آمده بدست نتایج و بررسی عددی نظر از را روش دو فوق مثال در
روش که آنجا از همچنین باشند. می مقایسه و بررسی قابل که است شده آورده روش دو هر برای ها جواب اختلاف و جواب
(٢) جدول در باشد. نمی جدول در مقایسه به نیازی لذا باشد. می واقعی جواب همان دقیقاً نظر مورد بازه در نوین آدومیان
صفر نظر مورد ی بازه در نوین آدومیان روش نسبی خطای است. شده محاسبه واقعی جواب به توجه با نسبی خطای و خطا
توجه با است. برخوردار بالاتری سرعت و کمتر خطای از سازی خطی روش با مقایسه در نوین آدومیان روش لذا باشد. می
نوین آدومیان روش در را جملات پنجم مرحله تا فقط لذا کرد اضافه مرحله هر در توان می را جملات اینکه و فوق روش به

ایم. نموده محاسبه پنجم مرحله تقریب تا را مقادیر سپس و آورده بدست
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ها جواب اختلاف و ها جواب :١ جدول

گره نوین آدومیان جواب سازی خطی جواب واقعی جواب ونوین سازی خطی اختلاف
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

٠٫٠١ −٠٫٠٠٠٢٠٠ −٠٫٠٠٠٣۴٠۶ −٠٫٠٠٠٢٠٠ ٠٫٠٠٠١۴١
٠٫٠٢ −٠٫٠٠٨٠٠ −٠٫٠٠٠٧٠٨ −٠٫٠٠٨٠٠ ٠٫٠٠٠٠٩٢
٠٫٠٣ −٠٫٠٠١٧٩٩ −٠٫٠٠١٠٧٧ −٠٫٠٠١٧٩٩ ٠٫٠٠٠٧٢٢
٠٫٠۴ −٠٫٠٠٣١٩٧ −٠٫٠٠١۴۶ −٠٫٠٠٣١٩٧ ٠٫٠٠١٧٣٨
٠٫٠۵ −٠٫٠٠۴٩٩۴ −٠٫٠٠١٨۴٧ −٠٫٠٠۴٩٩۴ ٠٫٠٠٣١۵٧
٠٫٠۶ −٠٫٠٠٧١٨٧ −٠٫٠٠٢٢٣۵ −٠٫٠٠٧١٨٧ ٠٫٠٠۴٩۵٢٠
٠٫٠٧ −٠٫٠٠٩٧٧۶ −٠٫٠٠٢۶٢٣ −٠٫٠٠٩٧٧۶ ٠٫٠٠٧١۵٣
٠٫٠٨ −٠٫٠١٢٧۵٩ −٠٫٠٠٣٠٠٩ −٠٫٠١٢٧۵٩ ٠٫٠٠٩٧۵٠
٠٫٠٩ −٠٫٠١۶١٣۵ −٠٫٠٠٣٣٩٢ −٠٫٠١۶١٣۵ ٠٫٠١٢٧۴٢
٠٫١ −٠٫٠١٩٩٠١ −٠٫٠٠٣٧٧٣ −٠٫٠١٩٩٠١ ٠٫٠١۶١٢٨

نسبی خطای و خطا :٢ جدول

گره نوین آدومیان خطای سازی خطی خطای واقعی جواب سازی خطی نسبی خطای نوین آدومیان نسبی خطای
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

٠٫٠١ ٠ ٠٫٠٠٠١۴١ −٠٫٠٠٠٢٠٠ ٠٫٧٠٢٩۶۶ ٠
٠٫٠٢ ٠ ٠٫٠٠٠٠٩٢ −٠٫٠٠٨٠٠ ٠٫١١۴٨٢٣ ٠
٠٫٠٣ ٠ ٠٫٠٠٠٧٢٣ −٠٫٠٠١٧٩٩ ٠٫۴٠١۶٢٠ ٠
٠٫٠۴ ٠ ٠٫٠٠١٧٣٨ −٠٫٠٠٣١٩٧ ٠٫۵۴۴٣٩١ ٠
٠٫٠۵ ٠ ٠٫٠٠٣١۵٧ −٠٫٠٠۴٩٩۴ ٠٫۶٣٠١٧٨ ٠
٠٫٠۶ ٠ ٠٫٠٠۴٩۵٢ −٠٫٠٠٧١٨٧ ٠٫۶٨٩٠٢٨ ٠
٠٫٠٧ ٠ ٠٫٠٠٧١۵٣ −٠٫٠٠٩٧٧۶ ٠٫٧٣١٧٢۴ ٠
٠٫٠٨ ٠ ٠٫٠٠٩٧۵٠ −٠٫٠١٢٧۵٩ ٠٫٧۶۴١٨٧ ٠
٠٫٠٩ ٠ ٠٫٠١٢٧۴٢ −٠٫٠١۶١٣۵ ٠٫٧٨٩٧۴٣ ٠
٠٫١ ٠ ٠٫٠١۶١٢٨ −٠٫٠١٩٩٠١ ٠٫٨١٠۴١٧ ٠

اصلی نتایج ٣

صفر تقریباً نوین آدومیان روش نسبی خطای چون دارد سریعی همگرایی و تر دقیق سازی خطی به نسبت نوین آدومیان روش
نشویم مواجه بزرگ های خطا با سازی خطی در اینکه جهت به را ٠٫٠١ گام طول ها yi محاسبه برای مقاله این در است.
و است ناچیز بسیار سازی خطی روش به نسبت نوین آدومیان روش در نسبی خطای که کنیم می ملاحظه ایم. گرفته نظر در
از دیگر یکی است. کمتر نوین آدومیان روش به نسبت سازی خطی روش همگرایی و سرعت که است این ای دهنده نشان

شد. خواهد واگرا روش این شوند انتخاب زیاد نقاط تعداد و بزرگ را گام طول اگر است این سازی خطی روش معایب
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معادلات حل برای شده اصلاح وآدومیان آدومیان های روش مقایسه
غیرخطی انتگرال-دیفرانسیل

صحرایی زهرا
سبزواری حکیم دانشگاه

پرتانیان* علی محمد
سبزواری حکیم دانشگاه

چکیده

وآدومیان آدومیان ی تجزیه روش غیرخطی؛بادو فردهلم-ولترای انتگرال-دیفرانسیل معادله حل روش مقاله این در
و سرعت matlab افزار نرم از استفاده و مثال یک ارائه با عددی روش به و داده قرار بررسی مورد را [١] شده اصلاح
یک ارائه با را درستی و اعتبار کنیم. می رابررسی دوروش دقت و سرعت سپس و مقایسه بایکدیگر را ها روش دقت
ی ومقایسه تجزیه باروش مثال یک حل تاکنون که است این در حاضر مقاله ویژگی دهیم. می قرار بررسی مورد مثال
باشد. می وسیع بطور ها الگوریتم و نویسی برنامه و مسائل حل در کاربردی و جدید کاری و نپذیرفته صورت ها، آن

شده اصلاح آدومیان آدومیان،روش فردهلم،روش ولترا،معادله ،معادله -دیفرانسیل انتگرال معادله کلیدی: واژه های

مقدمه

سیال اجسام ویسکودینامیک جمله بندی(از فرمول و سازی مدل با دانان فیزیک و دانان ریاضی توسط علمی تحقیقات اکثر
اصلی های ایده از ؛بااستفاده گردد می منجر ( فردهلم یا (ولترا انتگرال-دیفرانسیل معادلات فنر)،به کشسانی ی وقضیه

پردازیم: زیرمی غیرخطی ولترا-فردهلم انتگرال-دیفرانسیل ی معادله حل به [٢] در آدومیان

m∑
k=٠

pk(x)y
(k)(x) = f(x) + λ١

∫ x

a

r∑
i=٠

Ai(x, t)Fi(y(t)) dt+ λ٢

∫ b

a

s∑
j=٠

Bj(x, t)Gj(y(t)) dt (١)

y(l)(٠) = αl l = ٠, ١, ٢, . . . , k − ١ (٢)

وf(x)همگی (j = ٠, ١, . . . , s)،Bj(x, t)و(i = ٠, ١, . . . , r)، Ai(x, t)و (k = ٠, ١, ٢, . . . ,m)، pk(x) که
غیر باشدوFi(y(x))وGj(y(x))توابعی y(x)می مجهول تابع k-ام مرتبه مشتق ی دهنده اند.y(k)(x)نشان معلوم توابعی
عملگری مسأله در موجود مشتق مرتبه بالاترین به توجه با شده ح اصلا وآدومیان آدومیان روش در کلی طور به هستند. خطی

y(x)،به وجواب Gj(y(x)) و Fi(y(x)) خطی غیر (.)L−mوتوابع =
∫ x
٠ و(.) L

m =
dm

dxm
دهیم.عملگر می ارائه

y(x)فرض =
∑∞

n=٠ yn(x)وGj(y(x)) =
∑∞

n=٠(Dj)nوFi(y(x)) =
∑∞

n=٠(Ci)n سریهای صورت به ترتیب
جمله چند Enها Lmyکه =

∑∞
n=٠En اندوهمچنین آدومیان های ای n(Ci)وn(Dj)هاچندجمله درآن که شوند. می

*سخنران

١–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

غیرخطی انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل برای شده اصلاح وآدومیان آدومیان های روش مقایسه پوستر

۵۶٣



بطور [٣] آدومیان روش براساس خاصی الگوریتم طبق همگی y(x)اندکه تابع m-ام ی مرتبه مشتق به مربوط آدومیان ایهای
نوشت: توان می صورت این شوند.در می ساخته بازگشتی

Lmy = −١
pm(x)

∑m−١
k=٠ pk(x)L

m−١y + f(x)

+λ١
∫ x
a

∑r
i=٠ Ai(x, t)Fi(y(t)) dt+ λ٢

∫ b
a

∑s
j=٠Bj(x, t)Gj(y(t)) dt

(٣)

داریم: (٣) رابطه L−mروی عملگر دادن اثر با

y(x) =
∑m−١

l=٠ αl
١
l!x

l − L−m[ ١
pm(x)

∑m−١
k=٠ pk(x)L

m−١y] + L−mf(x)

+L−m[λ١
∫ x
a

∑r
i=٠Ai(x, t)Fi(y(t)) dt+ λ٢

∫ b
a

∑s
j=٠Bj(x, t)Gj(y(t)) dt]

(۴)

(۴) دررابطه فوق مفروضات ∞∑جایگزینی
n=٠ yn(x) =

∑m−١
l=٠ αl

١
l!x

l − L−m[ ١
pm(x)

∑m−١
k=٠ pk(x)

∑∞
n=٠En]

+L−mf(x) + L−m[λ١
∫ x
a

∑r
i=٠Ai(x, t)

∑∞
n=٠(Ci)n dt

+λ٢
∫ b
a

∑s
j=٠Bj(x, t)

∑∞
n=٠(Dj)n dt]

(۵)

کنیم: می معرفی را زیر بازگشتی ی رابطه yn(x)ها یافتن برای لذا

y٠(x) =
∑m−١

l=٠ αl
١
l!x

l + L−mf(x)

yk+١(x) = −L−m[ ١
pm(x)

∑m−١
k=٠ pkEk]

+L−m[λ١
∫ x
a

∑r
i=٠Ai(x, t)(Ci)k dt+ λ٢

∫ b
a

∑s
j=٠Bj(x, t)(Dj)k dt]; k ≥ ٠

(۶)

شد. ،ارائه غیرخطی(١) -دیفرانسیل انتگرال معادلات حل (۶)برای ،بارابطه آدومیان تجزیه روش بنابراین

شده اصلاح آدومیان ی تجزیه روش به خطی غیر انتگرال-دیفرانسیل معادله حل

راست سمت که باشد داشته وجود این امکان اگر کند،یعنی می اصلاح [۴] رابراساس آدومیان بازگشتی ی نیزرابطه روش این
حالی در کنیم می (x)y٠واگذار به را قسمت دو از یکی گاه ،آن کنیم تقسیم قسمت دو به (۶) درمعادله را y٠(x) ی رابطه
با که بازگشتی فرمول یک ما گردد.بنابراین می واگذار بعدی ی مرحله در y١(x) ی جمله به (۶) در y٠(x) دوم قسمت که

کنیم: می مشاهده زیر در را شد ساخته دیگری روش

y٠ = α٠

y١ =
∑m−١

l=١ αl
١
l!x

l + L−mf(x)

−L−m[λ١
∫ x
a

∑r
i=٠Ai(x, t)(Ci)٠ dt+ λ٢

∫ b
a

∑s
j=٠Bj(x, t)(Dj)٠ dt]

yk+١(x) = L−m[λ١
∫ x
a

∑r
i=٠Ai(x, t)(Ci)k dt+ λ٢

∫ b
a

∑s
j=٠Bj(x, t)(Dj)k dt]; k ≥ ١

(٧)

پیچیده ها آن حل که غیرخطی معادلات جواب ی باشد،محاسبه کمتری ی جمله تعداد شامل ،y٠(x) وقتی انتخاب بااین
جمله چند ی محاسبه در خصوص به ضروری غیر محاسبات ،از موارد بسیاری در شده اصلاح روش شود. ترمی است،راحت
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تمام ویا ( آدومیان ای جمله چند چندمین (مثلا شویم مجبور اوقات گاهی هم اگر علاوه کند؛به می ،اجتناب آدومیان ایهای
کاهش ای ملاحظه قابل طور به را ما عددی روش؛محاسبات ازاین ،استفاده دهیم قرار بررسی مورد را آدومیان ایهای جمله چند

: گیریم می درنظر را زیر خطی غیر ولترا-فردهلم -دیفرانسیل انتگرال ی معادله .١ مثال دهد. می

y′(x) + ٢xy(x) = f(x) +
∫ x
٠ (x+ t)y(٣)(t) dt+

∫ ١
٠(x− t)y(t) dt

f(x) = (−٢
٣ x+ ١

٩)e
٣x + (٢x+ ١)ex + (۴٣ − e)x+ ٨

٩

.y(٠) = ١ باشرط
است.در شده آورده (٢) و (١) جدول در آمده بدست نتایج که ایم کرده بررسی عددی نظر از را روش دو فوق درمثال
باشند.همچنین می مقایسه و بررسی قابل راحتی به و است شده آورده روش هردو برای ها جواب اختلاف و جواب (١) جدول
خطا (٢) درجدول باشد. نمی جدول در مقایسه به نیازی لذا [۵] باشد می واقعی جواب همان تیلردقیقاً سری روش که آنجا از
هر در توان می را جملات اینکه و فوق روش به توجه با است. شده آورده بدست واقعی جواب به توجه با نسبی خطای و

ها جواب اختلاف و ها جواب :١ جدول

اختلاف
گره آدومیان جواب شده اصلاح آدومیان جواب واقعی جواب وآدومیان واقعی جواب اختلاف شده واصلاح واقعی جواب اختلاف شده اصلاح وآدومیان آدومیان
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠٫١ ١٫١٢٠١۵ ١٫٠٩۵۶١ ١٫١٠۵١٧ ٠٫٠١۴٩٨ ٠٫٠٠٩۵۶ ٠٫٠٢۴۵۴
٠٫٢ ١٫٢٢٠٣۴ ١٫٢٠٨٢٢ ١٫٢٢١۴٠ ٠٫٠٠١٠۶ ٠٫٠١٣١٨ ٠٫٠١٢١٢
٠٫٣ ١٫٣۶٧٠٣ ١٫٣۴۴۶٨ ١٫٣۴٩٨۶ ٠٫٠١٧١٧ ٠٫٠٠۵١٨ ٠٫٠٢٢٣۵
٠٫۴ ١٫٨١۴٢٩ ١٫۵١٣٨۴ ١٫۴٩١٨٢ ٠٫٣٢٢۴٧ ٠٫٠٢٢٠٢ ٠٫٣٠٠۴۵

نسبی خطای و خطا :٢ جدول

گره آدومیان خطای شده اصلاح آدومیان خطای واقعی جواب آدومیان نسبی ی خطا شده اصلاح آدومیان نسبی خطای
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠٫١ ٠٫٠١۴٩٨ ٠٫٠٠٩۵۶ ١٫١٠۵١٧ ٠٫٠١٣۵۵ ٠٫٠٠٨۶۵
٠٫٢ ٠٫٠٠١٠۶ ٠٫٠١٣١٨ ١٫٢٢١۴٠ ٠٫٠٠٠٨۶ ٠٫٠١٠٧٩
٠٫٣ ٠٫٠١٧١٧ ٠٫٠٠۵١٨ ١٫٣۴٩٨۶ ٠٫٠١٢٧١ ٠٫٠٠٣٨٣
٠٫۴ ٠٫٣٢٢۴٧ ٠٫٠٢٢٠٢ ١٫۴٩١٨٢ ٠٫٢١۶١۵ ٠٫٠٠٢٧۶

نماییم. می محاسبه پنجم مرحله تقریب تا را مقادیر سپس و آورده بدست را جملات پنجم مرحله تا فقط لذا کرد اضافه مرحله

نتایج

جدول مقادیر ولی بوده کمتر آدومیان روش به نسبت شده اصلاح روش نسبی خطای ٠٫١ کوچک گام طول در اینکه به توجه با
افزایش آدومیان روش و کاهش شده اصلاح آدومیان روش نسبی خطای یابد افزایش گام طول اگر که است این ای دهنده نشان

است. کمتری سرعت و بیشتر خطای دارای شده اصلاح روش با مقایسه در آدومیان روش ؛لذا یافته
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انتگرال معادلات برای متوالی درونیابی�های اساس بر عددی روش یک
تابعی همرشتاین

تاری ابوالفضل
شاهد دانشگاه

زرین* فاطمه
شاهد دانشگاه

چکیده

پایداری و همگرایی و پیشنهاد تابعی همرشتاین انتگرال معادلات حل برای جدید عددی روش یک مقاله این در
ثابت�شده�است. روش عددی

درونیابی عددی، روش تابعی، همرشتاین انتگرال معادلات کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65R20, 45G99

مقدمه ١

روش�های نیستروم، نوع از روش�های پایه بر عموما موجود روش�های فردهلم، و همرشتاین انتگرال معادلات عددی حل برای
مقاله این در .[۴ ،٣ ،٢] می�باشد گلرکین روش�های و هم�مکانی مشهور روش شامل که است تصویری روش�های و تکراری

:[١] ارایه�می�دهیم زير دوم نوع تابعی همرشتاین انتگرال معادله حل برای جدید عددی روش یک

x(t) = g(t) +

∫ b

a
H(t, s).f(s, x(s), x(φ(s)))ds, t ∈ [a, b] (١)

و g و φ بالاخره و است ∀t ∈ [a, b] : φ ∈ [a, b] همچنین و بوده H : [a, b] × [a, b] نیز و a < b و a, b ∈ R که
پیوسته�اند. H

درونیابی و ذوزنقه�ای کوادراتیک قواعد با را ثابت نقطه تکنیک که می�سازیم مذکور معادله برای جدید عددی روش یک اینجا در
اثبات�می�شود. لیپ�شیتز، شرایط از استفاده با تنها روش عددی پایداری و همگرایی ترکیب�می�کند. طبیعی مکعبی اسپلاین

ریاضی مقدمات ٢

درنظربگیرید: را زیر شرایط

.H ∈ C([a, b]× [a, b])و f ∈ C([a, b]×R×R) و ∀t ∈ [a, b] : a ≤ φ(t) ≤ bو φ, g ∈ C[a, b] .١

هر برای |f(s, u, v)− f(s, u′, v′)| ≤ α|u− u′|+ β|v− v′| که: شرطی به β > ٠ و α > ٠ دارد وجود .٢
.(u, v), (u′, v′) ∈ R× R و s ∈ [a, b]

*سخنران
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.(t, s) ∈ [a, b]× [a, b] همه برای |H(t, s)| ≤ k که �است گونه�ای به k ≥ ٠ آن در که b− a <
١

α+ β
.٣

به�طوریکه مثبت λ و ρ و µ و δ و γ دارد وجود .۴

|H(t, s)−H(t′, s′)| ≤ δ|t− t′|+ λ|s− s′|

|f(s, u, v)− f(s′, u, v)| ≤ γ|s− s′|

|φ(t)− φ(t′)| ≤ µ|t− t′|

|g(t)− (t′)| ≤ ρ|t− t′|

مجموعه روی f٠ پیوسته�اند، g و φ و f که ازآنجا .f٠(s) = f(s, g(s), g(φ(s))) و f٠ : [a, b] → R کنید فرض
تا یک شرایط تحت .s ∈ [a, b] هر برای |f٠(s)| ≤ M٠ به�طوریکه M٠ دارد وجود وبنابراین پیوسته�است [a, b] فشرده
جواب x∗ ∈ c[a, b] کنید فرض می�آید. به�دست معادله جواب یکتایی و وجود باناخ - پیکارد تکنیک به�کارگیری با فوق، سه

باشد: زیر به��صورت متوالی تقریبات دنباله و باشد (١) معادله

x٠(t) = g(t), ∀t ∈ [a, b] (٢)

xm(t) = g(t) +

∫ b

a
H(t, s).f(s, xm−١(s), xm−١(φ(s)))ds,∀t ∈ [a, b],m ∈ N (٣)

عددی الگوریتم ٣

x٠(ti) = g(ti), i = ٠, ..., n

x١(ti) = g(ti)
b− a

٢n
.

n∑
j=١

[H(ti, tj−١).f(tj−١, g(tj−١), g(φ(tj−١)))

+H(ti, tj).f(tj , g(tj), g(φ(tj)))] +R١,i = x١(ti) +R١,i, i = ٠, ...n,

x٢(ti) = g(ti) +
b− a

٢n
.

n∑
j=١

[H(ti, tj−١).f(tj−١, x١(tj−١) +R١,j−١, x١(φ(tj−١)))

+H(ti, tj).f(tj , x١(tj) +R١,j , x١(φ(tj)))] +R٢,i = g(ti) +
(b− a)

٢n

.

n∑
j=١

[H(ti, tj−١).f(tj−١, x١(tj−١), s١(φ(tj−١))) +H(ti, tj).f(tj , x١(tj), s١(φ(tj)))]

+R٢,i = x٢(ti) +R٢,i, i = ٠, ...n (۴)

x١(ti), i = ٠, ...n مقادیر که [١] است طبیعی مرزی شرایط با مکعبی اسپلاین درونیاب ،s١ : [a, b] → R آن در که
کنید). مراجعه [١] به درونیابی کامل شرح مشاهده می�کند(برای درونیابی را
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می�آوریم: به�دست m ⩾ ٣ برای استقرا به

xm(ti) = g(ti) +
b− a

٢n
.

n∑
j=١

[H(ti, tj−١).f(tj−١, xm−١(tj−١) +Rm−١,j−١, xm−١(φ(tj)))]

+H(ti, tj).f(tj , xm−١(tj) +Rm−١,j , xm−١(φ(tj)))] +Rm,i = g(ti)

+
b− a

٢n
.

n∑
j=١

[H(ti, tj−١).f(tj−١, xm−١(tj−١), sm−١(φ(tj−١)))

+H(ti, tj).f(tj , xm−١(tj), sm−١(φ(tj)))] +Rm,i = xm(ti) +Rm,i, ∀i = ٠, ...n (۵)

xm−١(ti), i = مقادیر که [١] است طبیعی مرزی شرایط با مکعبی اسپلاین درونیاب ،sm−١ : [٠, a] → R آن در که
می�کند[١]. درونیابی را ٠, ...n

همگرایی آنالیز ۴

گره�های روی را x∗(ti) جواب (xm(ti)) دنباله (۴)− (١) مفروضات تحت .١.۴ قضیه

است: زیر صورت به خطا برآورد یک و می�کند تقریب ti = a+
i(b− a)

n
, i = ٠, ...n

|x∗(ti)− xm(ti)| ⩽
(b− a)m(k(α+ β))m

١− k(b− a)(α+ β)
.kM٠(b− a)

+
L(b− a)٢

۴n[١− k(b− a)(α+ β)]
+

٧β(b− a)ω(Vm−١, h)

۴[١− k(b− a)(α+ β)]
, i = ٠, ..., n (۶)

شده�است: تعریف زیر صورت به Vm که

Vm(t) = xm(t) + [xm(ti)− xm(ti)].
t− ti−١

h
+ [xm(ti−١)− xm(ti−١)].

ti − t

h
.

راببینید. [١] اثبات برای اثبات.

نتیجه n → ∞ و m → ∞ وقتی limh→٠ω(Vm−١, h) = ٠ که ازآنجا فوق خطای برآورد رابطه در .٢.۴ ملاحظه
است. شده پیشنهاد روش همگرایی درواقع که i = ٠, ...n هر برای |x∗(ti)− xm(ti)| → ٠ می�شود

پایدارند. طورعددی به آن الگوریتم و عددی روش یک، قضیه مفروضات تحت .٣.۴ قضیه

راببینید. [١] اثبات برای اثبات.

بگیرید نظر در را زیر معادله .۴.۴ مثال

x(t) =
۴t
π
.(١+

√
٢
٢

+
π٢

٣٢
)+

۴(π/۴− t)

π
−
∫ π

۴
٠

G(t, s).[١)٢+١+
s٢

٨
).cos(

s

٢
)−٢cos(

s

٢
).x(

s

٢
)]ds
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داده�شده�است: زیر صورت به G : [٠,
π

۴
]× [٠,

π

۴
] → R و t ∈ [٠,

π

۴
] حل.

G(t, s) =

(۴/π)s(
π

۴
− t), s ≤ t

(۴/π)t(
π

۴
− t), s ≥ t

زیر: نقطه�ای دو مرزی مقدار مساله با معادل�است انتگرال معادله این است. x∗ =
t٢

٢
+ sint+ ١ دقیق جواب

{
x′′(t) = ١+ ١)٢+ t٢/٨).cos(t/٢)− ٢cos(t/٢).x(t/٢)
x(٠) = ١, x(π/۴) = ١+

√
٢/٢+ π٢/٣٢

گره�ها در جواب تقریب�های شده�است. خلاصه جدول در نتایج n = ١٠٠ برای روش به�کارگیری با است. گرین تابع G و
ei = |x∗(ti) − x١٠٠(ti)|, i = ٠, ..., ١٠٠ مؤثر خطای شامل چهارم ستون و شده بیان سوم ستون در نهایی تکرار در

است.

مثال نتایج :١ جدول

ti x∗(ti) x١٠٠(ti) ei
٠ ١ ١ ٠

٠٫ ٣٩٢٧ ١٫ ۴۵٩٧٨٩٧١۶٧۴٨۶٠٠ ١٫ ۴۵٩٧٨٩٨٨١۶٠۶٣۶٨ ١٫ ۶۴٨۵٧٨e− ٠٠٧
٠٫ ٧٨۵۴ ٢٫ ٠١۵۵٣١٩١٨٧٢٠۵٩٠ ٢٫ ٠١۵۵٣١٩١٨٧٢٠۵٩٠ ٠
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عملیات در تحقیق



موقت و دائم کارگران مدت کوتاه زمان�بندی مساله برای جدید مدلی ارائه
جدید مهارت�های آموزش امکان با چندمهارته

قنبری رضا
مشهد فردوسی دانشگاه

* صادقی صدیقه
مشهد فردوسی دانشگاه

چکیده

اهداف به رسیدن برای که می�کند معین سازمان آن، وسیله به که است فرآیندی سازمان در انسانی نیروی برنامه�ریزی
مسائل از وسیعی طیف دارد. نیاز زمانی چه در و مشاغلی چه برای مهارت�هایی، تخصصو چه با کارمند تعداد چه به خود
اختصاص انسانی نیروی برنامه�ریزی به خدماتی شرکت��های و کارخانجات کارگران و کارمندان برنامه�ریزی به مربوط
تعیین�شده پیش از تولیدی اهداف کامل�کردن منظور به نیاز مورد کاری نیروی حداقل از استفاده کار، این از هدف دارد.
«ارتقا «اضافه�کاری»، موقت»، و دائم کارگران اخراج و «استخدام همچون عواملی گرفتن نظر در با مقاله این در �است.

می�پردازیم. مساله این برای جدید مدلی ارائه به کارگران» به جدید مهارت�های «آموزش و کارگران» مهارت سطح

کارگران. آموزش چندمهارته، دائم و موقت کارگران انسانی، نیروی زمان�بندی کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 90B30, 90C10

مساله بیان و مقدمه ١

متغیر تقاضا که مواقعی در استراتژی این است. افزایش حال در موقت کارگران از استفاده صنعتی، شرکت�های از بسیاری در
کارهای کرد. برطرف را موجود تقاضای می�توان موقت، کارگران تعداد کاهش یا و افزایش با زیرا باشد. مفید می�تواند است،
به گذشته در موقت کارگران از استفاده است. [٢] کندیا و هکس و [٣] مونتگمری و جانسون به مربوط زمینه این در اصلی
گالاجهر است. مدیران برای رایج استراتژی یک عنوان به امروزه که حالی در �است، می�شده استفاده مقطعی راه�حل یک عنوان
[۵] همکاران و وانگ تکاویبن همچنین داشته�اند. مشروط و موقت کارگران به مربوط تحقیقات بر جامعی مرور [١] کنلی و
همکاران و دونالد داشتند. موجود هزینه�های کاهش بر سعی ماهر غیر و ماهر موقت کارگران اخراج و استخدام از استفاده با
کمبود رفع برای کارگران آموزش و شده سطح�بندی مهارت�ها آن در که کرده�اند ارائه را کارگران به کار تخصیص مدل نیز [۴]
و آموزش انبارداری، هزینه� همکاران، و دونالد پیشنهادی مدل هدف تابع در گرفته��شده�است. نظر در نیاز مورد مهارت�های
که صورت این به می�گیریم. نظر در را فوق مدل�های از تلفیقی پژوهش، این در می�شود. مینیمم محصول پایین کیفیت هزینه
کارگران مهارت سطح ارتقا همچنین و کارگران به نیاز مورد مهارت�های آموزش به موقت، کارگران اخراج و استخدام بر افزون
نیاز تقاضا، افزایش با زیرا باشد. موثر می�تواند بالاست، تقاضا واریانس آن در که مساله، شرایط به توجه با که می�پردازیم
این به توجه با و می�کند جبران را ماهر کاری نیروی کمبود موجود، کارگران آموزش و می�یابد افزایش ماهر کاری نیروی به
مهارت سطح با کارگر هر همچنین است. موثر نیز هزینه�ها کاهش در است، جدید نیروی استخدام از کمتر آموزش هزینه که
تولید کارگر توسط که محصولاتی از درصدی مهارت، سطح به توجه با که معنی این به است. بهره�وری نرخ یک دارای مختلف،

می�کنیم. نزدیک�تر واقعی، شرایط به را مساله فرض، این گرفتن نظر در با بنابراین است. معیوب می�شود،

*سخنران
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تولید خط در j کاری ایستگاه در دائم کارگر هر حقوق میانگین αW
jlk

دوره. هر در k مهارت سطح با l

خط در j کاری ایستگاه در موقت کارگر هر حقوق میانگین αT
jlk

دوره. هر در k مهارت سطح با l تولید

خط در j کاری ایستگاه در موقت کارگر هر استخدام هزینه βjlk

دوره. هر در k مهارت سطح با l تولید

تولید خط در j کاری ایستگاه در موقت کارگر هر اخراج هزینه θjlk
دوره. هر در k مهارت سطح با l

خط در j کاری ایستگاه در دائم کارگر هر اضافه�کاری هزینه πW
jlk

دوره. هر در k مهارت سطح با l تولید

خط در j کاری ایستگاه در موقت کارگر هر اضافه�کاری هزینه πT
jlk

دوره. هر در k مهارت سطح با l تولید

دوره. هر در i محصول واحد هر نگهداری هزینه λi

عقب�افتاده. سفارش واحد هر هزینه σi

زمانی. دوره�های کل در ممکن آموزش هزینه بیشترین CTraining

سطح به k − ١ مهارت سطح از i کارگر آموزش هزینه Cijlk

.l تولید خط در j کاری ایستگاه برای k مهارت

خط در j کاری ایستگاه در پایین کیفیت با واحد هر هزینه CQjl

.l تولید

.l تولید خط در ممکن کارگران تعداد بیشترین Cl

دوره. هر در کارگر هر برای تولید موظفی ساعات h

کارگر. هر اضافه�کاری ساعات سقف A

.l خط در j کاری ایستگاه در p محصول پردازش زمان prpjl
.i کارگر برای آموزشی ساعات سقف TAi

بزرگ. مثبت عدد یک M

.p محصول موجودی سطح ماکزیمم IMAXp

کارگران. کل به دائم کارگران نسبت مینیمم ω

زمانی. دوره�های تعداد T

.t دوره در p محصول برای پیش�بینی�شده تقاضای Dp(t)

.l تولید خط در j کاری ایستگاه برای لازم مهارت سطح NSjl

سطح با j کاری ایستگاه در کار اگر ،p محصول بهره�وری نرخ Ppjl

[۴] شود. انجام l مهارت

خط در j کاری ایستگاه در کار انجام در i کارگر کیفیت سطح qijlk

[۴] .k مهارت سطح با l تولید

[۴] .l تولید خط در j کاری ایستگاه برای مهارت سطوح sjlk

.l خط در j کاری ایستگاه در i کارگر اولیه مهارت سطح wijl

کاری ایستگاه در کار برای i کارگر آموزش برای که زمانی trijlk

لازم k مهارت سطح به k − ١ مهارت سطح از ،l تولید خط در j

است.

کارگران. کل برای مجاز آموزشی زمان Ttotal

در j کاری ایستگاه در کار برای لازم مهارت سطح i کارگر اگر uijl

در است. یک برابر (wijl > NSjl) داشته�باشد، را l تولید خط

است. صفر اینصورت غیر

تصمیم متغیرهای

l تولید خط در j کاری ایستگاه در دائمی کارگران تعداد Wjlk(t)

.k مهارت سطح با

در j کاری ایستگاه در استخدام�شده موقت کارگران تعداد Rjlk(t)

.t دوره در k مهارت سطح با l تولید خط

در j کاری ایستگاه در اخراج�شده موقت کارگران تعداد Fjlk(t)

.t دوره در k مهارت سطح با l تولید خط

ایستگاه در دائم کارگران به تخصیص�داده�شده ساعات HW
jlk(t)

.t دوره در k مهارت سطح با l تولید خط در j کاری

ایستگاه در موقت کارگران به تخصیص�داده�شده ساعات Hjlk(t)

.t دوره در k مهارت سطح با l تولید خط در j کاری

دائمی کارگران به تخصیص�داده�شده اضافه�کاری ساعات OW
jlk(t)

.t دوره در k مهارت سطح با l تولید خط در j کاری ایستگاه در

موقت کارگران به تخصیص�داده�شده اضافه�کاری ساعات Ojlk(t)

.t دوره در k مهارت سطح با l تولید خط در j کاری ایستگاه در

در j کاری ایستگاه در استخدام�شده موقت کارگران تعداد Sjlk(t)

.t دوره در k مهارت سطح با l تولید خط

.t دوره در p محصول کمبود میزان Bp(t)

.t دوره در p محصول موجودی سطح Ip(t)

در k مهارت سطح با را l تولید خط در j کار i کارگر اگر zijlkt
است. صفر صورت این غیر در است. یک برابر دهد انجام t دوره

در مهارتی سطح هر با را l تولید خط در j کار i کارگر اگر yijlt
است. صفر صورت این غیر در است. یک برابر دهد انجام t دوره

در k مهارت سطح با را l تولید خط در j کار i کارگر اگر vijlk
صورت این غیر در است. یک برابر دهد انجام دوره چند یا یک

است. صفر

در است. یک برابر باشد، دسترس در t زمان در i کارگر �اگر Wit

است. صفر صورت این غیر

می�کنیم فرض آن در که است کارگران به مربوط اندیس i اینجا در

i = N + ١, · · · , S و دائم کارگران شمارنده i = ١, · · · , N
است. موقت کارگران شمارنده
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مساله پیشنهادی مدل ٢
min∑

t

[∑
j

∑
l

∑
k

(
αW
jlkWjlk(t) + αT

jlkSjlk(t) + πWOW
jlk(t)

+ πTOT
jlk(t) + βjlkRjlk(t) + θjlkFjlk(t)) +

∑
p

λpIp(t)

+
∑
p

σpBp(t) +
∑
i

∑
j

∑
l

∑
k

∑
p

PpjlzijlktqijlkCQjl

]
+
∑
i

∑
j

∑
l

∑
k

vijlkCijlk (١)

∑
j

∑
l

yijlt ≤ Wit ∀i, t (٢)

∑
k

zijlkt ≤ yijlt ∀i, j, l, t (٣)

∑
i

∑
k

zijlktsjlk ≥ NSjl ∀j, l, t (۴)

∑
i

∑
j

∑
l

∑
k

Ppjlkzijlktqijlk ≥ Dp(t) ∀p, t (۵)

∑
i

∑
l

∑
k

∑
t

Ppjlzijlktqijlk

≥
∑
i

∑
l

∑
k

∑
t

Ppj+١lzij+١lktqij+١lk j = ١, · · · , J − ١

(۶)

∑
t

zijlkt ≤ vijlk T ∀i, j, l, k (٧)

∑
t

zijlkt ≥ vijlk ∀i, j, l, k (٨)

∑
j

∑
l

∑
k

trijlvijlk ≤ TAi (٩)

∑
i

∑
j

∑
l

∑
k

trijlkvijlk ≤ Ttotal (١٠)

zijlktsjlk ≤ wijl + ١ ∀i, j, l, k, t (١١)

uijl −
∑
t

yijlt ≤ ٠ ∀j, l, i = ١, · · · , N (١٢)

(١٣)
Ip(t)−Bp(t) = Ip(t−١)−Bp(t−١)+Xp(t)−Dp(t) ∀p, t

Ip(t) ≤ IMAXp ∀p, t (١۴)

Bp(T ) = ٠ ∀p (١۵)

Sjlk(t) =Sjlk(t− ١) +Rjlk(t)− Fjlk(t)

+

S∑
i=N+١

zijlkt(١− uijl) ∀j, l, k, t (١۶)

Wjlk(t) =Wjlk(t− ١) +
N∑
i=١

zijlkt(١− uijl) ∀j, l, k, t

(١٧)

∑
p

Xp(t)prpjl ≤
∑
k

(
HW

jlk(t) +HT
jlk(t)

)
+
∑
k

(
OW

jlk(t) +OT
jlk(t)

)
∀j, l, t

(١٨)

HT
jlk(t) = ٠ if NSjl > k ∀j, l (١٩)

(١− ω)HW
jlk(t) ≥ ωHT

jlk(t) ∀j, l, t (٢٠)

(١− ω)OW
jlk(t) ≥ ωOT

jlk(t) ∀j, l, t (٢١)

Wjlk(t) ≥
١
h
HW

jlk(t) ∀j, l, k, t (٢٢)

Sjlk(t) ≥
١
h
HT

jlk(t) ∀j, l, k, t (٢٣)

AWjlk(t) ≤ OW
jlk(t) ∀j, l, k, t (٢۴)

ASjlk(t) ≤ OT
jlk(t) ∀j, l, k, t (٢۵)

(٢۶)

Cl ≥
١
h

(∑
j

∑
k

(HW
jlk(t) +HT

jlk(t))

)
∀l, t
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موقت، و دائم کارگران درآمد میانگین شامل هزینه�ها، مینیمم�سازی به که است هدف تابع به مربوط (١) محدودیت
هزینه و محصول پایین کیفیت افتاده، عقب� سفارشات موجودی، نگهداری موقت، کارگران اخراج و استخدام اضافه�کاری،
را کارگران از تعدادی است نباشد(ممکن دسترس در i کارگر که صورتی در می�کند بیان (٢) محدودیت می�پردازد. آموزش
در i کارگر اگر که می�کند بیان (٣) محدودیت یابد. اختصاص کاری ایستگاه هیچ� به نباید نداشته�باشیم)، اخراج، دلیل به
(۴) محدودیت کند. کار می�تواند j کار از مهارت سطح یک در فقط کارگر این آن�گاه کند، کار t دوره در j کاری ایستگاه
برآورده را کار آن انجام برای لازم مهارت سطح می�کنند، کار l تولید خط در j کاری ایستگاه در که کارگرانی که می�کند بیان
تعداد که می�کند بیان (۶) محدودیت می�کند. برطرف را t دوره در p محصول برای نیاز مورد تقاضای (۵) محدودیت می�کنند.
در محصولات این از درصدی زیرا باشد. بیشتر j + ١ کاری ایستگاه از باید می�شود تولید j کاری ایستگاه در که محصولاتی
خط در j کاری ایستگاه در i کارگر که دفعاتی تعداد که می�کند بیان (٧) محدودیت می�شوند. تولید معیوب j + ١ ایستگاه
به زمانی دوره هیچ در i کارگر اگر که می�کند بیان (٨) محدودیت است. زمانی دوره�های کل برابر حداکثر می�کند، کار l تولید
تولید خط در j کاری ایستگاه به را i کارگر نمی�توانیم آن�گاه نیابد، اختصاص k مهارت سطح با l تولید خط در j کاری ایستگاه
محدودیت می�کند. محدود را i کارگر برای مجاز آموزشی ساعات تعداد (٩) محدودیت دهیم. اختصاص k مهارت سطح با l
از بیشتر نتوانند کارگران تا می�شود باعث (١١) محدودیت می�کند. محدود کارگران برای را آموزشی ساعات کل تعداد (١٠)
می�کند بیان (١٢) محدودیت ببینند. آموزش را t دوره در j کاری ایستگاه در کنونی�شان مهارت سطح از مهارت سطح یک
ایستگاه این به زمانی دوره یک در باید داشته�باشد، را j کاری ایستگاه در کار برای لازم مهارت سطح i کارگر که صورتی در
موجودی سطح که می�کند بیان (١۴) محدودیت می�کند. برطرف را نیاز مورد تقاضا میزان (١٣) محدودیت یابد. تخصیص
پایان از قبل عقب�افتاده سفارشات تمام که می�کند بیان (١۵) محدودیت باشد. بیشتر IMAXp از نباید محصول هر برای
می�کند. محاسبه را t دوره در دائم و موقت کارگران تعداد (١٧) و (١۶) محدودیت�های داده�می�شوند. تحویل زمان�بندی دوره
و موقت کارگران به اختصاص�داده�شده زمان�های کل از تولید�شده، محصولات کل پردازش زمان می�کند بیان (١٨) محدودیت
را j کاری ایستگاه در کار برای لازم مهارت سطح که کارگرانی به کاری ساعت تخصیص از (١٩) محدودیت است. کمتر دائم
و (٢٠) محدودیت�های است. کران�دار بالا از کارگران کل به دائمی کارگران نسبت فوق، مدل در می�کند. جلوگیری ندارند،
بیان (٢٣) و (٢٢) محدودیت�های می�کنند. اعمال اضافه�کاری ساعات در هم و عادی ساعات در هم را، نسبت این (٢١)
محدودیت�های هستند. کار به مشغول دوره آن در که است کارگرانی تعداد از بیشتر همیشه دوره هر در کارگران تعداد که می�کنند

می�کند. محدود را تولید خط هر کارگران تعداد ،(٢۶) محدودیت می�کنند. محدود را اضافه�کاری ساعات (٢۵) و (٢۴)
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گیری تصمیم واحدهای بندی رسته جهت جدید مدل ارائه

سلجوقی زاده حسین فرانک
بلوچستان و سیستان دانشگاه

امامی* محمد
بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده
و کارایی نوع حسب بر است. گیری تصمیم واحدهای کارایی تعیین ها، داده پوششی تحلیل معرفی از اولیه هدف
مدل کاربردهای جدیدترین از یکی است. گردیده ارائه ها داده پوششی تحلیل از متفاوتی های مدل محیط، های ویژگی
اساس بر را گیری تصمیم واحدهای کاربران، است. گیری تصمیم واحدهای بندی رسته ها، داده پوششی تحلیل های
سادگی به ویژگی یک اساس بر ها واحد بندی رسته کنند. می بندی دسته تر واقعی و بهتر مقایسه منظور به شرایطشان
سادگی به گیری تصمیم واحدهای رسته تعیین باشد، متعدد آن طبقات و رسته تعیین عوامل اگر ولی گیرد، می انجام
رسته تعیین برای جدیدی مدل مقاله، این در داشت. نخواهد را کافی دقت کاربر، جانب از آن تعیین و نبوده پذیر امکان

دهیم. می ارائه خطی تفکیک مدل و ها داده پوششی تحلیل روش دو تلفیق با گیری تصمیم واحدهای

ها گروه دو به دو تفکیک ، کارایی ، ای رسته شاخص ، گیری تصمیم واحد ، دادها پوششی تحلیل کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

مرجع نقاط تا کنند می محاسبه را ١ (DMU) گیری تصمیم واحدهای کارایی رتبه کاربران ها، داده پوششی تحلیل علم در
مرجع، نقاط کردن واقعی و درست مقایسه منطور به بخشند. بهبود را واحد آن توان، حد در و شناخته را ارزیابی تحت واحد
توسط واحدها بندی رسته تر، واقعی کارایی رتبه محاسبه های روش جمله از است. لازم گیری تصمیم واحدهای شرایط شناخت
رسته این کردند[١]. ارائه واحدها بندی رسته برای مدلی ١٩٨۶ سال در موری و بنکر بار نخستین است. ای رسته شاخص
شاخص چند هرگاه همچنین باشد. می دور به ریاضی دقت یک از که شود می انجام مدیر قضاوت و دیدگاه به توجه با بندی
بندی رده صحیح طور به واحدها از بعضی است ممکن نتیجه در است. تر مشکل رسته تعیین باشند، داشته وجود ای رسته
در گلوور و فرد توسط که ها گروه تفکیک برای آرمانی ریزی برنامه های ازمدل توان می مشکل این این حل منظور به نشوند.
ها داده پوششی تحلیل به مربوط های برنامه در روش این کردن کاربردی برای .[٢] گرفت کمک گردیده، ارائه ١٩٨١ سال
می ترکیب مدل یک در را ها گروه تفکیک به مربوط آرمانی ریزی برنامه مدل و ای رسته مدل واحدها، رسته سریع تعیین و
مربوط آرمانی ریزی برنامه مدل و موری و بنکر ای رسته مدل بر مروری ای، رسته شاخص تعریف ضمن مقاله این در کنیم.
دهیم. می ارائه را نامشخص رسته با گیری تصمیم واحدهای رسته تعیین برای جدید مدل نهایت در داریم. ها گروه تفکیک به

موری و بنکر ای رسته مدل ٢

کنند می بندی دسته رده چند به مشابه های ویژگی اساس بر را گیری تصمیم واحدهای که کیفی های شاخص .١.٢ تعریف
گوییم. ای رسته شاخص

*سخنران

١Decision Making Unit
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کردند[٣]: ارائه شده بندی رسته های واحد کارایی محاسبه برای را زیر مدل موری و بنکر

min θ
s.t.
n∑

j=١
λjxij ≤ θxio i = ١, . . . ,m

n∑
j=١

λjyrj ≥ yro r = ١, . . . , s
n∑

j=١
λjd

(ck)
kj ≤ d

(ck)
ko k = ١, . . . ,K , ck = ١, . . . , Ck

n∑
j=١

λj = ١

λj ≥ ٠, j = ١, . . . , n

(١)

واحد اگر بنابراین گیرد. می قرار ارزیابی مورد هستند بدتر یا مشابه شرایط در که واحدهایی با ارزیابی تحت واحد مدل این در
شوند: می تعریف زیر صورت به d(ck)kj یک صفر پارامترهای آنگاه باشد ck رسته در ام j

d
(ck)
kj = {١ ck=١,...,ck

٠ otherwise

خطی دو به دو تفکیک ٣

شده تعیین فضاهای نیم تقاطع با را، ام p گروه نقاط همه که است دو به دو جداکننده صفحه ابر معادله یک تعیین هدف،
از ای مجموعه به مسئله تدوین مهم، نکته کند. شناسایی q دیگر گروه هر از p گروه نقاط جداکننده ابرصفحه بهترین توسط
برابر کننده جدا های ابرصفحه تعداد بنابراین شود. می محاسبات تسهیل به منجر نتیجه در که است کوچکتر گروه دو مسائل

است: زیر تفصیل به کلی حالت در گروه دو تفکیک روش است. شده تعیین های گروه تعداد g که است g(g−١)
٢

کنند: صدق زیر قیود در که شوند می تعیین ای گونه به b مرزی مقدار و X مناسب بردار G٢ و G١ گروه دو به توجه با

AjX ⩽ b , Aj ∈ G١

AjX ⩾ b , Aj ∈ G٢

رساندن حداقل به هدف آنگاه ، شده تعیین مرز از Aj نقطه فاصله میزان dj و نقض را مرز Aj که مقداری αj دهید قرار
شود: می ایجاد زیر صورت به دو به دو تفکیک مدل پس است. dj مجموع رساندن حداکثر به و αj مجموع

min
∑

hjαj −
∑

ejdj
s.t.
AjX + dj = b+ αj , Aj ∈ G١
−AjX + dj = −b+ αj , Aj ∈ G٢

نقش Aj اگر دهند. می نشان جداکننده ابرصفحه تعیین در را Aj اهمیت میزان که هستند ضرایبی ej و hj مدل این در
داد. افزایش را آن به مربوط hj ضریب توان می باشد داشته ها گروه جداسازی در بیشتری

شود: می بیان زیر صورت به که دارد وجود مدل این از دیگری نوع
زیر صورت به جدید ریزی برنامه مدل بگیرید. نظر در AX = b ابرصفحه مرز از گروه، عضو هر فاصله حداقل اندازه را d
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داریم:

min
∑

hjαj − d
s.t.
AjX + d = b+ αj , Aj ∈ G١
−AjX + d = −b+ αj , Aj ∈ G٢

(٢)

است. پذیر امکان ها گروه جداسازی که معناست این به شود نامثبت هدف تابع بهین مقدار اگر

جدید مدل ۴

گیریم. می نظر در را زیر موارد کند، مشخص را نامعین رسته با گیری تصمیم واحد رسته که جدیدی مدل ایجاد منظور به
کاملا که است واحدهایی شامل گروه، یک که صورت این به کنیم. می تقسیم ها زیرگروه به را شده بندی رسته ١-واحدهای
اول شاخص اول رده در که واحدهایی باشد، موجود رده ٣ و ٢ با ای رسته شاخص دو اگر مثال برای دارند. مشابهی شرایط

: ها زیرگروه به ها رسته تبدیل منظور به گیرند. می قرار گروه یک در هستند دوم شاخص سوم رده و
تعداد بنابراین باشند، رده Ck با ای رسته شاخص K خروجی، s و ورودی m با گیری تصمیم واحد n برای کنید فرض

کنیم: می تعریف زیر صورت به δ(ck)kj جدید پارامترهای است. g =
K∏
١
Ck ها زیرگروه

δ
(ck)
kj = d

(ck)
kj − d

(ck+١)
kj , k = ١, ٢, . . . ,K , ck = ١, ٢, . . . , Ck , j = ١, ٢, . . . , n

d
(Ck+١)
kj = ٠

به دو صورت به مجزا های گروه همپوشانی حداقل جداگانه، صورت به قیود، طرف دو در tpj =
K∏
k=١

δ
(ck)
kj ضرب با -٢

با گیری تصمیم واحدهای برای tpj شود. می محاسبه است، نامعین رسته با گیری تصمیم واحد شامل که جدید گروه با دو
شد. خواهد صفر برابر صورت این غیر در و یک برابر یکسان شرایط

باشد نزدیکتر مرز به واحد یک چه هر چون دهید، قرار آید می دست به (١) مدل از که θ∗j برابر را αj به مربوط ٣-ضرایب
کند. می ایجاد جداسازی در بیشتری تاثیر

شده تعیین های گروه با دو به دو صورت به سپس داده، قرار جدید گروه یک در را نامعین رسته با گیری تصمیم ۴-واحد
کند. ایجاد آن با همپوشانی اصطلاح به یا مرز نقض بیشترین که دارد تعلق گروهی به واحد این کنید. مقایسه

آوریم: می دست به را زیر مدل ،(٢) و (١) های مدل از استفاده با حال

u∗p = min(
n∑

j=١
tpjθ

∗
jαj) + αn+١ − tpjdp

s.t.
tpj [(

m∑
i=١

wixij +
s∑

r=١
zryrj) + dp] = tpj [bp + αj ], j = ١, ٢, . . . , n

−(
m∑
i=١

wixi(n+١) +
s∑

r=١
zryr(n+١)) + dp = −bp + αn+١

(٣)

تصمیم واحد شامل تنها که جدید گروه با را ام p گروه همپوشانی حداقل که است هدف تابع بهین مقدار u∗p مدل(٣)، در
است ام p گروه های خروجی و ها ورودی به مربوط ضرایب ترتیب به zr و wi دهد. می نشان است، نامعین رسته با گیری
گرفت.)ابرصفحه نظر در مثبت ثابت مقدار یک را آن توان می جواب شدن شدنی و کار راحتی منظور (به bp با همراه که
DMU است. شده تعیین مرز از گروه واحدهای فاصله حداقل dp مقدار و کنند می مشخص را گروه دو بین کننده تفکیک

کند. ایجاد را مرز نقض اصطلاح به یا همپوشانی بیشترین که دارد قرار گروهی در نامعین رسته با
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مثال ۵

ها آن از یکی رسته که اند شده بندی دسته رده سه در که ای رسته شاخص یک و خروجی یک و ورودی یک با DMU ده
نیست. مشخص DMUJ رده است. شده ارائه مربوط اطلاعات (١) جدول در بگیرید. نظر در است نامشخص

ها DMU به مربوط اطلاعات :١ جدول

DMU ورودی خروجی رسته d
(١)
j d

(٢)
j d

(٣)
j

A ٣ ١ ضعیف ١ ٠ ٠
B ٧ ٧ ضعیف ١ ٠ ٠
C ١٢ ۶ ضعیف ١ ٠ ٠
D ۴ ۵ متوسط ١ ١ ٠
E ۶ ١٠ متوسط ١ ١ ٠
F ١١ ١١ متوسط ١ ١ ٠
G ٨ ١١ خوب ١ ١ ١
H ٩ ١٣ خوب ١ ١ ١
I ١٣ ١۵ خوب ١ ١ ١
J ٨ ١٠ نامشخص - - -

آید: می دست به زیر نتایج DMUJ برای مدل اجرای با دهیم. می قرار گروه سه در را DMU نه

u∗١ = ٠٫ ۶۶۵ u∗٢ = ١ u∗٣ = ٠٫ ۶٣۶

است. متوسط یعنی دوم رسته DMUJ برای رسته بهترین پس

اصلی نتایج ۶

واحدهای واقعی بهبود نهایت در و مرجع نقاط بهتر تعیین و گیری تصمیم واحدهای درست مقایسه به واحدها بندی رسته
صورت در یا و نیست مشخص قطعی صورت به گیری تصمیم واحدهای از بعضی بندی رسته شود. می منجر گیری تصمیم
بهتر بندی رسته برای ریاضی مدل یک مقاله این بود. نخواهد پذیر امکان سادگی به رسته تعیین ای، رسته عوامل بودن متعدد
در کرد. تعیین را گیری تصمیم واحد رسته توان می گیرنده تصمیم با تعاملی صورت به که دهد می پیشنهاد واحدهایی چنین
نتایج، است. شده استفاده دو به دو تفکیک جهت آرمانی ریزی برنامه و ها داده پوششی تحلیل های روش ترکیب از مدل این

است. پیشنهادی مدل مناسب عملکرد دهنده نشان
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DEA در واحد ها بندی رتبه جهت NFR فوق العاده کارایی مدل ارائه

روشنی* ناصر
گناباد پیام نور دانشگاه

چکیده

مجموعه ای نسبی كارايی سنجش برای كه است رياضی مدل های از گسترده ای دامنه DEA داده های پوششی تحليل
واحدهای رتبه بندی درباره مقاله این می رود. كار به مشابه خروجی های و ورودی ها با ها DMU تصمیم گیرنده واحدهای از
تحت DEA فوق العاده کارایی مدل بهبود با ما می کند. بحث DEA داده های پوششی تحلیل در DMU تصمیم گیرنده
عملکرد رتبه بندی در شده ارائه مدل که می دهیم ارائه را ورودی-خروجی محور گیری با فوق العاده کارایی مدل ، VRS

می شود. استفاده تصمیم گیرنده واحد های

فوق العاده. کارایی تصمیم گیری، واحدهای خطی، برنامه ریزی داده ها، پوششی وتحلیل تجزیه کلیدی: واژه های

مقدمه ١

مدل اولین است. ها ٢ DMU تصمیم گیری واحد های نسبی راندمان تعیین برای روشی ،١ DEA داده های پوششی تحلیل
نمره ها DMU تصمیم گیری واحد های تمام که کارا مرز یک DEA نامیدند. CCR مدل را آن و شد معرفی ،[١] در ، DEA
واحد های مرزی رتبه بندی ازاین رو، دارند. قرار کارایی مرز روی که هستند هایی DMU معمولا می کند. مشخص را دارند یک
تصمیم گیری واحدهای عملکرد رتبه بندی در تواند می DEA فوق العاده کارایی مدل است. مهم بسیار DEA در تصمیم گیری
نیست، DEA اصلی مدل های از بازگشتی  مجموعه شامل ارزیابی، تحت DMU یک وقتی حقیقت در شود. استفاده کارآمد،
حاصل، جواب های ، DEA فوق العاده کارایی مدل در پس می نامند. DEA فوق العاده کارایی مدل های را، DEA مدل های
تحت DEA فوق العاده کارایی مدل ، CCR در .۴ VRS ارزشی مقیاس به بازگشت یا است ٣ CRS مقیاس به بازگشت یا
ورودی های از برخی برای است ممکن AP مدل که می شود اشاره [٣] در نامیدند. AP مدل را آن و شد حاصل [٢] در CRS
فوق العاده کارایی مدل بودن نشدنی که شده است داده نشان [۴] در مشابه طور به باشد. نشدنی است ممکن صفر به نزدیک
مدل که کنیم فرض که هنگامی باشد. داشته وجود داده ها در صفر یک اگر فقط و اگر دهد رخ تواند می CRS تحت DEA
در بودن شدنی غیر زیاد احتمال به آنگاه ، باشد ( VRS آرمانی کارایی (مدل BCC مدل اساس بر DEA فوق العاده کارایی
در دادند. نشان را VRS فوق العاده کارایی مدل در بودن نشدنی از وکافی لازم شرط [۵] در دهد. می رخ خطی ریزی برنامه
حاصل کارا DMU توسط که مازاد، خروجی و شده ذخیره ورودی مانند می توان را فوق العاده کارایی که شده است استدلال [۶]
خروجی و شده) ذخیره (ورودی ورودی محور گیری با VRS فوق العاده کارایی مدل یک [٧] در تفسیر این با کرد. تفسیر ، شده
درستی به را ها DMU رتبه بندی مدل، این اما است، امکان پذیر همیشه مدل این می دهد نشان که شده ارائه مازاد) (خروجی

*سخنران

١Data Envelopment Analysis
٢Decision Making Unit
٣Constant Return to Scale
۴Variable Returns to Scale
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مربوط مسائل به بخش٢، در مقاله، این ادامه در می دهیم. ارائه مشکل این رفع برای روشی مقاله این در ما و نمی دهد انجام
ورودی-خروجی محور گیری با فوق العاده کارایی مدل بخش٣، در می شود. پرداخته VRS در DEA فوق العاده مدل کارایی به

می شود. مطرح نتجه گیری آخر بخش در و می شود معرفی

VRS در DEA مدل فوق العاده کارایی ٢

هستند DMUj (j = ١,...,n) از بردارهایی خروجی و ورودی که s خروجی و m ورودی های با DMU ، n بگیرید نظر در
فرض . هستند Xj,Yj ≥ ٠ و Xj,Yj ̸= ٠ با ورودی Xj = ( x١j ,..., xmj ) و خروجی Yj = ( y١j ,..., ysj ) و
می دهیم. قرار بررسی مورد زیر صورت به را BCC مدل حال . است O ∈ {١, ٢,...,n} که کنیم بررسی را DMUo کنید

min θ

s.t

n∑
j=١

λj xij − θxio ≤ ٠ , i = ١,...,m

n∑
j=١

λj yrj ≥ yro , r = ١,..., s (١)

n∑
j=١

λj = ١ , λj ≥ ٠ , j = ١,...,n

دهنده نشان θ∗ کنید فرض است. ارزیابی تحت DMUo یک برای خروجی امین r و ورودی امین i ترتیب به yro و xio

، کارایی مرز تعیین منظور به و است نظر مورد تصمیم گیری واحد بودن کارآمد دهنده نشان θ∗ = ١ اگر است. بهینه مقدار
منظور به BCC مدل به مربوط ، VRS تحت DEA فوق العاده کارایی مدل می شود. استفاده DEA آرمانی کارایی مدل از

است. زیر صورت به کارایی مرز تعیین

min θ

s.t

n∑
j=١,j ̸=o

λj xij − θxio ≤ ٠ , i = ١,...,m

n∑
j=١,j ̸=o

λj yrj ≥ yro , r = ١,..., s (٢)

n∑
j=١,j ̸=o

λj = ١ , λj ≥ ٠ , j = ١,...,n , j ̸= o

.g∗ ≺ ١ اگر فقط و اگر است نشدنی (٢) مدل که شده است داده نشان ، [۵]-[۴] در باشند. مثبت داده ها تمام کنید فرض
است. زیر مدل از بهینه جواب g∗

min g
n∑

j=١,j ̸=o

λj yrj ≥ gyro , r = ١,..., s (٣)

n∑
j=١,j ̸=o

λj = ١ , λj ≥ ٠ , j = ١,...,n , j ̸= o
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حل و کامل رتبه بندی آوردن بدست برای و است نشدنی (٢) مدل باشد داشته بزرگی خروجی مقدار DMUo اگر بنابراین
ورودی-خروجی محور گیری با فوق العاده کارایی مدل مشکل، این حل برای آوریم. بدست راه حلی باید بودن نشدنی مشکل

است. زیر صورت به پیشنهادی مدل است. ارزیابی تحت واحد DMUo(xo, yo) کنید فرض . [٧] است شده ارائه

min ١ + β٠

s.t

n∑
j=١,j ̸=o

λj xij −(١ + βo)xio ≤ ٠ , i = ١, ...,m

n∑
j=١,j ̸=o

λj yrj −(١ − βo) yro ≥ ٠ , r = ١,..., s (۴)

n∑
j=١,j ̸=o

λj = ١ , λj ≥ ٠ , j = ١,...,n , j ̸= o

نمی گیرد. انجام درستی به داده ها رتبه بندی واحد ها، کردن رتبه بندی و بودن شدنی وجود با (۴) مدل در

خروجی ورودی- گیری محور با NFR فوق العاده کارایی مدل معرفی ٣

به را واحدها رتبه بندی که می کنیم پیدا دست CRS مقیاس در جدید مدل یک به ، (۴) مدل در
n∑

j=1,j ̸=o
λj = ١ حذف با

می شود نامگذاری ۵ NFR مدل شده است، ارائه مدل این رتبه بندی مشکل رفع برای که پیشنهادی مدل می دهد. انجام درستی
است. زیر صورت به و

min ١ + β٠

s.t

n∑
j=١,j ̸=o

λj xij −(١ + βo)xio ≤ ٠ , i = ١, ...,m (۵)

n∑
j=١,j ̸=o

λj yrj −(١ − βo) yro ≥ ٠ , r = ١,..., s , λj ≥ ٠ , j = ١,...,n , j ̸= o , βo ≥ ٠

مدل از بهینه مقادیر آنگاه باشد yk ≥ yj و xk ≤ xj که DMUs دو (xj , yj) و (xk, yk) کنید فرض .٣ . ١ قضیه
بود. خواهد (xj , yj) از کمتر (xk, yk) به مربوط شده مطرح

است. واضح قضیه این اثبات اثبات.

است. شدنی همیشه شده مطرح مدل آنگاه باشند مثبت داده ها تمام کنید فرض .٣ . ٢ قضیه

بگیرید: نظر در  را زیر دوگان خلف). (فرض باشد، شدنی غیر مدل کنید فرض اثبات.

max ١ + U yo−V xo

s.t U yj −V xj ≤ ٠ , j = ١, ..., n , j ̸= o (۶)

U yo+V xo ≤ ١

U, V ≥ ٠
۵Naser Farzad Rooshani
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زیرا: است شدنی (۶) مدل

Ur = ٠ (∀r) , Vk =
١
xko

(if xko ̸= ٠) , Vi = ٠ (∀i ̸= r)

: باشیم داشته باید ما باشد بی کران (۶) مدل اگر باشد. بی کران نمیتواند پیشنهادی مدل بنابراین است. شدنی جواب یک

∃d = (du, dv) ̸= ٠

du yo− dv xo > ٠ (A) du yj − dv xj ≤ ٠ (B)

du yo+ dv xo ≤ ٠ (C) du, dv ≥ ٠ (D)

فرض و ماست فرض خلاف که (du, dv) = ٠ نتیجه در شده اند فرض مثبت yo و xo چون و (D) و (C) از استفاده با
می شود. کامل واثبات می شود ثابت خلف

نتیجه گیری ۴

درستی به را رتبه بندی مدل ها، سایر مانند به خود فرمول ساختار در
n∑

j=1,j ̸=٠
λj = ١ وجود دلیل به فوق العاده کارایی مدل در

کارایی مدل که دارند یکسانی رتبه بندی NFR مدل و AP مدل رسیده ایم. جدید مدل یک به آن حذف با که نمی دهد انجام
ندارد. را رتبه بندی این فوق العاده
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شبکه ها در همریز جریان ماکزیمم مسأله ی خاص حالت های اجرای زمان بررسی

امان مسعود
بیرجند دانشگاه

* احسنی اکرم
بیرجند دانشگاه

چکیده

خروجی کمان یک از فقط گره هر در جریان اگر می شود نامیده همریز جریان جهت دار شبکه یک در جریان یک
مسأله ی مقاله این در شوند. می ظاهر مقصد بر مبتنی مسیریابی های در طبیعی طور به همریز جریان های کند. استفاده
از پیش می شود. مطالعه ناهمگن کمان ظرفیت های و مقصد و مبدأ گره چندین اما کالا یک با همریز جریان ماکزیمم
این در اما است. -سخت NP مسأله ی یک درخت ها روی حتی همریز جریان ماکزیمم مسأله ی که شده داده نشان این،
یک با خارجی مسطح گراف های روی همریز جریان ماکزیمم مسأله ی می دهیم نشان و بخشیده بهبود را نتیجه این مقاله

می شود. حل چند جمله ای زمان در ثابت مقصد یا مبدأ گره های تعداد با درخت هایی روی هم چنین و مبدأ گره

خارجی مسطح گراف چند جمله ای، زمان الگوریتم همریز، جریان کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 05C21, 05C85

مقدمه ١

استفاده خروجی کمان یک از یک فقط گره هر در جریان اگر می شود نامیده همریز جریان جهت دار شبکه یک در جریان یک
به است، مقصد گره های به مبدأ گره های از جریان مقدار ماکزیمم فرستادن ما هدف همریز جریان ماکزیمم مسأله ی در کند.
طوری به می باشد همریز جریان یک وجود بررسی هدف همریز نقل و حمل مسأله ی در باشد. همریز جریان جریان، که طوری
ترافیک درون راه آهن، اینترنت، در فراوانی کاربردهای همریز جریان ماکزیمم مسأله ی شود. برآورده مقصد گره هر تقاضای که

می شود. آورده مربوط قضایای سپس و نیاز مورد پایه ای تعاریف ابتدا مقاله این در دارد. غیره و  شهری
در بگیرید. نظر در d مقصد تابع و u ظرفیت تابع با حلقه و موازی کمان های بدون را G = (V,A) جهت دار شبکه ی
ظرفیت محدودیت گرفتن نظر در با مقصد گره های به مبدأ گره های از باید جریان واحدهای G گراف در همریز جریان یک
خروجی کمان یک گرهی هر برای باید همریز جریان یک در هم چنین شود. فرستاده کمان ها (تعادل) بالانس محدودیت و
نشان دهنده ی A[V ′] عبارت ،V ′ ⊆ V مجموعه ی هر برای باشد. جریان حامل است ممکن که باشیم داشته فرد به منحصر
F(V ′) می کنیم قرارداد باشد. V ′ به متعلق کمان آن پایانی و ابتدایی گره های که است G گراف در موجود کمان های همه
کمانهای مجموعه ی نشان دهنده  ی δ+(v) ) |F ∩ δ+(v)| ≤ ١ که طوری به باشد، F ⊆ A[V ′] مجموعه های خانواده ی

.v ∈ V ′ ⊆ V همه ی برای است.) v رأس خروجی

،u : A → N٠ ظرفیت تابع یک ،G = (V,A) جهت دار گراف یک شامل جریان مسأله ی یک از نمونه یک .١ . ١ تعریف
d : V → N٠ ∪ {∞} مقصدی تابع و ،c : T → N٠ ∪ {∞} مقصد ظرفیت های با T ⊆ V مقصد گره های مجموعه

.S ∩ T = ∅ می کنیم فرض و می شوند نامیده مبدأ گره های S := {v ∈ V : d(v) > ٠} گره های می باشد.
*سخنران
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طوری به است x : A → R تابع یک جریان یک شده است، داده جریان مسأله ی از نمونه یک کنید فرض .١ . ٢ تعریف
.a ∈ A هر برای ٠ ≤ x(a) ≤ u(a) که

کنیـــد فــرض بگــــیرید. نظـــر در را x جـــریان یک و جـــریان مســأله ی از نــمـــونه یک .١ . ٣ تعریف

Fx = {(v, w) ∈ A : x(v, w) > ٠}

Fx ∈ F(v) اگر می شود، نامیده همریز تقریبی طور به جریان x جریان یک باشد. جریان حامل کمان های مجموعه ی
هیچ شامل Fx اگر می شود، نامیده همریز همریز، تقریبی طور به جریان یک .t ∈ T هر برای Fx ∩ δ+(t) = ٠ و باشد

نباشد. جهت داری دور

ها گراف روی همریز جریان ٢

شده داده نشان [؟] در که همانطور اما است، ساده بسیار مقصد گره یک با درخت ها روی همریز جریان ماکزیمم مسأله ی
و حمل مسأله ی خوشبختانه، اما است. -سخت NP ضعیف طور به مقصد گره چندین با درخت هایی روی مسأله  این است،

می شود. حل چند جمله ای زمان در درخت ها روی همریز نقل

گره دلخواه تعداد با جهت دار درخت های روی همریز نقل و حمل مسأله ی برای چند جمله ای زمان الگوریتم یک .٢ . ١ قضیه
دارد. وجود مقصد گره دلخواه تعداد و مبدأ

است. شده کراندار بالا از مقصد گره های تعداد یا مبدأ گره های تعداد که است درخت هایی مورد در زیر قضیه

جریان ماکزیمم مسأله ی باشد، شده کراندار ثابت یک وسیله به مقصد گره های تعداد یا مبدأ گره های تعداد اگر .٢ . ٢ قضیه
می شود. حل چند جمله ای زمان در درخت ها روی همریز

نیازمندیم. زیر تعاریف به بعدی قضایای بیان برای

روی (I, τ) درخت G گراف از درخت تجزیه یک باشد. جهت بدون گراف یک G = (V,E) کنید فرض .٢ . ٣ تعریف
باشد. برقرار زیر شرایط که طوری به است، Bi ⊆ V های مجموعه از خانواده ای و τ کمان های و I جدید گره های

.∪i∈IBi = V -١
. {u, v} ⊆ Bi که طوری به باشد داشته وجود i ∈ I اندیس {u, v} ∈ E یال هر ٢-برای

.Bi ∩Bk ⊆ Bj آنگاه دارد، قرار (I, τ) درخت در kو i بین مسیر در j گره اگر i, j, k ∈ I هر برای -٣
G که طوری به است k مقدار مینیمم ٢ G گراف پهنای درخت می باشد. maxi∈I |Bi| − ١ درخت تجزیه یک ١ پهنای

(شکل؟؟). دارد k پهنای با درخت تجزیه یک

می شود. ظاهر الگوریتم یک اجرای زمان در آن) (سایز لگاریتمش جای به خودش ورودی مقدار یک اوقات گاهی .۴ . ٢ تعریف
می شود. نامیده ٣ جمله ای چند شبه حاصل الگوریتم باشد، چند جمله ای پارامتر این از پیچیدگی کران اگر

١Width
٢Treewidth
٣Pseudo-polynomial time
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(ب) (آ)

.Gگراف از درخت تجزیه یک (ب) G جهت بدون گراف (آ) درخت: تجزیه :١ شکل

جمله ای چند شبه زمان در است، کراندار بالا از آن درخت پهنای که گراف هایی روی همریز جریان ماکزیمم مسأله ی .۵ . ٢ قضیه
می شود. حل

جریان ماکزیمم مسأله ی برای (PTAS) چند جمله ای زمان تقریب طرح یک می توان درخت پهنا بودن کراندار فرض با
داد. ارائه همریز

یک وسیله ی به شده کراندار درخت پهنای و گره |V | با جهت دار گراف های روی همریز جریان ماکزیمم مسأله ی .۶ . ٢ قضیه
شود. زده تقریب ١− ∈ و |V | در ای چند جمله زمان در ∈> ٠ هر برای بهینگی از ١− ∈ فاصله با می تواند ثابت

صفحه یک در را آن بتوان اگر است ۴ خارجی مسطح گراف جهت بدون گراف یک گراف ها، نظریه ی در .٢ . ٧ تعریف
عبارت به ٢.آ). (شکل باشند نداشته هم با برخوردی هیچ یال ها و بگیرند قرار بیرونی وجه در گره ها همه ی که نمود رسم طوری
می شود نامیده خارجی مسطح گراف G جهت دار گراف یک نشده باشد. احاطه یال ها توسط کامل طور به گرهی هیچ دیگر

باشد. خارجی مسطح گراف یک ،G زمینه جهت بدون گراف اگر

یا و دایره این داخل در یال ها و داده قرار دایره یک روی را گره ها همه خارجی مسطح گراف یک ترسیم برای کلی طور به
٢.ب). (شکل می گیرند جای محیط روی

(ب) (آ)

خارجی مسطح گراف :٢ شکل

می شود. حل چند جمله ای زمان در مقصد گره یک با G خارجی مسطح گراف روی همریز جریان ماکزیمم مسأله ی .٢ . ٨ قضیه

که گره هایی حذف یا و یال ها کردن ادغام یال ها، حذف با G گراف از که است گرافی G جهت بدون گراف از M مینور
.( (شکل؟؟ می آید دسـت به مانده اند جدا

۴Outerplanar graph
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(ج) (ب) (آ)

نشان را گراف مینور و گراف آن از مینور یک ساخت مراحل گراف، یک چپ به راست از ترتیب به بالا شکل :٣ شکل
می دهد.

K٢,٣ و K۴) نمی باشد K٢,٣ و K۴ شامل آن مینور های که هستند گراف هایی دقیق طور به خارجی مسطح گراف های
می باشد). ٢و٣ دو بخشی کامل گراف و ۴ مرتبه از کامل گراف نشان دهنده ی ترتیب به

در می تواند مقصد گره یک با همریز جریان ماکزیمم مسأله ی نباشد، مینور عنوان به K٢,٣ شامل G گراف اگر .٢ . ٩ قضیه
شود. حل چند جمله ای زمان
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ممانعتی خط مشی های برابر در عرضه-تقاضا شبکه های از محافظت بهینه سازی

ولیزاده مسلم
تبریز اسلامی آزاد دانشگاه

کولانی محسن
تبریز دانشگاه

* قراملکی قیصر امید
تبریز دانشگاه

چکیده
عرضه نیاز مورد جریان یک برای را شبکه پایداری که است شبکه بهینه  سازی قالب یک ارائه مقاله این در ما هدف
از استفاده با یال آسیب پذیری گرفتن نظر در با که دارد تصادفی حالت یال شده ارائه  قالب در می کند. بیشینه تقاضا و
انتظار مورد جریان بیشینه کاهش کننده ممانعت هدف قالب این در می شود. مشخص مهاجم-مدافع موفقیت میزان تابع
غالبا شده اند مطرح ممانعت قالب این حل برای که متفاوتی رویکردهای است. شبکه یال های تخریب طریق از شبکه
نتایج می دهیم. ارائه مسائل این حل برای تکاملی الگوریتم یک مقاله این در هستند. کوچک ابعاد با شبکه های برای
بنابراین و می کند محدود توجهی قابل طور به را جواب فضای تکاملی الگوریتم این که می دهد نشان آمده دست به عددی

برد. کار به بزرگ ابعاد با شبکه های در را آن می توان

تکاملی؛ بهینه سازی شبکه؛ پایداری سیستم؛ از محافظت شبکه؛ در ممانعت کلیدی: واژه های

پیش گفتار ١

به عنوان بگیرید. نظر در را خدمات تحویل گیرنده یا محصول مصرف کننده تعدادی و ثابت و معلوم پیکر بندی با شبکه یک
می دهند. تشکیل را شبکه ای چنین اسلحه قاچاق یا مخدر مواد قانونی غیر موارد در و ارتباطات و برق قانونی، مورد در مثال
عناصر تخریب) مثال (به عنوان داشتن باز با شبکه طریق از کالا جریان کاهش ممانعت کننده هدف شرایط، این اساس بر
نوع این برای باشد. شبکه عناصر از ممانعت برای محدودی منابع دارای ممانعت کننده می شود فرض به علاوه، شبکه است.
بین از که می شمارد را s-t مسیر های تمام شیوه این است. در نظر گرفته را بسط یافته دوگان شبکه روش یک بویل١ شبکه ها
کرد ارائه را ۴LP قالب از تازه قالب بندی یک و است NP-کامل یک ٣ DNIP که داد نشان [٣] ٢ وود همچنین می روند.
و دای بود. شده اجرا کوچک تقریبا اندازه با شبکه های در رویکرد این حال این با می شود. حل عددصحیح برنامه ریزی با که
این کرده اند. ارائه DNIP مسائل حل برای را تکاملی بهینه سازی روش نخستین نقص ها، این با مواجه شدن برای [۴] پو۵
به مربوط مفاهیم از بایستی حال این با تولید کند. بزرگ شبکه های برای را می تواند  جواب هایی ( ۶GA ) ژنتیک الگوریتم  
،[١] ١٠ رامیرز-مارکز و راکو نهایت در کرد. استفاده GA در مناسبی زمینه پیش همچنین و جریمه٩ جهش٨، برش٧، عملگر

*سخنران

١Boyle
٢Wood
٣Deterministic Network Interdiction Problem
۴Linear Programing
۵Dai and Poh
۶Genetic Algorithm
٧Crossover
٨Mutation
٩Penalization

١٠Rocco and Ramirez-Marquez

١–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

ممانعتی خط مشی های برابر در عرضه-تقاضا شبکه های از محافظت بهینه سازی پوستر

۵٨٨



است. DNIP مسائل حل برای تکاملی الگوریتم یک که کرده اند ارائه را ١١ PSDA

مسأله تعریف ٢

ممانعت کننده به وسیله اختصاص یافته تلاش های بین رابطه تشریح برای پایه ای شبکه، برای ممانعت کننده/مدافع  رقابت قالب
کردن پیدا به دنبال مطالعه این در است. سیستم عنصر هر از محافظت یا نابودی برای تلاش همان که است، دفاع کننده و
جدایی، َمثلا مختلف دفاعی اقدامات بین در را دفاعی منابع می خواهیم سپس و هستیم شبکه عنصر یک تخریب احتمال

شود. حداکثر سیستم پایداری که نحوی به کنیم توزیع مطلوب طور به افزونگی و حفاظت

فرض ها ٢ . ١

است این بر فرض مقاله این در گرفت، نظر در را ممانعت کننده توسط ممکن حمله ای خط مشی های بی نهایت می توان اگرچه
در منابع مساوی توزیع مورد در فرض این می کند. توزیع شبکه اجزای تمام میان در مساوی به طور را خود منابع مهاجم که
بردن بین از برای و ندارد خاص یال های اهمیت و شبکه ساختار درباره اطلاعی هیچ مهاجم (a) است: توجیه قابل زیر موارد
در مثال، به عنوان ندارد. را خاص یال های به حمله هدایت برای توانایی هیچ مهاجم (b) می کند. تلاش شبکه عناصر تمامی
یالی می تواند تصادف حسب بر تنها و برساند آسیب منطقه کل به می کند تلاش مهاجم پایین، دقت با موشکی آلات از استفاده
سیل، قبیل: از طبیعی بلایای برابر در حفاظت مند نیاز سیستم (c) است. گرفته قرار آن در زیادی تجهیزات که کند تخریب را

از: عبارتند قالب این فرض های می کنند. تخریب را منطقه کل که است، غیره و طوفان

است. مشخص یال ها تمام ظرفیت •

است. مشخص و ثابت شبکه s-t پیکر بندی و شبکه تقاضای •

است. معلوم مهاجم و مدافع بودجه •

می شود. توزیع یال ها میان در مساوی به طور حمله بودجه •

می کند. تخریب یک با برابر احتمالی با را محافظت بدون یال های مهاجم •

شبکه ها از حفاظت زمینه پیش ٢ . ٢

و  است گر ه  ها از مجموعه ای N آن در که باشد، t تقاضا گره و s منابع گره با ظرفیتی شبکه یک G(N,A) کنید فرض
طوریکه: به  A = A١ ∪A٢

شبکه هستند. یال ها از مجمو عه ای A٢ = {(i, j)|١ < i, j < n} ،A١ = {(s, i), (j, t)|١ < i, j < n}
یال ظرفیت بردار که است، kij از عضو یک kijv به علاوه است. B و b حمله ای و دفاعی بودجه دارای به ترتیب
a = شبکه وضعیت بردار .٠ = kij٠ < kij١ و v = ٠, ١ داریم بردارها این برای می دهد. نمایش را (i, j)

است. شبکه از یال هر برای جریان ظرفیت (as١, as٢, ..., ast, a١٢, ..., aij , ..., ant)

١١Probabilistic Solution Discovery Algorithm
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یال آسیب پذیری ٢ . ٣

[٢] مهاجم-مدافع رقابت در موفقیت تابع نسبت به صورت تخریب) احتمال همان (یعنی vij شبکه یال یک آسیب پذیری
به شکل:

vij =
Tm
ij

Tm
ij + tmij

است. درگیری میزان m پارامتر و است، vij یال به اختصاص یافته حمله ای و دفاعی بودجه به ترتیب Tijو tij آن در که است
توزیع یال ها همه میان در مساوی به طور را خود منابع مهاجم که است این بر فرض قالب این در شده، داده توضیحات بنابر

.Tij = B/|A| نتیجه در می کند،
مقداری xij عنصر به طوری که است. دفاعی خط مشی یک x = (xs١, xs٢, ..., xst, x١٢, ..., xij , ..., xnt) بردار به علاوه
اگر (xij = ٠) ٠ مقدار و باشد شده تعریف دفاعی خط مشی از بخشی به عنوان (i, j) یال اگر دارد (xij = ١) ١ برابر
مدافع قالب این فرض های در چون و شود، دفاع یال ها کدام از می کند مشخص دفاعی خط مشی بردار نتیجه در نشود. دفاع

داریم: پس می کند، پخش شده انتخاب یال های بین در مساوی به طور را خود دفاعی بودجه

tmij =


0 xij = 0
b∑
ij xij

xij = 1

شبکه پایداری ۴ . ٢

شبکه پایداری بنابراین می نگارد. s − t بین شبکه جریان یک به را شبکه حالت بردار یک φ(a) : Z |A| −→ Z+ تابع
می شود: تعریف زیر به صورت vij آسیب پذیری های و d شده داده جریان ،x′ بردار دفاعی مشی خط تحت

R(a|x′, d, vij) = P (φ(a) ⩾ d|x′, vij).

شبکه از بهینه حفاظت قالب ۵ . ٢
شبکه نیاز مورد s− t بخصوص جریان یک شبکه پایداری که دفاعی خط مشی یک از است عبارت قالب این در هدف تابع

به شکل G(N,A) در

max z = R(a|x′, d, vij)

s.t.
C(x) = b∑
i|xij

aij −
∑
h|xjh

ajh = ٠ ∀j ∈ N

xij ∈ Bin(٠, ١)

می کند. بیشینه را

نتایج ارائه و تحلیل روش ٣

است: زیر گام سه براساس مسئله این در تحقیق رویکرد
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بالقوه؛ ممانعتی خط مشی آوردن به وجود برای ١٢MC کارلو مونت شبیه سازی (١)

شبکه؛ s− t جریان ماکزیمم برای فولکرسون فورد الگوریتم (٢)

که می دهد قرار کاوش مورد احتمالی جستجوی بر اساس چرخه هر در را جواب فضای از ناحیه ای که تکاملی الگوریتم (٣)
می آید. به دست تولیدشده جواب های کردن مناسب از

پژوهش دست آورد های ۴

منابع مساوی اختصاص با را عرضه–تقاضا جریان می کند تلاش مهاجم که می دهد نشان را شبکه از تدافعی قالب یک مقاله این
یال های از حفاظت برای را خود منابع مدافع حمله، تهدید این تحت دهد. کاهش شبکه ظرفیت دار یال های میان در تخریبی
بهینه سازی قالب شود. بیشینه شبکه) پایداری (همان شبکه نیاز مورد جریان تامین احتمال طوریکه به می دهد، اختصاص شبکه
بدست جواب های می شود. تعیین یال هر برای مهاجم–مدافع موفقیت میزان تابع از استفاده با یال ها آسیب پذیری اساس بر
خط شود، روبرو تهاجمی منابع مساوی توزیع با مدافع که موقعی می دهد نشان مختلف شبکه های روی بر قالب این برای آمده
تمام تخصیص (با عرضه–تقاضا بخصوص مسیر یک پایداری توجه قابل بهبود میان انتخاب اساس بر بایستی دفاعی مشی
مسیر چندین پایداری مختصر افزایش برای شبکه فراوان یال های میان در منابع توزیع یا مسیر)، این یال های به دفاعی منابع
نخست انتخاب می یابد افزایش درگیری میزان وقتی می دهد نشان همچنین آمده بدست نتایج افزونگی باشد. ایجاد بنابراین و
اجازه مدافع به اگر حال این با می باشد، دفاعی مشی خط رفتار فهمیدن در گام نخستین مقاله این اگرچه است. سودمندتر
سناریوهای برابر در را شبکه پایداری نتیجه در و بهتر تخصیص موجب شاید کند، تقسیم نامساوی طور به را خود منابع دهیم
بیشترین تا کند پخش یال ها میان در بهینه طور به را منابع اش مهاجم است ممکن همچنین دهد. افزایش حمله ای متفاوت
قرار بررسی مورد می تواند آینده تحقیقات در موارد این از هریک بنابراین برساند. محتمل دفاعی مشی خط هر برای را آسیب

گیرد.

مراجع
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١٢Monte-Carlo
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نامقید بهینه سازی در سه جمله ای مزدوج گرادیان الگوریتم همگرایی تسریع

کیانپور محمد
گیلان دانشگاه

باقریان مهری
گیلان دانشگاه

عزتی زاده* پویان
گیلان دانشگاه

چکیده

مینیمم سازی روش از استفاده با بزرگ مقیاس در نامقید بهینه سازی برای سه جمله ای مزدوج گرادیان الگوریتم یک
یک در هدف تابع دوم درجه تقریب مینیمم سازی وسیله ی به جستجو جهت های الگوریتم این در است. شده ارائه زیرفضا
شرایط در و هستند کاهشی جهت ها این که می شوند محاسبه −gk+١, sk, yk بردارهای وسیله ی به پدیدآمده زیرفضای

می شوند. تعیین ولف خطی جستجوی شرایط وسیله به هم گام ها طول می کنند. −Daiصدق Liao تزویج

کاهشی جهت ولف، خطی جستجوی سه جمله ای، مزدوج گرادیان نامقید، بهینه سازی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

غیرخطی نامقید بهینه سازی مسئله حل برای

min {f(x) : x ∈ Rn} (١.١)

گرادیان روش با است کراندار پایین واز مشتق پذیر پیوسته طور به تابع یک f : Rn → R آن در که بزرگ درمقیاس
داریم: زیر صورت به را {xk} دنباله x٠ ∈ Rn اولیه نقطه یک از شروع و سه جمله ای مزدوج

xk+١ = xk + αkdk (٢.١)

: [۴ ] می آید بدست ولف خطی جستجوی وسیله به αk > ٠ درآن که

f(xk + αkdk)− f(xk) ≤ ραkgk
Tdk (٣.١)

gk+١
Tdk ≥ σgk

Tdk (۴.١)

می آوریم. بدست را کاهشی جهت ادامه در است. ٠ < ρ ≤ σ < ١ و کاهشی جهت یک dk که

*سخنران
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کاهشی جهت آوردن بدست ٢

است: زیر صورت به xk+١ در هدف تابع دوم درجه تقریب

ϕk+١(d) = gk+١
Td+ ١

٢d
TBK+١d (١.٢)

می کنیم: ارائه زیر صورت به را dk+١ است.جهت ∇٢f(xk+١)هسین تقریب یک Bk+١ که

dk+١ = −gk+١ + aksk + bkyk (٢.٢)

بعد که هستند اسکالرهایی هم bk و ak است. yk = gk+١ − gk و sk = xk+١ −xk ،gk+١ = ∇f(xk+١) درآن که
می شوند: زیرتعیین مینیمم سازی دستگاه حل از

minϕk+١(dk+١) (٣.٢)

ak, bk ∈ R

بدست زیر خطی جبری سیستم حل از بعد ak, bk ، (٣. ٢) مینیمم سازی مساله در (٢. ٢) در شده ارائه dk+١ کردن وارد با
می آیند:

ak(sk
T yk) + bk∥yk∥٢ = gk+١

T yk − sk
T gk+١

ak∥yk∥٢ + bk(yk
TBk+١yk) = gk+١

TBk+١yk − yk
T gk+١ (۴.٢)

مثبت معین B k+١ اینکه فرض با می دهیم. انجام را ωk = gk+١
TBk+١yk و ηk = yk

TBk+١yk متغیر تغییر
می آوریم: بدست زیر صورت به را ηk ، Bk+١sk = yk شبه نیوتن رابطه از استفاده و است

ηk = ٢ (yk
T yk)

٢

ykT sk
(۵.٢)

می توان هسین تقریب آوردن بدست برای . می کنیم استفاده هسین تقریب محاسبه روش های از ωk محاسبه برای حال
فرمول است. بهتر [۵] BFGS طیفی مقیاس گذاری روش می دهد نشان عددی نتایج ولی کرد استفاده BFGS روش از

می باشد: زیر صورت به BFGS طیفی مقیاس گذاری بهنگام سازی

Bk+١ = Bk − Bksksk
TBk

skTBksk
+ γk

ykyk
T

ykT sk
(۶.٢)

. ykT sk ̸= ٠ و γk = yk
T sk

∥yk∥٢ آن در که

می نویسیم: را BFGS طیفی مقیاس گذاری بهنگام سازی تکرار اولین I اولیه ماتریس با
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Bk+١ = I − sksk
T

skT sk
+ ykyk

T

ykT yk
(٧.٢)

می کنیم: محاسبه را ωk حال

ωk = gk+١
TBk+١yk = gk+١

T

[
I − sksk

T

skT sk
+

ykyk
T

ykT yk

]
yk

= gk+١
T yk −

(gk+١
T sk)(sk

T yk)

skT sk
+

(gk+١
T yk)(yk

T yk)

ykT yk
(٨.٢)

می آوریم: بدست دستگاه حل و (۴. ٢) خطی جبری سیستم در (٨. ٢) و (۵. ٢) دادن قرار از پس حال

ak = ١
∆k

[
ηk(yk

T gk+١ − sk
T gk+١)− ∥yk∥٢(ωk − yk

T gk+١)
]

(٩.٢)

bk = ١
∆k

[
(yk

T sk)(ωk − yk
T gk+١)− ∥yk∥٢(yk

T gk+١ − sk
T gk+١)

]
(١٠.٢)

∆k = (yk
T yk)

٢ ≥ ٠ (١١.٢)

(٢. ٢) در شده ارائه فرمول با جستجو جهت (١٠. ٢) و (٩. ٢) در bk و ak محاسبه با باشد ∆k > ٠ اگر بنابراین
می آید. بدست

TTS الگوریتم ٣

.k = ٠ و d٠ = −g٠ دهید قرار و کنید محاسبه را g٠ = ∇f(x٠) کنید، انتخاب x٠را ∈ dom f اولیه نقطه یک .١ گام
گام به صورت این غیر در می شود متوقف الگوریتم باشد برقرار اگر ( ∥gk∥∞ ≤ ١٠−۶) کنید بررسی را توقف شرط .٢ گام

بروید. ٣
بیاورید. بدست (۴. ١) و (٣. ١) در ولف خطی جستجوی شرایط از استفاده با را αk گام طول .٣ گام

محاسبه را bk = −αkyk
Tdk و ak = αkgk

Tdk، yk = gk − gz و gz = ∇f(z) ، z = xk + αkdk .۴ گام
کنید.

در کنید، بهنگام xk+١ = xk + ξkαkdk فرمول با را متغیرها و کنید محاسبه را ξk = −ak
bk

باشد، bk > ٠ اگر .۵ گام
yk = gk+١ − gk کنید. محاسبه را gk+١ و fk+١ .[١] کنید استفاده xk+١ = xk + αkdk فرمول از صورت این غیر

آورید. بدست نیز را sk = xk+١ − xk و
کنید. محاسبه (١٠. ٢) و (٩. ٢) ،(١١. ٢) ،(٨. ٢) ،(۵. در(٢ ترتیب به را bk و ak ،∆k، ωk،ηk .۶ گام

کنید. محاسبه را dk+١ = −gk+١ + aksk + bkyk جستجوی جهت .٧ گام
پاول)[٣]. مجدد .(راه اندازی dk+١ = −gk+١ دهید قرار باشد

∣∣gk+١
T gk

∣∣ > ٠٫٢∥gk+٢∥١ اگر .٨ گام
بروید. ٢ گام به و بگیرید نظر در k = k + ١ .٩ گام
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گیری نتیجه ۴

ما الگوریتم است. شده ارائه زیرفضاها روی مینیمم سازی پایه ی بر جدید سه جمله ای مزدوج گرادیان روش یک مقاله این در
مقدار مناسب کاهشی جهت و می شود تعیین ولف خطی جستجوی طریق از که گامی طول با تکرار هر در یعنی است کاهشی
هستند کراندار بالا از می شوند تولید الگوریتم وسیله به که جهت هایی یکنواخت محدب توابع برای می یابد. کاهش ما هدف تابع

همگراست. الگوریتم یعنی
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تعاملی تکاملی الگوریتم یک از استفاده با چندهدفه بهینه سازی مسأله حل
تصمیم گیرنده فراخوانی های محدود تعداد فرض با ارزش، تابع بر مبتنی

امان مسعود
بیرجند دانشگاه

نصرآبادی نسیم
بیرجند دانشگاه

خراشادی زاده* حانیه
بیرجند دانشگاه

چکیده

دادن سوق برای چندهدفه بهینه سازی الگوریتم یک با که می دهد ارائه را ارجحیات بر مبتنی روش یک مقاله این
است، محدود تصمیم گیرنده فراخوانی های تعداد اینکه فرض با می شود. ترکیب ارجح جواب انتخاب سمت به تصمیم گیرنده
ارجحیت های بیان برای را تصمیم گیرنده شد، حاصل جواب در قبولی قابل پیشرفت آن که از پس تکرار هر در الگوریتم
تابع این می کند. استفاده صعودی اکیداً ارزش تابع یک مدلسازی برای اطلاعات این از سپس و کرده فراخوانی جدید
غلبه معیار یک از استفاده با تکرار هر انتهای در که طوری به کرده کمک مرجع نقطه سمت به الگوریتم هدایت به ارزش

می شود. تولید مرجع نقطه به نزدیک تر و قبلی تکرار به نسبت بهتری جواب خاتمه معیار یک و

ارزش تابع ارجح، نقطه ی تعاملی، الگوریتم های تکاملی، چندهدفه بهینه سازی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

مطرح مسائل این گونه حل برای زیادی روش های این رو از و دارد واقعی جهان در زیادی کاربردهای چندمعیاره تصمیم گیری
اجرا قابل خوبی به خاص موارد در و دارند را خودشان به مربوط ضعف و قوت نقاط روش ها این از کدام هر که است شده
برای جواب بهترین آوردن بدست معنی به که می باشد چندهدفه بهینه سازی چندمعیاره، تصمیم گیری شاخه های از یکی هستند.
همزمان بتواند که جوابی تک مسائل این گونه برای معمولا ولی است. مفروض ناحیه ی روی مشخص هدف چند با مسأله ای
سروکار بهینه پارتو جواب عنوان با جواب مجموعه یک با ما مسائل این برای لذا ندارد. وجود کند، بهینه را اهداف تمام
از نمونه یک می باشد. تصمیم گیرنده اولویت های مبنای بر جواب ها این بین از جواب کارآمدترین و بهترین انتخاب که داریم
برای تکاملی روش های جدیدترین از یکی و بوده تکاملی چندهدفه بهینه سازی الگوریتم های چندهدفه، بهینه سازی الگوریتم های
فراخوانی های محدود تعداد کردن فرض آن اصلی ویژگی که می باشد [٣] در شده مطرح تعاملی روش چندهدفه، مسائل حل
جواب یک یافتن برای را جستجو جهت چندوجهی مخروط های کمک به تکرار هر در مذکور الگوریتم می باشد. تصمیم گیرنده
برای تصمیم گیرنده اولویت های برمبنای ارزش تابع ساخت راهکار گرفتن به کار با مقاله این در می کند. تعیین جدید بهینه پارتو
اولویت های مقاله، این در می بخشیم. بهبود را [٢] در شده ارائه الگوریتم آنها، دودویی مقایسه ی و جواب مفروضی تعداد
(نقطه ای ارجح نقطه سمت به الگوریتم هدایت منجربه اجتماع این که می شود یکی الگوریتم میانی گام های با تصمیم گیرنده
می گردد. دارد.) مرز روی نقاط دیگر با مقایسه در را تصمیم گیرنده خرسندی یا سودمندی بیشترین که است بهینه پارتو مرز روی
بهینه سازی مسأله ی کلی ساختار می شود. داده ورودی پارامتر عنوان به الگوریتم شروع در تصمیم گیرنده فراخوانی های سهمیه

*سخنران
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می باشد: زیر صورت به مقاله این در مفروض چندهدفه ی

Maximize {f١(x), ..., fM (x)}
s.t. x ∈ S.

الگوریتم کلی چارچوب ٢

غلبه معیار و تکاملی جستجوی از استفاده با یا تصادفی بصورت آغازین جواب مجموعه یک پیشرو تعاملی روشهای اکثر در
جستجوی یک برای الگوریتم به عمل این که می شود، استخراج گیرنده تصمیم اولویت های سپس می شود. تولید استاندارد
می کند. تولید نهایی خروجی عنوان به را جواب تک یک معمولا الگوریتم این می کند. کمک علاقه مورد ناحیه ی در متمرکز
ایده آل، نقطه تعیین بعداز دارد. نیاز شروع برای (

−→
I ) ایده آل نقطه ی یک به تصمیم گیرنده فراخوانی های ثابت سهمیه طرح

برحسب
−→
I به نقطه نزدیک ترین عنوان به آغازین جمعیت از

−→
P ib نقطه ی می شود. تولید تصادفی بصورت آغازین جمعیت

تعداد حداکثر TDM اگر می شود. داده نشان DI = |−→I −
−→
P ib| بصورت

−→
I از آن فاصله و شده انتخاب اقلیدسی فاصله ی

یک آن از بعد نامند. گام طول را dI . می شود تقسیم بخش dI = DI
TDM

به DI فاصله ی باشد، تصمیم گیرنده فراخوانی های
ابتدا الگوریتم، شرح از قبل شود. برقرار خاتمه معیار که زمانی تا می شود، انجام تصمیم گیری نمونه های با تکاملی جستجوی
می دهیم توضیح بعدی بخش های در را تابع این مبنای بر شده اصلاح غلبه ی قانون و خاتمه معیار ارزش، تابع ساخت شیوه ی

.[٢]

جمله ای چند ارزش تابع ساخت و گیرنده تصمیم اولویت های اطلاعات ٢ . ١

تصمیم گیرنده اولویت های که تابع این کند. بیان تابع یک پایه ی بر را خود تصمیمات تصمیم گیرنده که می شود فرض گاهی
می باشد صعودی اکیداً تابع یک ارزش تابع می شود. نامیده V ارزش تابع است مقدار حقیقی تابعی و می دهد نشان را
و می باشد فرضی تابع یک تابع این می دهد. نسبت را مقدار بیشترین تصمیم گیرنده توسط انتخابی جواب بهترین به زیرا
خاص تابع یک صورت به تابع این ساختار کرد فرض می توان فقط بلکه بنویسیم صریح به صورت را آن نمی توانیم عمل در
یک دارای تصمیم گیرنده ارزش تابع که می کنیم فرض مقاله این در است. محدب شبه یا و جمعی یا چندجمله ای تابعی مانند
برای راه یک باشد. داشته وجود مقایسه برای نقطه η تصمیم گیرنده فراخوانی یک در کنید فرض است. چندجمله ای ساختار
Pj از Pi جواب می دهد: رخ حالت دو از یکی Pj و Pi جواب هردو برای که می باشد جواب ها دودویی مقایسه تصمیم گیرنده
η دودویی مقایسه انتهای در لذا .(Pi ≡ Pj) نیستند مقایسه قابل هم با Pj و Pi جواب دو یا (Pi ≻ Pj) است بهتر
P١ که آخر. جواب Pη و ... دوم، مرتبه بهتر جواب P٢ جواب، بهترین P١ کرد: مرتب این گونه را جواب ها می توان جواب

می گیریم: نظر در زیر صورت به را ارزش تابع جواب ها مرتب سازی از بعد اکنون می باشد.
−−−→
Abest

c همان

V (f) = (f١ + k١١f٢ + k١٢f٣ + ...+ k١(M−١)fM + l١) ×
(f٢ + k٢١f٣ + k٢٢f۴ + ...+ k٢(M−١)f١ + l١) × ... ×
(fM + kM١f١ + kM٢f۴ + ...+ kM(m−١)fM−١ + lM )

این هستند. ارزش تابع پارامترهای kM(M−١), ....k٢١, k١(M−١), ..., k١١ و lM , ..., l١ و هدف توابع fM , ..., f١ که
ارزش تابع این شوند. تعیین تصمیم گیرنده توسط انتخابی نقطه ی η اولویت اطلاعات از باید و می باشند مجهول پارامترها
Sm : RM −→ R;m = ١, ٢, ...,M خطی تابع M کردن ایجاد منظور به بالا، در شده داده نشان هدف تابع M برای

می کنیم: حل را زیر بهینه سازی مسأله ی منظور این برای .[٢] می شود گرفته درنظر
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maximum ϵ
s.t. Sm(Pi) ≥ ٠ i = ١, ٢, ..., η , m = ١, ٢, ...,M

kij ≥ ٠ i = ١, ٢, ...,M , j = ١, ٢, ..., (M − ١)
(V (Pi)− V (Pj) ≥ ϵ ∀(i, j) ; Pi ≻ Pj

|V (Pi)− V (Pj)| ≤ δv ∀(i, j) ; Pi ≡ Pj

.[٢] δv = ٠٫١ϵ دهیم قرار است ممکن اضافی پارامترهای حذف برای

خاتمه معیار ٢ . ٢

یافته خاتمه بهینه سازی عمل کل آیا که داد تشخیص می توان تابع این از استفاده با باشد. شده تعیین V ارزش تابع کنید فرض
موردنظر ارزش تابع می کنیم. انتخاب نقطه ای η مجموعه ی از را P٢ بهتر نقطه دومین و P١ نقطه بهترین ابتدا خیر. یا است
یک اگر بنابراین خیر. یا است بهتر P١ یعنی جاری نقطه بهترین از P جدید نقطه آیا که کند تأمین را اطلاعاتی می تواند
شود تولید P١ بهتراز نقطه ای که داریم انتظار کنیم، اجرا را P١ نقطه ی از ارزش تابع گرادیان راستای در تک هدفه جستجوی
می کنیم، حل zb = P١ برای را زیر ASF مسأله ی منظور این برای داده، توسعه را خاتمه معیار می توان این از استفاده با که

می دهد. نشان را اصلی مسأله ی شدنی تصمیم متغیرهای فضای S آن در که

maximum
(
minM

i=١
fi(x)−zbi
∂v/∂fi

)
+ ρ

∑M
j=١

fj(x)−zbj
∂v/∂fj

s.t x ∈ S.

از P١ و z(i) اقلیدسی فاصله اگر می کنیم. ذخیره را (z(i); i = ١, ٢, ...) میانی تکرارهای در جواب هر مسأله این حل در
جایگزین z(i) حالت این در که می یابد. ادامه الگوریتم و می شود متوقف ASF بهینه سازی ،[٣] بود بزرگتر dA خاتمه پارامتر
الگوریتم نبود dA از بزرگتر P١ از zT نهایی جواب فاصله ی و یافت خاتمه ASF بهینه سازی اگر دیگر طرف از می شود. P١

می شود. معرفی الگوریتم نهایی جواب عنوان به zT و می یابد خاتمه

شده اصلاح غلبه قانون ٢ . ٣

دو هر دراین صورت است. بهتر نقطه ی دومین P٢ آن در که V (P٢) = V٢ و باشد جاری تکرار در ارزش تابع V کنید فرض
از جواب دو هر ارزش تابع مقدار اگر شوند: مقایسه هم با این گونه هدفشان تابع مقادیر با می توانند x(٢) و x(١) شدنی جواب
می شوند. مقایسه باهم معمول غلبه ی معیار به وسیله ی نقطه دو این آنگاه بود بیشتر V٢ از دو هر ارزش تابع مقدار یا کمتر V٢

زیر به صورت جواب دو آنگاه بود V٢ از کمتر دیگر جواب و V٢ از بیشتر جواب یک ارزش تابع مقدار اگر غیراین صورت در
می شوند: مقایسه باهم

از A نقطه ی در لذا می باشد بیشتر V٢ از B نقطه ی در و کمتر V٢ از A نقطه ی در ارزش تابع مقدار ١ شکل به توجه با
مغلوب B و A نقاط توسط که نواحی می شود. عمل ١ شکل مطابق B نقطه ی در و می گردد استفاده معمول غلبه ی معیار
این مسائل بعضی در که است این غلبه معیار برای پایه نقطه ی عنوان به P٢ انتخاب دلیل است. شده زده هاشور می شوند
غلبه معیار برای پایه نقطه عنوان به P١ اگر حالت این در باشد. گرفته قرار P٢ و P١ بین ارجح نقطه ی که دارد وجود امکان

شد. خواهد مغلوب P١ توسط ارجح نقطه ی شود، گرفته نظر در

ارزش تابع بر مبتنی تعاملی تکاملی چندهدفه بهینه سازی الگوریتم ٣

مقاله الگوریتم مشابه که نظر مورد جدید الگوریتم ،[٣] در پیشنهادی الگوریتم و بالا شده ی ارائه توضیحات به توجه با اکنون
از استفاده جای به جستجو، جهت تعیین برای واقع در است. ٧ و ۵ ،۴ ،٣ گام های در الگوریتم این با تفاوتش و می باشد [٣]
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شده اصلاح غلبه تعریف از بااستفاده B و A نقاط توسط شده مغلوب نواحی :١ شکل

گام در می کنیم. بیان را گام ها این در لازم تغییرات فقط بخش این در لذا می شود. استفاده ارزش تابع از چندوجهی، مخروط
مخروط ساخت جای به ۴ گام در کند. Atانتخاب بایگانی از را نقطه η که می خواهیم او از تصمیم گیرنده فراخوانی هنگام ٣
و می سازیم ٣ گام در تصمیم گیرنده انتخابی نقطه ی η توسط را V (F ) ارزش تابع ٢٬١ توضیحات از استفاده با چندوجهی
استفاده ٢٬٣ در شده اصلاح غلبه ی معیار از فرزند جمعیت تولید هنگام ۵ گام در می کنیم. حل را مربوطه بهینه سازی مسأله ی
بهترین و می کنیم فراخوانی بایگانی از عضو بهترین و نقطه η انتخاب برای را تصمیم گیرنده دوباره ٧ گام در آخر در و می کنیم.

می سازیم. را جدید ارزش تابع و می کنیم ذخیره
−−−→
Abest

c−١ عنوان به را قبلی تکرار انتخابی نقطه ی η در نقطه

نتیجه گیری ۴

می باشد. اجرا قابل بهینه، پارتو مرز نوع صرف نظراز هدفه، چند مسائل برای و است کلی الگوریتم یک پیشنهادی الگوریتم
با مسائلی حل در و دارد را پیچیده چندهدفه ی مسائل حل توانایی می باشد تکاملی الگوریتم های دسته ی از الگوریتم این چون
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فیدفوروارد عصبی شبکه� مدل یک از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل

ناظمی علیرضا
شاهرود دانشگاه
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چکیده

لازم شرط ، ھامیلتونین تابع تعریف و بھینگی شرایط نوشتن با سپس کرده، بیان را بھینه کنترل مساله ابتدا در
بھینگی شرایط حل به فیدفوروارد کارای عصبی شبکه یک ارائه با ادامه در می�آوریم. دست به مساله برای را بھینگی

می�آوریم. دست به را مسیر و کنترل تابع پرداخته،

بهینگی. لازم شرایط عصبی، شبکه هامیلتونین، تابع بهینه، کنترل مساله کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

تا کرده�اند تلاش محقق چندین اخیر، سال�های در است. آمده بوجود مهندسی علوم در بهینه کنترل مسائل از بسیاری نمونه�های
پیشنهاد سرطانی تومورهای رشد کنترل برای ریاضی مدل یک [٢] در کنند. ارائه بهینه کنترل مسائل حل برای جدیدی روش
اذدحام سازی بهینه بوسیله�ی ترکیبی الگوریتم یک [٣] در است. شده فرموله�بندی بهینه کنترل نظریه صورت به که است شده

کرده�اند. ارائه خطی غیر بهینه کنترل مسائل حل برای متوالی کوادراتیک ریزی برنامه با شده اصلاح ذره�های

کرد: تعریف زیر بصورت می�توان را تابعی نمو .١.١ تعریف
∆J(x, δx) = δJ(x, δx) + g(x, δx)||δx||

δJ و گویند پذیر دیفرانسیل را J آنگاه ،lim||δx||→٠ g(x, δx) = ٠ اگر می�باشد. δx حسب بر خطی قسمت δJ که
می�شود. نامیده J تابعی تغییرات

یعنی شود، صفر باید x∗ روی J تغییرات باشد، اکسترمم منحنی یک x∗ اگر تغییرات). حساب اساسی (قضیه .٢.١ قضیه
.δJ(x∗, δx) = ٠ قبول قابل δx هر ازای به

شود. مراجعه [١] مرجع به اثبات.

باشیم: داشته [t٠, tf ] محدوده در δx مانند پیوسته تابع هر برای و بوده پیوسته h تابع اگر حساب). اساسی (لم .٣.١ ∫لم tf

t٠

h(t)δx(t)dt = ٠

باشد. صفر [t٠, tf ] محدوده تمام در باید h آنگاه

شود. مراجعه [١] مرجع به اثبات.
*سخنران
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مساله بیان ٢

است: زیر صورت به بهینه کنترل مساله�ی یک کلی شکل
min J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf
t٠

f٠(x(t), u(t), t)dt,

s.t ẋ = g(x(t), u(t), t),

x(t٠) = x٠.

(١)

بهینه کنترل برای لازم شرایط ١.٢

زیر، صورت به هامیلتونین تابع نام به H(x(t), u(t), p(t), t) تابع تعریف و تغییرات حساب اساسی قضیه اعمال با
می�آیند. دست به لازم شرایط

H(x(t), u(t), p(t), t)
∆
= f٠(x(t), u(t), t) + pT .g(x(t), u(t), t) (٢)

از: عبارتند لازم شرایط

∂H
∂x

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t) = −ṗ(t), (٣)

∂H
∂u

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t) = ٠, (۴)

∂H
∂p

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t) = ẋ(t), (۵)[
∂h

∂x
(x∗(tf ), tf )− p∗(tf )

]T
δxf +

[
H(x∗(tf )u

∗(tf ), p
∗(tf ), tf ) +

∂h

∂t
(x∗(tf ), tf )

]
δtf = ٠

(۶)

عصبی شبکه ساختار ٣

می�شود: محاسبه زیر فرمول بوسیله�ی فیدفوروارد عصبی شبکه خروجی }مقدار
output =

∑I
i=١ viσ(zI), σ(x) = ١

١+e−x

zI = wix+ bi

کنترل(شبکه و (np آن عصبی الحاقی(شبکه ،(nx آن عصبی حالت(شبکه می�گیریم: درنظر هرتابع برای عصبی شبکه ٣
زیر صورت به کنترل) و الحاقی حالت، توابع آزمایشی(برای جواب�های و می�شوند تعریف زیر صورت به که (nu آن عصبی

می�شوند: ساخته
xT = x٠ + t(t− t٠)nx, nx =

∑I
i=١ v

i
xσ(z

i
x), zix = wi

xτ + bix,

pT = np, np =
∑I

i=١ v
i
pσ(z

i
p), zip = wi

pτ + bip,

uT = nu, nu =
∑I

i=١ v
i
uσ(z

i
u), ziu = wi

uτ + biu.

(٧)

باید باشد، آزاد x(tf ) اگر مثال، عنوان به .p(.) = ٠ باشیم داشته آزاد انتهایی نقاط برای مسائل برخی در است ممکن
شرایط دیگر برای کنیم. تعریف pT = (t− tf )np بصورت (٧) در را p(tf ) می�توانیم بنابراین .p(tf ) = ٠ باشیم داشته

بسازیم تقریبی آزمایشی تابع می�توانیم مرزی) اولیه(یا
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داریم: بنابراین کنند، صدق (٣) - (۶) بهینگی شرایط در باید آزمایشی جواب�های

∂HT

∂xT
= −ṗT (t), (٨)

∂HT

∂uT
= ٠, (٩)

∂HT

∂pT
= ẋT (t), (١٠)

آن در که
HT (xT (t), uT (t), pT (t), t) = f٠(xT (t), uT (t), t) + pTT .g(xT (t), uT (t), t) (١١)

را (٨) - (١٠) سازی بهینه دستگاه ابتدا در نامقید، سازی حداقل مساله یک عنوان به (٨) - (١٠) بندی فرموله دوباره با
تعریف زیر بصورت را سازی بهینه مساله و می�کنیم سازی گسسته [t٠, tf ] بازه�ی در tk, k = ١, ٢, . . . ,m نقطه m با

می�کنیم

minimizeyE(y) = ١/٢
m∑
k=١

{E١(tk, y) + E٢(tk, y) + E٣(tk, y)} (١٢)

آن در که
y = (wx, wp, wu, bx, bp, bu, vx, vp, vu)

T ∈ R٣I(٢n+m)

و
E١(tk, y) =

[
∂HT
∂xT

+ ṗT

]٢
, k = ١, ٢, . . . ,m

E٢(tk, y) =
[
∂HT
∂uT

]٢
, k = ١, ٢, . . . ,m

E٣(tk, y) =
[
∂HT
∂pT

− ẋT

]٢
, k = ١, ٢, . . . ,m

عددی مثال ۴

دهیم. نشان مثال یک حل با را پیشنهادی الگوریتم می�کنیم سعی بخش، این در

بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله .١.۴ مثال

minimize
H

٢
x٢(T ) +

∫ T

٠

١
۴
u٢(t) dt,

subject to

ẋ(t) = −ax(t) + u(t),

x(٠) = ۵, x(T ) = isfree.

است: زیر صورت به کنترل و حالت متغیر دقیق جواب H = ۵, a = −٠٫ ٢, T = ١۵ فرض با x(t) = Bexp(
−t

۵
)− ۵Aeep(

t

۵
),

u(t) = −٢Aexp(
t

۵
).
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آن در که

A =
٢۵

٢۶exp(۶)− ٢۵
, B =

٢۶Aexp(۶)
۵

می�توانیم ،x(٠) = ۵ اولیه شرط و آزاد انتهایی شرط گرفتن نظر در با .p(١۵) = ٠ داریم است آزاد T = در١۵ x چون
کنیم: انتخاب زیر صورت به را آزمایشی جواب�های

xT = ۵+ tnx,
pT = (t− ١۵)np + ۵x(١۵),
ut = nu.

کنیم. مشاهده (١) شکل در را u(t) و x(t) برای تقریبی جواب�های می�توانیم

(١.۴) مثال برای کنترل تابع (ب) (١.۴) مثال برای حالت تابع (آ)

(١.۴) مثال برای کنترل و حالت تابع :١ شکل
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ارزیابی به مربوط مسائل حل جهت فازی دو امکانی خطی ریزی برنامه روش
سفارشات تخصیص و کننده تامین

خادمی جلائی یونس سید
مشهد مرکز نور- پیام دانشگاه

مصطفوی* سمانه
شیراز مرکز نور- پیام دانشگاه

چکیده

مراتبی سلسله تحلیل فرآیند و (MOPLP) هدفه چند امکانی خطی برنامه ریزی روش از ترکیبی مقاله، این در
تخصیص و کنندگان تامین انتخاب و ارزیابی جهت ملموسی غیر و ملموس کیفی و کمی عوامل تشریح برای (AHP)
تخصیص و کنندگان تامین انتخاب و ارزیابی در قطعیت عدم با رویارویی منظور به می شود. ارائه سفارش بهینه مقادیر
کمک هدفه چند امکانی خطی برنامه ریزی روش یک از مساله حل برای می شود. استفاده فازی رویکرد از سفارشات،

می گردد. ارائه مساله حل جهت (PLP) امکانی خطی برنامه ریزی یک خاتمه، در و گرفته

سلسله تحلیل فرآیند هدفه، چند امکانی خطی ریزی برنامه سفارش، تخصیص کنندگان، تامین ارزیابی کلیدی: واژه های
مراتبی

Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

مانند متغیرهایی از که باشد می پیچیده معیاره چند گیری تصمیم مساله یک سفارشات تخصیص و کنندگان تامین انتخاب
گرفته صورت کمی های پژوهش تاکنون پذیرد. می تاثیر غيره و مناسب دهی تحویل و فنی قابلیت کارایی، کیفیت، هزینه،
در اندکی مقالات باشد. شده توجه نیز سفارشات تخصیص مساله به کنندگان تامین انتخاب بر علاوه غیرقطعی، فضای در که
برای دارد. وجود سفارش تخصیص های مدل در ویژه به و کنندگان تامین ارزیابی در مبهم و قطعی غیر اطلاعات بررسی مورد
[٢] کومار است. نموده تعیین فازی روش کمک با کنندگان تامین عملکرد برای را کمی و کیفی معیار دو هر [١] لی مثال
منبای بر [٣] چن است. آورده بوجود کنندگان تامین ارزیابی برای صحیح عدد فازی ترکیبی آرمانی ریزی برنامه مدل یک
مقاله این است. کرده طراحی را چندمعیاره گیری تصمیم مدل یک کنندگان تامین انتخاب بررسی جهت فازی مجموعه تئوری
امکانی فازی محیط یک در کنندگان تامین ارزیابی و سفارشات تخصیص فازی، هدفه چند ریزی برنامه مساله یک بررسی با

نماید. می آوری جمع مدل یک در را

(MOPLP) هدفه١ چند امکانی خطی ریزی برنامه روش ٢

باشند: می زیر صورت به که دارد مرحله دو فازی، دو (MOPLP) روش

*سخنران

١Multi-Objective Possibilistic Linear Programming
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اول فاز ٢ . ١
ریزی برنامه مساله یک به باشد، می مثلثی فازی ضرایب شامل که (PLP) امکانی خطی ریزی برنامه مساله یک اول فاز در
یک از استفاه با هدفه چند خطی ریزی برنامه مساله این زیمرمن روش طریق از آن از پس و شده تبدیل هدفه چند خطی

: طوریکه به شود. می تبدیل خطی ریزی برنامه مدل یک به min−max عملگر

max

n∑
i=١

c̃ixi, s.t : x ∈ X = {x| b̃, x ≥ ٠} (١)

گردد: فرموله زیر صورت به تواند می ،(٢) معادله حل جهت (MOPLP) مساله

min z١ = (cm − cp)Tx, max z٢ = cm
T

x, max z٣ = (c٠ − cm)Tx, s.t : x ∈ X (٢)

: طوریکه به شود می دنبال مساله [۴] زیمرمن فازی های مجموعه روش از استفاده با حال

max Z = [c١x, c٢x, . . . , clx]
T , min W = [c١x, c٢x, . . . , crx]

T , s.t : Ax ≤ b, x ≥ ٠. (٣)

: گردد می تعریف زیر صورت به ما هدف برای عضویت توابع

µk(Zk) = (Zk(x)− ZNIS
k )/(ZPIS

k − ZNIS
k , k = ١, ٢, . . . , l,

µs(Ws) = (WNIS
s −Ws(x))/(W

NIS
s −WPIS

s ), s = ١, ٢, . . . , r, (۴)

استفااه با اکنون باشند. می منفی آل ایده های جواب WNIS
k و ZNIS

k و مثبت آل ایده های جواب WPIS
k و ZPIS

k که
: شود می نوشته زیر صورت به هدفه تک مساله یک عنوان به MOLP مساله min−max عملگر از

max λ(١) s.t : λ(١) ≤ (Zk(x)− ZNIS
k )/(ZPIS

k − ZNIS
k ), k = ١, ٢, , l, x ∈ X, λ ∈ [٠, ١]. (۵)

نمایان را وضعیت بدترین آید، می بدست min−max عملگر توسط که ای نتیجه که است این ۵ مدل اشکال بزرگترین اما
از باید لذا گردد. جبران تواند نمی باشد هم خوب بسیار است ممکن که دیگری اعضای وسیله  به وضعیت این که سازد، می

شود. می پرداخته موضوع این به ٢ فاز در که نمود استفاده کننده جبران عملگر یک

دوم فاز ٢ . ٢

به λ(٢)
k,s حسابی میانگین عملگر و شود می گرفته نظر در محدودیت یک عنوان به (λ(١)) یک فاز مطلوبیت درجه فاز این در

گیرد. می قرار هدف تابع در شدن ماکزیمم جهت محدودیت، هر های λ(١) میانگین عنوان

max λ̄٢
k,s =

l

l + r

l+r∑
i=١

λi

s.t : λ(١) ≤ λ
(٢)
k ≤ (Zk(x)− ZNIS

k )/(ZPIS
k − ZNIS

k ), k = ١, ٢, . . . , l, (۶)

λ(١) ≤ λ(٢)
s ≤ (WNIS

s −Ws(x))/(W
NIS
s −WPIS

s ), s = ١, ٢, . . . , r,

x ∈ X, λ(١), λ
(٢)
k,s ∈ [٠, ١].

(MOPLP-OA) MOPLP سفارش تخصیص مساله کردن مدل ٣

تامین هر و نماید می خریداری مختلف کنندگان تامین از را گوناگونی محصولات شرکت، که است این بر فرض مدل این در
تخصیص ترتیب به هدف توابع اینجا در است. قطعی غیر مساله فضای و دارد را محصولی نوع هر آوردن بر توانایی کننده
از آمده بدست اوزان و کالا پذیرش نرخ قطعی-، غیر های قیمت به توجه -با کل تقاضای ارضای جهت سفارشات مقادیر

گردند: می تعریف زیر صورت به مساله متغیرهای نمایند. می بررسی کننده تامین هر برای را AHP روش
تامین از iام نوع محصول قیمت :p̃ij خرید؛ کل ارزش :z٣ محصول؛ نشدن پذیرفته کل نرخ :z̃٢ خرید؛ کل قیمت :z̃١
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روش از که jام کننده تامین وزن :WAHPj iام؛ محصول برای jام کننده تامین به شده داده تقاضای میزان :q̃ij jام؛ کننده
خریدار کل تقاضای :Di iام؛ نوع محصول خرید برای jام کننده تامین به شده داده تقاضای میزان :xij آمده؛ بدست AHP
زمانی ظرفیت :Uj j؛ام کنند تامین توسط i محصول از واحد یک ساخت زمان :aij دوره؛ یک طول در iام محصول برای

jام. کننده تامین به شده داده اختصاص ی بودجه حداقل :Bj j؛ام کننده تامین برای کل

min z̃١ =

n∑
i=١

m∑
j=١

p̃ijxij , min z̃٢ =

n∑
i=١

m∑
j=١

q̃ijxij , max z٣ =

n∑
i=١

m∑
j=١

WAHPjxij

s.t :

m∑
j=١

xij = D̃i, ∀i,
n∑

i=١

aijxij ≤ Uj , ∀j,
n∑

i=١

p̃ijxij ≥ Bj , ∀j, (٧)

pij , xij , Dj , qij , aij , Uij , B ≥ ٠, ∀i, ∀j.

MOLP مدل حل ۴

گردد. تبدیل هدفه تک مدل یک به مدل گردید، بررسی ٢ بخش در که زیمرین فازی ریزی برنامه روش طریق از است کافی
گردند. می تعیین زیر صورت به هدف تابع هدف به مربوط (NIS) منفی و (PIS) مثبت آل ایده های جواب

zPIS
١ = min zm١ , zNIS

١ = max zm١ zPIS
٢ = max (zm١ − zo١ ), zNIS

٢ = min (zm١ − zo١ )
zPIS

٢ = max (zm١ − zo١ ), zNIS
٢ = min (zm١ − zo١ ) zPIS

٣ = min (zp١ − zm١ ), zNIS
٣ = max (zp١ − zm١ )

zPIS
۴ = min zm٢ , zNIS

۴ = max zm٢ zPIS
۵ = max (zm٢ − zp٢ ), zNIS

۵ = min (zm٢ − zp٢ )
zPIS

۶ = min (zm٢ − zp٢ ), zNIS
۶ = max (zm٢ − zp٢ ) zPIS

٧ = max z٣, zNIS
٧ = min z٣.

(٨)

است: زیر صورت به نیز توابع این خطی عضویت تابع

µz١ =


١, z١ < zPIS

١ ,
zNIS

١ −z١
zNIS

١ −zPIS
١

, zPIS
١ ≤ z١ ≤ zNIS

١ ,

٠, z١ > zNIS
١ ,

µz٢ =


١, z٢ < zNIS

٢ ,
z٢−zNIS

٢
zPIS

٢ −zNIS
١

, zNIS
٢ ≤ z٢ ≤ zPIS

٢ ,

٠, z٢ < zNIS
٢ ,

(٩)

گردد. می خودداری های آن نوشتن از که باشند می µz٢ همانند µz٧ و µz۵ و بوده µz١ همانند µz۶ و µz۴ و µz٣ البته که

اول فاز ١ . ۴

max λ(١)

s.t : λ(١) ≤ µzk,s, k = ٢, ۵, ٧; s = ١, ٣, ۴, ۶
m∑
j=١

xij = (w١D
p
i,β + w٢D

m
i,β + w٣D

o
i,β), ∀i,

n∑
i=١

aijxij ≤ Uj , ∀j, (١٠)

n∑
i=١

(w١p
o
ij,β + w٢D

m
ij,β + w٣D

p
ij,β)xij ≤ Bj , ∀i,

pij , xij , Dj , qij , wi, aij , Uij , B ≥ ٠, ∀i, ∀j. λ(١) ∈ [٠, ١].
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فازدوم ٢ . ۴

max λ٢
k,s

s.t : λ(١) ≤ λ
(٢)
k ≤ µzk, k = ٢, ۵, ٧ λ(١) ≤ λ(٢)

s ≤ µzs, s = ١, ٣, ۴, ۶
m∑
j=١

xij = (w١D
p
i,β + w٢D

m
i,β + w٣D

o
i,β), ∀i,

n∑
i=١

aijxij ≤ Uj , ∀j, (١١)

n∑
i=١

(w١p
o
ij,β + w٢D

m
ij,β + w٣D

p
ij,β)xij ≥ Bj , ∀i,

pij , xij , Dj , qij , wi, aij , Uij , B ≥ ٠, ∀i, ∀j. λ(١), λ
(٢)
k,s ∈ [٠, ١].

نتیجه گیری ۵

کومار مجموعه در مدل یک که زمانی باشد. می [۵] کومار داده مجموعه از استفاده مسائل نوع این حل جهت مرسوم روش
یک به تلورانس درصد ١٠ با هدف تابع پارامتر هر ابتدا گیرد. می صورت آن روی تغییرات برخی شود می گرفته بکار [۵]
مقادیر محتملترین رویکرد با باشند فازی اعداد که هرمحدودیت راست سمت های پارامتر گردد. می تبدیل مثلثی فازی عدد
که بوده این بر سعی جدید روش این در گردد. می حل MOPLP مراحل برطبق مدل سپس آیند. می در قطعی صورت به
بطوریکه گردد. سبب گیران تصمیم برای را تری منعطف نتایج یا و آورد وجود به را تری عمومی حل راه بتواند پیشنهادی مدل
روش از آمده بدست مقادیر به نسبت ها، متغیر برای بهتری مقادیر ٢ فاز در λ افزایش و ٢ فاز انجام از پس روش این در
این با و است کومار روش از بهتر مسائل اینگونه حل جهت روش این توانایی که شود می نتیجه لذا آید. می بدست [۵] کومار

نمود. حل را جهان واقعی مسائل توان می تر دقیق روش،
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چپیشف های اي چندجمله از استفاده با باز حلقه بهینه کنترل برای عددی روش

داراني احمدي رضا محمد
شهركرد دانشگاه

* درخشان حسين محمد
شهركرد دانشگاه

چکیده

این وجود برای لازم شرط یک و کنیم می بیان را OPCs کسری بهینه کنترل مسئله یک کلی شکل مقاله، این در
های اي چندجمله سری صورت به عددی روش یک طرفی از و آوریم. می بدست پونتریاگین روش از استفاده با مسئله
پایان، در زنیم. می تقریب عددی روش این از استفاده با را کسری بهینه کنترل مسئله این و کنیم می بیان چپیشف

آزماییم. می دقیق جواب با مقایسه و مثال یک عددی حل کمک به را شده ارائه روش کارایی

عددی تقریب همگرایی، سرعت چپیشف، چندجمله ، کپوتو کسری مشتق کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65K10, 26A33, 49K15

مقدمه ١

هوافضا زمینه در را مسئله این کاربردهای از یکی که دارد پایه علوم و مهندسی های رشته در فراوانی کاربرد بهینه کنترل مسئله
استفاده مورده بعدی های بخش در که تعاریفی و مفاهیم از برخی بخش این در .([٢] کرد([١]، بیان توان می مکانیک و
ترتيب به x(t) براي كپوتو كسري مشتق همچنين و λ(t) براي ليوويل ريمان كسري مشتق كنيم. مي بيان را گيرد می قرار

:([۴] شوند([٣]، مي بيان زير صورت به

tD
α١
tf
λ(t) =

(−١)n

Γ(n− α١)

dn

dtn

∫ tf

t
(τ − t)n−α١−١λ(τ)dτ. (١)

C
t٠D

α١
t x(t) =

١
Γ(n− α١)

dn

dtn

∫ t

t٠

(t− τ)n−α١−١x(n)(τ)dτ. (٢)

صورت اين در باشند. پذير مشتق تابع دو f, g : [t٠, tf ]× R → R باشد [٠, ١] بازه در حقیقی عدد یک α كنيد فرض
کنیم: می بیان زیر صورت به را کسری بهینه کنترل مسئله یک کلی شکل

Minimize J(x, u) =

∫ tf

t٠

f(t, x(t), u(t))dt, (٣)

زیر: کسری دینامیکی کنترل سیستم تحت
Aẋ+C

t٠ D
α
t x(t) = g(t, x(t), u(t)), (۴)

روابط براي اگر شود. مي گرفته نظر در آزاد انتهاي نقطه و ثابت ابتدايي نقطه و بوده، صفر غير ماتريس يك A ماتريس كه
در را شرايط اين رسيم می مسئله این برای جواب وجود برای لازم شرط یک به کنیم استفاده پونتریاگین روش از (۴)-(٣)

درخشان حسين *محمد
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كنيم: مي بيان زير صورت به معادلات دستگاه يك

Aλ̇−BtD
λ
tf
x(t) = −∂H

∂x
(t, x, u, λ),

Aẋ+BC
t٠D

α
t x(t) =

∂H

∂λ
(t, x, u, λ), (۵)

∂H

∂u
(t, x, u, λ) = ٠, t ∈ [t٠, tf ],

x(t٠) = ٠ , λ(tf ) = ٠,

شود: می تعریف زیر صورت به و باشد می هامیلتون H آن در كه

H(t, x, u, λ) = f(t, x, u) + λg(t, x, u). (۶)

کرد: بازنویسی زیر صورت به توان می را بالا معادلات دستگاه

Aλ̇−BtD
α
tf
λ(t) = P (t, x(t), λ(t)),

Aẋ+BC
t٠D

α
t x(t) = Q(t, x(t), λ(t)), (٧)

x(t٠) = ٠ , λ(tf ) = ٠,

هستند. x(t), λ(t) برحسب تابع دو P (t, x(t), λ(t)), Q(t, x(t), λ(t)) آن در كه

عددي روش ٢

دستگاه جوابهاي x(t), λ(t) كنيد فرض است. (۵) معادلات دستگاه حل براي عددي روش بررسي بخش اين در ما هدف
زنیم: می تقریب زیر صورت به شده تعریف سری از استفاده با را جوابها اين باشند. (۵) معادلات

x(t) ≈ xN =

N∑
n=٠

XnTn(t),

λ(t) ≈ λN =
N∑

n=٠
ΨnTn(t), (٨)

توان می را چبیشف ایهای جمله چند هستند. چپيشف اي جمله چند ضرايب ψn و Xn چپيشف، جمله چند Tn آن در كه
کرد: محاسبه زیر سری کمک به کلی حالت در

Tn(t) =

[n٢ ]∑
k=٠

(−١)k٢n−٢k−١n(n− k − ١)
n!(n− ٢k)!

tn−٢k, ٠ ≤ t <∞, (٩)

دستگاه در نقاط اين جايگذاري با و كنيم مي تقسيم مساوي قسمت N به را [t٠, tf ] بازه ابتدا عددی روش بررسی برای
داريم: (٧) معادلات

Eq(tk) : Aλ̇−BtD
α
tf
λ(t)− P (t, x(t), λ(t))|t=tk = ٠, k = ٠, ١, ٢, ٣, · · · , N − ١

Eq(tj) : Aẋ+BC
t٠D

α
t x(t)−Q(t, x(t), λ(t))|t=tk = ٠, k = ١, ٢, ٣, · · · , N (١٠)

نتيجه در و مجهول ضرايب آنها حل با كه دهند مي تشكيل مجهول ٢N + ٢ و معادله ٢N + ٢ دستگاه يك (١٠) معادلات
آيد. مي بدست تقريبي جوابهاي
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عددي مثال ٣

با را عددي جوابهاي مثال اين براي میدهیم. قرار بررسی مورد را شده بیان روش کارایی مثال، یک ارائه با بخش این در
شده ارائه ١-٢ جداول و ١ شكل در آمده بدست نتايج و كنيم مي مقايسه N,α مختلف مقادير براي مساله تحليلي جوابهاي

است.

بگیرید: نظر در را زیر متغیره دو کنترلی سیستم .١.٣ مثال

J =
١
٢

∫ ١

٠
(x٢(t) + u٢(t))dt, C

٠ D
α
t x(t) = −x(t) + u(t),

است: زير صورت به α = ١٫ ٠ براي مثال اين دقيق جواب است. آزاد x(١) و x(٠) = ١ آن در كه

x(t) = cosh(
√
٢t) + β sinh(

√
٢t),

u(t) = (١+
√
٢β) cosh(

√
٢t) + (

√
٢+ β) sinh(

√
٢t),

داريم: (۵) روابط از استفاده با

C
٠ D

α
t x(t) = −x(t)− λ(t), tD

α
١ λ(t) = x(t)− λ(t), x(٠) = ١, λ(١) = ٠.

.u∗(t) = −λ(t) داريم ∂H
∂u = ٠ رابطه از استفاده با حال

N مختلف مقادير ازاء به را JN هزينه تابعك مقدار :١ جدول

JN N

٠٫ ١٩٢٣٨۶٧٣١۶ ٣
٠٫ ١٩٢٩٠۴١۵١۵ ۴
٠٫ ١٩٢٩٠۶۵٨۴٧ ۵
٠٫ ١٩٢٩٠٩٢٧۵۶ ۶

N = ازاء۶ به را کنترل و حالت توابع بین خطای :٢ جدول

|x∗(ti)− xN (ti)| |u∗(ti)− uN (ti)| ti
٠ ٨٫ ٩٣٩٩e− ٠٠٧ ٠

۶٫ ٢٣١۵e− ٠٠٨ ١٫ ٢۴۶٩e− ٠٠۶ ٠٫ ٢
٢٫ ۴۵۶۵e− ٠٠٧ ١٫ ۵١٠٨e− ٠٠۶ ٠٫ ۴
۵٫ ٣١٨٢e− ٠٠٧ ١٫ ٩١٩٠e− ٠٠۶ ٠٫ ۶
۶٫ ٢۴۴١e− ٠٠٧ ٢٫ ۶٠١٧e− ٠٠۶ ٠٫ ٨
٧٫ ۴٧٧٠e− ٠٠۶ ٨٫ ٣٠٠٠e− ٠١١ ١٫ ٠

گيري نتيجه ۴

تقريبي جوابهاي كند مي ميل يك سمت به α وقتي كه رسيم مي نتيجه اين به مقاله اين در شده گرفته كار به عددي روش از
شود. مي همگرا مسئله دقيق جواب به آمده بدست
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آنها بين خطاي و عددي ، دقيق جوابهاي بررسي :١ شکل
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ناهموار سازی بهینه برای گسسته گرادیان روش

ضرابی محمدرضا
دامغان دانشگاه

اکبرنیا علی
نور پیام دانشگاه

طاعتی* مریم
دامغان دانشگاه

چکیده
گرفته قرار بررسی مورد ناهموار سازی بهینه مسایل حل برای زیرگرادیان مفهوم بر مبتنی الگوریتمی مقاله این در
حل با کاهشی جهت الگوریتم این در است. شده ارایه شیتز لیپ توابع موضعی کمینه سازی برای الگوریتم این است.
است. شده بررسی نیز نیمه هموار مشتق پذیر شبه توابع برای الگوریتم همگرایی و شده محاسبه خطی نامعادلات دستگاه
الگوریتم در تصویری زیرگرادیان بهتر همگرایی سرعت برای و گردیده ارایه نامنظم و منظم هدف تابع دو هر با عددی نتایج
نمونه دو با شده پیشنهاد الگوریتم است. شده جایگزین مربوطه قضایای از استفاده با مستقیم روش با کاهشی جهت
نسبت را شده پیشنهاد الگوریتم برتری حاصل نتایج است، شده مقایسه عددی نتایج کارگیری به با و شده آزمون متفاوت

می دهد. نشان تقریبی زیرگرادیان روش  به

گسسته. گرادیان دمیانوف، رابینوف زیرمشتق تقریبی، زیرگرادیان روش کلیدی: واژه های

مقدمه ١

تعریف با که زیرگرادیان مفهوم است. شده استفاده مشتق جدید تعریف های تعمیم  از ناهموار بهینه سازی مسایل حل برای
شد. بررسی و طرح اول مشتق برای تعمیمی عنوان به بار اولین محدب توابع برای می شود، معرفی بردارها از مجموعه ای
است. سویی مشتق تعریف نوع از ناشی هم آن و است آن در شده تعریف مجموعه بودن بزرگ زیرمشتق، در عمده ضعف
است شده مطرح مشتق از جدیدی تعمیم های آنها اساس بر و ارایه سویی مشتق از جدیدی تعریف های مشکل این رفع برای
زیرمشتق، اما برد. نام تعمیم ها این مهم ترین عنوان به می توان ٢ میشل-پنو زیرمشتق و ١ دمیانوف-رابینوف مشتق شبه از که
برای تنها مشتق تعمیم های برای شده معرفی تعریف های می شود، عددی سازی پیاده قابل راحتی به که است مشتق از تعمیمی

شده اند. ارایه موضعی شیتز لیپ توابع
یافته ادامه تابع گراف تعریف از استفاده با ٣ پایینی پیوسته نیم توابع به مشتق تعریف تعمیم برای تلاش اخیر دهه های در
این که می کنند استفاده اول مرتبه الگوریتم های از دارند کارایی ناهموار بهینه سازی مسایل برای که الگوریتم هایی اکثر است.
نمونه برای می شود. هموارسازی تقریبی صورت به توابع ابتدا منظور بدین و می گیرند کار به را توابع اول مشتق نیز الگوریتم ها
زیرگرادیان و ۵ گسسته گرادیان الگوریتم های و می رود کار به محدب بهینه سازی مسایل حل برای که ۴ شور الگوریتم از می توان

برد. نام می روند، کار به ٧ هموار نیمه بهینه سازی مسایل حل برای که ۶ تقریبی

*سخنران

١Demyanov-Rubinov
٢Michel-Penot
٣Lower semicontinuous
۴Shor algorithm
۵Discrete gradient
۶Approximate subgradient algorithm
٧Semismooth
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باشد مشتق پذیر g ∈ Rn جهت هر به نسبت اگر گویند Rn روی دمیانوف رابینوف مشتق شبه را f منظم تابع .١ . ١ تعریف
جهت به نسبت x نقطه در f جهتی مشتق f ′(x, g) که f ′(x, g) = f٠(x, g) باشیم داشته x, g ∈ Rn تمامی برای و

می شود تعریف زیر صورت به که است g

f ′(x, g) = lim
α→+٠

α−١[f(x+ αg)− f(x)],

است. بالایی پیوسته g ∈ Rn جهت هر به نسبت f ′(x, g) جهتی مشتق

بگیرید، نظر در را f : Rn → R ∪ {−∞,+∞} تابع .١ . ٢ تعریف
باشیم داشته x ∈ Rn هر ازای به اگر است، (l.s.c) پایینی نیم پیوسته Rn روی f تابع

f(x) = lim
y→x

inf f(y).

لیپ شیتز پیوسته موضعی طور به اگر می شود نامیده x ∈ Rn در هموار نیمه تابع یک f : Rn → R تابع .١ . ٣ تعریف
باشد، داشته وجود زیر حد g ∈ Rn هر برای و باشد

lim
v∈∂f(x+αg′) , g→g′ , α→+٠

⟨v, g⟩.

سیستم اگر .۴ . ١ قضیه

⟨vi, g⟩+ δ ≤ ٠ , i = ١, . . . , k , g ∈ S١. (١)

آنگاه نبود حل قابل

min
v∈D̃k(x)

∥v∥ < δ. (٢)

سیستم کاهشی، الگوریتم دوم گام در اگر که می دهد نتیجه فوق قضیه .۵ . ١ ملاحظه

⟨vi, g⟩+ δ ≤ ٠ , i = ١, . . . , k , g ∈ S١

گرفت. نظر در تقریبی جواب صورت به می توان را x ∈ Rn نقطه آنگاه نبود حل قابل

اگر .۶ . ١ گزاره
min

v∈D̃k(x)
∥v∥ < δ

سیستم آنگاه کند صدق
⟨vi, g⟩+ δ ≤ ٠ , i = ١, . . . , k , g ∈ S١

نیست. حل قابل

تعداد از بعد توقف شرط کاهشی جهت الگوریتم در آنگاه باشد Rn روی شیتز لیپ موضعی طور به تابع یک f اگر .١ . ٧ لم
کرد. خواهد صدق گام ها از متناهی

غیرمشتق پذیر نقاط اندازه نتیجه در است، مشتق پذیر جا همه تقریباً کانترویچ قضیه بنابر ، f : Rn → R تابع .١ . ٨ نتیجه
است. صفر برابر آن
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اصلی نتایج ٢

جهت یک به نسبت گسسته گرادیان طرفی از است. زیرگرادیان ها تخمین برای متناهی تفاضلات از نمونه ای گسسته گرادیان
البته آورد. دست به تابع یک برای شدنی جهت محاسبه برای کارا الگوریتم یک که می گردد موجب این و می شود تعریف
محاسبه برای اهمیت اند. قابل نظری دیدگاه از فقط که یافت مشتقات ابر برای تخمینی زیرگرادیان ها از استفاده با می توان
که می شود داده نشان و است نیاز نقطه آن در زیرگرادیان ها از تعدادی محاسبه به فقط شده داده نقطه یک برای شدنی جهت

متناهی اند. محاسبات این
روش از استفاده با است. مشتقات شبه و زیرمشتقات نگاشت پیوستگی به نیاز لیپ شیتز توابع بهینه سازی مطالعه برای

است. شده ارایه مشتقات شبه و ابرمشتقات برای پیوسته تقریب یک گسسته گرادیان
کمینه مختلف مسایل حل برای عددی روش های ابرمشتقات، و زیرمشتقات برای پیوسته تقریب های از استفاده با سپس
مشتق از استفاده بدون که هستند مرتبط بهینه سازی روش های از دسته ای به روش ها این است، شده برده کار به ناهموار سازی

می پردازند. تابع بهینه نقطه محاسبه به
داریم: بنابراین می گیریم. نظر در f تابع مشتق پذیر نقاط مجموعه را Ωf

∂f(x) =
∩
δ>٠

con(f(Ωf ∩ Sδ(x)))

برای خوب تقریب یک می تواند زیر نقاط مجموعه x همسایگی یک در x١, x٢, . . . , xk نقاط ازای به فوق معادله براساس
باشد ∂f(x)

Ck = con{∇f(xi) : i = ١, ٢, . . . , k}.

یک ازای به M = {x : f(x) ≤ f(x٠)} نقاط مجموعه است. گسسته گرادیان الگوریتم کار اساس تقریب این
مساله بعد n اگر حال باشد. مشتق پذیر خود دامنه در D چگال باز مجموعه یک روی بر f تابع و باشد کراندار x٠ ∈ Rn

مشتق پذیر پیوسته صورت به چگال و باز مجموعه یک روی بر f چون می شود. تولید x همسایگی در نقطه ٢n آنگاه باشد
برای مناسب تقریبی یک، احتمال با زیر مجموعه نتیجه در است. مشتق پذیر شده تولید نقاط این در یک احتمال با پس است

است
Ck = con{∇f(xi) : i = ١, ٢, . . . , ٢n}.

گسسته گرادیان روش از آمده دست به نتایج :١ جدول

n x∗ f∗

٢ (−٠٫٠٠٠٠٧٧٣, ٠٫٠٠٠۴٢۶) ٠٫٠٠٠٠١
٣ (٠٫٠٠٠٢, ٠٫٠, ٠٫٠١٨٠) −٠٫٠٠٠١
٢ (−٠٫٠٠١٣٠٨−,٠٫٠٠٠١٣٠٨) ٠٫٠٠٠٠۵۵٨

سپاس گزاری

بی دریغ شان راهنمایی های با سال ها این در که برزآبادی هاشمی اکبر دکتر آقای جناب بزرگوارم استاد از فراوان تشکر و سپاس
نمودند. آسان برایم را سختی ها از بسیاری
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صمیمانه مرا که گذارم سپاس صمیمانه اکبرنیا علی دکتر آقای جناب و ضرابی رضا محمد دکتر آقای جناب گرامی ام استاد از
دادند. یاری مشفقانه و
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کنترل در آن کاربرد و گاوس-لوکاس قضیه ی

* قلاوند نسیم
یزد دانشگاه

کرباسی مهدی سید
یزد دانشگاه

چکیده
گاوس-لوکاس قضیه ی چگونه که می دهیم نشان سپس و می کنیم بیان را گاوس-لوکاس قضیه ی ابتدا پژوهش این در
قضیه ی درستی مثال دو ارائه شود. برده به کار پس خوردی کنترلی سیستم های برای پایدار کنترل گرهای تعیین در می تواند

می گذارد. نمایش به را گاوس-لوکاس

حالت. پسخورد سیستم های کنترل گر، طراحی گاوس-لوکاس، قضیه ی کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 93D15

مقدمه ١

کنترل گرها پارامترهای از مجموعه یک کردن پیدا در سادگی موجب کنترل گرها،اغلب ترکیب خطی،مساله سیستم های نظریه ی در
تحلیل و تجزیه در مهمی نقش مشخصه ای های چند جمله می بخشند. اطمینان را مشخصه چند جمله ای پایداری که می شود
سیستم های زمینه ی در نیز و ریاضیات در که است موضوعاتی از یکی پژوهش این موضوع دارند. کنترل سیستم طراحی و
کنترل  ، سیستم های عملکرد و پایداری کران آوردن به دست برای پژوهش، این در است. گرفته قرار مطالعه مورد به خوبی کنترل،
است، پیچیده غالبا که را آن مشتق ریشه های و ای چند جمله یک ریشه های بین روابط گاوس-لوکاس، قضیه ی از استفاده با
به دست بسته حلقه سیستم های عملکرد و پایداری برای نتایجی قضیه، این از و می کنیم تحلیل و تجزیه ساده تری شکل به

می آوریم.

گاوس-لوکاس قضیه ی ٢

همه ی باشد. مختلط یا حقیقی ضرایب با چند جمله ای یک f(z) کنید فرض :١ گاوس-لوکاس) (قضیه ی .٢ . ١ قضیه
آن گاه نباشند، امتداد یک در f(z) صفر های اگر دارند. قرار f(z) صفر های مجموعه از محدب پوسته در f ′(z) صفر های

باشند. تکراری ،f(z) صفر های آن که مگر نمی گیرند، قرار H مرز در f ′(z) صفر های از یک هیچ

تحقق عملیات از سری یک می شود باعث که بوده هماهنگ کنترل دستگاه های از ای مجموعه کنترل، سیستم .٢ . ٢ تعریف
سیستم ورودی های بر روی عملیات به وسیله ی مطلوب، خروجی که است سیستمی کنترل سیستم دیگر، به عبارت پذیرند؛
کنترل ٢-سیستم باز حلقه کنترل ١-سیستم می شوند: تقسیم دسته دو به ساختار، لحاظ به کنترل سیستم های می شود. حاصل

می کنیم. معطوف بسته حلقه کنترل سیتم های پیرامون را خود بحث مقاله این در بسته. حلقه

گویند. ٢ پس خورد ورودی، به (خروجی) شونده کنترل متغیر های از برخی برگشت فرایند به .٢ . ٣ تعریف
*سخنران

١Gauss-Lucas
٢feedback
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کنترل سیستم های در استفاده ٣

است: زیر به  صورت می گیرد قرار استفاده مورد پژوهش این در که کنترل سیستم های کلی شکل

G٠(s, x) =
n(s, x)

d(s, x)
(١)

x وبردار هستند حقیقی ضرایب با و ،n(≥ m) n و m درجه از چند جمله ای هایی ترتیب به  d(s, x) و n(s, x) آن در که
می شود: گرفته نظر در زیر به صورت S٠(x) بسته حلقه سیستم مشخصه چند جمله ای است. حقیقی پارامتری بردار یک

p(s, x) = d(s, x) + n(s, x) (٢)

است، پایداری ناحیه دهنده   ی نشان که C باز محدب مجموعه درون (٢) در ریشه ها همه ی اگر می شود گفته پایدار S٠(x) و
گیرند. قرار

شوند: تعریف زیر به صورت Si(x) و Gi(s, x)، di(s, x)، ni(s, x) کنید فرض

ni(s, x) =

{
din(s,x)

dsi
, for i = ١, ٢, ...,m

١ , for i = m+ ١, ..., n− ١

di(s, x) =

{
did(s,x)

dsi
, for i = ١, ٢, ...,m

did(s,x)
dsi

− ١ , for i = m+ ١, ..., n− ١

Gi(s, x) =
ni(s, x)

di(s, x)
, for i = ١, ٢, ..., n− ١

دهد. نشان را ، i=٠،١،٢،...n-١ که Si(x) پایدار کننده پارامترها ی مجموعه ی χi کنید فرض و

باشند. پایدار ، i=١،٢،...،n-١ Si(x)ها، اگر است پایدار S٠(x) الف) .٣ . ١ قضیه
می کنند: صدق زیر رابطه در ، i=١،٢،...،n-١ ، χi پایدار کننده مجموعه های ب)

χ٠ ⊂ χ١ ⊂ χ٢ ⊂ ... ⊂ χn−١. (٣)

است. کراندار بالا از ، i=١،٢،...،n-١ که Si(x) شده ایجاد فازی ناحیه های  توسط S٠(x) شده  ی ایجاد ناحیه ی ج)
است. کراندار بالا از ، i=١،٢،...،n-١ که Si(x) شده ایجاد فازی ناحیه های  توسط S٠(x) شده ی ایجاد فازی ناحیه ی د)

بندهای اثبات و می شود نتیجه C بودن محدب و گاوس-لوکاس قضیه ی از مستقیما (ب) و (الف) بندهای اثبات اثبات.
می شود. نتیجه زیر در ترتیب به گاوس-لوکاس قضیه ی بردن بکار با (د) و (ج)

d(s, x) +Kn(s, x) (۴)

و

d(s, x) + e−jθn(s, x) (۵)
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می کنیم. بیان مثال ذکر با کنترل سیستم های برای را نتیجه این کاربردهای از برخی مقاله این ادامه ی در

بگیرید: نظر در زیر به صورت دستگاهی با سیستم یک .٣ . ٢ مثال

P (s) =
s٣ + ۶s٢ − ٢s+ ١

s۵ + ٣s۴ + ٢٩s٣ + ١۵s٢ − ٣s+ ۶٠
(۶)

بصورت کنترل گر یک و

C(s) =
skp + ki

s

دراین صورت

p(s) = s۶ + ٣s۵ +(kp+ ٢٩)s۴ +(ki+ ۶kp+ ١۵)s٣ +(۶ki− ٢kp− ٣)s٢ +(kp− ٢ki+ ۶٠)s+ ki

هستند: زیر به صورت آن دوم و اول مشتق چند جمله ای های

p′(s) = s۵ +
۵
٢
s۴ + (

٢
٣
kp +

۵٨
٣
)s٣ + (

١
٢
ki + ٣kp +

١۵
٢
)s٢ + (٢ki −

٢
٣
kp − ١)s− ١

٣
ki + ١١۶kp

و
p′′(s) = s۴ + ٢s٣ + (

٢
۵
kp +

۵٨
۵
)s٢ + (

١
۵
ki +

۶
۵
kp + ٣)s+

٢
۵
ki −

٢
١۵

kp −
١
۵

است. شده داده نشان پایدار کننده پارامترهای مجموعه ١ شکل در

است. شده داده نشان لوکاس گاوس قضیه ی زیرکاربرد درمثال

بگیرید: نظر در را زیر دستگاه و پس خورد سیستم .٣ . ٣ مثال

P (s) =
١

s۵ + s۴ + s٣ + ۵s٢ + s+ ١
(٧)

می باشد. پایدار زیر بصورت PID کنترلگر یک توسط شده داده دستگاه آیا که کنیم بررسی می خواهیم

C(s) =
kds

٢ + kps+ ki

s
(٨)

می بریم. به کار بسته حلقه سیستم مشخصه چند جمله ای برای را گاوس- لوکاس قضیه

p(s) = s۶ + s۵ + ۵s٣ + (١ + kd)s
٢ + (١ + kp)s+ ki

آن: متوالی ومشتقات

p′(s) = ۶s۵ + ۵s۴ + ۴s٣ + ١۵s٢ + ١)٢ + kd)s+ (١ + kp) (٩)

p′′(s) = ٣٠s۴ + ٢٠s٣ + ١٢s٢ + ٣٠s+ ١)٢ + kd) (١٠)

p′′′(s) = ١٢٠s٣ + ۶٠s٢ + ٢۴s+ ٣٠ (١١)

سیستم یک شده داده سیستم بنابراین نیست پایدار هورویتز معیار طبق و است پارامتر فاقد p′′′(s)که می دهد نشان این
نیست. پایدار پس خورد

٣–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

کنترل در آن وکاربرد گاوس-لوکاس قضیه پوستر

۶١٨



نتیجه گیری:  ۴

دو ذکر با و کردیم بیان گاوس-لوکاس قضیه ی از استفاده با را پس خورد سیستم عملکرد و پایداری بررسی پژوهش این در
زمانی دیرکرد با خطی کنترل سیستم های در گاوس-لوکاس قضیه ی کاربرد دادیم. نشان را گاوس-لوکاس قضیه ی کاربرد مثال

است. بعدی تحقیق موضوع

١ مثال پایدار مجموعه ی :١ شکل
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داده ها پوششی تحلیل در فازی داده های کاربرد

خادمی جلائی یونس سید
مشهد مرکز نور- پیام دانشگاه

امیری* مدینه
گناباد واحد نور- پیام دانشگاه

چکیده

فازی DEA اصلی مدل عنوان تحت فازی داده های با مدل یک معین وخروجی های ورودی ها فرض با مقاله این در
فنی کارایی اندازه گیری منظور به کمی است تکنیکی داده ها پوششی تحلیل می شود. داده قرار بررسی مورد (FGDEA)
تصمیم گیری واحدهای نسبی کارایی به دستیابی هدف با متعدد وخروجی های ورودی ها با سازمانی واحدهای از نسبی
گرفتیم نظر در فازی اعداد صورت به را فوق مدل خروجی های و ورودی ها که آنجا از می گیرد. قرار استفاده مورد مشابه
کلی طور به فرض این البته می دهد ارائه را مندتری سود نتایج و است بالاتری دقت دارای مدل ازحل حاصل جوابهای
در است قطعی مقادیر شامل مسأله داده های که است این اصلی مدل در نهفته فرضیه خصوص این در نیست صحیح

هستند. غیردقیق و فازی داده ها و است مخدوش موارد بسیاری در فرض این که حالی

فازی. GDEA فازی، DEA ،DEA کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

پیش گفتار ١

قطعی حالت دو بر علاوه مجموعه یک عضوهای که شد معرفی اطلاعات پردازش برای روشی عنوان به ابتدا در فازی منطق
یک و صفر عضو دو دارای ارسطویی منطق در که مجموعه ای می کردند. تعریف نیز را دو این بین حالت نبودن و بودن عضو
صورت بدین و می شود تبدیل هستند یک تا صفر از مقادیری دارای که عضو بینهایت با مجموعه ای به فازی منطق در است
معنای به فازی ریاضیات به منحصر فازی اعداد کاربرد می شود. نزدیک بیشتر آدمیان فکر طرز و اعمال به فازی منطق
از یکی داریم. کار و سر غیردقیق کمیت های با دقیق عددی کمیت های جای به که زمینه ای هر در اصولا نمی باشد مصطلح
رابطه مجموعه ای مشاهدات سری یک اساس بر که است آن نظر مورد نظریه این در است رگرسیون نظریه آمار علم شاخه های
کمیت های آنها مشاهدات و متغیرها که است پایه این بر رگرسیون نظریه روش های بیابیم وابسته و مستقل متغیرهای بین ای
فازی اعداد صورت به که مواجه ایم غیردقیق عددی کمیت های با حالات این در نیست. اینگونه همیشه اما هستند دقیق عددی

است. غیردقیق مشاهدات مبنای بر رگرسیونی تحلیل در قوی بسیار ابزار فازی اعداد زمینه این در کردیم صورت بندی

*سخنران
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فازی DEA مدل ٢

بگیرید. نظر در را زیر بوششی تحلیل مدل FCCR مدل به آن تبدیل و فازی CCR مدل

max V T
٠

s.t UT
i٠ = ١ (FCCRp)

−UT
i٠ + V T

٠

U, V

(١) minمدل (FCCRp)

s.t jijio i = ١, . . . ,m

jrjro r = ١, . . . , s

λj j = ١, . . . , n

خروجی) r و ورودی m) گرفته ایم نظر در مثلثی فازی اعداد صورت به که هستند مدل خروجی های و ورودیها rj و ij

rj = (ylrj , y
m
rj , y

u
rj)

ij = (xlij , x
m
ij , x

u
ij)

. می کنند نمایندگی را وسط حدود ymrj و xmij و بالا حدود yurj و xuij و پایین حدود ylrj و xlij که
هستند، فازی نامساوی های از توجیهی محدودیت ها همه برای مساوی ها نا که است این نکته مهمترین (١) درمدل

داریم: بنابراین

(٢) minمدل

s.t jijio i = ١, . . . ,m

jrjro r = ١, . . . , s

λj j = ١, . . . , n

که طوری به

ij = ij() +ij ())d

rj = rj() +rj ())d

GDEA خطی مدل ٣

می کند ارزیابی را خاص موارد در اساسی مدل های از برخی در کارایی GDEA مدل

(٣) maxمدل

s.t j + (r(yro − yrj) +i (−xio + xij) j = ١, . . . , n

r+i = ١ i = ١, . . . ,m, r = ١, . . . , s

urvi

٢–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل
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یزد دانشگاه
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می شود. انتخاب مساله با مطابق خاص طور به که

j = max
i,r

{ur(yro − yrj), vi(−xio + xij)}

غیر در باشد. صفر با برابر GDEA مدل بهینه ارزش اگر فقط و اگر است کارا ،DMUo مثبت، عدد ازای به .٣ . ١ تعریف
است. ناکارا صورت این

بزرگ. کافی قدر به مقادیر برای باشد کارا یک DMUo اگر فقط و اگر است BCC کارای DMUo .٣ . ٢ قضیه

GDEA فازی داده های با مدل ۴

(۴) maxمدل

s.t or(ro−rj) +i (−io+ij) j = ١, . . . , n

r+i = ١ i = ١, . . . ,m, r = ١, . . . , s

urvi

می کنیم. تبدیل ۵ مدل رابه ۴ مدل ،٣ . ٢ قضیه از استفاده با حال هستند فازی نوع از نامساوی ها ۴ مدل در

(۵) maxمدل

s.t m(r(m(ro)−m(rj)) +i (−m(io) +m(ij)), j = ١, . . . , n

r+i = ١, i = ١, . . . ,m, r = ١, . . . , s

urvi

می کنیم. نویسی باز زیر صورت به را مدل بنابراین

(۶) maxمدل (١/٢) + ()d

s.t (١/٢) + ()d+ ١/٢(r[ro() +ro ()d−

rj() +rj ()d] + ١/٢(i[−io() +io ()d+ij () +ij ()d]

r+i = ١ i = ١, . . . ,m, r = ١, . . . , s

urvi

می کنند تغییر صورت بدین نیز متغیرها و

rj = ١/٢rj() +rj ())d

ij = ١/٢ij() +i j())d

= ١/٢) + ()d

٣–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل
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داریم: ما نتیجه در

(٧) maxمدل

s.t r(ro−rj) +i (−io+ij) j = ١, . . . , n

r+i = ١ i = ١, . . . ,m, r = ١, . . . , s

urvi

داریم: قبلی مدل های گیری بکار با

(٨) maxمدل

s.t r(ro−rj) +i (−io+ij) j = ١, . . . , n

r+i = ١ i = ١, . . . ,m, r = ١, . . . , s

rro−iio = ٠

urvi
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مثلثی توابع طریق از ولترا انتگرال معادلات بهینه کنترل

خلفی دلاور علی
یزد دانشگاه

جهرمی پورشرافتان علی
یزد دانشگاه

حیدرپور* فرید
یزد دانشگاه

چکیده
براساس روش می کند.این ارائه را ولترا انتگرال معادلات از بهینه کنترل مسئله حل برای تقریبی روش یک مقاله این
در است. گردیده اثبات آن هدف تابع و کنترل مسئله برای وابسته قضایای و خطا تخمین می باشد. متعامد مثلثی توابع

می دهد. شرح را پیشنهادی روش کارایی عددی مثال چند نهایت

هدف. تابع متعامد، مثلثی توابع ولترا، انتگرال معادلات بهینه، کنترل مسئله کلیدی: واژه های

مقدمه .١

متعامد توابع آن ها، همه میان از دارد. وجود ولترا انتگرال معادلات طریق از بهینه کنترل مسائل حل برای زیادی تکنیک های
خطی دستگاه یک برای بهینه کنترل مسئله جواب وجود بر مقاله این گرفته اند. قرار توجه مورد بهینه کنترل مسائل با ارتباط در
کنترل مسئله تقلیل برای را متعامد مثلثی توابع ساختاری ویژگی مقاله این در می شود.ما متمرکز دوم، درجه هدف تابع یک با
توابع صورت به u(t) کنترل بردار و x(t) دادن بسط با را کار این ما می دهیم. توسعه جبری معادلات مجموعه یک به بهینه

می آوریم. دست به انتگرال گیری هیچ بدون و مستقیم روش یک در مثلثی متعامد

ولترا بهینه کنترل مسئله تقریب .٢

شود، توصیف زیر شکل به معادلات دستگاه یک توسط n−بعدی اقلیدسی فضای در دستگاه یک رفتار کنید فرض

x(t) = x٠(t) +

∫ t

٠
K(t, s, x(s), u(s))ds, (١)

و بهینه مسیر ترتیب به u(t) ∈ U ⊂ Rn و x(t) ∈ X ⊆ Rn و باشد منظم مرزی، نقاط از کدام هر همسایگی در که
مینیمم J هدف تابع بطوریکه می باشد u(t) کنترل کردن پیدا هدف بهینه، کنترل مسئله (١) معادله در می باشند. بهینه کنترل

شود،

J = F٠(x(t)) +

∫
Γ
F (t, x(t), u(t))dt. (٢)

آوریم. بدست متعامد مثلثی توابع مبنای بر عددی روش یک توسط را (١) معادله بهینه کنترل جواب های می توانیم
: می شود تعریف زیر صورت به T٢(t) و T١(t) بردارهای از مؤلفه iامین

T١i(x) =

{
١ − t− ih

h
, ih ⩽ ih < (i+ ١)h

٠ otherwise

*سخنران
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T٢i(x) =

{
t− ih

h
, ih ⩽ ih < (i+ ١)h

٠ otherwise

می باشد. h =
T

m
و i = ٠, ١, ٢, ...,m− ١ که طوری به

است، زیر صورت به t ∈ [٠, T ) در جمله m از مثلثی توابع از سری یک صورت به f(t) تابع تقریب

f(t) ≃
m−١∑
i=٠

(fiT١i(t) + fi+١T٢i(t)) = F١T١(t) + F٢T٢(t). (٣)

آن در که

fi = f(ih) : i = ٠, ١, ...,m (۴)

می دهیم، بسط متعامد مثلثی توابع حسب بر را u(t) و x(t) معادله(١) در حال

x(t) ≃
m−١∑
i=٠

(xiT١i(t) + xi+١T٢i(t)) = X١T١(t) +X٢T٢(t) ,

u(t) ≃
m−١∑
i=٠

(uiT١i(t) + ui+١T٢i(t)) = U١T١(t) + U٢T٢(t). (۵)

: داد بسط زیر صورت به متعامد مثلثی توابع برحسب را F٠(t) و x٠(t) می توان از(٣) بااستفاده

x٠(t) ≃ X̃٠T١(t) + X̃٠T٢(t) ,

F٠(t) ≃
m−١∑
i=٠

(fiT١i(t) + fi+١T٢i(t)) = F١T١(t) + F٢T٢(t). (۶)

بهینه کنترل جواب .٣

: داشت خواهیم در(١) (۶) و (۵) معادلات باجایگذاری

X١T١(t) +X٢T٢(t) = X̃٠T١(t) + X̃٠T٢(t) +

∫ t

٠
K(t, s,X١T١(s) +X٢T٢(s), U١T١(s) + U٢T٢(s))ds

J = F٠(X١T١(t) +X٢T٢(t)) +

∫
Γ
F (t,X١T١(t) +X٢T٢(t), U١T١(t) + U٢T٢(t))dt.

(٧)

شود، مینیمم زیر محدودیت شرط به J(X,U) که بیابیم طوری را U Xو که است این کنترل مسئله

Φ∗(X,U) = [Φ∗
١(X,U) , Φ∗

٢(X,U)]T

کنید فرض

J∗(X,U, λ) = J(X,U) + λT
١ Φ

∗
١(X١, U١) + λT

٢ Φ
∗
٢(X٢, U٢) (٨)
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: از عبارتند i = ١, ٢ ازای به شدن مینیمم برای لازم شرایط

∂J∗

∂Xi
= ٠ ,

∂J∗

∂Ui
= ٠ ,

∂J∗

∂λi
= ٠ (٩)

U٢ و U١, X٢, X١ در (٧) روابط مطابق ندارد. جواب کلی حالت در پس داریم +۴mمجهولی و٢ ۶mمعادله دستگاه یک
، {xi}mi=١ ضرایب تا می کنیم حل را جدید دستگاه و گذاشته کنار را آنها داریم. تکراری خطی وابسته −٢mمعادله جمعا٢

شد. خواهد حاصل (١) معادله در xt(t) بهینه مسیر و um(t) بهینه کنترل بنابراین آیند. بدست {λi}mi=١ و {ui}mi=١

عددی مثال .۴

بگیرید: نظر در را زیر سازی مینیمم مسئله

J =
١
٢

∫ ١

٠
[٢x٢(t) + u٢(t)]dt, , ẋ(t) = −١

٢
x(t) + u(t) , x(٠) = ١ (١٠)

: می شوند حاصل زیر روابط (١٠) رابطه بر (٨) تا (۵) روابط اعمال با

J =
h

٣
[X١X١

T +X١X٢
T +X٢X٢

T ] +
h

۶
[U١U١

T + U١U٢
T + U٢U٢

T ]. (١١)

Φ١
∗(X١, U١) = X١(I +

١
٢
P١) +

١
٢
X٢P١ − U١P١ − U٢P١ − X̃٠ = ٠,

Φ٢
∗(X٢, U٢) =

١
٢
X١P٢ +X٢(I +

١
٢
P٢)− U١P٢ − U٢P٢ − X̃٠ = ٠. (١٢)

با را نتایج و کرده mاستفاده = بعد۶۴ با متلب کد از می آیند. بدست برداری ضرایب فوق مثال برای دستگاه(٩) حل با
است. شده ارائه ١ جدول در که می کنیم زیرمقایسه بهینه کنترل مسئله دقیق جواب

x(t) =
١

٢ + e−٣ (٢e
−٣t

٢ + e−٣+ ٣t
٢ ),

u(t) =
٢

٢ + e−٣ (−e
−٣t

٢ + e−٣+ ٣t
٢ ) ٠ ≤ t ≤ ١

گیری نتیجه .۵

برای را بهینه کنترل مسائل که است شده ارائه مثلثی متعامد توابع مجموعه برمبنای ساده عددی روش یک مقاله دراین
مطرح را پیشنهادی روش کارایی متلب، افزار نرم توسط آمده بدست می کند.نتایج حل ولترا انتگرال معادلات دستگاه های

می کند.
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x(t) u(t)
t Present Exact Present Exact
٠ ١/٠٠٠٠٠٠ ١/٠٠٠٠٠٠ -٠/٩١۵٢٣٢ -٠/٩٢٧١٣٣

٠/١ ٠/٨۶٨٠٧۶ ٠/٨۶٨٠٢٢ -٠/٧٨١٢٩۵ -٠/٧٨٣٣۶٣
٠/٢ ٠/٧۵۵۶٣٨ ٠/٧۵۵۶١١ -٠/۶۶٢٨٣۴ -٠/۶۵٧٢۵١
٠/٣ ٠/۶۶٠٢۵۴ ٠/۶۶٠٢٣٣ -٠/۵۴١٠٧۶ -٠/۵۴۵٩۵۶
٠/۴ ٠/۵٧٩٧۶٨ ٠/۵٧٩٧٣٩ -٠/۴۴٨۴۴٣ -٠/۴۴۶٩۶٧

m=۶۴ با ١ مثال عددی نتایج :١ جدول
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نرخی تک قیمت شاخص با نادقیق محیط در عملکرد ارزیابی در جدید مدلی

* بر حسین عبدالناصر
بلوچستان و سیستان دانشگاه

سلجوقی زاده حسین فرانک
بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده

با گیرنده تصمیم های واحد نسبی کارایی میزان سنجش و عملکرد تحلیل برای تکنیکی ها داده پوششی تحلیل
شده مشاهده واقعی های هزینه به هزینه حداقل نسبت را، هزینه کارایی مفهوم باشد. می خطی ریزی برنامه از استفاده
همه برای ورودی های قیمت که رقابتی بازارهای در شود. می تعریف هستند ثابت دقیقاً ورودی های قیمت آن در که
های محدودیت تحمیل دهیم. می قرار بررسی مورد نرخه تک قانون تحت را تولید هزینه کارایی است ثابت ها شرکت
از لذا داریم. انعطاف قابل و کافی چارچوب یک به نیاز دیگر های محدودیت و تولید مفروضات حفظ با نرخه تک
هر کارایی سنجش هنگام و است قطعی مرز با فراسنجشی غیر روشی که (FDH) آزاد دسترسی پوسته تکنولوژی
دقیق های قیمت داشتن عمل در ولی کنیم. می استفاده شود می مقایسه دیگر واحد یک با تنها واحد آن تولید، امکان
بازه مدل ارائه با و کرده ارائه بازه قیمت تغییرات برای لذا کند تغییر مدت کوتاه در است ممکن ها قیمت و است دشوار

دهیم. می قرار بررسی مورد را آن ای

هزینه کارایی نرخه، تک قانون ها، داده پوششی تحلیل کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

مشاهدات از استفاده با تابع حدس جای به او کرد. مطرح را پارامتری غیر روش کارایی، تخمین برای بار اولین (١٩۵٧) فارل
مرز از گیرنده تصمیم واحد افتادگی دور ملاک ریاضی روابط از استفاده با و کرد تعریف را کارایی مرز ها خروجی و ورودی
های مدل براساس که CCR مدل معرفی با (١٩٧٨) کوپر و چارنز نمود. گیری اندازه واحد آن کارایی عنوان به را مذکور
و داده تعمیم را قبلی مدل (١٩٨۴) کوپر و چانز بنکر، کردند. معرفی داده پوششی تحلیل عنوان به را بودند یافته توسعه ریاضی
و تامپسون کردند. ابداع قطعی مرز با را FDH های مدل (١٩٨۴) سیمار و دیپیرین کردند. معرفی BCC مدل عنوان به
(٢٠٠۵) همکارانش و دایسون کردند. تعریف واقعی های هزینه به هزینه نسبت حداقل را، هزینه بازده (١٩٩٧) همکارانش
هزینه (٢٠١۵) همکارانش و فانگ است. دشوار قیمت ارائه بنابراین کند. می تفسیر مدت کوتاه در ها قیمت که دادند نشان
و ورودی قیمت که آن به توجه با دادند. قرار بررسی مورد نرخه تک قانون عنوان تحت را ها داده پوششی تحلیل در وری بهره

کنیم. می ارائه را ای بازه مدل لذا شود می تغییر دچار مدت کوتاه در کالاها خروجی

قیمت بودن نرخه تک شرایط در عملکرد ارزیابی ٢

با رقابتی بازارهای در یکسان خروجی و ورودی های قیمت با ها بنگاه تمام که است حالتی نرخه تک های محدودیت تحمیل
هستند. روبرو آن

*سخنران
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تثبیت شده، پذیرفته ازسطوح برخی در همگن های کالا قیمت که رسد می تعادل حالت یک به اقتصاد زمانی .١.٢ تعریف
ها خروجی و ها ورودی یکسان، تجارت در ها شرکت ندارد. بیشتر معاملات به تمایل اقتصادی عامل هیچ آن در که شود می

شود. می یاد (LoOP ) عنوان به آن از که گیرند می کار به فرد به منحصر های قیمت برابر در را

ثابت قیمت شاخص با کارایی ترزیتبی مدل ٣

باشد: شده تشکیل گیری تصمیم واحد n از موسسه یک کنید فرض

Xo(ورودی) = (Xo١, ..., Xom) −→ Y٠ = (Yo١, ..., Yos)(خروجی)

مدل صورت این در این در باشد[١] مشابه تکنولوژی تحت ها DMU تمام برای ثابت مقیاس به بازه شامل روش ارائه اگر
است: زیر شکل به موسسه هزینه کارایی

Max C
s.t. C ≤

∑s
r=١ ηrPor o = ١, ..., n∑s

r−١ yorPor −
∑m

i=١Xoiwi ⩽ ٠ o = ١, ..., n∑m
i=١Xiwi = ١

w ∈ W

(١)

نشان Pjs و است صنعتی های خروجی و ها ورودی مجموع از ترکیبی (X, η) = (
∑n

j=١Xj ,
∑n

j=١ yj) آن در که
محدب وجهی چند مجموعه دهنده Wنشان = {w ∈ RR

+|AW ′ ⩾ b} DMUoو برای s خروجی هی سایه قیمت دهنده
کند. می تضمین سوم محدودیت و است بعدی L بردار یک b و L×R ماتریس یک A است. ورودی قیمت دامنه برای

است. LoOP مطابق ورودی قیمت
داریم: باشند ای بازه ها خروجی و ها ورودی اگر

[xLo , x
R
o ] =

(
[xLo١, x

R
o١], ..., [x

L
om, xRo ]

)
−→ [yLo , y

R
o ] =

(
[yLo١, y

R
o١], ..., [y

L
٠s, y

R
os]

)
است: زیر صورت به مدل و

Max [CL, CR]

s.t. [CL, CR] ≤
∑s

r=١ ηrPor∑s
r=١[y

L
or, y

R
or]Por −

∑m
i=١[X

L
io, X

R
io]wi ≤ ٠∑m

i=١[X
L
io, X

R
io]wi = ١

w ∈ W

(٢)

ای سایه قیمت بهینه مقدار w∗
i و آید می دست به بهینه مقدار [C∗L , C∗R ] حالت بدترین و بهترین در (٢) مدل حل از

کنیم استفاده ورودی ای سایه قیمت بهینه مقدار از توانیم می باشد. می موسسه هزینه کارایی رساندن حداکثر به برای ورودی
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دست به برای بدبینانه و بینانه خوش حالت دو در را DEA های مدل لذا نیست فرد به منحصر مقدار این مقدار چون ولی
دهیم. می توسعه شرکت هر برای هزینه کارایی از پایین و بالا بازه آوردن

بینانه خوش مدل
Max co

s.t. c∗
∑m

i=١Xiwi ≤
∑s

r=١ ηrPjr j = ١, .., .n

co ≤
∑s

r=١ yorPjr j = ١, ..., n∑s
r=١ yjrPjr −

∑m
i=١Xjiwi ≤ ٠, j = ١, ..., n∑m

i=١Xoiwi = ١

Pj ∈ Rs
+

w ∈ W

(٣)

j = ،yrj = yLrj + tj(y
R
rj − yLrj) و xij = xLij + tj(x

R
ij − xLij) ،c∗ = c∗

L
+ t(c∗

R − c∗
L
) درآن که

باشند. می ١, ..., n
سایه های قیمت میان از قیمت بازه ترین مطلوب که است DMU تا j برای خروجی ای سایه هزینه بردار Pj ،(٣) مدل در
هزینه کارایی ارزیابی برای بالا بازه یک عنوان به آن از توانیم می که است DMUo ارزیابی برای (٢) مدل از ورودی ای

کنیم. استفاده DMUo

کارایی آنگاه باشند (٣) مدل بهینه جواب w∗
i (i = ١, ...,m) و P ∗

jr(j = ١, ..., n, r = ١, ..., s) اگر .١.٣ قضیه
است.[١] c∗ برابر بهینه ای سایه قیمت با متناظر صنعتی هزینه

cj مینیمم و ماکسیمم کردن پیدا ما هدف آوریم. دست به هستند ثابت Pjr و Wi که وقتی را co ماکسیمم توانیم می
کاربرد به هزینه کارایی پایین کران آوردن دست به برای است ترازه دو ریزی برنامه مسئله یک که بینانه بد مدل بنابراین است.

آید: می دست به زیر مدل با DMUj برای هزینه کارایی پایین بازه یک ای، بازه مدل به آن تعمیم و
Min co

s.t. c∗
∑m

i=١Xiwi ≤
∑s

r=١ ηrPjr j = ١, .., .n

Max co

s.t. co ≤
∑s

r=١ yorPjr j = ١, ..., n∑s
r=١ yjrPjr −

∑m
i=١Xjiwi ≤ ٠, j = ١, ..., n∑m

i=١Xoiwi = ١

Pj ∈ Rs
+

w ∈ W

(۴)
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گردد می ارائه زیر مدل از آن حل برای که
Min co

s.t. c∗
∑m

i=١Xiwi ≤
∑s

r=١ ηrPjr j = ١, .., .n∑n
j=١ µj = ١∑n

j=١ yrjλrj −
∑n

j=١ yroλrj ≥ ٠, r = ١, ..., s

xoiθo −
∑n

j=١Xijλj ≥ ٠, i = ١, ..,m

Pj ∈ Rs
+

w ∈ W

µj ≥ ٠, λj ≥ ٠, θعلامت در آزاد

(۵)

اصلی نتایج ۴

اعمال با که هستند مواجه آن با یکسان ورودی های قیمت با ها بنگاه تمام که است حالتی نرخه تک های محدودیت تحمیل
ریزی برنامه مدل یک به آن توسعه و نرخه تک محدودیت تحمیل برای FDH مدل از استفاده و DEA های مدل در ها آن
مقدار در موسسه هزینه کارایی که حالی در هزینه کارایی از پایین و بالا بازه یک بنگاه هر هزینه کارایی برای و پرداختیم ای بازه
داده برای نرخی تک محدودیت تحت را ها بنگاه عملکرد توانیم می ای بازه مدل با و آوریم می دست به است آن مطلوب
مدت دراز در ها بنگاه عملکرد ارزیابی در آن از توان می مدت کوتاه در قیمت تغییرات به توجه با و کنیم ارزیابی نادقیق های

کرد. استفاده
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و مشترک ورودی های با شبکه ای داده های پوششی تحلیل مرحله ای دو مدل
شده بهینه سازی میانی مقادیر

ولمی باقرزاده هادی
تهران ، ری شهر یادگارامام(ره) واحد اسلامی آزاد دانشگاه

گلشنی* هدی
تهران ری، شهر یادگارامام(ره) واحد اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

تصمیم گیرنده واحدهای عملکرد ارزیابی برای خطی برنامه ریزی بر مبتنی پارامتری غیر روش یک داده ها پوششی تحلیل
داده های پوششی تحلیل مدل های ندارند. توجهی میانی مقادیر و درونی ساختارهای به DEA سنتی مدل های است.
در مهمی بسیار نقش میانی مقادیر که آن  جا از کردند. برطرف را نقص این میانی، مقادیر نمودن لحاظ با شبکه ای
می گردد مطرح سیستم کلی کارایی محاسبه ی برای مرحله ای دو رابطه ای مدل یک مقاله این در دارند شبکه ای ساختارهای
بهینه سازی مقادیر می پردازد. ناکارا واحدهای برای میانی مقادیر بهینه سازی به ورودی در تراکم مدل های اساس بر که

می گردند. سیستم سراسری کارایی مقدار بهبود به منجر طریق بدین و لحاظ شده مطرح مدل در میانی شده ی

کارایی تراکم، میانی، مقادیر ،(NDEA) شبکه ای داده های پوششی تحلیل کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

تراکم پدیده ی مختصر معرفی به همچنین سپس و آن با مرتبط مفاهیم برخی و NDEA معرفی به ابتدا مقاله مقدمه بخش در
عملکرد ارزیابی به که می باشد پارامتری غیر خطی برنامه ریزی روش یک DEA داده ها پوششی تحلیل می شود. پرداخته
و گردید مطرح ثابت مقیاس به بازده فرض با چارنز توسط ١٩٧٨ سال در بار نخستین که می پردازد متجانس واحدهای
هر با سنتی داده های پوششی تحلیل شد. بخشیده جامعیت متغیر مقیاس به بازده فرض با بنکر توسط ١٩٨۴ سال در سپس
لحاظ سیستم کل کارایی محاسبه ی برای خروجی ها و ورودی ها که معنی بدین می کند برخورد سیاه جعبه ی یک به عنوان سیستم
میانی مقادیر سیستم ها از بسیاری درونی ساختارهای در آن که حال نمی شوند توجهی هیچ آن ها درونی فرآیندهای به و می گردند
می باشد. شبکه ای و سنتی دیدگاه تمایز وجه و می باشند دیگر مرحله ی خروجی های و مرحله یک ورودی های که دارند وجود
DMU دریک زیرواحدها ارتباطی ساختار .[٢] نمودند مطرح را دیدگاه این ٢٠٠٠ سال در گروسکوپف و فار بار نخستین
در پایه ای ارتباط یک به عنوان قرارگرفته است توجه مورد مقاله دراین که دومرحله ای ارتباط ولی باشد پیچیده یا ساده می تواند
تعمیم از می توان را شبکه ای کارایی بحث در موجود خواص از بسیاری و بوده است توجه مورد همواره شبکه ساختارهای تمام
است عبارت که دارد وجود NDEA مدل های مرحله ای دو فرآیندهای در اصلی روش دو آورد. به دست رابطه این در مفهوم
مدل های در می باشد. میانی مقادیر با وزن دهی و رویارویی نحوه ی در مدل ها این تمایز وجه رابطه ای. و مستقل مدل های از
می دوم مرحله ی ورودی و اول مرحله خروجی یک به عنوان میانی مقادیر و می گردد ارزیابی مستقل طور به مرحله هر مستقل
یکسان وزن یک رابطه ای مدل های در آن که حال می شود گرفته نظر در متفاوت وزن های میانی مقادیر برای این که ضمن باشد،

.[۴] می شود گرفته نظر در میانی مقادیر برای
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NDEA مرحله ای دو ساختار :١ شکل

سهم یک با مرحله دو بین ورودی ها شده، داده نشان [۵] در آن چه مانند NDEA مرحله ای دو ساختارهای برخی در
مدل در می باشد. ثابت مقیاس به بازده فرض با خطی غیر رابطه ای مدل یک شده مطرح مدل هستند. مشترک شده مشخص
این از دوم مرحله ی ورودی (١ − αi)xi و ١ مرحله ی ورودی سهم αixi که شد گرفته نظر در ٠ ≤ αi ≤ ١ متغیر یک
کاربرد با را مشترک ورودی های با خطی رابطه ای مدل [١] همکاران و طلوع ٢٠١۵ سال در گردید. تعریف مشترک ورودی

کردند: مطرح کلی کارایی اندازه  گیری برای دانشگاه و بانکداری صنعت در

θ٠ = max
١
٢
[uz٠ +

s∑
r=١

uryr٠]

s.t.

m∑
i=١

wixi٠ = ١

uzj −
m∑
i=١

vixij ≤ ٠, j = ١, · · · , n (١)

m∑
i=١

(vi − wi)xi٠ + uz٠ = ٢

s∑
r=١

uryrj −
m∑
i=١

(vi − wi)xij + uzj ≤ ٠, j = ١, · · · , n, ٠ ≤ wi ≤ vi, ur ≥ ٠, ∀r, w ≥ ٠

ورودی ها، با مرتبط وزن  های u و ur ،vi می باشند. میانی و خروجی ورودی، مقادیر بردار ترتیب به Z و Y و X آن در که
دوم مرحله ی برای ٠ ≤ wi ≤ vi و ٠ ≤ αi ≤ ١ و ∀i viαi = wi همچنین می باشند. میانی مقادیر و خروجی ها

دارد. یک و صفر بین مقداری و است سیستم کل کارایی مقدار بیان کننده θ٠ که ∀i vi(١ − αi) = vi − wi داریم:

تراکم ٢

خروجی ها کاهش علت ورودی زیاد مقادیر هنگامی که می باشد ناکارایی نوع یک حقیقت در و اقتصادی پدیده ی یک تراکم
بهبود امکان که شود مشخص آن ارزیابی در اگر دارد وجود تکنیکی ناکارایی ارزیابی تحت DMU در گوییم حال می باشد.
که بار نخستین تراکم مفهوم شوند. بدتر خروجی ها و ورودی ها بقیه این که بدون باشند موجود خروجی ها یا ورودی ها بعضی
مطرح زیر به صورت همکارانش و کوپر توسط که بود مشکلاتی دارای گردید مطرح ١٩٨۵ سال در گروسکوپف و فار توسط
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[٣] کرد: حل ناکارا واحدهای برای می توان را زیر مدل گردید.

Maxφ٠ + ε
( s∑

r=١

S+
r −

m∑
i=١

S−c
i

)
s.t.

n∑
j=١

λjxij + S−c
i = xi٠ , i = ١, · · · ,m (٢)

n∑
j=١

λjyrj − yr٠ψ٠ − S+
r = ٠, r = ١, · · · , s

n∑
j=١

λj = ١

λj ≥ ٠, S−c
i ≥ ٠, S+

r ≥ ٠, j = ١, · · · , n

است. ورودی i امین در تراکم مقدار S−c
i آن در که

زیر شرط دو از یکی حداقل (φ∗
٠, λ

∗, S+∗
, S−c∗) ،(٢) مدل بهینه جواب در اگر فقط و اگر دارد وجود تراکم .٢ . ١ قضیه

باشد: برقرار

باشد. داشته وجود (١ ≤ i ≤ m)S−c∗

i > ٠ یک حداقل و φ∗
٠ > ١ الف)

.[٣] باشد داشته وجود (١ ≤ i ≤ m)S−c∗

i یک حداقل و (١ ≤ r ≤ s)S+∗
> ٠ یک حداقل ب)

اصلی نتایج ٣

می گردند: محاسبه زیر به صورت می دهیم نشان Zopt با را آن که شده بهینه سازی میانی مقدار شده مطرح مدل در
در می نماییم. حل را (٢) مدل ناکارا DMU های برای سپس می گردند، شناسایی ناکارا DMU های ،(١) مدل حل با ابتدا
و Zj مقادیر ورودی) (مقادیر xij مقادیر جای به (٢) مدل در باشند، میانی مقادیر در تراکم به مربوط ناکارایی صورتی که
باشد داشته وجود تراکم ٢ . ١ قضیه طبق صورتی که در می نماییم. حل را مدل و جایگزین Z٠ با اول قید راست سمت مقدار

می شود: تعیین زیر به صورت Zoptj مقدار یک

Zoptj = Zj − S−c∗

i , j = ١, · · · , n (٣)

با وجود صورت در مقادیر این مازاد مقدار لذا می باشند دوم مرحله ی ورودی های مرحله این در میانی مقادیر که دلیل این به
نظر در نمود لحاظ byproduct یا واسطه بدون خروجی به عنوان می توان را S−c∗ مقدار مدل سازی این در این که فرض
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است: زیر به صورت (١) مدل تغییریافته ی (۴) مدل می شوند. گرفته
Max

١
٢
[uZopt٠ +

s∑
r=١

uryr٠ + uyb٠ ]

s.t.

m∑
i=١

wixi٠ = ١

uZoptj −
m∑
i=١

vixij ≤ ٠, j = ١, · · · , n (۴)

]

m∑
i=١

(vi − wi)xi٠ + uZopt٠ = ٢

s∑
r=١

uryrj −
m∑
i=١

(vi − wi)xij + UZoptj ≤ ٠, j = ١, · · · , n, ٠ ≤ wi ≤ vi, ∀i, ur ≥ ٠, ∀r, u ≥ ٠

خروجی و نهایی خروجی r امین و ورودی i امین ترتیب به Yb٠ و Yrj , r = ١, · · · , s و Xij , i = ١, · · · ,m آن در که
می باشند. j = ١, · · · , n ،DMUj ،byproduct

مشترک منابع و میانی مقادیر بهینه سازی با مرحله ای دو ساختار :٢ شکل

کلاسیک دیدگاه اصلی تمایز وجه که است میانی مقادیر بهینه سازی به خاص توجه شده، مطرح مدل مزیت های جمله از
از می گردند مطرح واقعی مسائل حل برای NDEA مدل های اکثر که آن جایی از می باشد. مدل سازی در DEA شبکه ای و

از: عبارتند که باشد مدل خاص کاربردهای به توجه مدل نوع به توجه با می تواند حاضر مقاله ی توسیع های جمله
بانکداری. صنعت تأمین، زنجیره آن، مدیریت و پرتفوی بهینه ی انتخاب سرمایه گذاری، و ریسک مدیریت

می تواند نیز مرحله ای چند مدل یک به مدل توسعه ی یا NDEA ساختارهای انواع در میانی مقادیر با مواجهه نوع همچنین
گیرد. قرار مدنظر دیگر توسیع های به عنوان
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و مطلوب های داده با شعاعی غیر و شعاعی مدلهای در کارایی تجزیه مقایسه
نامطلوب

سلجوقی زاده حسین فرانک
بلوچستان و سیستان دانشگاه

* صوفی فاطمه
بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده

مورد متعددی مقالات در نامطلوب و مطلوب هاي خروجی و ها ورودي هاDEAبا داده پوششی تحلیل مدلهای
بدین پردازیم می نامطلوب و مطلوب های داده با شعاعی غیر و شعاعی مدلهای مقایسه به مقاله این در گرفته قرار بحث
تبدیل نامطلوب و مطلوب های داده با خروجی و ورودی مدل رابه است شعاعی مدل یک که سود کارایی مدل که ترتیب
های داده با خروجی و ورودی مدل به نیز را است شعاعی غیر مدل یک که دار جهت فاصله تابع در آن تجزیه و کنیم می

. پردازیم می کارایی نظر از مدل دو این مقایسه به مثالی ارائه با آخر در و کنیم می تبدیل نامطلوب و مطلوب

فاصله تابع ، سود کارایی تجزیه ، شعاعی غیر مدلهای ، شعاعی مدلهای ، ها داده پوششی تحلیل کلیدی: واژه�های
نامطلوب های مطلوب،داده های دار،داده جهت

مقدمه ١

ها شرکت عملکرد تشریح برای معتبر عامل تنها و اصلی عامل عنوان به سود ی درباره زیادی های تحلیل و تجزیه امروزه
سود کسب برای تلاش کنند. می کار بدتر آن، بهتروباکاهش سود، افزایش با شرکت ساده، رویکرد این براساس دارد. وجود
سود کارایی و تکنیکی،تخصیصی کارایی صورت به تواند می رود.کارایی می شمار به جامعه در تولیدی فعالیتهای ی انگیزه
اولین که است دار جهت فاصله تابع روش ها، داده پوششی تحلیل براساس کارایی تعیین روشهای از شود.یکی گیری اندازه
ورودی با مدل و دار جهت فاصله تابع مدلهای بررسی به ابتدا است.دراینجا شده ارائه همکاران(١٩٩٧) و چانگ توسط بار
و مدل این و بریم می کار رادرمدلDDFبه سود کارایی تجزیه سپس پردازیم می سود کارایی و مطلوب های خروجی و ها
به مثالی ارائه با آخر در و کنیم می تبدیل نامطلوب و مطلوب های خروجی و ها ورودی با هایی مدل به را سود کارایی مدل

. پردازیم می نامطلوب و مطلوب های داده با شعاعی غیر و شعاعی مدلهای در سود کارایی تجزیه مقایسه

دار جهت فاصله تابع ٢

کند می تولید Yjرا = (y١j , . . . , ysj) ∈ ℜs
خروجی+ Xjبردار = (x١j , . . . , xmj) ∈ ℜm

ورودی+ بردار هرDMUjبا
این در است نامنفی دار جهت خروجی – ورودی Gبردار = (gx, gy)که کنید همکاران(١٩٩٨)فرض و چمبرز نظریه پیرو
به بازده مدل یک ازکه ای اندازه براساس ای محاسبه ایجاد با تواند ,Xo)می Yo)نقطه ازDMUoبا تکنیکی کارایی صورت
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: باشد زیر صورت به است متغیر مقیاس

maxβ :
n∑

j=١
λjxij ≤ xio − βgxi ,

n∑
j=١

λjyrj ≥ yro + βgyr ,
n∑

j=١
λj = ١, λj ≥ ٠, (j = ١, ٢, . . . , n)

(١)
گیریم. gyرادرنظرمی = yroوgx = xioاینجا در که است نامنفی دار جهت خروجی – ورودی Gبردار = (gx, gy)که

نامطلوب و مطلوب های هاوخروجی ورودی با ها داده پوششی تحلیل ٣

بهترین و عملکرد بهبود موجب خروجی مقدار افزایش و ورودی میزان کاهش که است آن واحدها عملکرد ارزیابی در کلی نگرش
نیستند،زیرا ورودی کردن حداقل و خروجی کردن حداکثر دنبال به همواره سازمانها که داشت توجه باید شود.اما می کارکرد
و نهایی،آلودگی محصول تولید با همواره واحد تولید باشند.فرایند نامطلوب یا مطلوب توانند می ها ورودی و ها خروجی
افزایش باید که است مطلوبی خروجی تولیدی که است نامطلوب و مطلوب خروجی نوع دو شامل که است همراه ضایعات
nهمکاران و شارپ مدل به توجه کنیدبا یابند.فرض کاهش باید که بوده نامطلوب ضایعات،خروجی و آلودگی حالیکه در یابد
رود می بکار (yr : r = ١, . . . , s) sخروجی تولید برای xi)را : i = ١, . . . ,m) ورودی m، کدام هر که DMU ،[١]
xbij و x

g
io که نامطلوب و مطلوب های خروجی و ها ورودی با عملکرد ارزیابی DEAبرای مدل صورت این در باشیم داشته

صورت به باشند نامطلوب و مطلوب های خروجی ترتیب به ybrj و y
g
ro و باشند نامطلوب و مطلوب های ورودی ترتیب به

: است زیر

max h :
n∑

j=١
λjx

g
ij ≥ hxgio,

n∑
j=١

λjx
b
ij ≤ hxbio,

n∑
j=١

λjy
g
rj ≥ hygro,

n∑
j=١

λjy
b
rj ≤ hybro,

n∑
j=١

λj = ١, λj ≥ ٠

(٢)

سود کارایی ۴

هایDMUjهرواحددرنظربگیریدوهزینه متناظرباورودی وقیمت هزینه prبردار = (p١, . . . , ps)وci = (c١, . . . , cm)فرضکنید

ورودیوخروجیxioوyroو بگیرید.کمیتهای نظر poدر =
s∑

r=١
proyroوco =

m∑
i=١

cioxio،oواحد ورودی برای شده مشاهده وقیمتکل

اگر اند. شده گرفته نظر در خروجیciوprثابت و ورودی قیمتهای و باشند می شرکت برای تصمیم متغیرهایλjمتغیرهای
هزینه ازای به سودرا حداکثر کارایی مدل صورت دراین کنیم می متغیرxiوyrفرض صورت به را خروجی و ورودی مقدار

است: زیر صورت به سنجد موجودمی های وقیمت

max (poy − cox) :
n∑

j=١
λjxij ≤ xio ,

n∑
j=١

λjyrj ≥ yro,
n∑

j=١
λj = ١, λj ≥ ٠ (٣)

نمود: تعریف زیر رابطه صورت به توان می را سود کارایی که

Ep =
poy

∗ − cox
∗

poy − cox
(۴)

Ep ≥ poyداریم١ > coxفرض با که

سود کارایی روی بر دار جهت فاصله تابع تجزیه ۵

. است مدل(١) همان آن DDFمدل پس شود می مربوط ها ورودی به هم و ها خروجی به هم سود که آنجا از
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و مطلوب های داده حضور در کارایی تجزیه گیری اندازه برای پیشنهادی مدلهای ۶
نامطلوب

ورودیxgijمطلوب،xbijورودی بطوریکه پردازیم نامطلوبمی و مطلوب های حضورداده در مدلی ارائه مدل(٣)به مدل(١)و از استفاده با اینجا در
نامطلوب دهنده نمادbنشان و مطلوب دهنده نمادgنشان کلی طور نامطلوب،به وybrjخروجی مطلوب نامطلوب،ygrjخروجی

شود: می تبدیل زیر صورت مدل(١)به صورت این در

maxβ :
n∑

j=١
λjx

g
ij ≤ xgio − βgxi

g,
n∑

j=١
λjx

b
ij ≥ xbio + βgxi

b,
n∑

j=١
λjy

g
rj ≥ ygro + βgyr g,

n∑
j=١

λjy
b
rj ≤ ybro − βgyr b

n∑
j=١

λj = ١, λ ≥ ٠

(۵)
شود: می زیرتبدیل مدل به فرضیات همان با نامطلوب و مطلوب های داده حضور مدل(٣)نیزدر

max (poy
g − poy

b)− (cox
g − cox

b) :
n∑

j=١
λjx

g
ij ≤ xgio,

n∑
j=١

λjx
b
ij ≥ xbio,

n∑
j=١

λjy
g
rj ≥ ygro

n∑
j=١

λjy
b
rj ≤ ybro,

n∑
j=١

λj = ١, λ ≥ ٠
(۶)

xg∗ یافته= بهبود نقاط . ١ زیرراداریم: مراحل صورت دراین آوریم می بدست مقدار∗βرا و کنیم می حل مدل(۵)را اکنون
. ٢ آوریم. می ∗ybرابدست = ybrj×(١−β∗)وyg∗ = ygrj×(١+β∗)وxb∗ = xbij×(١+β∗)وxgij×(١−β∗)

رامحاسبه
(poy

g∗ − poy
b∗)− (cox

g∗ − cox
b∗)

(poyg − poyb)− (coxg − coxb)
مقدار . ٣ کنیم. می محاسبه poyg∗−poy)را

b∗)−(cox
g∗−cox

b∗)مقدار

حساب را کارایی مقدار و کنیم می حل را است نامطلوب و مطلوب های داده حضور در سود کارایی مدل مدل(۶)که کنیم. می
کنیم. می

مثال ٧

هاوقیمت باهزینه همراه ونامطلوب مطلوب های هاوخروجی DMUباورودی یازده به نامطلوب و مطلوب های داده (١) جدول
دهد. می نشان را غیرشعاعی و شعاعی درمدلهای ها داده این به مربوط هاوجدول(٢)امتیازات

قیمت و ها هزینه با همراه ها داده :١ جدول

DMU xg١ c١ xb٢ c٢ yg١ p١ yb٢ p٢
١ ١۵١ ١٠٠ ١۶٠ ٢٠ ٩٠ ٢٠١٠ ١٠٠ ۵۵٠
٢ ١٣١ ٨٠ ١۴٠ ١٩ ۵٠ ١٨٠٠ ١۵٠ ۴٠٠
٣ ١۶٠ ٩٠ ١٢٠ ٢۵ ۵۵ ٢٢٠٠ ١۶٠ ۴٨٠
۴ ١۶٨ ١٢٠ ١٣٠ ٢٧ ٧٢ ٣۵٠٠ ١٨٠ ۶٠٠
۵ ١۵٨ ٧٠ ١٩۴ ٢٢ ۶۶ ٣٠۵٠ ٩۴ ۴٠٠
۶ ٢۵۵ ٨٠ ٢۴٠ ۵۵ ٩٠ ٣٩٠٠ ٢٣٠ ۴٣٠
٧ ٢٣۵ ١٠٠ ١٢٠ ٣٣ ٨٨ ٣٣٠٠ ٢٢٠ ۵۴٠
٨ ٢٠۶ ٨۵ ١۴٢ ٣١ ٨٠ ٣۵٠٠ ١۵٢ ۴٢٠
٩ ٢۴۴ ٧۶ ١٣٢ ٣٠ ١٠٠ ٢٩٠٠ ١٩٠ ٣۵٠
١٠ ٢۶٨ ٧۵ ٢١٠ ۵٠ ١٠٠ ٢۶٠٠ ٢۵٠ ۴١٠
١١ ٣٠۶ ٨٠ ٢١٠ ۵٣ ١۴٧ ٢۴۵٠ ٢۶٠ ۵۴٠
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نامطلوب و مطلوب های درحضورداده غیرشعاعی و شعاعی مدلهای به مربوط امتیازات :٢ جدول

DMU شعاعی مدل کارایی غیرشعاعی مدل کارایی
١ ١.١۴ ١
٢ ١ ١
٣ ۵.٧۴ ١.٩٣
۴ ١.٩١ ١.٣٨
۵ ١ ١
۶ ١ ١
٧ ١.۶١ ١.۵۴
٨ ١ ١.٣٣
٩ ١ ١.٢٣
١٠ ١.۶۴ ١.١۴
١١ ١ ١

گیری نتیجه ٨

نامطلوب و مطلوب های داده حضور در غیرشعاعی و شعاعی مدلهای در بینید می که جدول(٢)همانطور های داده به باتوجه
داده حضور در غیرشعاعی و شعاعی مدلهای که گرفت نتیجه توان می اینجا در ناکاراهستندکه وبعضی DMUهاکارا از بعضی

ندارند. دیگر هم با تطابقی هیچ نظرکارایی از نامطلوب و مطلوب های
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بر و میانه - p روش به شیراز شهر کلان اورژانسی تسهیلات بهینه مکان یابی
متغیر همسایگی جستجوی الگوریتم پایه ی

ملکی حمیدرضا دکتر
شیراز صنعتی دانشگاه

جهرمی فخارزاده علیرضا دکتر
شیراز صنعتی دانشگاه

* آریان فر مریم
شیراز صنعتی دانشگاه

چکیده

شهر اورژانس خدمات استقرار منظور به پیشنهادی مکان های بین از مکان بهترین تعیین مقاله این اصلی هدف
سایر برخلاف تلاش این در است. سفر زمان حداکثر محدودیت با میانه - p مدل به به مربوط اصول رعایت با شیراز
آن گاه می گردد. مدل وارد متغیر یک به عنوان می شود، گرفته نظر در ثابت یک صورت به p که میانه – p مدل های
اورژانس روی بر شده اصلاح (V NS) متغیر همسایگی جستجوی الگوریتم از استفاده با شده ارایه مدل پیاده سازی

می گیرد. قرار بررسی مورد شیراز

اصلاح متغیر همسایگی جستجوی الگوریتم مکان یابی، میانه، – p شیراز، شهر اورژانسی تسهیلات کلیدی: واژه های
؛ شده

Mathematics Subject Classification [2010]: 90B80

مقدمه ١

و درجه ٣٧ و جغرافیایی عرض دقیقه ٢۵ و درجه ٣٠ در که می باشد کشور جنوبی نیمه در جمعیتی نقطه بزرگترین شیراز
به جنوب تردد در محوریت (گردشگری، شیراز در جمعیت زیاد تردد به باتوجه است. گرفته قرار جغرافیایی طول دقیقه ٢٩
و تسهیلات احداث متغیر یا ثابت هزینه های کاهش و پوشش شعاع محدودیت تسهیلات، تعداد محدودیت مساحت، شمال)،
خوشه های به رسانی خدمات حداکثر که گردد انتخاب چنان تسهیلات ارایه مکان که سعی شود باید همواره سرمایه، محدودیت

یابد. کاهش سرویس دهی در وقفه امکان حد تا و شده انجام تقاضا
به را نجات تجهیزات که است مهم حوادث، وقوع علت کاهش علاوه بر شهرها کلان در بشری پیشرفته جوامع در که داریم توجه
در را خود خدمات باید اورژانس سرویس های این بر افزون داد. کاهش امکان حد تا را تلفات سریعتر هرچه و برد به کار موقع
بر زیادی تاثیر تسهیلات قرارگرفتن محل و تعداد رو این از شود. تامین به خوبی عمومی ایمنی و سلامت که دهند ارایه سطحی
مساله ای همواره اورژانس سرویس های کردن مستقر برای مکان هایی تعیین بنابراین دارد. رسانی خدمات این انجام چگونگی
بروند. تقاضا دارای نقطه ی هر به مناسب زمان یک در بتوانند که شوند مستقر چنان باید اورژانسی تسهیلات است. اساسی
گرفته نظر در سفر زمان حداکثر محدودیت با میانه - p مدل مقاله این در شیراز، شهر کلان برای مهم این به دستیابی برای
بررسی مورد شیراز شهر کلان اورژانس روی بر شده اصلاح V NS الگوریتم از استفاده با مدل این سازی پیاده و است شده

است. توجهی قابل مزایای دارای که است گرفته قرار

*سخنران
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میانه - p مدل معرفی ٢

یک در ،[٣] حکیمی می کرد. معرفی را تسهیل p تعداد مکان که شد معرفی ،[٢] حکیمی توسط بار اولین میانه - p مساله
حکیمی و کریو ١٩٧٩ درسال . کرد ارایه بزرگراه یک در پلیس ایستگاه یک تاسیس مکان یافتن برای حلی راه شبکه ای ارتباط
در نجات خدمات تسهیلات مکان انتخاب به دادن اهمیت بر علاوه است. سخت - NP میانه - p مساله دادند نشان ،[۴]
است . اورژانسی تسهیلات مکان  یابی در مهمی امر هزینه ها کاهش برای مکان ها این تعداد نمودن بهینه اورژانسی، مدیریت
شده گرفته در نظر [۵] همکاران و منگاو توسط تقاضا نقاط تا سفر زمان حداکثر محدودیت با میانه - p مدل یک منظور بدین

است.
هدف با مشتری n به     خدمت رسانی منظور به بالقوه مکان m میان از کاندید p تعیین از است عبارت میانه  - p مساله یک

تسهیلات. تا تقاضا نقاط از کلی فاصله مجموع کردن کمینه
می شوند. معرفی اینجا در متغیرها و پارامترها عناوین تحت که هستیم ابزارهایی به نیازمند مدل این نمایش جهت

پارامترها
؛ تقاضا نقاط مجموعه : N بالقوه، نقاط مجموعه : M •

؛ تسهیلات احداث ثابت هزینه : α ، ام i تسهیلات تا ام j تقاضای مکان از فاصله کوتاه ترین : dij •

؛ تسهیلات تعداد : p ، فاصله) محدودیت (حداکثر مجاز فاصله طولانی ترین : L •

متغیرها
yi =

{
١ شود انتخاب تسهیلات به عنوان ام i مکان اگر
٠ این صورت غیر در

xij =

{
١ بگیرد سرویس ام i تسهیلات از ام j مکان اگر
٠ این صورت غیر در

گرفته درنظر بالقوه تسهیلات مکان به عنوان مشتری m مکان زیرا M = N و m = n کلی حالت در : یادآوری
می شود.

- p مدل ،(۵ (محدودیت اورژانسی نجات خدمات در زمان عامل مهم نقش و شده تعریف پارامترهای و متغیرها به توجه با
است: بیان قابل چنین سفر زمان حداکثر محدودیت با میانه

Min αp+
∑
i∈M

∑
j∈M

dij xij (١)

S.to :
∑
i∈M

xij = ١ ∀j ∈ M (٢)

xij ≤ yj ∀i, j ∈ M (٣)∑
i∈M

yi = p (۴)

max
i∈M

{dij xij | ∀i ∈ M} ≤ L (۵)

xij , yi ∈ {٠, ١} ∀i, j ∈ M (۶)

و گیرنده سرویس مکان به دهنده سرویس تسهیلات از کل نقل و حمل (زمان) فاصله رساندن حداقل به مدل، حل از هدف
یک تنها و تنها تقاضا هرنقطه به که می کند تضمین (٢) محدودیت است. تسهیلات استقرار ثابت هزینه کاهش آن بر علاوه
به عنوان آن که می دهد سرویس ام j مکان به وقتی ام i مکان که می کند تضمین (٣) محدودیت دهد. می سرویس تسهیل مرکز
(۵) محدودیت است. p برابر دهنده سرویس تسهیلات کل که می کند تضمین (۴) محدودیت باشد. شده انتخاب تسهیلات

می باشد. L از کمتر تقاضا نقاط تا تسهیلات از فاصله حداکثر می دهد نشان
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شده اصلاح (V NS) الگوریتم معرفی ٣

: است شده تشکیل زیر توابع از الگوریتم این

EFLP •

pmp− search •

localsearch •

changecluster •

دو از خود که است pmp− search تابع می شود) داده نشان EFLP با که ) شده اصلاح (V NS) الگوریتم اصلی هسته
localsearch تابع است. شده تشکیل (changecluster) خوشه تغییر و (localsearch) موضعی جستجوی تابع زیر
می کند. جستجو خوشه هر داخل را موضعی بهینه جواب و می دهد انجام تسهیلات و تقاضا نقاط روی بر را خوشه بندی عمل
جواب در آشوب یک ایجاد با changecluster تابع می کند. بیشتر را نزدیکتر همسایگی های انتخاب فرصت تابع این
انتخاب امکان قبل تابع برخلاف و بیشتر را جستجو وسعت دین منظور است . بهتر جواب دنبال به localsearch از حاصل
است. قبل جواب از بهتر جوابی آن، نتیجه لازم، شرایط داشتن صورت در به طوری که می کند بیشتر نیز را دورتر همسایگی های
به مربوط شرط تابع این در می پردازد. جستجو به خود تابع زیر دو براساس ،(pmp − search) اصلی تابع ادامه در
تابع مقدار (یعنی تقاضا نقاط تا تسهیلات از کلی فاصله مجموع کمینه آن خروجی و شده رعایت سفر زمان حداکثر محدودیت
همسایگی های از نقاطی مجموعه تقاضا خوشه از منظور است؛ تقاضا خوشه های و اورژانسی تسهیلات نقاط مجموعه هدف)،
تقاضا خوشه هر دارند. تسهیل آن به نسبت همسایگی ها سایر با مقایسه در را فاصله کمترین آن اعضای که است تسهیل یک
متناظر تسهیلات تعداد با خوشه ها این تعداد می کند. دریافت خدمات آن از و دارد اختصاص خود تسهیل نزدیک ترین به
از حاصل جواب الگوریتم این می شود. محسوب متغیر یک تسهیلات) (تعداد p شده، اصلاح V NS الگوریتم در است.
خروجی می کند. کمینه سفر زمان حداکثر محدودیت به توجه با را تسهیلات تعداد و می دهد خروجی به را pmp− search
هزینه کاهش جهت اورژانسی تسهیلات نقاط مجموعه کمینه ،pmp − search از حاصل خروجی های بر علاوه تابع این
فرایند در بخشی اثر و بهره وری سبب که اورژانسی نجات تسهیلات محل روش این از استفاده با است. تسهیلات استقرار
کاهش اورژانسی نجات عملیات هدایت و تسهیلات استقرار متغیر و ثابت هزینه دو هر شده، تعیین است اورژانسی مدیریت

می یابد. افزایش تقاضا نقاط به رسانی خدمات و یافته

شیراز شهر اورژانسی خدمات مکان یابی ۴

پایگاه ها این از کدام هر در که می باشد شیراز سطح در رسانی خدمات تسهیلات مکان ٢١ دارای شیراز اورژانس حاضر حال در
تقسیم بندی با این که به توجه با همچنین و موجود امکانات به توجه با می باشند. مستقر رسانی خدمات جهت نقلیه وسایل
تقسیم تقاضا منطقه ۵۴ به شیراز شهر سطح است، زمان بر بسیار مساله داده های محاسبه بیشتر، مناطق تعداد به شهر سطح
هر تقاضای جمعیت گیرد. قرار پوشش تحت مذکور شده ارایه تسهیلات توسط بتواند منطقه هر که به طوری است شده بندی
به مساله شدن نزدیک تر منظور (به است آمده بدست شیراز اورژانس ٨٩ ماه اردیبهشت داده های براساس ماه یک در منطقه
بر داده ها محاسبه اما شود محاسبه یکساله دوره یک مثلا بیشتر زمانی بازه یک براساس را مساله داده های است بهتر واقعیت

است). زمان بر بسیار شیراز، اورژانس مرکز اطلاعات ثبت نحوه به توجه با یکساله دوره یک اساس
پاسخ های شده، ثبت اطلاعات براساس اما ، [١] می باشد دقیقه ٨ تقریبا موردنیاز محل به آمبولانس رسیدن زمان میانگین
استفاده با سفر زمان حداکثر محدودیت با میانه - p مدل دارد. وجود فراخوانی ها از برخی برای نیز دقیقه ٨ از بیش زمانی
افزار نرم از استفاده با بالقوه مکان ٢١ بین از تسهیلات استقرار بهینه مکان تعیین جهت شده اصلاح V NS الگوریتم از
میانه - p مدل دو ١ جدول در است. شده داده نشان ٢ و ١ جدول در آن از حاصل نتایج و شده پیاده سازی ٢٠١۴ متلب
که همانطور شده اند. مقایسه (wmt) سفر زمان حداکثر محدودیت بدون میانه - p و (mt) سفر زمان حداکثر محدودیت با
تابع و (md) زمان حداکثر محدودیت نظر از سفر زمان حداکثر محدودیت با میانه - p مدل از حاصل نتایج می شود ملاحظه
با میانه - p مدل این بر علاوه است. برخوردار سفر زمان حداکثر بدون میانه - p مدل به نسبت بهتری شرایط از (td) هدف
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زمان حداکثر محدودیت بدون میانه - p مدل به نسبت را بیشتری (pc) جمعیت پوشش درصد سفر زمان حداکثر محدودیت
است. شده داده نشان fls با مدل دو هر در شده انتخاب تسهیلات مجموعه می دهد. ارایه دقیقه ٨ استاندارد فاصله در سفر

با میانه - p مدل حل از نتایج این است. شده داده نشان تسهیل هر به مربوط (clu) تقاضای خوشه های ٢ جدول در
خدمات شده) داده نشان fac با (که خود تسهیل نزدیکترین از خوشه هر است. آمده بدست سفر زمان حداکثر محدودیت

می گیرند. سرویس خود به مختص تسهیل از دقیقه ٨ زمان حداکثر در خوشه ها این و می کند دریافت
هستند. نقشه روی بر شیراز شهری شده معین مکان های fac و fls برای شده بیان اعداد :١ تذکر

مکان از خدمات دریافت به منظور تقاضا خوشه های نزدیکترین بیانگر ٢ جدول در clu ستون های شده ذکر اعداد :٢ تذکر
می باشند. fac

سفر زمان حداکثر محدودیت بدون و سفر زمان حداکثر محدودیت با میانه - p مدل دو مقایسه از آمده بدست نتایج :١ جدول

pc fls td md p model
./.٩٧ ٣،٩،٧،١،١٣،١۴،١٨،٢٠،٢۵،٢٧،٢٨،٣١،٣٣،٣۶،٣٩،۴١،۴٣،۴٨،۵٠،۵١،۵٣ ٢٢١ ٨ ٢١ mt
./.٨٩ ١٨،٢٠،٢١،٢۴،٢۵،٢٨،٣٠،٣۶،٣٩،۴١،٢،۴۵،٣۴،۴٩،١،٣،۶،٧،١٢،١۴،١۵ ٢٢٨ ١۴ ٢١ wmt

سفر زمان حداکثر محدودیت با میانه - p مدل جل از آمده بدست نتایج :٢ جدول

clu fac ردیف clu fac ردیف clu fac ردیف
٣٩،۴٠ ٣٩ ١۵ ٢٠،٢١ ٢٠ ٨ ٣،۴،۵ ٣ ١

۴١ ۴١ ١۶ ٢۵،٢۶ ٢۵ ٩ ٩،١٠ ٩ ٢
۴٣،۴٢،۴۴ ۴٣ ١٧ ٢٧ ٢٧ ١٠ ٧،۶،٨ ٧ ٣

۴٨،٢،٣۵،۴٧،۴٩ ۴٨ ١٨ ٢٨،٢٩ ٢٨ ١١ ١ ١ ۴
۵٠ ۵٠ ١٩ ٣١،٣٠،٣٢،۴۵ ٣١ ١٢ ١٣،٢٢،١٢،١١ ١٣ ۵

۵١،۵٢ ۵١ ٢٠ ٣٣،٢٣،٢۴،٣۴ ٣٣ ١٣ ١۴،١۵،١۶ ١۴ ۶
۵٣،۵۴ ۵٣ ٢١ ٣۶،٣٧،٣٨ ٣۶ ١۴ ١٨،١٧،١٩ ١٨ ٧
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دستاورد اسکالرسازی تابع مبنای بر تعاملی بهبودیافته تکاملی الگوریتم یک
وزن دارشده

نصرآبادی نسیم
بیرجند دانشگاه

جمالی* مهناز
بیرجند دانشگاه

چکیده

جستجوی متمرکزکردن برای ارجحیت اطلاعات از ارجحیت، بر مبتنی تکاملی چندهدفی بهینه سازی الگوریتم های
پارتو هدف بردارهای محتمل ترین ناحیه این می کنند. استفاده بهینه پارتو  مرز مطلوب ناحیه سمت به هدف بردارهای
وزن دارشده دستاورد اسکالرسازی تابع مبنای بر بهبودیافته ژنتیک الگوریتم ها،الگوریتم این از یکی است. شامل را بهینه
الگوریتم این مقایسه ی می کند. استفاده ارجحیت اطلاعات عنوان به گیرنده تصمیم توسط شده داده مرجع نقطه از که است،
متغیرها متفاوت انواع با مسائلی در اینکه جمله از است، آن مزیت های نشان دهنده ی زمینه همین در الگوریتم هایی با
مزایای از استفاده بر علاوه آن در که می کنیم پیشنهاد تعاملی تکاملی الگوریتم یک مقاله این در است. استفاده قابل

هستیم. آن محاسباتی پیچیدگی کاهش دنبال به وزن بردارهای تعداد کاهش با مذکور، الگوریتم

بهینه پارتو جواب چندهدفی، سازی بهینه تکاملی، الگوریتم دستاورد، اسکالرسازی تابع مرجع، نقطه کلیدی: واژه های

مقدمه ١

مسائلی چنین از شوند. بهینه همزمان طور به باید که دارند سروکار معیار چندین با واقعی جهان تصمیم گیری مسائل بیشتر
و مزایا کدام هر که دارد وجود مسائل اینگونه حل برای زیادی روش های و یادشده چندمعیاره تصمیم گیری مسائل عنوان به
روش هایی از یکی می باشند. استفاده قابل خوبی به موجود شرایط به بسته خاصی موقعیت های در و داشته را خود معایب
بهینه سازی روشهای است، داشته خوبی پیشرفت عمل در و شده مطرح چندمعیاره تصمیم گیری مسائل حل برای اخیرا که
این اصلی اشکال می باشد. اجرا یک در تنها جواب، مجموعه یک یافتن تکاملی الگوریتم های به توجه علت می باشد. تکاملی
برای باید تصمیم گیرنده و کنند بررسی ١را تصمیم گیرنده اولویت های نمی توانند جواب فرایند طی در که است این الگوریتم ها
و نیست مقرون به صرفه محاسباتی نظر از که کند بررسی را جواب ها از بزرگی مجموعه ارجحیت، بیشترین با جوابی یافتن
مطرح شده الگوریتم تعاملی، الگوریتم های جدیدترین از یکی می شوند. مطرح تعاملی تکاملی بهینه سازی الگوریتم های بنابراین
از بهتر، جواب یک یافتن برای پیشرونده طور به تصمیم گیرنده توسط فراهم شده مرجع نقطه ی از شروع با که است، [١] در
عوض وزن بردارهای بعدی، تکرار در و می بخشد بهبود را هدف تابع مقادیر دستاورد اسکالرسازی مسئله یک حل طریق
نیز آن ها تعداد وزن، بردار تغییر بر علاوه آن در که می بخشیم بهبود طوری را [١] در ارائه شده الگوریتم مقاله این در می شود.
توسط تعاملی صورت به الگوریتم بدین صورت و می شود خواسته گیرنده تصمیم از تعاملی صورت به نقطه مرجع و می کند تغییر
قابل توجهی به طور الگوریتم همگرایی سرعت الگوریتم، تعاملی جنبه تقویت با که داریم انتظار می شود. هدایت تصمیم گیرنده

یابد. بهبود

*سخنران

١Decision Maker
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اولیه تعاریف و مفاهیم ٢

مرجع نقطه یک را i = ١, ..., k برای zi = Minx∈Sfi(x) آن در که را (z١, ..., zk) ∈ Rk بردار .٢ . ١ تعریف
می گوییم.

بطوریکه نباشد موجود y ∈ S مثل دیگری تصمیم اگربردار است، بهینه پارتو جواب یک x ∈ S تصمیم بردار .٢ . ٢ تعریف
.fj(y) < fj(x) , j یک برای حداقل و fi(y) ≤ fi(x) , i = ١, ..., k هر برای

است: زیر صورت به می شود بررسی مقاله این در که هدف تابع k با چندهدفی بهینه سازی مسئله

Min {f١(x), ..., fk(x)}
s.t. x ∈ S.

(١)

است آن روش این اصلی ایده است. اسکالرسازی روش فوق، چندهدفی بهینه سازی مسئله حل برای پایه ای روش های از یکی
از یکی می کند. بهینه شدنی ناحیه روی را اسکالر تابع این سپس و کرده ادغام اسکالر تابع یک در را هدف تابع k تمامی که

می شود: ساخته زیر به صورت که است دستاورد اسکالرساز تابع اسکالرساز، توابع پرکاربردترین

s(q, f(x), µ) = Max {µi(fi(x)− qi)}+ ρΣk
i=١µi(fi(x)− qi).

اولویت های که هستند، هدف توابع با متناظر وزن های (µ١, ..., µk) و است مرجع نقطه (q١, ..., qk) فوق تابع در
یافتن برای زیر مسئله فوق، اسکالرساز تابع ساخت با است. کوچکی خیلی مثبت عدد ρ و می دهند نشان را تصمیم گیرنده

می شود: حل ١ مساله بهینه پارتو جواب های

Min s(q, f(x), µ)
s.t. x ∈ S.

جنبه و می کند استفاده دستاورد اسکالرساز تابع تکنیک از که است تعاملی تکاملی الگوریتم یک مقاله این در ارائه شده الگوریتم
صورت الگوریتم گام های در تعاملی صورت به که است تصمیم گیرنده توسط مرجع نقطه و وزن بردار تعیین در الگوریتم تعاملی

داریم: احتیاج زیر نمادهای به نظر، مورد تکاملی الگوریتم توضیح برای می گیرد.

هدف توابع تعداد :k
نسل هر در وزن بردارهای تعداد :Nµ

نسل هر در جمعیت اندازه :N
نسل شماره :h

h نسل در افراد جمعیت :ph

hنسل nام مرز :F h
n

می دهیم. ارائه را نظر مورد الگوریتم اکنون فوق نمادهای و تعاریف به توجه با

الگوریتم گام های ٣

.Nµ = ٢ik , i = ٠ دهید: قرار صفر: گام
شده. تولید تصادفی صورت به فرد N از جمعیتی :p٠ , h = ٠ دهید: قرار اول: گام
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کنید. تعیین تصمیم گیرنده اولویت اطلاعات به توجه با را، h نسل مرجع نقطه دوم: گام
کنید: تعیین زیر صورت به را وزن بردار Nµ از ای نمونه سوم: گام

µj = (µ١
j , µ٢

j , ..., µk
j) , j = ١, ..., µNk µi

j =
١
uij

, i = ١, ..., k

{u١, u٢, ..., uNµ} مجموعه و الگوریتم در شده استفاده وزن بردارهای از نمونه ای {µ١, µ٢, ..., µNµ} مجموعه آن در که
است. شده داده توضیح بخش۴ در آن ها بدست آوردن که می باشد (٠, ١)k در توزیع خوش وزن بردارهای از نمونه ای

کنید. اعمال فرزندها) (جمعیت جدید فرد N تولید برای پدرها) (جمعیت ph روی را تقاطع و جهش عملگرهای چهارم: گام

s(q, f(x), µj) ،j = ١, ..., Nµ هر به ازای و x ∈ S شدنی جواب هر به ازای مرزها به افراد دسته بندی برای پنجم: گام
این موقت به طور و دهید قرار F١

h مرز در را s(q, f(x), µj) مقدار کمترین با p در شدنی ای جواب کنید. محاسبه را
از بعد می یابد. ادامه شوند، دسته بندی شدنی جواب های همه زمانی که تا مرزبندی متعاقبا کنید. حذف p از را شدنی جواب
انحراف وضوح به می شوند. دسته بندی محدودیت شان از انحراف کل براساس نشدنی جواب های شدنی، جواب های دسته بندی

است. بهتر کوچکتر، محدودیت از

.ph+١ = ϕ , n = ١ دهید: قرار ششم: گام
دهید: قرار است، جمعیت افراد تعداد کمترمساوی ،h نسل nام مرز افراد بعلاوه ، h+ ١ نسل جمعیت افراد تعداد اگر

n = n+ ١ , ph+١ = ph+١ ∪ F h
n

داشته باشد. فرد N ،ph+١ زمانیکه تا می گیرند، قرار ph+١ جمعیت در می رسند، ASF مقدار کمترین به که h نسل n مرز افراد

عنوان به را h نسل یک مرز افراد و کنید توقف است: رسیده خود مطلوب جواب به تصمیم گیرنده صورتی که در هفتم: گام
دهید. نمایش الگوریتم نتیجه

بروید. صفر گام به و i = i+ ١ , h = h+ ١ دهید: قرار صورت این غیر در

{u١, u٢, ..., uNµ} بردارهای تولید ۴

این که یکبار یعنی ندارد. بستگی شود، حل باید که مسئله ای به و است Nµ تعداد به وابسته تنها وزن بردارهای این تولید
در روند. به کار می توانند شود، استفاده وزن بردار Nµ با الگوریتم این که دیگری هدفی k مسئله هر برای شدند، تولید بردارها

می آوریم: جداگانه به طور هدف تابع سه و هدف تابع دو با مسائلی برای را بردارها این تولید روش زیر

هدف تابع دو ١ . ۴

دهید: قرار

uj = (uj١, u
j
٢) , j = ١, ..., Nµ , uj١ = ε+ (j − ١)

١ − ٢ε
Nµ − ١

, uj٢ = ١ − uj١ , ε = ٠٫٠١

بیشتر یا هدف تابع سه ٢ . ۴

دهید: قرار

ur = ε+ r.s , r = ٠, ..., L , L = E(
١ − ٢ε

s
)
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است. صحیح جزء نشان دهنده E(.) آن در که
ε = ٠٫٠١ می دهیم: قرار صفر مساوی وزن هایی داشتن از اجتناب برای

اصلی نتایج ۵

Nµ الگوریتم این در می باشد. O(k,N,Nµ) محاسباتی پیچیدگی ژنتیک، الگوریتم دستاورد اسکالرسازی تابع الگوریتم در
۵ حدود برای معمولا تکاملی الگوریتم های آنجاییکه از می شود. گرفته درنظر (N) جمعیت اندازه برابر پیش فرض صورت به
تعداد خود، پیشنهادی الگوریتم شروع در ما است. بزرگتری عدد k به نسبت همیشه N پس می دهند، جواب هدف تابع ۶ تا
در می خواهیم. اولویت هایش اطلاعات مبنای بر گیرنده تصمیم از را مرجع نقطه ی و می گیریم درنظر k مساوی را وزن بردارهای
دوبرابر وزن بردارهای تعداد مرحله این می رویم.در دوم تکرار به باشد، داشته تمایل تصمیم گیرنده صورتی که در اول تکرار پایان
پایین تر را خود توقعات سطح مرحله این در تصمیم گیرنده احتمالا می شود، خواسته تصمیم گیرنده از بعدی مرجع نقطه ی و می شود
بدیهی خواهدشد، تکرار الگوریتم تصمیم گیرنده درخواست به بنا می کند. اختیار واقع بینانه تر را بعدی مرجع نقطه و می آورد
الگوریتم داشت. خواهیم پایین تری محاسباتی پیچیدگی دهد، توقف دستور پایین تری تکرارهای در تصمیم گیرنده هرچه است
را جستجو تصمیم گیرنده، تعامل همچنین و تکاملی الگوریتم های پتانسیل و دستاورد اسکالرسازی تابع از استفاده با ارائه شده،

می دهد. سوق مطلوب بهینه پارتو مرز سمت به
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کاملا مرز از استفاده با نامطلوب خروجی های حضور در رتبه بندی مدل یک
ناکارا

افضلی نژاد محمد
‡ تفرش دانشگاه

مولایی* مینا
† تفرش دانشگاه

چکیده
واحدهای روش این در می باشد. ناکارا کاملا مرز اساس بر رتبه بندی روش کارا، واحدهای رتبه بندی روش های از یکی
اندازه بدترین که است DMUهایی شامل ناکارا کاملا مرز می شوند. ارزیابی ناکارا کاملا مرز به نسبت گیرنده تصمیم
تحت DMUها خروجی مسائل، از بسیاری در نمی شود. مغلوب آنها توسط دیگری DMU هیچ و دارند را کارایی
ارائه مدلی مقاله این در می شوند. نامطلوب خروجی های تولید باعث عوامل این و می گیرند قرار محیطی عوامل تأثیر
می گیرد. صورت ناکارا کاملا مرز اساس بر نامطلوب خروجی های حضور در کارا واحدهای رتبه بندی آن در که می دهیم

ناکارا کاملا مرز رتبه بندی، نامطلوب، خروجی کلیدی: واژه های

مقدمه:

آنجا از است. مشابه ساختار با (���DMU) تصمیم گیری واحدهای کارایی ارزیابی برای روشی (���DEA) داده ها پوششی تحلیل
است. شده پیشنهاد کارا واحدهای رتبه بندی برای روش هایی شود، ارزیابی کارا واحد یک از بیش است ممکن ���DEA در که
روش های سایر به نسبت مزیت هایی دارای روش این می باشد. ناکارا کاملا مرز اساس بر رتبه بندی روش روش ها این از یکی
این همچنین کرد. اشاره رأسی غیر کارای واحدهای رتبه تعیین قابلیت به می توان مزیت ها این جمله از که می باشد رتبه بندی
ناکارا کاملا مرز روش این در نمی باشد. ناپایداری و بودن نشدنی مشکلات دارای [١] پیترسون و اندرسن روش خلاف بر روش
خروجی های بر علاوه است ممکن تولید فرآیند در می شود. مشخص است، کارایی سطح بدترین با هایی ���DMU شامل که
برآورد در مهمی نقش خروجی هایی چنین حضور شود. تولید نیز هوا آلودگی مانند نامطلوب خروجی های موردنیاز، مطلوب
سنجیده [٣] ناکارا کاملا مرز اساس بر ارزیابی تحت واحد موقعیت مقاله این در دارد. کارا های ���DMU رتبه تعیین و کارایی
مرز روی مطلوب خروجی های کاهش و نامطلوب خروجی های و ورودی ها افزایش با ناکارا ���DMU یک که طوری به می شود
منظور به اسلک بر مبتنی شعاعی غیر مدل یک و گرا خروجی شعاعی مدل یک مقاله این در می شود. تصویر ناکارا کاملا

می شود. پیشنهاد ناکارا کاملا مرز اساس بر نامطلوب خروجی های حضور در کارا واحدهای رتبه بندی

شعاعی مدل ١

خروجی ، X ورودی عامل سه دارای کدام هر که دارد وجود (j = ١, . . . , n)DMUj گیرنده تصمیم واحد ،n کنید فرض
Yb = [yb١, .., ybs٢

] و Yg = [yg١, .., y
g
s١ ] ،X = [x١, .., xm] که طوری به می باشند Yb نامطلوب خروجی و Yg مطلوب

*سخنران

minamolaee١٩٨٨@yahoo.com الکترونیکی: †پست

afzalinejad@tafreshu.ac.ir الکترونیکی: ‡پست
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تعریف زیر صورت به ها، ���DMU تمام محدب پوسته S ⊆ Rm+s . X > ٠,Yg > ٠,Yb > ٠ می کنیم فرض و
می گردد:

S = {(x, yg, yb)|x =
n∑

j=١
λjxj , yg =

n∑
j=١

λjygj , yb =
n∑

j=١
λjybj ,

n∑
j=١

λj = ١, λj ≥ ٠ j = ١ . . . n}

می شود: تعریف زیر شکل به خروجی ماهیت در ناکارا کاملا مرز Fo(S) .١ . ١ تعریف

Fo(S) = {(x, yg, yb) ∈ S|∀φ ∈ R, φ < ١, ((xo, φygo, ١
φybo) /∈ S)}.

کاملا مرز بر مبتنی نامطلوب خروجی های حضور با DMUo کارایی رتبه تعیین برای پیشنهادی خروجی گرا شعاعی مدل
می باشد: زیر شکل به ناکارا

min φ (١)

s.t.
n∑

j=١

λjxij = xio + s−i i = ١, . . . ,m

n∑
j=١

λjy
g
rj = φygro − s+g

r r = ١, . . . , s١

n∑
j=١

λjy
b
rj =

١
φ
ybro + s+b

r r = ١, . . . , s٢

n∑
j=١

λj = ١

s− ≥ ٠, s+g ≥ ٠, s+b ≥ ٠, λj ⩾ ٠ (j = ١, . . . , n)

در اگر فقط و اگر دارد قرار Fo(S) مرز روی دیگر عبارت به است، ناکارا کاملا DMUo = (xo, ygo, ybo) .١ . ٢ قضیه
باشند: برقرار زیر شرایط شعاعی مدل بهینه جواب هر

(s−∗, s+g∗, s+b∗) = (٠, ٠, ٠) و φ∗ = ١.

آنگاه باشد، اسکالر یک α > ١ و باشد شعاعی مدل توسط ارزیابی در (xo, ygo, ybo) /∈ Fo(S) رتبه φ∗ اگر .١ . ٣ قضیه
بود. خواهد αφ∗ برابر (xo, αygo, ١

αy
b
o) رتبه

شده استفاده w انتقال بردار از آن در که کنیم استفاده (١) مدل جای به می توانیم را زیر خطی مدل [۴] ژو مدل مشابه
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می شود. تعریف (ybj = −ybj + w) صورت به انتقال از بعد نامطلوب خروجی ستون امین j که طوری به است،

min φ

s.t.
n∑

j=١

λjxij = xio + s−i i = ١, . . . ,m

n∑
j=١

λjy
g
rj = φygro − s+g

r r = ١, . . . , s١

n∑
j=١

λjybrj = φybro − s+b
r r = ١, . . . , s٢

n∑
j=١

λj = ١

s− ≥ ٠, s+g ≥ ٠, s+b ≥ ٠, λj ⩾ ٠ (j = ١, . . . , n)

غیرشعاعی مدل ٢

می پردازیم: زیر تعاریف بیان به ابتدا می شود. معرفی خروجی گرای شعاعی غیر مدل قسمت این در

می شود: تعریف زیر شکل به غیرشعاعی حالت در ناکارایی مرز .٢ . ١ تعریف

F (S) = {(x, yg, yb) ∈ S|∀(x′
, yg′ , yb′) ∈ Rm+s١+s٢ , ((−x′

, y′g,−y′b) ≨ (−x, yg,−yb) =⇒
(x′

, yg′ , yb′) /∈ S)} ⊆ S

می گردد: پیشنهاد زیر صورت به (SBM) اسلک بر مبتنی خروجی گرای شعاعی غیر مدل

ρ = min

١ − ١
s٢

s٢∑
r=١

sbr
ybro

١ + ١
s١

s١∑
r=١

sgr
ygro

(٢)

s.t.

n∑
j=١

λjxij = xio + s−i i = ١, . . . ,m

n∑
j=١

λjy
g
rj = ygro − s+g

r r = ١, . . . , s١

n∑
j=١

λjy
b
rj = ybro + s+b

r r = ١, . . . , s٢

n∑
j=١

λj = ١

s− ≥ ٠, s+g ≥ ٠, s+b ≥ ٠, λj ⩾ ٠ (j = ١, . . . , n)
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برقرار زیر شرایط (٢) مدل بهینه جواب هر در اگر فقط و اگر است، ناکارا کاملا DMUo = (xo, ygo, ybo) .٢ . ٢ قضیه
باشند:

(s−∗, s+g∗, s+b∗) = (٠, ٠, ٠) و ρ∗ = ١.

می گردد: خطی زیر صورت به (٢) مدل

min t− ١
s٢

s٢∑
r=١

Sb
r

ybro

s.t. t+
١
s١

s١∑
r=١

Sg
r

ygro
= ١

n∑
j=١

µjxij = txio + S−
i i = ١, . . . ,m

n∑
j=١

µjy
g
rj = tygro − S+g

r r = ١, . . . , s١

n∑
j=١

µjy
b
rj = tybro + S+b

r r = ١, . . . , s٢

n∑
j=١

µj = ١

S− ⩾ ٠, S+g ⩾ ٠, S+b ⩾ ٠, t ⩾ ٠, µj ⩾ ٠ j = (١, . . . , n)

.µj = tλj , S
− = ts−, S+g = ts+g, S+b = ts+b آن: در که

نتیجه گیری

گردید. ارائه نامطلوب خروجی های حضور در ناکارا کاملا مرز براساس کارا واحدهای رتبه بندی برای روشی مقاله این در
گرفته نظر در متغیر مقیاس به بازده فرض آن ها در که است شده معرفی غیرشعاعی و شعاعی حالت دو در پیشنهادی مدل های

است. شده

مراجع

[1] P. Anderson, N. C. Peterson, A procedure for ranking efficient units in data envelopment
ananlysis, Management Science, 39 (1993), pp. 1261–1264.

[2] W. W. Cooper, L. M. Seiford, K. Tone, Data Envelopment Analysis :A Comprehensive Text
with Models, Applications, References and DEA Solver Software, 2nd ed., John Wiley, 2006.

[3] G. R. Jahanshahloo, M. Afzalinejad, A ranking method based on a full-inefficient frontier,
Applied Mathematical Modelling, 30 (2006), pp. 248–260.

[4] L. M. Seiford, J. Zhu, Modeling undesirable factor in efficiency evaluation, European Journal
of Operational Research, 142 (2002), pp. 16–20.

[5] K. Tone, A slacks-based measure of efficiency in data envelopment analysis, European Journal
of Operational Research, 130 (2001), pp. 498–509.

۴–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

ناکارا کاملا مرز از استفاده با نامطلوب های خروجی حضور در بندی رتبه مدل یک پوستر

۶۵١



احتمال و آمار



بر مستقل متغیرهای از زیرمجموعه�ای و مشاهده چند همزمان حذف اثر
وزنی مربعات حداقل رگرسیون

بابادی بابک
اهواز شهیدچمران دانشگاه

راسخ عبدالرحمن
اهواز شهیدچمران دانشگاه

زاده* عباس خدیجه
اهواز شهیدچمران دانشگاه

چکیده

رگرسیون تحلیل و تجزیه در است. خاصی اهمیت دارای رگرسیونی معادله در مشاهده یک و متغیر یک حذف تأثیر
بروز از مانع است ممکن مشاهده یک می�گذارد. اثر برازش�شده رگرسیون معادله بر متفاوت طور به مشاهده هر خطی
این در دهد. کاهش را باقیمانده مربعات مجموع است ممکن مشاهده یک حذف همچنین و شود متغیرها برخی اهمیت
زیرمجموعه و مشاهده چند اغتشاش طرح با ناهمسان خطاهای با رگرسیونی مدل برای تشخیصی مباحث برخی مقاله

است. شده ارائه مبحث بیان برای مثالی نیز پایان در می�شود. بررسی مستقل متغیرهای از ای

اغتشاش طرح ناهمسان، خطاهای وزنی، مربعات حداقل کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

مشاهدات و متغیرها بین که روابطی درک و بررسی در داده�ها تحلیل�گر به مشاهده یک و متغیر یک همزمان حذف تأثیر
و تجزیه با چندگانه خطی رگرسیون مدل در .([٢] هادی و (چترجی کند می کمک دارد، وجود چندگانه خطی رگرسیون در
می حذف که زمانی با مقایسه در را مشاهده یک تأثیرگذاری توان می رگرسیونی، ضرایب برآورد مانند رگرسیونی تحلیل�های
یکی دارد. وجود برازش�شده مدل مختلف جوانب بر مشاهدات حذف تأثیر بررسی برای زیادی روش�های داد. تشخیص شود
مباحث برخی و مشاهده چند اثر برای یافته تعمیم کوک فاصله اینجا در می�باشد. ( (کوک[٣] کوک فاصلۀ روش�ها، این از

می�شود. بررسی دیگر

مدل معرفی ٢

می�باشد: زیر صورت به وزنی� رگرسیونی مدل

Z = Sβ∗ + ε∗,

p× ١ بردار یک β∗ مستقل، متغیرهای از n× pماتریس یک S = w١/٢X ،n× ١ بردار یک Z = w١/٢Y آن در که
تصادفی خطاهای از n × ١ بردار یک ε∗ و می�شود محاسبه β̂∗ = (S′S)−١S′Z صورت به و نامعلوم پارامترهای از

است.
می�باشد، رگرسیونی معادله�ی روی بر مستقل متغیرهای از ای زیرمجموعه و مشاهدات حذف تأثیر روی بر کار هدف که آنجا از

*سخنران

١–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

… مربعات حداقل رگرسیون بر مستقل متغیرهای از ای زیرمجموعه و مشاهده چند همزمان حذف اثر پوستر

۶۵٣



می�شود: تعریف زیر صورت به J و I اندیس�های

I = {i١, i٢, . . . , im}, m < n
J = {j١, j٢, . . . , jr}, r < k

مشاهدات کل تعداد ترتیب به k و n همچنین می�باشد، شده حذف متغیر r شاخص J و شده حذف شاخصmمشاهده I که
می�باشند. مدل در موجود متغیرهای و

می�باشند: زیر شرح به که کرد تفکیک مدل چهار به می�توان را مطالعه مورد مدل

کامل: داده�های مدل •

Z = S[J ]β
∗ + SJθJ + ϵ∗. (١)

شده: حذف مشاهده I با مدل •

Z = S[J ]β
∗ + SJθJ +MIη + ϵ∗. (٢)

شده: حذف متغیر J با مدل •

Z = S[J ]β
∗ + ϵ∗. (٣)

شده: حذف مشاهده I و متغیر J با مدل •

Z = S[J ]β
∗ +MIη + ϵ∗. (۴)

می�آید: دست به زیر صورت به که است شده حذف متغیر J به مربوط پارامتر θ̂J کامل داده�های مدل در

θ̂J =
S′
J(I −H[J ])Z

S′
J(I −H[J ])SJ

=
T ′
JZ

T ′
JTJ

,

H[J ] = X[J ](X
′
[J ]X[J ])

−١X ′
[J ] و می�شود S[Jرگرسیون ] SJروی که وقتی برای باقیمانده�ها بردار TJ = (I−H[J ])SJ آن در که

می�باشد. است، شده حذف متغیر J که حالتی برای پیش�بینی ماتریس
به می�شود حذف متغیر J که حالتی برای β∗ برآوردگر مدل�ها این در همچنین می�باشد، مشاهده I به مربوط واحد بردار MI

می�شود: محاسبه زیر صورت
ˆβ∗
[J ] = (S′

[J ]SJ)
−١S′

[J ]Z.

چند همزمان حذف با وزنی مربعات حداقل رگرسیونی مدل در تشخیصی مباحث ٣
مستقل متغیرهای از مجموعه�ای زیر و مشاهده

غیرعادی مشاهدات تشخیص رگرسیونی تحلیل در که چرا می�کنند، ایفا را مهمی نقش تشخیصی مباحث رگرسیونی آنالیز در
در آمده بوجود تغییرات میزان گیری اندازه نیز تشخیصی مباحث اصلی هدف است. توجه قابل و بااهمیت مفاهیم از یکی
هادی و (چترجی ،( [١] همکاران و (بلزلی به می�توان تشخیصی مباحث بررسی برای است. غیرعادی داده�های وجود شرایط

کرد. اشاره ([۴] همکاران و (پارک ،([٢]
متغیرهای نظر از که مؤثر(مشاهداتی مشاهدات تشخیص برای تشخیصی مباحث در اولیه مفاهیم جمله از پیش�بینی ماتریس

است: زیر صورت به کلی حالت در آن مقدار می�باشد. است) معمول غیر مقادیر دارای مستقل
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H = X(X ′X)−١X ′.

مرزی نقاط ( [١] همکاران و (بلزلی می�شود، گرفته نظر در ماتریس این اصلی قطر روی مؤلفه�های پرنفوذ نقاط یافتن برای که

باشند. مشکوک نقاط می�تواند مرزی مقدار این از بزرگتر نقاط یعنی دادند، پیشنهاد را
٢p
n

می�شود: تعریف زیر صورت به که است کوک فاصله�ی بعدی معیار

کوک فاصله معیار ١.٣

تعریف مشکوک مشاهده�ی حذف اثر در برآورد شده�ی برازش مقادیر کلیه�ی در شده ایجاد تغییرات تعیین منظور به معیار این
است: زیر صورت به که داد پیشنهاد گذار تأثیر مشاهده کردن پیدا برای را راهی ([٣] (کوک است، شده

Di =
(β̂(i) − β̂)′X ′X(β̂(i) − β̂)

kσ٢ .

با معمولا را Di مقدار دارند. دوم توان�های کمترین برآورد بر ملاحظه�ای قابل تأثیر که هستند نقاطی بزرگ Di با نقاط
می�شود: نگاشته زیر صورت به بررسی مورد مدل برای معیار این می�کنند. مقایسه Fα,p,n−p

DI =
e′I(I −HI)

−١HI(I −HI)
−١eI

kσ̂٢
,

به مشاهده I که می�دهد نشان DI بزرگ مقادیر می�باشند. پیش�بینی ماتریس HI و رگرسیونی معادله در متغیرها تعداد k
هستند. گذار تأثیر برآوردگر روی مشترک طور

صورت به کوک معیار حالت این در که گرفته نظر در I = (i, j) صورت به� را I،مشاهده m = ٢ برای خاص حالت یک در
می�شود: محاسبه زیر

DI = (Di +Dj)[١+
h٢
ij

δij
]٢ +

h٢
ij(e

٢
i (٢− hj) + e٢j(٢− hi))

δ٢ijkσ
٢ +

٢eiejhij(١+ h٢
ij − (hihj))

δ٢ijkσ
٢ .

WDSSE معیار ٢.٣

مدل(۴) برای باقیمانده مربعات مجموع و ( SSEZ.S ) مقدار یعنی (١) مدل برای باقیمانده مربعات مجموع تفاوت
مجموع بر مستقل Jمتغیر و مشاهده I همزمان حذف اثر برای معیاری عنوان به می�توان را (SSEZ(I).S(I)[J]

مقدار( یعنی
می�شود: نوشته زیر صورت به تفاوت این که گرفت نظر در باقیمانده مربعات

WDSSEIJ = SSEZ(I).S(I)[J]
− SSEZ.S

= (TJ δ̂J)
′TJ δ̂J − e′I[J ](I −HSI[J]

)′eI[J ].

باشد،به منفی عبارتی به یا باشد کوچک مقدار این چنان�چه و دارد. متغیر J بودن دار معنی بر دلیل معادله این بودن بزرگ
است. بانفوذتر متغیر Jاز مشاهده I که است معنی این

عددی مثال ۴

متغیر سه شامل داده�ها این که .([۵] (ویسبرگ است گرفته�شده نظر در صحرایی موش داده�های مثال عنوان به قسمت این در
مشاهده دو که حالتی و مشاهده یک حذف حالت برای مؤثر و بانفوذ مشاهدات یافتن هدف می�باشند. مشاهده ١٩ و مستقل
و hi مقادیر از آنچه شده�است. بیان مطرح�شده، معیارهای اساس بر مشاهدات این ١ جدول در که است می�شود، حذف هم با
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شوند. گرفته نظر در بانفوذ مشاهدات عنوان به می�توانند و هستند مشترک دو هر در ١٣ و ۵ و ٣ مشاهدات است، پیدا Di

و حذف مشاهدات زوج این از یکی مرحله هر در که دارد وجود مشاهدات از دوتایی ترکیب
(١٩
٢
)
تعداد به DI قسمت در

مشاهده حاکی�است، مقادیر این از آنچه است، شده بیان ١ جدول در آمده �دست به مقادیر بیشترین می�شود، محاسبه کوک
به مشاهده زوج این شود گرفته نظر در سوم مشاهده با �چه چنان اما نیست، تأثیرگذار ٨ مشاهده�ی مثال عنوان به که می�شود

هستند. تأثیرگذار برآورد بر مشترک �صورت

بانفوذ و مؤثر مشاهدات :١ جدول

DI Di hi
(١١،١٣)،(۵،١۶)، (٣،١۴)،(٣،١٣)،(٣،٨)،(٣،۵) ١،٣،۵،١٣،١٩ ٣،۵،١٣
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رتبه دار مجموعه نمونه گیری از استفاده با دومتغیره نرمال توزیع میانگین برآورد
متحرک فرین

نصراله پناه، ایران
اصفهان دانشگاه

اسطلخی* پیرسیاه زینب
اصفهان دانشگاه

چکیده

یک به کارگیری بنابراین است. جامعه پارامترهای درباره استنباط هایی آوردن دست به نمونه گیری مهم اهداف از یکی
نمونه گیری از شده اصلاح نسخه ای متحرک فرین رتبه دار مجموعه نمونه گیری است. مهم بسیار مناسب نمونه گیری روش
در کمکی تصادفی متغیر یک از استفاده با متغیره دو نرمال توزیع میانگین برآورد مقاله این در است. رتبه دار مجموعه
میانگین برای درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای سپس می شود. ارائه متحرک فرین رتبه دار مجموعه نمونه گیری روش
مقایسه مورد ساده تصادفی نمونه گیری با نتایج شبیه سازی مطالعه یک در ادامه در می شوند. معرفی دومتغیره نرمال توزیع

می گیرند. قرار

مجموعه نمونه گیری رتبه دار، مجموعه نمونه گیری ساده، تصادفی نمونه گیری متغیره، دو نرمال توزیع کلیدی: واژه های
کمکی. متغیر متحرک، فرین رتبه دار

Mathematics Subject Classification [2010]: 62D05, 62E25, 62E30.

مقدمه ١

به دست جامعه مشخصات درباره استنباط هایی می توان آن از استفاده با که است آمار علم شاخه های مهم ترین از یکی نمونه گیری
(SRS) ١ ساده تصادفی نمونه گیری می رود، به کار اطلاعات جمع آوری برای که نمونه گیری در متداول روش های از یکی آورد.
نمونه گیری روش از است آسان و ارزان واحدها رتبه بندی اما مشکل، و گران نمونه واحدهای اندازه گیری که زمانی است.
به و انتخاب نظر مورد جامعه از تصادفی طور به واحد m٢ ابتدا روش این در می شود. استفاده (RSS) ٢ رتبه دار مجموعه
می گردند. رتبه بندی مجموعه هر در واحدها بصری به صورت و دقیق اندازه گیری بدون سپس می شوند. تقسيم تايی m گروه m
باشد لازم اگر می شود. اندازه گیری آن مقدار و شده انتخاب است i رتبه دارای که واحدی (i = ١, ٢, ...,m) ام −i گروه از
بزرگ مجموعه اندازه وقتی شود. n = rm نمونه اندازه که طوری به می گردد تکرار بار r فرآیند این باشد بزرگتر نمونه اندازه
روش رتبه بندی، در خطا کاهش برای می گذارد. اثر برآوردگرها کارایی روی بر مسئله این که است همراه خطا با رتبه بندی باشد
روش می گردد. معرفی است متغیر مجموعه ها اندازه آن در که (MERSS) ٣ متحرک فرین رتبه دار مجموعه نمونه گیری
را کمکی متغیرهای از استفاده با RSS روش [۵] شد. معرفی مراتع یونجه محصول برآورد برای [۴] توسط ابتدا RSS

روش در را مکان توزیع های درستنمایی ماکسیمم برآوردگر [٣] گردید. معرفی [١] توسط ابتدا MERSS روش کرد. معرفی
MERSS روش از استفاده با درستنمایی ماکسیمم برآوردگر نرمال توزیع در دادند نشان آنها کردند. مطالعه MERSS

*سخنران

١Simple Random Sampling
٢Ranked Set Sampling
٣Moving Extremes Ranked Set Sampling
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کمکی متغیر از استفاده با MERSS روش در را دومتغیره نرمال توزیع میانگین برآورد [٢] است. SRS روش از کاراتر
توزیع میانگین برآورد برای کمکی متغیر از استفاده با MERSS روش ٢ بخش در ابتدا مقاله این در آوردند. به دست
دومتغیره نرمال توزیع میانگین های برای درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای ٣ بخش در سپس می گردد. ارائه دومتغیره نرمال
به صورت SRS روش از حاصل برآوردگرهای با برآوردگرها این کارایی ۴ بخش در ادامه در می گردند. ارائه آنها خواص و

می گیرند. قرار مقایسه مورد شبیه سازی یا نظری

MERSS روش ٢

مشکل Y تصادفی متغیر رتبه بندی یا و اندازه گیری که طوری به است دومتغیره تصادفی نمونه یک (X,Y ) کنید فرض
X تصادفی متغیر است. آسان تر دارد بالایی همبستگی Y با که X تصادفی متغیر رتبه بندی یا و اندازه گیری اما است،
به دومتغیره نرمال توزیع (X,Y ) تصادفی بردار یک کنید فرض می شود: استفاده Y رتبه کردن پیدا برای زیر صورت به
و −∞ < x, y, µx, µy < ∞ که طوری به باشد fX,Y (x, y) توأم چگالی تابع با N٢(µx, µy, σ

٢
x, σ

٢
y, ρ) صورت

است: زیر مراحل دارای MERSS روش .−١ < ρ < ١
هر در ماکسیمم می شود. انتخاب دومتغیره نرمال توزیع از m،…،١ اندازه های با ترتیب به تصادفی نمونه m ابتدا (١

می شود. تعیین X متغیر اساس بر مجموعه
می شود. تکرار مجموعه هر در مینیمم مقادیر برای بار این ١ مرحله (٢

شود. n = ٢rm نمونه اندازه که طوری به می گردد تکرار بار r فرآیند این باشد بزرگتر نمونه اندازه باشد لازم اگر (٣
می شود. اندازه گیری دقیق طور به متغیر دو هر برای شده شناخته واحد n (۴

می شود. نامیده کمکی متغیر با MERSS نمونه یک که می آید به دست زوج n از مجموعه ای روش، این از استفاده با
fX,Y (x, y) چگالی MERSSازتابع نمونه یک {

(
X(١:k), Y[١:k]

)
,
(
X(k:k), Y[k:k]

)
; k = ١, ٢, . . . ,m} کنید فرض

استاندارد نرمال رتبه ای آماره ترتیب به Y[i:k] و X(i:k) شود انجام دقیق طور به رتبه بندی اگر باشد. X کمکی متغیر بر مبنی
نااریب برآوردگر دو .i = k یا i = ١ که طوری به هستند Y و X توزیع از k اندازه از ساده تصادفی نمونه یک از ام −i

است: زیر به صورت ترتیب به MERSS روش در µy و µx

µ̂∗
xMERSS =

١
٢m

m∑
k=١

(X(١:k) +X(k:k)) (١)

µ̂∗
yMERSS =

١
٢m

m∑
k=١

(Y[١:k] + Y[k:k]) (٢)

با ۴ بخش در باشد. دومتغیره نرمال توزیع از ساده تصادفی نمونه اساس بر برآوردگر دو µ̂∗
ySRS و µ̂∗

xSRS کنید فرض حال
است. کاراتر SRS روش از MERSS روش می شود داده نشان شبیه سازی از استفاده

درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای ٣

ماکسیمم برآورد آوردن به دست برای می شود. داده نشان Φ و ϕ با ترتیب به استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع و چگالی تابع
(σ٢

x = σ٢
y = ١ کنید (فرض بگیرید نظر در را زیر درستنمایی تابع µy و µx پارامترهای درستنمایی

µx − x̄+ ρ (ȳ − µy) +
١− ρ٢

٢m

m∑
k=١

(k − ١)

{
ϕ
(
x(k:k)−µx

)
Φ
(
x(k:k)−µx

) − ϕ
(
x(١:k)−µx

)[
١− Φ

(
x(١:k)−µx

)]} = ٠ (٣)
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µy − ȳ + ρ (x− µx) = ٠ (۴)

می شوند: ساده زیر به صورت ۴ و ٣ های رابطه

µy = ȳ − ρ (x− µx) (۵)

µx − x̄+
١

٢m

m∑
k=١

(k − ١)

{
ϕ
(
x(k:k)−µx

)
Φ
(
x(k:k)−µx

) − ϕ
(
x(١:k)−µx

)[
١− Φ

(
x(١:k)−µx

)]} = ٠ (۶)

µ̂yMERSS و µ̂xMERSS توسط به ترتیب که µy و µx درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای ۶ و ۵ معادلات عددی حل با
تصادفی نمونه بر مبنی درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای µ̂ySRS و µ̂xSRS کنید فرض می آید. به دست می شوند داده نشان
روش از MERSS روش می شود داده نشان شبیه سازی از استفاده با ۴ بخش در باشند. دومتغیره نرمال توزیع از ساده

است. کاراتر SRS

شبیه سازی مطالعه ۴

از نمونه ها است. شده استفاده برآوردگرها کارایی مقایسه برای تکرار بار ٣٠٠٠٠ با کارلو مونت شبیه  سازی از بخش این در
همچنین می دهد. نشان را Y و X متغیر دو بین همبستگی ضریب ρ که شده اند تولید N٢(µx, µy, σ

٢
x, σ

٢
y, ρ) توزیع

می کند. تغییر ١٠ تا ١ از مجموعه حجم
می دهد نشان جدول این است. شده انجام µ̂∗

xSRS و (١ (معادله µ̂∗
xMERSS برآوردگر دو کارایی مقایسه ١ جدول در

می یابد. افزایش کارایی m افزایش با و است یک از بزرگتر همیشه eff(µ̂∗
xMERSS , µ̂

∗
xSRS)

µ̂∗
xSRS به نسبت µ̂∗

xMERSS میانگین برآوردگرهای کارایی :١ جدول

١٠ ٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ m

١/٩٨ ١/٩١ ١/٨٣ ١/٧۶ ١/۶٧ ١/۵٧ ١/۴۶ ١/٣۴ ١/١٩ ١/٠٠ eff

می دهد نشان جدول این است. شده انجام µ̂∗
ySRS و (٢ (معادله µ̂∗

yMERSS برآوردگر دو کارایی مقایسه ٢ جدول در
است. یک از بزرگتر همیشه eff(µ̂∗

yMERSS , µ̂
∗
ySRS)

µ̂∗
ySRS به نسبت µ̂∗

yMERSS میانگین برآوردگرهای کارایی :٢ جدول

٠/٨ ٠/۶ ٠/۴ ٠/٢ ← |ρ| ↓ m
(١/٠٠)١/٠٠ (١/٠٠)١/٠٠ (١/٠٠)١/٠٠ (١/٠٠)١/٠٠ ١
(١/٢۶)١/١١ (١/١٣)١/٠۶ (١/٠۵)١/٠٣ (١/٠١)١/٠١ ٢
(١/۴۴)١/١٩ (١/٢١)١/١٠ (١/٠٨)١/٠۴ (١/٠٢)١/٠١ ٣
(١/۵٨)١/٢۵ (١/٢۶)١/١٣ (١/١٠)١/٠۵ (١/٠٢)١/٠١ ۴
(١/۶٩)١/٣٠ (١/٣٠)١/١۵ (١/١١)١/٠۶ (١/٠٣)١/٠٢ ۵

١/٣۴ ١/١٧ ١/٠٧ ١/٠٢ ۶
١/٣٨ ١/١٨ ١/٠٧ ١/٠٢ ٧
١/۴١ ١/٢٠ ١/٠٨ ١/٠٢ ٨
١/۴۴ ١/٢١ ١/٠٨ ١/٠٢ ٩
١/۴۶ ١/٢٢ ١/٠٩ ١/٠٢ ١٠

نشان جدول این است. شده انجام µ̂xSRS و (۵ (معادله µ̂xMERSS کمکی برآوردگر دو کارایی مقایسه ٣ جدول در
می یابد. افزایش کارایی m افزایش با و است یک از بزرگتر همیشه eff(µ̂xMERSS , µ̂xSRS) می دهد
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µ̂xSRS به نسبت µ̂xMERSS درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای کارایی :٣ جدول

١٠ ٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ m

٢/٢٨ ٢/١٨ ٢/٠٧ ٢/٠١ ١/٨٩ ١/٧٢ ١/۶٣ ١/۴٣ ١/٢٣ ١/٠٠ eff

نشان جدول این است. شده انجام µ̂ySRS و (۶ (معادله µ̂yMERSS اصلی برآوردگر دو کارایی مقایسه ۴ جدول در
است. یک از بزرگتر همیشه |ρ| > ٠ هر برای eff(µ̂yMERSS , µ̂ySRS) می دهد

µ̂ySRS به نسبت µ̂yMERSS درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای کارایی :۴ جدول

٠/٨ ٠/۶ ٠/۴ ٠/٢ ← |ρ| ↓ m
١/٠٠ ١/٠٠ ١/٠٠ ١/٠٠ ١
١/١۵ ١/٠٨ ١/٠٢ ١/٠٠ ٢
١/٢۴ ١/١٢ ١/٠۴ ١/٠١ ٣
١/٣۶ ١/١٨ ١/٠٨ ١/٠٣ ۴
١/۴٠ ١/١٩ ١/٠٨ ١/٠٢ ۵
١/۴۴ ١/٢٠ ١/٠٨ ١/٠٣ ۶
١/۴٩ ١/٢٣ ١/١١ ١/٠١ ٧
١/۵٠ ١/٢۵ ١/١١ ١/٠٣ ٨
١/۵۵ ١/٢۴ ١/١٠ ١/٠٣ ٩
١/۵٨ ١/٢۵ ١/٠٨ ١/٠١ ١٠

نتیجه گیری و بحث ۵

درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای سپس شد. معرفی RSS از شده اصلاح روشی عنوان به MERSS روش مقاله این در
در آمده به دست برآوردگرهای کارایی سپس گردید. محاسبه کمکی متغیر با MERSS روش در دومتغیره نرمال توزیع تحت
به دست برآوردگرهای شد داده نشان و گرفت قرار مقایسه مورد شبیه سازی و نظری صورت به SRS و MERSS روش های

است. SRS روش از کاراتر کمکی متغیر با MERSS روش از استفاده با آمده
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(BURR II)٢ نوع بر - وایبل توزیع خواص برخی

زارعی حسن
بلوچستان و سیستان دانشگاه

مکسائی* نجمیه
بلوچستان و سیستان دانشگاه

چکیده

بر های توزیع به که پیداکرد دسترسی توزیع نوع ١٢ به دیفرانسیلی معادله حل با ١٩۴٢ سال در (BURR)بر
BURR)نوع٢ بر وایبل- توزیع ابتدا مقاله این در باشد. می ٢ نوع بر توزیع خانواده این اعضای از یکی مشهورند.
گشتاور، چندک، تابع ، توزیع این خصوصیات برخی همچنین و دهیم می قرار مطالعه مورد شانس نسبت مولد با را (II

آوریم. می بدست را خطر نرخ تابع و آنتروپی شانون

چندک تابع گشتاور، وایبل، توزیع ،٢ نوع بر توزیع کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 62E15, 62F10

مقدمه ١

برای متعدد کلاسیک های توزیع از گذشته دهه در است. اعتماد قابلیت در مسائل برای شده شناخته توزیعی وایبل، توزیع
جدید های توزیع است. شده استفاده ... و پزشکی دانش ، آماری محیطی، مهندسی، مانند عرصه چندین در ها داده مدلسازی
مدل بتوانیم شوند می باعث و دارند را ها داده به برازش برای بیشتری پذیری انعطاف قابلیت اخیر های سال در شده معرفی
وایبل- توزیع شود، می داده ارجاع [١] مرجع به که مولد یک با ابتدا مقاله این در دهیم. برازش موجود های داده به بهتری های

آوریم. می بدست را توزیع این خواص از تعدادی و کنیم می معرفی را ٢ نوع بر

باشد: زیر صورت به آن توزیع تابع هرگاه گوییم ٢ برنوع وایبل- های توزیع خانواده از را F(.) توزیع تابع .١ . ١ تعریف

F (x;α, β, P ) = ١ − exp{−α[
(١ + e−x)−P

١ − (١ + e−x)−P
]β} −∞ < x < ∞ (١)

است: زیر صورت به آن چگالی تابع و

f(x;α, β, P ) = αβPe−x (١ + e−x)−P−١

(١ − (١ + e−x)−P )٢ [
(١ + e−x)−P

١ − (١ + e−x)−P
]β−١exp{−α[

(١ + e−x)−P

١ − (١ + e−x)−P
]β

(٢)

پردازیم: می گامبل و نمایی وایبل، های توزیع با ٢ وایبل-برنوع های توزیع بین ارتباط زیر لم در

مکسائی *نجمیه
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تصادفی متغیر آنگاه باشد β و α پارامترهای با وایبل تصادفی متغیر یک Y اگر الف) .١ . ٢ لم

است. P β،αو پارامترهای با ٢ نوع وایبل-بر توزیع دارای X = −ln(١ + e−
Y

Y +١ )
−١
P − ١

دارای X = −ln(١ + e

Y
١
β

Y
١
β
+١

)
−١
P − ١ تصادفی متغیر آنگاه باشد αپارامتر با نمایی تصادفی متغیر یک Y اگر ب)

است. P β،αو پارامترهای با ٢ نوع -بر وایبل توزیع

دارای X = −ln(١+ e

e−Y

α
١
β +e−Y

)
−١
P − ١ تصادفی متغیر آنگاه باشد βپارامتر با گامبل تصادفی متغیر یک Y اگر ج)

است. P β،αو پارامترهای با ٢ نوع -بر وایبل توزیع

کنید فرض باشد. a<b برای فاصله یک H=[a, b] و احتمال فضای ,Ω,Σ)یک P ) کنیم می فرض .١ . ٣ قضیه
به باشد Hروی شده تعریف حقیقی توابع دو q٢ و q١ Fو (X) توزیع تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک X : Ω → H

که طوری
E[q١(X) | X ≥ x] = E[q٢(X) | X ≥ x]η(x), xϵH,

Hمجموعه روی یکنوا اکیدا تابع و مشتقپذیر دوبار پیوسته توابع qو٢qکنید١ فرض است. شده تعریف η حقیقی تابع با
با که است منحصربفرد G وهمچنین ، ندارد H فاصله درون حقیقی جواب q٢η = q١ معادله کنید فرض نهایت است.در

همچنین شود. می q١،q٢وηتعیین توابع

F (X) =

∫ x

a
C | η

′
(x)

η(u)q٢(x)− q١(u)
| e−s(u)du,

است[٢]. ثابت C و s
′
= η

′
q٢

ηq٢−q١
دیفرانسیل معادله از حل یک s تابع که

(x)q٢و = ١ کنید فرض و باشد پیوسته تصادفی متغیر یک X : Ω → کنید(∞,٠) فرض .۴ . ١ گزاره
در شده تعریف η اگر فقط و اگر است (٢) چگالی تابع دارای X است. (x>برای٠) q١ = α( (١+e−x)−P

١−(١+e−x)−P )
β − ١

باشد: زیر صورت به قضیه١ . ٣

η = α(
(١ + e−x)−P

١ − (١ + e−x)−P
)β

داریم شده، ηداده و فرضیات طبق درنتیجه (٢)است، چگالی دارای X کنیم می فرض اثبات.

s
′
=

η
′
q٢(x)

η(x)q٢(x)− q١(x)
= αβPe−x(١ + e−x)−P−١ (١ + e−x)−P (β−١)

(١ − (١ + e−x)−P )β+١ , x > ٠

s(x) = α(
(١ + e−x)−P

١ − (١ + e−x)−P
)β, x > ٠, or e−s(x) = e

−α(
(١+e−x)−P

١−(١+e−x)−P )β
, x > ٠.

(٢)است. چگالی تابع دارای X قضیه١ . ٣، به توجه با حال،

متغیر یک Xاگر اینصورت در است نوع٢ بر توزیع تابع G(x) و وایبل احتمال چگالی تابع k(.) کنید فرض .۵ . ١ لم
چگالی با تصادفی

f(x) =
g(x; ξ)

(١ −G(x; ξ))٢k(
G(x; ξ)

١ −G(x; ξ)
)
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است: زیر صورت به X آنتروپی شانون باشد

ηx = E(lng(G−١(
T

T + ١
)))− ٢E(ln(T + ١)) + ηT

است. وایبل چگالی دارای T = G(x;ξ)
١−G(x;ξ) و k(t)چگالی با T تصادفی متغیر آنتروپی شانون ηT آن در که

بسط و توانی سری بسط از استفاده با آوریم. می بدست زیر صورت به را نوع٢ وایبل-بر توزیع r-ام گشتاور حال
نوشت: زیر صورت به را ٢ نوع وایبل-بر توزیع تابع توان می ای دوجمله

F (x) = Σ∞
k=١,j=٠

(−١)k+١αkΓ(kβ + j)

k!j!Γ(kβ)
G(x)kβ+j ,

آن در که kβاست، + jپارامتر با شده G-نمایی توزیع Hkβ+j = Gkβ+jکنیم می فرض

wj,k =
(−١)k+١αkΓ(kβ + j)

k!j!Γ(kβ)
.

داریم: ٢ نوع بر توزیع تابع از استفاده با است.حال

F (x) = Σ∞
k=١,j=٠wj,kH(x)(kβ+j)P (x),

آن چگالی وتابع

f(x) = Σ∞
k=١,j=٠wj,kh(x)(kβ+j)P (x). (٣)

اینکه به دارد اشاره فوق دارد.چگالی دلالت (kβ+ j)P پارامتر با ٢ نوع بر توزیع h(x)(kβ+j)Pبه (x) درآن که است.
تابع به توجه است.با زیر صورت به توزیع این r-ام گشتاور ٢است.حال نوع بر چگالی از ترکیبی نوع٢ وایبل-بر چگالی

داریم: ٢ نوع بر توزیع r-ام گشتاور (٣)و چگالی

E(Xr) = Σ∞
k=١,j=٠wj,k

١
Γ((kβ + j)P )

[−Γ
′
(١ − r)Γ(((kβ + j)P ) + r) + Γ

′
(((kβ + j)P ) + r)Γ(١ − r)]

آید: می بدست زیر صورت به Q(λ)آنگاه باشد. نوع٢ وایبل-بر توزیع چندک تابع Q(λ) ٠و < λ < ١ کنید فرض .۶ . ١ لم

Q(λ) = −ln[
(− ١

α ln(١ − λ))
١
β

(١ + (− ١
α ln(١ − λ))

١
β )

]
−١
P − ١.

است: زیر صورت به فوق توزیع خطر نرخ تابع

hf (x) =
f(x)

١ − F (x)
= αβPe−x (١ + e−x)−P−١

(١ − (١ + e−x)−P )٢ [
(١ + e−x)−P

١ − (١ + e−x)−P
]β−١.

گیری نتیجه ٢

گرفته قرار مطالعه مورد که است، (BURR II) ٢ نوع بر وایبل- توزیع ،G وایبل- های توزیع خانواده از خاص مورد یک
توجه با آوردیم. ...بدست و آنتروپی شانون گشتاورها، چندک، تابع شامل ٢ نوع -بر وایبل توزیع از خواص تعدادی است.

دارد. وجود مستقیم رابطه وایبل توزیع و نوع٢ بر وایبل- توزیع آنتروپی شانون بین که گیریم می نتیجه لم١ . ۵ به
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پذیرفتنی متغیرهای برای گشتاوری نابرابری�های برخی

اقبال نگار
شاهرود دانشگاه

فیروز* نوروزی آمنه
شاهرود دانشگاه

چکیده

استقلال فرض با شده�اند، ارایه تصادفی متغیرهای تفاضل و مجموع مطلق گشتاور برای که نابرابری�هایی اکثر
در نیستند. مستقل که هستیم مواجه متغیرهایی با بیشتر واقعیت در که صورتی در است، همراه تصادفی متغیرهای
شامل که پذیرفتنی تصادفی متغیرهای نام به تصادفی متغیرهای از دسته�ای برای را موجود نتایج کردیم سعی مقاله، این
پذیرفتنی و متقارن تصادفی متغیرهای برای نابرابری چند همچنین و دهیم تعمیم هستند، نیز مستقل تصادفی متغیرهای

آورده�ایم. به�دست

متقارن تصادفی متغیر مشخصه، تابع مطلق، گشتاور پذیرفتنی، تصادفی متغیرهای کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 60E10, 60E15

مقدمه ١

یکی است. شده ارایه گوناگون تکنیک�های با مستقل تصادفی متغیرهای مطلق گشتاورهای برای فراوانی نابرابری�های
یوشاکوف و [۴] ایسن و بهر ون ،[٣] هسو جمله از افرادی توجه مورد که می�باشد مشخصه تابع از استفاده جالب روش�های از

است. گرفته قرار [۵]
بخش در آوریم. بدست پذیرفتنی تصادفی متغیرهای تفاضل و مجموع مطلق گشتاور برای کران�هایی کردیم سعی مقاله در

می�کنیم. اثبات و بیان قضیه قالب در را اساسی نتایج سوم بخش در و می�کنیم بیان را نیاز مورد لم�های و تعاریف دوم

نیاز مورد لم�های و تعاریف ٢

از ما که دادند نشان مطلق گشتاور آوردن به�دست برای را زیر لم تصادفی متغیر مشخصه تابع از استفاده با [۴] ایسن بهر ون
برده�ایم. بهره گشتاوری نابرابری�های آوردن به�دست در آن

، p > ٠ برای که باشد φ(x) مشخصه تابع و F (x) توزیع تابع با ساده تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١.٢ لم
آن�گاه است، منفی غیر صحیح عدد k که αk = EXk اگر، .E|X|p <∞

E|X|p = c(p)

∫ ∞

−∞

R(φ(t))−

s∑
k=٠

(−١)kα٢kt
٢k

(٢k)!
|t|p+١ dt (١)

*سخنران
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و است p
٢ صحیح قسمت s

c(p) =
Γ(p+ ١)

π
cos

(p+ ١)π
٢

(٢)

است. مشخصه تابع صحیح قسمت R(φ(t)) و

آن�گاه ،٠ < p < ٢ اگر دادند نشان [۴] ایسن و بهر ون .٢.٢ گزاره

E|X|p = c(p)

∫ ∞

−∞

(١−R(φ(t)))

|t|p+١ dt (٣)

است. شده تعریف زیر به�صورت [١] همکاران و آنتونینی توسط پذیرفتنی تصادفی متغیرهای

،t حقیقی عدد هر برای اگر است، پذیرفتنی X١, X٢, ..., Xn تصادفی متغیرهای از متناهی مجموعه یک .٣.٢ تعریف
باشد: برقرار زیر رابطه

E(exp{t
n∑

i=١

Xi}) ≤
n∏

i=١

E(exp{tXi}) (۴)

گشتاوری نابرابری�های ٣

می�کنیم. ارایه پذیرفتنی تصادفی متغیرهای تفاضل و مجموع مطلق گشتاورهای برای نابرابری�ها برخی بخش این در

X تصادفی متغیر از مستقل X ′ باشند، صفر حول متقارن و پذیرفتنی تصادفی متغیرهای Y و Xکنید فرض .١.٣ قضیه
باشد. Y با �هم�توزیع و Y تصادفی متغیر از مستقل Y ′ و باشد X با هم�توزیع و

آن�گاه: ٠ < p < ٢ اگر -١
E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p ≤ ٢E|X + Y |p (۵)

آن�گاه: ٢ < p < ۴ اگر -٢
E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p ≥ ٢E|X + Y |p (۶)

؛ ١.٢ لم از استفاده با (۵) نابرابری برای می�دهیم. نشان ψ(t) و φ(t) با ترتیب به را Y و X مشخصه تابع اثبات.

٢E|X + Y |p = ٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φX+Y (t))dt

≥ ٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− (φX(t)ψY (t)))dt

≥ c(p)

[∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φ٢

X(t))dt+

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− ψ٢

Y (t))dt

]
= E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p
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می�شود، c(p) < ٠ است، ٢ < p < ۴ چون حالت این در می�کنیم، استفاده (۶) نابرابری برای ١.٢ لم از مجددا
داریم؛ بنابراین

٢E|X + Y |p = −٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (φX+Y (t) + E(X + Y )٢.

t٢

٢
− ١)dt

≤ −٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ ((φX(t)ψY (t)) + E(X + Y )٢

t٢

٢
− ١)dt

≤ −c(p)
[∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (φ

٢
X(t) + E(X +X ′)٢

t٢

٢
− ١)dt

+

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (ψ

٢
Y (t) + E(Y + Y ′)٢

t٢

٢
− ١)dt

]
= E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p.

نابرابری آن�گاه باشد، مثبت صحیح عدد n و مشخصه تابع φ(t) اگر که دادند نشان [٢] هیتکت و پیتمن .٢.٣ لم
١−Rφ(nt) ≤ n[١− (Rφ(t))n] (٧)

است. برقرار t ∈ (−∞,∞) هر ازای به

١ ≤ p ≤ ٢ هر برای آن�گاه باشند. متقارن و پذیرفتنی هم�توزیع، تصادفی متغیرهای X١, ..., Xn کنید فرض .٣.٣ قضیه
داریم:

np−١E|X١|p ≤ E|X١ + ...+Xn|p (٨)

پس می�شود، c(p) > ٠ حالت این در می�رویم، پیش ٢.٣ و ١.٢ لم از استفاده با (٨) نابرابری اثبات برای اثبات.

E|X١ + ....+Xn|p = c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φX١+....+Xn(t))dt

≥ c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φn

X∗
١
(t))dt

= E|X∗
١ + ...+X∗

n|p

≥ np−١E|X١|p

دارند. را قبل تعریف همان ∗Xها
i بالا روابط در که

٠ < p < ٢ هر برای آن�گاه باشند، هم�توزیع و پذیرفتنی Y و X اگر .۴.٣ قضیه
٢p−١E|X∗|p ≤ E|X + Y |p (٩)

می�شود.
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٢.٣ و ١.٢ لم از استفاده با اثبات.

E|X + Y |p = c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φX+Y (t)))dt

≥ c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φ٢

X∗(t)))dt

= E|X∗ + Y ∗|p

≥ ٢p−١E|X|p

.

نتیجه�گیری و بحث ۴

برقرار نیز مستقل تصادفی متغیرهای برای مقاله این نابرابری�های کلیه پذیرفتنی، تصادفی متغیرهای تعریف به توجه با
می�باشند.
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تصادفی وزنی مجموع برای مجانبی دمی احتمالات بررسی

رضازاده نزاکتی احمد
شاهرود دانشگاه دانشیار

* عابدی محمد
شاهرود دانشگاه

چکیده

تصادفی متغیرهای تصادفی وزنی مجموع با رابطه در آمده، به�دست� مطالب جمع�آوری و بررسی به مقاله این در
وزن�های که می�گیریم نظر در را X٢ و X١ وابسته وزنی تصادفی متغیر دو هم�چنین و می�پردازیم مستقل دو به دو و درازدم

می�کنیم. بیان را آمده به�دست حالت این در که نتایجی و می�باشند ،i = ١, ٢ Xiها، از مستقل Wiها متناظر

تصادفی متغیر تصادفی، وزن درازدم، توزیع�های کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

تصادفی مدل�های با اغلب خطر نظریه در دارد. فراوان کاربرد مالی ریسک�های و بیمه نظریه در عمدتاً تصادفی وزنی مجموع
زمان-گسسته تصادفی خطر مدل�های به می�توان مدل�ها این میان از که می�شویم روبه�رو هستند، تصادفی وزنی مقادیر شامل که

کرد. اشاره
می�کنیم. ذکر را آن صورت این غیر در است، شده گرفته نظر در x → ∞ حالت برای حدی، روابط تمام مقاله این در

a(x) ≳ b(x) نماد با را آن lim inf a(x)
b(x) ≥ ١ اگر و a(x) ∼ b(x) نماد با را آن آن�گاه باشد lim a(x)

b(x) = ١ اگر
می�دهیم. نمایش

تعریف F(x) = ١−F(x) صورت به F دم توزیع ،F توزیع هر ازای به و x+ = max {x, ٠} ،x حقیقی عدد هر برای
می�شود.

به دو که باشند F١,F٢, . . . ,Fn توزیع توابع با متناظر حقیقی�مقدار تصادفی متغیرهای ،X١,X٢, . . . ,Xn می�کنیم فرض
می�باشد. Wk ≥ ٠ ،k هر ازای به که می�دهیم اختصاص را Wk تصادفی وزن Xk هر با متناظر و هستند مستقل دو

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Mn و Sm مقادیر ابتدا در

Sm =
m∑
k=١

WkXk m = ١, ٢, . . . , n

Mn = max
١≤m≤n

Sm (١)

اگر: است، بی�کران راست از F ،x هر ازای به .١.١ تعریف
F(x) > ٠

مقاله *مسئول
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y ̸= ٠ ثابت هر برای و باشد بی�کران راست از F اگر است درازدم حقیقی، اعداد مجموعه�ی روی F توزیع .٢.١ تعریف
باشیم: داشته

lim
x→∞

F(x+ y)

F(x)
= ١

می�دهیم. نشان L با را درازدم توزیع�های تمام مجموعه

هر ازای به اگر است دمی غالب مقادیر توزیع�های کلاس به متعلق حقیقی، اعداد مجموعه روی F توزیع .٣.١ تعریف
باشیم: داشته y ∈ (٠, ١)

lim sup
x→∞

F(xy)

F(x)
< ∞

می�دهیم. نمایش D با را دمی غالب مقادیر توزیع�های تمام مجموعه

که کردند فرض [١] همکارش و تانگ مقادیری چنین برای می�گیریم. نظر در را (١) در �شده تعریف Mn و Sn مقادیر
داریم: k = ١, ٢, . . . , n برای که طوری به دارد وجود ٠ < a ≤ b < ∞ مقادیر

P (a ≤ Wk ≤ b) = ١. (٢)

باشد: برقرار زیر شرایط (١) در تعریف�شده مقادیر برای اگر .۴.١ قضیه
داشته تعلق درازدم توزیع�های کلاس به Xk هر توزیع تابع و مستقل دو به دو X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای الف)

باشد.
باشد. برقرار (٢) رابطه�ی k = ١, ٢, . . . , n هر ازای به W١,W٢, . . . ,Wn مستقل تصادفی وزن�های برای ب)

باشند. مستقل هم از {W١,W٢, . . . ,Wn} و {X١,X٢, . . . ,Xn} دنباله�های ج)
صورت: این در

P (Mn > x) ∼ P (Sn > x) ∼ P

(
n∑

k=١

WkX
+
k > x

)
(٣)

داشته g و f نانزولی توابع برای اگر گوییم مثبت هم�پیوند را X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای از دنباله�ای .۵.١ تعریف
باشیم:

Cov [f (X١,X٢, . . . ,Xn) , g (X١,X٢, . . . ,Xn)] ≥ ٠.

می�باشد. X = (X١,X٢, . . . ,Xn) آن در که باشند داشته وجود Ef (X) g (X) و Eg (X) و Ef (X) که شرط این با

کران�داری شرط سپس می�باشند، مثبت هم�پیوند تصادفی وزن�های است، [٢] تانگ کار از برگرفته�شده که بعدی قضیه در
می�دهد: تغییر زیر طرفه یک کران�داری شرط به را (٢) دوطرفه

:k = ١, ٢, . . . , n هر برای
∃b > ٠ s.t P (٠ ≤ Wk ≤ b) = ١ و P (Wk = ٠) < ١. (۴)

باشد: برقرار زیر (١)شرایط در تعریف�شده مقادیر برای اگر .۶.١ قضیه
داشته تعلق درازدم توزیع�های کلاس به Xk هر توزیع تابع و مستقل دو به دو X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای الف)

باشد.
باشد. برقرار (۴) رابطه ٠ < b < ∞ بعضی برای و می�باشند مثبت هم�پیوند W١,W٢, . . . ,Wn تصادفی وزن�های ب)

باشند. مستقل هم از {W١,W٢, . . . ,Wn} و {X١,X٢, . . . ,Xn} دنباله�های ج)
است. برقرار (٣) رابطه صورت این در
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پیچش تحت بودن بسته خاصیت و مجانبی دمی احتمالات ٢

می�گیریم. نظر در را F٢ و F١ ترتیب به توزیع توابع با X٢ و X١ وابسته و حقیقی�مقدار تصادفی متغیر دو بخش این در
باشند. X٢ و X١ از مستقل و دلخواه وابسته تصادفی وزن دو W٢ و W١ می�کنیم فرض هم�چنین

است. برقرار (٢) رابطه نیز فوق تصادفی وزن�های برای قبل مشابه
می�دهیم: نمایش زیر صورت به را تصادفی وزنی مجموع ماکسیمم و تصادفی وزنی مجموع قبل مانند هم�چنین

S٢ = W١X١ +W٢X٢ و M٢ = max {W١X١,W١X١ +W٢X٢} . (۵)

زیر: وابستگی ساختار X٢ و X١ تصادفی متغیر دو بین می�کنیم فرض بعلاوه

P (X٢ > x | X١ = y) ∼ h١(y)F٢(x),

P (X١ > x | X٢ = y) ∼ h٢(y)F١(x).
(۶)

اندازه�پذیر توابع hk(.) : R −→ R+ := (٠,∞) توابع آن در که باشد، برقرار y ∈ R هر ازای به یکنواخت طور به
می�شود: مطرح زیر صورت به یکنواختی مفهوم و هستند

lim
x→∞

sup
y∈R

| P (Xi > x | Xj = y)

hj(y)Fi(x)
− ١ |= ٠, i, j = ١, ٢, i ̸= j.

شد. پیشنهاد [٣] بادسکو و آسمیت توسط بار اولین (۶) وابستگی ساختار
پیچش تحت دمی غالب مقادیر و درازدم توزیع�های کلاس بودن بسته با رابطه در مهم و اساسی قضیه دو بیان به ادامه در

می�پردازیم.

توزیع�های با متناظر و حقیقی�مقدار تصادفی متغیرهای X٢ و X١ کنید فرض .( [۴]،(٢٠١۴) همکاران و (یانگ ١.٢ قضیه
مثبت و دلخواه وابسته تصادفی متغیرهای W٢ و W١ کنید فرض همچنین می�کنند، صدق (۶) رابطه در که باشند F٢ و F١

Fk ∈ L ،k = ١, ٢ برای اگر حال باشد. برقرار (٢) رابطه آن�ها برای که طوری به می�باشند X٢ و X١ از مستقل که هستند
است: برقرار نیز زیر رابطه بعلاوه و است درازدم نیز S٢ توزیع آن�گاه باشد،

P (M٢ > x) ∼ P (S٢ > x) ∼ P
(
S+
٢ > x

)
. (٧)

.S+
٢ = W١X

+
١ +W٢X

+
٢ آن در که

،k = ١, ٢ برای اگر حال باشد. برقرار ١.٢ قضیه شرایط تمام کنید فرض .( [۴]،(٢٠١۴) همکاران و (یانگ ٢.٢ قضیه
رابطه c > ٠ مقادیر برای بعلاوه و است دمی غالب مقادیر توزیع�های کلاس� به متعلق نیز S٢ توزیع آن�گاه باشد، Fk ∈ D

داریم: را زیر

cP
(
S+
٢ > x

)
≲ P (S٢ > x) ≤ P (M٢ > x) ≤ P

(
S+
٢ > x

)
.
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یافته تعمیم آزمون زمان کل تبدیل پایایی بررسی

اصفهانی* مجتبی
ایرانشهر ولایت دانشگاه

چکیده
یافته تعمیم آزمون زمان کل تصادفی ترتیب ، (TTT ) آزمون زمان کل تصادفی ترتیب معرفی از پس مقاله این در
پایایی مفهوم برقراری ادامه در پردازیم. می تصادفی ترتیب این های ویژگی از برخی بیان به و کرده معرفی را (GTTT )

مورد اعتماد قابلیت در را GTTT تصادفی ترتیب کاربرد پایان در و داده قرار بررسی مورد GTTT تبدیل برای را
دهیم. می قرار مطالعه

اعتماد قابلیت پایایی، یافته، تعمیم آزمون زمان کل تبدیل آزمون، زمان کل تصادفی ترتیب کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

مورد (١٩٧٢) داکسوم و بارلو توسط GTTT تصادفی ترتیب خواص از برخی و GTTT و TTT تصادفی های ترتیب
بیان را پراکندگی تصادفی ترتیب GTTTو تصادفی ترتیب بین رابطه ١٩٨۶ سال در بارتازویچ گرفت. قرار مطالعه و بررسی
این از ای خانواده معرفی به TTT ترتیب های ویژگی از برخی بیان از پس (٢٠٠٧) شیکد و لی نیز اخیر های سال در کرد.
راجو(١٩٩٢) و من لی کردند. بیان اعتماد قابلیت نظریه و بیمه در را تصادفی ترتیب این از کاربردهایی و پرداخته ها ترتیب
های تبدیل پایایی حسب بر آید می دست به آزمون زمان کل تبدیل از که G−١F تابع خواص بوسیله را تصادفی های ترتیب
تحت G−١F تابع خواص از استفاده با را تصادفی های ترتیب از دیگری گروه (٢٠٠٩) بارتازویچ کردند. بندی دسته یکنوا

کرد. معرفی [٠, ١) بازه روی مثبت و پیوسته توابع اساس بر GTTT تبدیل پایایی
.∀u ̸∈ [٠, ١], h(u) = ٠ و ∀u ∈ (٠, ١), h(u) > ٠ که باشد h توابع همه مجموعه ξ کنید فرض

آنگاه h ∈ ξ تابع و باشد نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ١ تعریف

H−١
F (p, h) =

∫ F−١(p)

−∞
h(F (x))dx , p ∈ (٠, ١), (١− ١)

گوییم. h تابع حسب بر X تصادفی متغیر GTTT تبدیل را

H−١
F (p, h) ≤ اگر باشند. G و F ترتیب به توزیع توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .١ . ٢ تعریف

دهیم. می نشان X ≤(h)
ttt Y نماد با و است GTTT تصادفی ترتیب در Y از کوچکتر X گوییم آنگاه H−١

G (p, h)

اگر .h(u) = ١− u و باشند G و F ترتیب به توزیع توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .١ . ٣ تعریف
نشان X ≤ttt Y نماد با و است TTT تصادفی ترتیب در Y از کوچکتر X گوییم آنگاه H−١

F (p, h) ≤ H−١
G (p, h)

دهیم. می
*سخنران
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GTTT تبدیل های ویژگی ٢

از استفاده با را تصادفی های ترتیب برخی حفظ شرایط ادامه در و کرده بیان را GTTT تبدیل از هایی ویژگی بخش این در
دهیم. می قرار مطالعه مورد یافته تعمیم آزمون زمان کل تبدیل

اگر p = ١ برای همچنین .H−١
F (p, h) = F−١(p) آنگاه h(u) = ١ اگر (١ − ١) رابطه در که است واضح

.H−١
F (p, h) = H−١

F (١) =
∫∞
٠ F̄ (x)dx = µ آنگاه ،h(u) = u

آوریم. می بدست نمایی توزیع برای را GTTT تبدیل زیر مثال در

که h٢(u) = u و h١(u) = ١ − u برای باشد ١ میانگین با نمایی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ١ مثال
است زیر صورت به GTTT تبدیل h٢, h١ ∈ ξ

H−١
F (p, h١) =

∫ F−١(p)

−∞
h(F (x))dx =

∫ −ln(١−p)

٠
١− (١− e−x)dx = p

و

H−١
F (p, h٢) =

∫ −ln(١−p)

٠
(١− e−x)dx = −١.

GTTT تبدیل پایایی ٣

دهیم. می قرار بررسی مورد GTTT تبدیل به نسبت را پایایی مفهوم قسمت این در
ϕ مجموعه در ترتیبی رابطه یک F ∈ Φ توزیع برای باشد. (٠, ١) بازه روی پیوسته و مثبت توابع کلاس Φ کنید فرض

کنیم: می تعریف زیر صورت به را Φ× Φ در (F,G) مرتب های زوج از
.∀F ∈ ϕ (F, F ) ∈ ϕ الف)

.(F,G) ∈ ϕ , (G,H) ∈ ϕ =⇒ (F,H) ∈ ϕ ب)
است. تصادفی ترتیب یک s که F ≤s G میگوییم (F,G) ∈ ϕ وقتی ج)

F,G ∈ ϕ برای هرگاه گوییم پایا GTTT تبدیل به نسبت را ϕ مجموعه .٣ . ١ تعریف

F ≤s G =⇒ HF (.,Φ) ≤s HG(.,Φ).

است. تصادفی ترتیب یک s آن در که

کنیم: می تعریف را زیر مجموعه Φ× Φ فضای در (F,G) مرتب های زوج و GTTT های تبدیل برای .٣ . ٢ تعریف

O(F,G) = (HF (.;h),HG(.;h)), h ∈ ξ.

.(HF ,HG) ∈ ϕ دیگر عبارت به .O ∈ ϕ اگر تنها و اگر (F,G) ∈ ϕ که شود می نتیجه تعریف(٣−١) Oو تعریف از

است. ماکزیمال پایای ξ کلاس به نسبت GTTT تبدیل تحت k(u) = fF−١(u)
gG−١(u)

, u ∈ (٠, ١) تابع .٣ . ٣ قضیه

داریم (١− ١) رابطه طرفین از گیری مشتق با اثبات.

d

dp
H−١

F (p;h) =
١

hF (H
−١
F (p;h))

=
h(p)

fF−١(p)
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=⇒ hF (H
−١
F (p;h)) =

fF−١(p)

h(p)
, (١− ٣)

مشابه بطور و

hG(H
−١
G (p;h)) =

gG−١(p)

h(p)
, (٢− ٣)

گیریم می نتیجه (٢− ٣), (١− ٣) روابط از است. HF (.;h) چگالی تابع hF (.;h) آن در که

hF (H
−١
F (p;h))

hG(H
−١
G (p;h))

=
fF−١(p)

gG−١(p)
,

است. پایا ξ کلاس به نسبت GTTT های تبدیل تحت fF−١(p)
gG−١(p)

بنابراین
و باشند Φ های توزیع از زوج دو (F٢, G٢), (F١, G١) کنید فرض ادامه در

f١F
−١
١ (p)

g١G
−١
١ (p)

=
f٢F

−١
٢ (p)

g٢G
−١
٢ (p)

, p ∈ (٠, ١). (٣− ٣)

بطوریکه دارد وجود h٠ ∈ ξ تابع یعنی دارند، قرار مجموعه یک در (F١, G١) و (F٢, G٢) کنیم ثابت باید

F−١
٢ (p) =

∫ F−١
١ (p)

٠
h٠(F١(x))dx

h٠(P ) =
f١F

−١
١ (p)

g١G
−١
١ (p)

=
f٢F

−١
٢ (p)

g٢G
−١
٢ (p)

, p ∈ (٠, ١) دادن قرار و (٣−٣) رابطه به توجه با .Gو٢G١ برای مشابه بطور و
∫داریم: F−١

١ (p)

٠
h٠(F١(x))dx =

∫ F−١
١ (p)

٠

f١F
−١
١ (F١(x))

g١G
−١
١ (F١(x))

= F−١
٢ (p),

داریم: صورت همین به هم G٢ و G١ برای ∫و G−١
١ (p)

٠
h٠(G١(x))dx =

∫ G−١
١ (p)

٠

g١G
−١
١ (G١(x))

f١F
−١
١ (G١(x))

= G−١
٢ (p),

شود. می کامل اثبات و

اعتماد قابلیت در کاربرد ۴

قابلیت تابع تعریف ابتدا دهیم. می قرار مطالعه مورد اعتماد قابلیت نظریه را GTTT تصادفی ترتیب کاربرد بخش این در
کنیم. می بیان را منسجم سیستم یک

تابع کنند. کار u احتمال با یکدیگر از مستقل ها مولفه از کدام هر منسجم سیستم یک در کنید فرض .١ . ۴ تعریف
است. سیستم کل کارکردن احتمال ω(u) که نامیم می سیستم یک قابلیت تابع را ω : [٠, ١] → [٠, ١]
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را S یعنی سیستم عمر طول بقای تابع آنگاه باشد F̄ بقای تابع با توزیع هم و مستقل ها مولفه از کدام هر عمر طول اگر
دهیم: می نشان زیر صورت به

F̄S(x) = ω(F̄ (x)), x ≥ ٠. (١− ۴)

صورت به را T یعنی سیستم عمر طول بقای تابع Ḡ با همتوزیع و مستقل های مولفه با دیگر سیستم یک برای مشابه بطور و
دهیم: می نشان زیر

F̄T (x) = ω(Ḡ(x)), x ≥ ٠. (٢− ۴)

بنویسیم: زیر صورت به را X ≤(h)
ttt Y رابطه توانیم می (٢− ۴), (١− ۴) روابط به به بنا .٢ . ۴ ∫نتیجه F−١(p)

٠
F̄S(x)dx ≤

∫ G−١(p)

٠
ḠT (x)dx, p ∈ (٠, ١). (٣− ۴)

سیستم که زمانی متوسط آنگاه کند کار آزمون یک روی مرتبا هایش مولفه از p کسر با منسجم سیستم یک اگر بنابراین
برای T عمر طول با مشابه سیستم یک که است زمانی متوسط از کمتر کند می صرف نظر مورد آزمون برای S عمر طول با

کند. می صرف آزمون آن

قابلیت تابع ω و باشند صفر گاه تکیه پایین کران و پیوسته توزیع تابع با تصادفی متغیر دو Y,X کنید فرض .٣ . ۴ قضیه
آنگاه: h(.) = ω(١− .) و باشد صعودی (٠, ١) بازه روی ω(u)

u اگر باشد. منسجم سیستم یک

X ≤ttt Y =⇒ X ≤(h)
ttt Y.

.X ≤(h)
ttt Y =⇒ X ≤ttt Y آنگاه باشد نزولی تابع یک ω(u)

u اگر قبل قضیه شرایط به توجه با .۴ . ۴ نتیجه

نتیجه گیری و بحث

مفهوم حفظ شرایط و بررسی اعتماد قابلیت در GTTT تصادفی ترتیب کاربرد و GTTT تبدیل های ویژگی مقاله این در
ها زمینه دیگر و اعتماد قابلیت نظریه در بیشتر کاربردهای یافتن است. گرفته قرار مطالعه مورد GTTT تبدیل برای پایایی

است. نظر مد تحقیق آینده در
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ساندرز - بیرنبام توزیع عمر طول کارایی شاخص بررسی

صادقپورگیلده بهرام
مشهد فردوسی دانشگاه

* داوددریایی
مشهد فردوسی دانشگاه

چکیده

شود می فرض مقاله این در شود. می استفاده صنایع در فرایند کارایی بررسی برای CL عمر طول کارایی شاخص
را CL مجانبی برآوردگر باشند، می معلوم شکل پارامتر با ساندرز - بیرنبام توزیع دارای عمر طول تصادفی متغیرهای
استفاده با سرانجام کنیم. می آزمون را آن درباره آماری های فرضیه آن از استفاده با و آوریم می دست به توزیع این برای

دهیم. می قرار بررسی مورد را تولید فرآیند یک کارایی توزیع، این از واقعی های داده از

. مجانبی برآوردگر ساندرز، - بیرنبام توزیع عمر، طول کارایی شاخص کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 62P30, 62C10, 62D05

مقدمه ١

دهنده نشان L که کرد مطرح الکتریکی قطعات عمر طول عملکرد ارزیابی برای را CL فرآیند کارایی شاخص [١] مونتگومری
پیروی ساندرز - بیرنبام توزیع از عمر طول تصادفی متغیر که کنیم می فرض مقاله این در باشد. می پایین فنی مشخصه حد
چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع که شد معرفی ساندرز و بیرنبام توسط توزیع این باشد. می معلوم آن شکل پارامتر و کند می

باشد: می زیر صورت به ترتیب به آن احتمال

F (x;α, β) = Φ

[
١
α
(

√
x

β
−
√

β

x
)

]
x > ٠, α > ٠, β > ٠

f(x;α, β) =
١

٢αβ
√
٢π

[
(
x

β
)
−١
٢ + (

x

β
)
−٣
٢

]
exp

[
− ١
٢α٢ (

x

β
− ٢+

β

x
)

]
x > ٠, α > ٠, β > ٠

(١)

باشند. می توزیع این مقیاس و شکل پارامتر ترتیب به β و α پارامترهای است. استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع Φ که

عمر طول کارایی شاخص ٢

می نشان X ∼ BS(α, β) نماد با را آن که باشد ساندرز - بیرنبام توزیع دارای X عمر طول تصادفی متغیر کنید فرض
باشد: می زیر صورت به دهیم می نشان σ٢ و µ با ترتیب به که تصادفی متغیر این واریانس و ریاضی امید دهیم.

. σ٢ = V ar(X) = β٢

۴ (۵α
۴ + ۴α٢) و µ = E(X) = β(١+ α٢

٢ )

*سخنران
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و میانگین µ که شود، می تعریف CL = µ−L
σ صورت به که کرد معرفی را CL عمر طول کارایی شاخص [١] مونتگومری

داریم ساندرز - بیرنبام توزیع تصادفی متغیر برای باشد. می پایین فنی مشخصه حد L همچنین باشد می فرآیند انحراف σ

CL =
µ− L

σ
=

β(١+ α٢

٢ )− L

αβ
√

١+ ۵
۴α

٢
=

٢+ α٢
√
۵α۴ + ۴α٢

− ٢L
β
√
۵α۴ + ۴α٢

−∞ < CL <
٢+ α٢

√
۵α۴ + ۴α٢

(٢)

انطباق نرخ ٣

تولیدات نسبت نامند. می منطبق تولید را محصول تولید باشد، بیشتر L پایین فنی مشخصه حد از محصول عمر طول اگر
pr = P (X > L) = ١− FX(L) = RX(L) با: است برابر و نامیده انطباق نرخ را منطبق

توزیع انطباق نرخ ،(٢) به توجه با باشند. می تصادفی متغیر تجمعی توزیع تابع و اعتماد قابلیت تابع ترتیب به F و R که
با: است برابر BS(α, β)

pr = RX

(
β

٢

[
٢+ α٢ − CL

√
۵α۴ + ۴α٢

])
−∞ < CL <

٢+ α٢
√
۵α۴ + ۴α٢

(٣)

عمر طول کارایی شاخص ماکزیمم درستنمایی برآوردگر ۴

احتمال چگالی تابع با ساندرز - بیرنبام توزیع دارای و محصول یک شکست زمان دهنده نشان X تصادفی متغیر کنید فرض
نشان xn و ... ،x٢ ،x١ صورت به را آنها شکست زمان که گیرند می قرار آزمایش مورد مشاهده n کنید فرض باشد. (١)

باشد: می زیر صورت به مشاهده n برای توزیع این درستنمایی تابع دهیم. می

L(x١, x٢, ..., xn|α, β) =
n∏

i=١

f(xi;α, β)

باشد: می زیر صورت به توزیع این برای درستنمایی تابع لگاریتم همچنین

ℓ(α, β) = k +
n

α٢ − nlog(α)− n

٢
log(β) +

n∑
i=١

(
log(xi + β)− ١

٢α٢ [
xi
β

+
β

xi
]

)
(۴)

دادن قرار صفر با ومساوی β و α به نسبت (۴) از گیری مشتق با ندارد. بستگی β و α به و باشد می ثابت k آن در که
داریم: اینجا در آیند، می دست به دهیم می نشان β̂ و α̂ با ترتیب به را آنها که β و α ماکزیمم درستنمایی برآوردهای آنها،

α̂ =

[
s

β̂
+

β̂

r
− ٢

] ١
٢

می و ندارد وجود β̂ برای ای بسته فرم اما باشند. می مشاهدات هارمونیک میانگین و حسابی میانگین ترتیب به r و s که
درستنمایی برآوردهای مجانبی توام توزیع که دادند نشان [٢] همکاران و انگلهارد کرد. برآورد عددی های روش با را آن توان

باشد: می زیر صورت به و متغیره دو نرمال β̂ و α̂ ماکزیمم

(α̂ β̂)T ∼ N٢
(
(α β)T , ȷ(α, β)

)
(۵)
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با: است برابر و β و α پارامترهای فیشر اطلاع ماتریس معکوس ȷ(α, β) آن در که

ȷ(α, β) =

 α٢

٢n ٠
٠ β٢

n[٠٫٢۵+ ١
α٢+p(α)]


علاوه و است استاندارد نرمال توزیع تابع Φ(.) همچنین .p(α) = ٢

∫∞
٠

[
١

١+h(αx) − ٠٫ ۵
]٢

dΦ(x) ، آن در که

طبق باشند. می مستقل هم از β̂ و α̂ که گیریم می نتیجه فوق ماتریس از . h(y) = ١ + y٢

٢ + y[١ + y٢

۴ ]
١
٢ براین،

ĈL = ٢+α̂٢√
۵α̂۴+۴α̂٢

− ٢L
β̂
√

۵α̂۴+۴α̂٢
: با است برابر CL برآورد ماکسیمم، درستنمایی برآوردگرهای پایایی خاصیت

بنابراین: است. معلوم α شکل پارامتر کنیم می فرض مقاله این در شد، عنوان ١ بخش در که همانطور

ĈL =
٢+ α٢

√
۵α۴ + ۴α٢

− ٢L
β̂
√
۵α۴ + ۴α٢

(۶)

است: زیر صورت به نرمال مجانبی توزیع دارای β̂ ،ȷ(α, β) ماتریس و (۵) به توجه با اکنون

β̂ ∼ N

(
β,

β٢

n[٠٫ ٢۵+ ١
α٢ + p(α)]

)
(٧)

دیگر: عبارت به است، نرمال نیز CL مجانبی توزیع ماکزیمم، درستنمایی برآوردگرهای پایایی خاصیت طبق بنابراین

ĈL ∼ N (CL, ȷ(CL)) (٨)

داریم: دلتا روش به و CL = γ(α, β) فرض با باشد. می ĈL مجانبی واریانس ȷ(CL) آن در که

ȷ(CL) = [
∂

∂α
γ(α, β)]٢

α٢

٢n
+ [

∂

∂β
γ(α, β)]٢

β٢

n[٠٫ ٢۵+ ١
α٢ + p(α)]

عمر طول کارایی شاخص برای فرضیه آزمون ۵

با مطابق محصولات عمر ”طول اینکه تعیین برای حتم طور به توان نمی را CL ای نقطه برآورد گیری، نمونه خطای وجود با
به صفر فرضیه اگر است. ضروری فرآیند کارایی مورد در فرضیه آزمون انجام بنابراین کرد، استفاده ” خیر یا باشد می نیازها
در باشد) می کارا (فرآیند H١ : CL > c٠ صورت به مخالف فرض و باشد) نمی کارا (فرآیند H٠ : CL ≤ c٠ صورت
بحرانی مقدار را آن که باشد می ثابت مقداری K ) ĈL > K که شود رد H٠ فرضیه درصورتی همچنین و شود گرفته نظر
خطای احتمال میزان به توجه با که ای گونه به داشت؛ خواهیم فرآیند کارایی آزمون انجام برای را زیر رویه بنابراین نامیم)، می

شود: می حاصل زیر صورت به K بحرانی مقدار ،ω اول نوع

ω = P (ĈL > K | CL ≤ c٠) = P ( ٢+α٢√
۵α۴+۴α٢

− ٢L
β̂
√

۵α۴+۴α٢
> K | CL ≤ c٠)

= P (β̂ > ٢L
٢+α٢−K

√
۵α۴+۴α٢

| CL ≤ c٠)
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ω = P

Z >
( ٢L
٢+α٢−K

√
۵α۴+۴α٢

−β)

β√
n[٠٫٢۵+ ١

α٢ +p(α)]

| CL ≤ c٠

 داریم: (٧) به توجه با حال

دیگر: عبارت به

P

Z >


√

n[٠٫ ٢۵+ ١
α٢ + p(α)]

٢+ α٢ −K
√
۵α۴ + ۴α٢

 (
٢L
β

− (٢+ α٢) +K
√

۵α۴ + ۴α٢) | CL ≤ c٠


داریم: ، باشد g(α) =

[√
n[٠٫٢۵+ ١

α٢+p(α)](۵α۴+۴α٢)

٢+α٢−K
√

۵α۴+۴α٢

]
اینکه فرض با ادامه در

ω = P (Z > g(α)(K − CL) | CL ≤ c٠) ⇒ ω = Φ(g(α)(c٠ −K)) ⇒ K = c٠ −
zω
g(α)

باشد،پس: می K از تابعی g(α) که داشت توجه باید باشد. می استاندارد نرمال توزیع بالایی ام ω چندک zω که

K =

c٠ − zω(٢+α٢)√
n[٠٫٢۵+ ١

α٢+p(α)](۵α۴+۴α٢)

١− zω√
n[٠٫٢۵+ ١

α٢+p(α)]

(٩)

عددی مثال ۶

ماکسیمم برآورد گیریم. می نظر در را است آمده بدست [٣] ساندرز و بیرنبام توسط که آلومینیوم قطعه ١٠١ به مربوط های داده
در ٠٫ ١٧ با برابر را آن باشد، می معلوم α پارامتر که ایم کرده فرض چون باشد. می ١٣١٫ ٨١٨ با برابر β پارامتر درستنمایی
به توجه با میگیریم. نظر در درصد ٨٠ از بیش را محصولات انطباق نرخ کنیم. می اختیار ١٠٠ را L مقدار گیریم. می نظر
می نظر ٠٫در ٠۵ را داری) معنی (سطح ω مقدار گیریم. می درنظر ١ با برابر را c٠ آمده، دست به (٣) رابطه از که ١ جدول

β = ١٣١٫ ٨٢ و α = ٠٫ ١٧ ازای به prبرابر در CL مقادیر :١ جدول

CL pr CL pr CL pr CL pr
−∞ ٠٫ ٠٠٠٠٠ −٣٫ ٠ ٠٫ ٠٠۵۶٣ −٠٫ ۵ ٠٫ ٢٨۵۶٨ ٢٫ ٠ ٠٫ ٩٩١۴٩
−۵٫ ٠ ٠٫ ٠٠٠٠٨ −٢٫ ۵ ٠٫ ٠١۴۴٢ ٠٫ ٠ ٠٫ ۴۶۶٣٧ ٢٫ ۵ ٠٫ ٩٩٩٣٧
−۴٫ ۵ ٠٫ ٠٠٠٢ −٢٫ ٠ ٠٫ ٠٣۴۵٢ ٠٫ ۵ ٠٫ ۶٧٠٠٧ ٣٫ ٠ ٠٫ ٩٩٩٩٩
−۴٫ ٠ ٠٫ ٠٠٠٧ −١٫ ۵ ٠٫ ٠٧۶۶۴ ١٫ ٠ ٠٫ ٨۴۵۴٣ ٣٫ ۵ ١٫ ٠٠٠٠٠
−٣٫ ۵ ٠٫ ٠٠٢ −١٫ ٠ ٠٫ ١۵۵٧۵ ١٫ ۵ ٠٫ ٩۵١۴٩

شود. می رد H٠ : CL ≤ ١ فرضیه ،ĈL = ١٫ ۴٧ > K = ١٫ ١٣ داریم (٩) و (۶) روابط محاسبه با سرانجام گیریم.
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تحت اصلی مؤلفه های رگرسیون برآوردگر در بانفوذ و مؤثر مشاهدات بررسی
تصادفی محدودیت

راسخ عبدالرحمن
اهواز چمران شهید دانشگاه

دیلمی* شایسته
اهواز چمران شهید دانشگاه

چکیده

حداقل برآوردگرهای ناپایداری باعث است ممکن مستقل متغیرهای میان در هم خطی وجود رگرسیون، تحلیل در
مقابله برای شده طراحی روش یک است. شده ارائه مختلفی روشهای مشکل، این بر غلبه برای شود. پارامترها مربعات
می باشد تصادفی محدودیت تحت اصلی مؤلفه های رگرسیون برآوردگر جمله از اریب برآوردگرهای از استفاده خطی هم با
معیارهای بررسی به مقاله این در است. ضروری نفوذ با و مؤثر نقاط بررسی برآوردگر این از استفاده صورت در و
در می پردازیم. تصادفی محدودیت تحت اصلی مؤلفه های رگرسیون برآوردگر برای مؤثر و نفوذ با مشاهدات تشخیصی

می شود. ارزیابی روش این کاربرد واقعی داده مجموعه از استفاده با ادامه

تصادفی محدودیت تحت اصلی مؤلفه های رگرسیون برآوردگر مؤثر، و نفوذ با مشاهدات هم خطی، کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

متغیرهای میان در آن وجود و است رگرسیونی مدل در مستقل متغیر چندین میان در خطی وابستگی از بالایی درجه خطی هم
جمله از اریب برآوردگرهای مطالعه ی به اثرات این کاهش برای بنابراین می گذارد. پیش بینی و برآوردها بر جدی اثر مستقل
تشخیصی مباحث برخی سپس و می پردازیم ( [١] وو و هی ) تصادفی محدودیت تحت اصلی مولفه های رگرسیون برآوردگر

نماییم. می بررسی را برآوردگر این تحت

تصادفی محدودیت تحت اصلی مؤلفه های رگرسیون برآوردگر معرفی ٢

بگیرید: نظر در را زیر خطی رگرسیونی مدل

Y = Xβ + ε, (١)

p× ١ بردار یک β مستقل، متغیرهای از n× p ماتریس Xیک ،n× ١ مشاهده قابل تصادفی بردار یک Y آن در که
برآوردگر باشد. می cov(ε) = σ٢In و E(ε) = که٠ تصادفی، خطای با n × ١ بردار یک ε و نامعلوم پارامترهای از

از: است عبارت β از معمولی مربعات حداقل ی شده شناخته

β̂OLSE = S−١X ′Y

.S = X ′X آن در که

*سخنران
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Λ = diag(λ١, λ٢, ..., λp) که ،T ′X ′XT = Λ که به طوری متعامد ماتریس T = (t١, t٢, . . . , tp) کنید فرض
ستون های Tk = (t١, t٢, . . . , tk) کنید فرض این، بر علاوه هستند. X ′X ویژه مقادیر λ١ ≥ λ٢ ≥ . . . ≥ λp > ٠ و

داریم: پس است. آخر ٠)ستون ≤ k ≤ p) k − p حذف از پس T از باقیمانده

T ′
kX

′XTk = Λk = diag (λ١, λ٢, . . . , λk) ,

T ′
p−kX

′XTp−k = Λp−k = diag(λk+١, λk+٢, ..., λp),

به صورت را β مورد در پیشین اطلاعات از برخی کنید فرض ،(١) مدل در .Tp−k = (tk+١, tk+٢, . . . , tk) آن در که
باشیم: داشته زیر شرح به خطی تصادفی محدودیت j از مجموعه ای

r = Rβ + v, E (v) = ٠, Cov (v) = σ٢W, (٢)

و معلوم ماتریس W و تصادفی، خطای از j × بردار١ v ،rank (R) = j با j × p ماتریس R ،j × ١ بردار r که
([٢] (مسی ،(١) مدل برای است. ε از مستقل v تصادفی بردار که است شده فرض همچنین، است. شده فرض مثبت معین

کرد: معرفی زیر صورت به را (PCR) اصلی مؤلفه های رگرسیون برآوردگر

β̂PCR = Tk

(
T ′

kSTk

)−١
T ′

kX
′
Y.

است: زیر به صورت (OME) آمیخته معمولی برآوردگر تصادفی(٢)، محدودیت با ،(١) مدل برای

β̂OME =
(
S +R′W−١R

)−١ (
X ′Y +R′W−١r

)
.

می باشد: زیر به صورت است شده ساخته (PCR) و (OME) برآوردگرهای ترکیب از که وو[١]) و (هی پیشنهادی برآوردگر

β̂SRPC =
(
S +R′W−١R

)−١ (
TkT

′
kX

′Y +R′W−١r
)
.

برآوردگرهای به نسبت (SRPC) تصادفی محدودیت تحت اصلی مؤلفه های رگرسیون برآوردگر برتری برای کافی و لازم شرط
است. خطا مربع میانگین ماتریس معیار در (PCR) و (OME)

SRPCبرآوردگر در تشخیصی مباحث ٣

شناسایی با همچنین می باشد، بالا نفوذ دارای و غیرعادی مشاهدات یافتن چون روش هایی بررسی شامل تشخیصی مباحث
سال چهل به نزدیک می کند. اندازه گیری رگرسیونی داده های میان در را خطی روابط شدت و وجود هم، به وابسته متغیرهای
([٣] همکاران و (وانگ است. گرفته قرار بررسی مورد کامل طور به رگرسیون مدل در تأثیر آنالیز و تشخیصی مباحث است
برای تشخیصی معیارهای برخی زیر در دادند. ارائه را تصادفی محدودیت تحت رگرسیونی مدل در تشخیصی مباحث برخی

است. گرفته قرار بررسی مورد SRPC برآوردگر

پیش بینی ماتریس ٣ . ١

شده برازش مقادیر بردار می آیند. حساب به اولیه مفاهیم از باقیمانده بردار و پیش بینی ماتریس تشخیصی مباحث کلیه ی در
می شود: محاسبه زیر صورت به SRPC برآوردگر اساس بر ŷ

ŷSRPC = Xβ̂SRPC = X
(
X ′X +R′W−١R

)−١ (
TkT

′
kX

′Y
)
+X

(
X ′X +R′W−١R

)−١ (
R′W−١r

)
= H

(
Y
r

)
,
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اگر .H = X
(
X ′X +R′W−١R

)−١
(
TkT

′
kX

′, R
′
W−١

)′

= X
(
X ′X +R′W−١R

)−١
X̂آن در که

می آید: بدست زیر به صورت H ماتریس igام مؤلفه ی این ترتیب به باشد، A = (X ′X +R′W−١R)

hig = x′i A
−١x̂g,

ماتریس این اصلی قطر روی مؤلفه های از پرنفوذ، مشاهدات تشخیص برای .g = ١, . . . , n + j و i = ١, . . . , n که
می گیریم. کمک

کرد: تعریف زیر به صورت می توان را برآوردگر این باقیمانده بردار

e = Y − Ŷ = Y −Xβ̂SRPC = (I −H)

(
Y
r

)
.

DFBETAS معیار ٣ . ٢

رگرسیونی ضریب می شود، داده (i)نشان نماد با که شود، حذف مشاهده امین iاگر که دارد اشاره مسئله این بر معیار این
می کند. تغییر چقدر برآوردگر jام مؤلفه ی

DFBETAS(i)j =
β̂(SRPC)j − β̂ (i)(SRPC)j

SE
(
β̂ (i)(SRPC)j

)

=
[A−١]jjDj [A

−١ (TkT
′
kSTkT

′
k +R′W−١R

)
A−١]

−١/٢
jj

(١ − x′iA−١xi)S (i)

.D = (TkT
′
kxiyi)x

′
iA

−١xi + xiŷi − (TkT
′
kxiyi)− xix

′
iA

−١ (TkT
′
kxiyi)آن در که

DFFITS معیار ٣ . ٣

انحراف حسب بر SRPC برآوردگر در iام مشاهده حضور بدون شده برازش درمقدار تغییر میزان شده استاندارد که معیار این
می گردد. مطرح زیر صورت به است استاندارد

DFFITSS(i) =
x′i

(
β̂(SRPC) − β̂(i)(SRPC)

)
SE

(
x′iβ̂(SRPC)

)

=
x′iA

−١D
[
x′iA

−١ (TkT
′
kSTkT

′
k +R′W−١R

)
A−١xi

]−١/٢

(١ − x′iA−١xi)S (i)

کوک فاصله معیار ۴ . ٣

با رگرسیونی ضرایب برآورد مقدار بین فاصله ی اساس بر را کوک فاصله مناسب معیار مؤثر مشاهدات شناسایی هدف با
می توان را SRPC برآوردگر برای معیار این از متفاوت نسخه  دو می دهیم. ارائه آن حضور بدون و مشکوک مشاهده وجود

کرد. بیان زیر صورت به

Di =

(
١

pS٢

)
D′A−١X ′XA−١D

(١ − xiA−١x′i)
′
(١ − xiA−١x′i)

.
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می باشد: زیر صورت به نیز آن دوم نسخه و

D∗
i =

(
١

pS٢

)
D′(X ′X +R′W−١R

)−١
D

(١ − xiA−١x′i)
′
(١ − xiA−١x′i)

.

می کنند. بیان را شده برازش مقادیر و رگرسیونی ضرایب بر مشاهدات تأثیر شده ذکر معیارهای

عددی مثال ۴

( [۴] (گربر در که بگیرید نظر در را واقعی های داده مثال عنوان به ابتدا شده، ارائه برآوردگر عملکرد دادن نشان منظور به
و (چانگ اساس بر می باشد. هم خطی وجود دهنده نشان ١۶۴٧٠١/١ برابر شرطی عدد مثال این در گرفت. قرار بحث مورد

زیر تصادفی محدودیت گرفتن نظر در با و می کنیم، انتخاب k=٣ را اصلی مؤلفه های تعداد ، ([۵] یانگ

r = Rβ + e, R = (١, ١, ٢−,٢−,٢) , e ∼ N(٠, σ̂٢
OLSE)

شده بیان شده مطرح معیارهای اساس بر بانفوذ و مؤثر مشاهدات ١ جدول در می آوریم. بدست را تشخیصی معیارهای
برآوردگر و (β̂OLSE) مربعات حداقل برآوردگر از که هنگامی  نقاط بانفوذترین و مؤثرترین به ترتیب ١ جدول سطرهای است.
برآوردگر دو در اول مشاهده می دهد. نشان را شده استفاده (β̂SRPC) تصادفی محدودیت تحت اصلی مؤلفه های رگرسیون
است. متفاوت برآوردگر دو بین در آن ترتیب فقط و است مؤثر نقطه برآوردگر دو هر بین در نیز هفتم مشاهده و بانفوذترین،

بانفوذ و مؤثر مشاهدات :١ جدول

D DFFITS h Estmators
٧، ١،٣،٢،٨،۴ ١،٧،۴،۶،٩،۵ ١،٨،١٠،۴،٣،٢ β̂OLSE

٨،۶،۵،١٠،٧،٢ ٧،٢،١٠،٣،١،٩ ١،۴،٩،٣،١٠،٢ β̂SRPC
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در آن کاربرد و چوله نرمال تصادفی اثر با همراه انباشته باصفر متغیره دو پواسن
دانشجویان مشروطی ترم�های و مردودی واحدهای تعداد بر مؤثر عوامل تعیین

زادکرمی محمدرضا
اهواز چمران شهید دانشگاه

دهقانی* مژگان
اهواز چمران شهید دانشگاه

چکیده

دانشگاه�ها آموزشی مدیران همچنین و پژوهشگران اولویت�های از آن بر مؤثر عوامل و دانشجویان تحصیلی پیشرفت
تحصیلی موفقیت می�توان که است روش�هایی جمله از مشروطی ترم�های و مردودی واحدهای تعداد بررسی می�باشد.
از استفاده می�باشد، صفر مقدار دارای دانشجویان از بسیاری در عوامل این که آن�جا از کند. ارزیابی را دانشجویان
می�رود، بکار زیاد صفر مقادیر با شمارشی داده�های مدل�سازی برای که صفر در انباشتگی با پواسن رگرسیون مدل�های
مدل برای تصادفی اثرات با صفر در انباشتگی با متغیره دو پواسن رگرسیون مدل از مطالعه این در می�گردد. توصیه
دانشگاه ٨٩-٨٨ سال ورودی دانشجویان مشروطی ترم�های و مردودی واحدهای تعداد بر مؤثر عوامل تعیین و سازی

می�شود. استفاده اهواز چمران شهید

مشروطی ترم�های مردودی، واحدهای چوله، نرمال تصادفی، اثر انباشته، صفر با پواسن کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

هدف که شرایطی در می�شود. استفاده پواسن توزیع از معمولأ (شمارشی) گسسته متغیرهای بررسی برای کاربردی آمار در
مدل�سازی می�گردد. استفاده آماری مدل�سازی از باشد، کمکی متغیر چند از استفاده با شمارشی متغیر یک تبیین و بررسی
مدل�هایی از یکی پواسن رگرسیون است. اجتماعی و اقتصادی پدیده�های روابط بررسی برای مناسب روش�های جمله از آماری
روش این در می�رود. بکار و... مشروطی ترم�های مردودی، دروس تعداد نظیر شمارشی پدیده�های مدل�سازی برای که است
انباشتگی دارای شمارشی متغیر که صورتی در می�شود. پرداخته آماری روابط از استفاده با متغیرها این میانگین مدل�بندی به
انباشته صفر با پواسن رگرسیون مدل می�گردد. استفاده صفر در انباشتگی با پواسن توزیع از باشد، صفر عدد در حد از بیش
با رگرسیون مدل [۴] لامبرت می�کند. فراهم را صفر تعداد فراوانی مدل�بندی امکان که است پواسن توزیع شده�ی اصلاح نوع
[۵] ، [٣] ، [٢] به بیش�تر اطلاعات برای کرد. پیشنهاد صفر در انباشتگی با شمارشی داده�های برای را (ZIP) انباشته صفر
اثر از می�شوند پاسخ�ها در وابستگی باعث که اندازه�گیری قابل غیر و ناشناخته عوامل گرفتن نظر در برای کنید. مراجعه [۶] و
مشروطی ترم�های و مردودی واحدهای تعداد بر مؤثر عوامل تعیین و مدل�سازی مطالعه این هدف است. شده استفاده تصادفی
می�باشد. تصادفی اثرات با صفر در انباشتگی با متغیره دو پواسن توزیع از استفاده با اهواز چمران شهید دانشگاه دانشجویان
تحصیلی رشته�های اثر دادن نشان برای تصادفی اثر از می�کنند. ایجاد دانشجویان در را کلاسه�بندی نوع یک تحصیلی های رشته
کرده�ایم. استفاده [١] چوله نرمال توزیع از ما ولی می�گیرند نظر در [٧] نرمال معمولأ تصادفی اثر توزیع است. شده استفاده

*سخنران
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(ZIP) صفر در انباشتگی با پواسن رگرسیون مدل ٢

تعریف زیر صورت به می�باشد Y = (Y١, ..., Yn) شمارشی پاسخ متغیر آن در که انباشته صفر با پواسن رگرسیون مدل
می�شود:

pr(Yik = yik) =

{
pik + (١− pik) exp (−λik) yik = ٠
(١− pik)

exp(−λik)λik
yik

yik!
yik > ٠

داریم: را زیر مفروضات همچنین و می�باشد ٠ < p < ١ و k = ١, ٢ ، i = ١, ..., n که

log(λi١) =

m∑
j=٠

xij
′β١j+u, log(λi٢) =

m∑
j=٠

x′ijβ٢j + v, log(pi١)/١− pi١)) =

m∑
j=٠

x′ijγ١j,

log(pi١)/٢− pi٢)) =

m∑
j=٠

x′ijγ٢j, xi
′ = (١, xi١, xi٢, ..., xim), βkj

′ = (βk٠, ..., βkm), γkj
′ = (γk٠, ..., γkm).

X = (x١, ..., xn)
′ که است X مستقل متغیرهای ماتریس ردیف iامین ،xi′ اینجا در می�باشد. j = ١, ...,m که

تصادفی اثر متغیرهای (u, v) همچنین و می�باشند مستقل متغیرهای ضرایب از بعدی (m + ١) بردار γ و β و می�باشد

Σ =

(
σ٢
١ ٠
٠ σ٢

٢

)
اینجا در که گرفته�ایم نظر در SN٠)٢,Σ, λ) و N٢(٠,Σ) حالت دو در را آن�ها توزیع که هستند

می�باشد.

درستنمایی ماکزیمم برآورد ١.٢

داریم: زیر صورت به را درستنمایی تابع لگاریتم است. شده استفاده درستنمایی ماکزیمم روش از پارامترها برآورد جهت

f(yi١, yi٢ |u, v) = f(yi١ |u)f(yi٢ |v)

f(yi١, yi٢) =

∫ ∫
f(yi١ |u)f(yi٢ |v)f(u, v)dudv

L =

n∏
i=١

f(yi١, yi٢) =

n∏
i=١

(∫ ∫
f(yi١ |u)f(yi٢ |v)dudv

)

LL =

n∑
i=١

log f(yi١, yi٢)

تحقیق روش ٣

چمران شهید دانشگاه ٨٨ − ٨٩ سال ورودی تحصیل به شاغل دانشجویان کلیه مطالعه، مورد آماری جامعه�ی مقاله این در
اطلاعات این است. شده انتخاب نفر ٢۶٩٠ حجم به ساده، تصادفی نمونه�گیری بوده�اند. تحصیلی مختلف مقاطع در اهواز
دانشجویان مشروطی ترم�های و مردودی واحد�های تعداد سهمیه، بودن، بومی جنسیت، تحصیلی، مقطع رشته، دانشکده، شامل
پواسن رگرسیون آماری مدل�های و proc nlmixed بسته و ٩.٢ نسخه SAS افزار نرم از تحلیل و تجزیه برای می�باشد.
و نرمال توزیع با تصادفی اثرات با همراه صفر در انباشتگی با متغیره دو پواسن رگرسیون صفر، در انباشتگی با متغیره دو

است. شده استفاده چوله نرمال
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انتخابی مدل تحلیل ۴

اثر با همراه انباشته صفر با متغیره دو پواسن توزیع مدل به متعلق شوارتز و کاییکه آ ملاک مقدار کمترین ١ جدول به توجه با
می�باشد. نرمال از مناسب�تر چوله نرمال تصادفی اثر با مدل برازش رو این از می�باشد. چوله نرمال تصادفی

دانشجویان مشروطی ترم�های و مردودی واحدهای تعداد به شده داده برازش مدل�های مقایسه :١ جدول

BIC AICC AIC −٢ log likelihood مدل ردیف
١٩٣۴٧ ١٩١٨٩ ١٩١٨٨ ١٩١۴٠ انباشته صفر با متغیره دو پواسن توزیع ١
١٨۴۴٠ ١٨۴١٧ ١٨۴١٧ ١٨٣۶۵ نرمال تصادفی اثر با همراه انباشته صفر با متغیره دو پواسن توزیع ٢
١١٠۵۶ ١١٠٣٢ ١١٠٣٢ ١٠٩٧٨ چوله نرمال تصادفی اثر با همراه انباشته صفر با متغیره دو پواسن توزیع ٣

تحصیلی مقطع از تغییر ٢ جدول با مطابق چوله نرمال تصادفی اثر با همراه انباشته صفر با متغیره دو پواسن توزیع مدل در
٠/٩١۵٩ اندازه�ی به ترتیب به مشروطی ترم�های و مردودی واحدهای تعداد کاهشضریب باعث ارشد کارشناسی به کارشناسی
٠/١٨١٧ اندازه�ی به مردودی واحدهای تعداد ضریب افزایش باعث مرد به زن از جنسیت تغییر همچنین می�شود. ٢/١١٢٩ و
مشروطی ترم�های و مردودی واحدهای تعداد ضریب مناطق، سهمیه به سهمیه�ها سایر از سهمیه تغییر با این بر علاوه می�شود.
تعداد ضریب افزایش باعث دانشجویان بودن بومی همچنین و می�یابد کاهش ٠/۴۶٩٣ و ٠/٢٣٧۶ اندازه�ی به ترتیب به
کارشناسی به نسبت دکتری، و ارشد کارشناسی تحصیلی مقاطع همچنین می�شود. ٠/٢٧٩۴ اندازه�ی به مشروطی ترم�های
مردود انباشتگی شانس دانشجویان بودن بومی همچنین و می�دهند کاهش را درسی واحدهای شدن مردود انباشتگی شانس
شانس مرد به زن از جنسیت تغییر این بر علاوه میدهد. کاهش را درسی ترم�های شدن مشروط و درسی واحدهای شدن

می�دهد. افزایش را مشروطی ترم�های و درسی واحدهای شدن مردود انباشتگی
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چوله) نرمال تصادفی اثر با همراه انباشته صفر با متغیره دو پواسن پارامترها(توزیع برآورد :٢ جدول

P − value T آماره مقدار معیار انحراف برآورد پارامتر
</٠٠٠١ ١٣/١٩ ٠/١۴٢۶ ١/٨٨١١ β١٠
</٠٠٠١ -١۶/٨١ ٠/٠۵۴۴٧ -٠/٩١۵٩ βارشد)١١ کارشناسی (مقطع
٠/٩۶٠٢ -٠/٠۵ ٠/٣٨٣١ -٠/٠١٩۴٣ βدکتری)١٢ (مقطع
</٠٠٠١ ٨/٩٩ ٠/٠٢٠٢١ ٠/١٨١٧ β(جنسیت)١٣
٠/١٠٢٠ -١/٧٣ ٠/٠٢١٩٢ -٠/٠٣٨٠٢ β١۴(بودن (بومی
</٠٠٠١ -۶/٢۴ ٠/٠٣٨٠٩ -٠/٢٣٧۶ β١۵(سهمیه)
٠/٠٧۶۴ ١/٨٩ ٠/١۶۶٨ ٠/٣١۵٩ β٢٠
٠/٠٣٣١ -٢/٣٣ ٠/٩٠۶٠ -٢/١١٢٩ βارشد)٢١ کارشناسی (مقطع
٠/٩۴٠٠١ -٠/٨۶ ٠/۵٣١۶ -٠/۴۵٩۵ βدکتری)٢٢ (مقطع
٠/۴٨٠١ ٠/٧٢ ٠/١٢٨۴ ٠/٠٩٢٨۴ β(جنسیت)٢٣
٠/٠٣٣٠ ٢/٣٣ ٠/١١٩٧ ٠/٢٧٩۴ β٢۴(بودن (بومی
٠/٠٠٨٨ -٢/٩٨ ٠/١۵٧٣ -٠/۴۶٩٣ β٢۵(سهمیه)
٠/٠٠٢۴ -٣/۶٠ ٠/١٨۵۵ -٠/۶۶٧٣ γ١٠
</٠٠٠١ ١۵/٧٩ ٠/١٣۵٧ ٢/١۴٢۶ γارشد)١١ کارشناسی (مقطع
</٠٠٠١ ۵/١٩ ٠/٣۴۵٧ ١/٧٩۵٣ γدکتری)١٢ (مقطع
</٠٠٠١ -٧/۵٩ ٠/٠٩٨١٩ -٠/٧۴۵۴ γ(جنسیت)١٣
/٠٠٠۴ ۴/۴٨ ٠/١٠١٠ ٠/۴۵١٨ γ١۴(بودن (بومی
٠/١٣٠۴ ١/۵٩ ٠/١٨۴۵ ٠/٢٩۴٢ γ١۵(سهمیه)
٠/۴٠٨۴ ٠/٨۵ ٠/۴٢۶۶ ٠/٣۶٢١ γ٢٠
٠/۶١۶۵ -٠/۵١ ٣/٩٣۵۶ -٢/٠١٠٢ γارشد)٢١ کارشناسی (مقطع
٠/٣۴٣١ ٠/٩٨ ٠/۶۵٧۴ ٠/۶۴٢٣ γدکتری)٢٢ (مقطع
</٠٠٠١ -٧/۵ ٠/٠٩٨١٩ -٠/٧۴۵۴ γ(جنسیت)٢٣
٠/٠٠٣٩ ٣/٣٧ ٠/١٨٨٣ ٠/۶٣۵۴ γ٢۴(بودن (بومی
٠/۵۵۶٣ ٠/۶٠ ٠/۴٢۵۴ ٠/٢۵۵٧ γ٢۵(سهمیه)

- - - ٠/١٧٢٨ σ٢
١

- - - ٠/٠١٢١۶ σ٢
٢

٠/٠٠٢٠ ٣/۶٩ ١/٧۵٧ ۶/۴٧۵٧ λ

[7] K.K.W. Yau , A.H. Lee , Zero-Inflated Poisson Regression with Random Effects to
Evaluate an Occupational Injury Prevention Programme, Statistics in Medicine, 2001,
2907-2920.
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کرانگین رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش تحت بیزی رگرسیون تحلیل

شیخ مریم
خمینی امام بین�المللی دانشگاه

فلاح* افشین
خمینی امام بین�المللی دانشگاه

چکیده

آمده�اند، به�دست ساده تصادفی نمونه�گیری روش از مشاهدات که فرض این برپایه�ی سنتی به�صورت رگرسیونی تحلیل
قرار توجه مورد بیزی دیدگاه از رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش تحت رگرسیونی تحلیل مقاله این در می�پذیرد. صورت
قرار ارزیابی مورد شبیه�سازی مطاله یک قالب در پیشنهادی مدل است، شده پیشنهاد مدلی منظور این برای و گرفته

است. گرفته

بیز رتبه�دار، مجموعه نمونه�گیری رگرسیونی، تحلیل کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 62J05,94A20

مقدمه

خصوصیت مقدار از دقیقی اطلاع آنکه بدون و اندک هزینه�های صرف با می�توان را مطالعه تحت جامعه واحدهای اوقات گاهی
مورد خصوصیت با مرتبط متغیری مقادیر یا کارشناسان نظر از اغلب این�کار برای کرد. رتبه�بندی باشد، دست در بررسی مورد
و رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش شرایطی، چنین در می�شود. استفاده باشد، هزینه کم و آسان آن اندازه�گیری که بررسی
نمونه�گیری روش�های در می�کنند. ارائه مطالعه مورد جامعه پارامترهای براورد برای را کاراتری روش�های آن، تعمیم�های
است نمونه تعداد همان با ساده تصادفی نمونه�گیری از حاصل براوردگر با مقایسه در جامعه میانگین براوردگر رتبه�دار مجموعه
میانگین براورد در دقت افزایش برای [٢] و [١] توسط بار اولین رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش است. بیشتری کارایی دارای
است ممکن متغیر یک کامل رتبه�بندی چون شد. گرفته کار به ساده تصادفی نمونه�گیری روش برای رقیبی عنوان به و جامعه
کردند. ارائه ساده تصادفی و رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش�های نسبی دقت مقایسه برای تحلیلی روشی [٣] باشد، مشکل
حالتی چنین در نیست. پذیر امکان آن اندازه�گیری بدون بررسی مورد متغیر رتبه�بندی کاربردی مسائل از برخی در طرفی، از
می�توان صورت این در باشد، داشته وجود نظر مورد متغیر با زیاد همبستگی دارای و اندازه�گیری قابل کمکی متغیر یک اگر
رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش [۴] ایده، این پایه بر نمود. استفاده کمکی متغیر این از نمونه�ای واحدهای رتبه�بندی برای
بررسی مورد کرانگین رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش تحت بیزی رگرسیونی تحلیل مقاله، اين در کردند. معرفی را کرانگین
تحلیل سوم، بخش در است. شده داده شرح اختصار به رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش دوم بخش در است. گرفته قرار
شده پیشنهاد منظور این برای مدلی و گرفته قرار توجه مورد بیزی دیدگاه از رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش تحت رگرسیونی

است. گرفته قرار ارزیابی مورد شبیه�سازی مطالعه یک قالب در پیشنهادی مدل چهارم، بخش در است.

*سخنران
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مجموعه�رتبه�دار نمونه�گیری روش ١

داده توضیح اختصار به متحرک کرانگین رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش و رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش بخش این در
از دقیقی اطلاع آن�که بدون اندک هزینه�ای صرف با را جامعه واحدهای که دارد وجود امکان این مطالعات برخی در می�شود.
به می�تواند رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری استفاده شرایطی چنین در کرد. باشد،رتبه�بندی دسترس در مطالعه تحت خصیصه مقدار
زیر مراحل دارای حالت ساده�ترین در رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش شود. منجر جامعه پارامترهای براورد در دقت افزایش
به تصادفی طور به انتخابی واحد n٢ تخصیص (٢ مطالعه. مورد جامعه از نمونه�ای واحد n٢ تصادفی انتخاب (١ است:
تقريبی مقادير اساس بر مجموعه هر در صعودی ترتيب به آزمايشی واحدهای رتبه�بندی (٣ .n اندازه به یک هر مجموعه n
در رتبه كوچكترين دارای واحد انتخاب شامل كه تکرار، یک اساس بر رتبه�دار مجموعه نمونه انتخاب (۴ نظر. مورد متغير
بزرگترين دارای واحد انتخاب تا ترتيب همين به و مجموعه دومين در رتبه دومين دارای واحد انتخاب سپس مجموعه، اولين
تایی k = mn رتبه�دار مجموعه نمونه یک کنیم، تکرار مرتبه m را نمونه�گیری اگر حال می�باشد. مجموعه آخرين در رتبه
روش نوعی دلیل به�همین یابد، افزایش نیز رتبه�بندی خطای نمونه اندازه افزایش با است ممکن که آن�جا از می�شود. حاصل
به نمونه�گیری روش این شد. معرفی [۴] توسط متحرک کرانگین مجموعه�رتبه�دار نمونه�گیری به�نام رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری
نمونه واحدهای (٢ می�شود. انتخاب ١, ٢, ...,m حجم�های به نمونه m تصادف به (١ : است زیر به�صورت اختصار
می�شود. انتخاب مجموعه m این از رتبه بزرگترین دارای واحدهای (٣ می�شود. رتبه�بندی بصری به�صورت مجموعه هر در

می�شود. انتخاب کوچکترین�ها این�بار و کرده تکرار را قبل مراحل (۴

رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش�های تحت رگرسیونی تحلیل ٢

مقادیر یا وابسته متغیر مقادیر اساس بر می�توان را مشاهدات رتبه�دار، مجموعه نمونه�گیری روش تحت رگرسیون تحلیل در
به�صورت مدل اول روش در نمود. رتبه�بندی تبینی متغیرهای

Y(i) = β٠ + β١x[i] + ϵ(i), i = ١, ٢, ..., n (١)

با متناظر تبینی متغیر x[i] و نمونه iامین از عنصر کوچکترین �iامین در پاسخ متغیر دهنده�ی نشان Y(i) آن در که می�شود، نوشته
تبیینی متغیر واقعی رتبه�ی نشان�دهنده�ی [i]اندیس و شده داده اختصاص رتبه�ی دهنده�ی نشان (i)اندیس می�دهد. نشان را آن
است. ساده تصادفی نمونه�گیری تحت رگرسیونی تحلیل به مربوط فرضیات شبیه این�جا در اولیه فرضیات می�باشد. نمونه در

β̂١ =

∑n
i=١(Y(i) − Y )(x[i] − x)

Sxx
و β̂٠ = Y − β̂١xبه�صورت مدل پارامترهای دوم توان�های کمترین براوردگرهای

به�صورت رگرسیونی مدل اساس این بر می�پذیرد. صورت مستقل متغیر اساس بر رتبه�بندی دوم روش در می�شوند. محاسبه
Y[i] = β٠ + β١x(i) + ϵ[i], i = ١, ٢, ..., n (٢)

می�توان می�شوند. براورد β̂١ =

∑n
i=١(Y[i] − Y )(x(i) − x)

Sxx
و β̂٠ = Y − β̂١x شکل به پارامترها آن در که است،

رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش تحت رگرسیون تحلیل در هستند. نااریب روش دو هر در ضرایب براوردگرهای که داد نشان
Yk:K = β٠ + β١xk + ϵk:k و Y١:K = β٠ + β١xk + ϵ١:k به�صورت رگرسیونی مدل متحرک، کرانگین

.[۵] ϵk:k = max(ϵ١١, ..., ϵ٢k) و ϵ١:k = min(ϵ١١, ..., ϵ١m) آن در که است،
به�صورت می�توان را فوق مدل

Y ∗
k = β٠ + β١xk + ϵ∗k, k = ١, ٢, ...,m, (٣)
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توان�های کمترین روش از مدل پارامترهای هستند، ثابت غیر واریانس و صفر میانگین دارای خطاها چون کرد. بازنویسی
می�شوند: براورد زیر به�صورت وزنی دوم

β̂١w =

∑m
k=١wkxkY

∗
k −

(
∑m

k=١wkxk)((
∑m

k=١wkY
∗
k )∑m

k=١wk∑m
k=١wkx

٢
k −

(
∑m

k=١wkxk)
٢∑m

k=٢wk

β̂٠w =

∑m
k=١wkY

∗
k − β̂١w

∑m
k=١wkxk∑m

k=١wk
,

رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش تحت بیزی رگرسيون تحلیل ٣

مناسب پیشین توزیع�های آن�ها برای و تلقی تصادفی متغیرهایی مدل پارامترهای که است آن رگرسيون مدل بیزی تحلیل لازمه
چند نرمال پیشین توزیع�های به�ترتیب واریانس، پارامتر و رگرسیونی ضرایب بردار برای مقاله، این در شود. گرفته نظر در

به�صورت وارون گامای و متغیره

βββ|σ٢ ∼ Np(βββ٠ , σ
٢IIIp), βββ٠ ∈ RP , σ٢ ∈ R

١/σ٢ ∼ Gamma(a٠ , b٠), a٠ , b٠ ∈ R

به�صورت پسین توزیع اساس، این بر هستند. پیشین توزیع پارامترهای ابر b٠ و a٠ ، βββ٠ آن�ها در که شده�است، گرفته نظر در

π(βββ, σ٢|DDD) ∝ f(yyy|xxx,βββ)π(βββ|σ٢)π(σ٢)

= f(yyy|xxx,βββ)× Φp(βββ;µµµ, σ
٢III)× dIG(σ٢; a٠ , b٠)

وارون گامای و متغیره چند نرمال توزیع�های چگالی توابع dIGamma(σ٢; a٠ , b٠) ,Φp(βββ;µµµو σ
٢III) آن در که نوشت،

کرانگین رتبه�دار مجموعه و رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری روش تحت رگرسیون مدل با متناظر درستنمایی تابع می�دهند. نشان را
به�شکل به�ترتیب متحرک

f(yyyij |xxxijβββ, σ٢) =
n∏

i=١

m∏
j=١

n!
(
Φ(yij ;xxxijβββ, σ

٢)
)i−١ (١− Φ(yij ;xxxijβββ, σ

٢)
)n−i

(i− ١)!(n− i)!
ϕ(yij ;xxxijβββ, σ

٢)

f(yyyk|xxxkβββ, σ٢) =

m∏
k=١

k[Φ(yk:k;xxxkβββ, σ
٢)]k−١ × ϕ(yk:k;xxxkβββ, σ

٢)

× k[١− Φ(y١:k;xxxkβββ, σ
٢)]k−١ × ϕ(y١:k;xxxkβββ, σ

٢),

به�صورت به�ترتیب بحث مورد مدل�های با متناظر پسین�های توزیع�های بنابراین، است.

π(βββ, σ٢|DDD) =
n∏

i=١

m∏
j=١

n!
(
Φ(yij ;xxxijβββ, σ

٢)
)i−١ (١− Φ(yij ;xxxijβββ, σ

٢)
)n−i

(i− ١)!(n− i)!
ϕ(yij ;xxxijβββ, σ

٢)

× Φp(βββ;µµµ, σ
٢III)× dIG(σ٢; a٠ , b٠)

π(βββ, σ٢|DDD) ∝
m∏
k=١

k[Φ(yk:k|xxxkβββ, σ٢)]k−١ × ϕ(yk:k|xxxkβββ, σ٢)
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نمونه�گیری رو�ش�هاي از حاصل رگرسیوني ضرايب براوردگرهای (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه مقادیر :١ جدول
. و٢٠ ١٠،۵ نمونه�هاي اندازه به�ازاي متحرک کرانگین رتبه�دا مجموعه و رتبه�دار مجموعه

نمونه�گیری روش
متحرک کرانگین رتبه�دار مجموعه رتبه�دار مجموعه رگرسیونی ضرایب نمونه اندازه

٠/٠٣٩٩۵ ٠/١٣۴۶ β٠
٠/٠۴۴١ ٠/١۶٣۵ β١ ۵
٠/٠۴٢٨ ٠/٣٧٩٠ β٢
٠/٠٣٩٩٧ ٠/۴۶٢٢ β٠
٠/٠۴٣٩ ١/٢٩٩۵ β١ ١٠
٠/٠۴٢۶ ٠/٧٨۶۵ β٢
٠/١۶٧۶ ٠/١۵٩۶ β٠
٠/١۴٩۶ ٠/٣۵٣١ β١ ٢٠
٠/١٢۵۶ ٠/٣۵٣٢ β٢

× k[١− Φ(y١:k|xxxkβββ, σ٢)]k−١ × ϕ(y١:k|xxxkβββ, σ٢)

× Φp(βββ;µµµ, σ
٢III)× dIG(σ٢; a٠ , b٠),

کارلویی مونت الگوریتم�های از رو، این از هستند. شده شناخته و بسته فرم فاقد پسین توزیع�های که می�شود است.ملاحظه
می�شود. استفاده پارامترها درباره پسینی استنباط�های و پسین توزیع از نمونه�گیری برای مارکفی زنجیر

شبيه�سازی مطالعه ۴

مي�گيرد. قرار مقايسه مورد مختلف نمونه�های اندازه به�ازای شبیه�سازی مطالعه يك اساس بر پیشنهادی بیزی مدل بخش اين در
نمونه�گیری ساده، تصادفی نمونه�گیری روش سه پایه بر پاسخ متغیر مقادیر شده�اند. تولید نرمال توزیع از تبینی متغیرهای مقادير
RMSEبراوردگرهای خطای دوم توان میانگین ریشه مقادیر شده�اند. سازی شبیه کرانگین رتبه�دار مجموعه و رتبه�دار مجموعه

است. شده ارائه زیر جدول در و محاسبه متفاوت نمونه�ای اندازه�های به�ازای مدل دو از حاصل
با مقایسه در متحرک کرانگین رتبه�دار مجموعه نمونه�گیری تحت رگرسیونی براوردگرهای می�شود، ملاحظه که همان�طور

دارند. بیشتری کارایی نمونه اندازه مقادیر تمام ازای به رتبه�دار، مجموعه نمونه�گیری تحت متناظر نتایج
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آن های ویژگی و منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع

* محمودی عیسی
یزد دانشگاه

ابوالحسینی سمیه
یزد دانشگاه

چکیده

از جدید توزیع می گردد. معرفی منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع عنوان تحت توزیع ها از جدیدی خانواده مقاله این در
لیندلی-سری توزیع های کلاس از خاصی حالت توزیع این می آید. به دست منفی دوجمله ای توزیع و لیندلی توزیع ترکیب
انعطاف از لیندلی توزیع به نسبت وجود این با می باشد؛ لیندلی توزیع از تعمیمی حقیقت در کلاس این که ست، توانی
چگالی تابع ازجمله جدید توزیع ویژگی های از برخی مختصر صورت به مقاله این در است. برخوردار بیشتری پذیری

می شود. محاسبه و گشتاورها بقا تابع شکست، نرخ تابع احتمال،

لیندلی. توزیع منفی، دوجمله ای توزیع شکست، نرخ تابع بقا، تابع کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

دارای و {١, ٢, · · · } تکیه گاه با گسسته تصادفی متغیر یک مؤلفه ها) (تعداد N داریم، مؤلفه N با سیستم یک کنید فرض
فرم به احتمال جرم تابع با منفی جمله ای دو توزیع

P (N = n) =

(
n− ١
k − ١

)
(١ − θ)kθn−k, n = ١, ٢, · · · , k ≥ ١, ٠ < θ < ١, n ≥ k

برخوردار لیندلی توزیع از است، (Xi) پیوسته  تصادفی متغیر یک که (i = ١, ٢, · · · , N) مؤلفه iامین عمر طول است.
است، Y = min

١≤i≤N
Xi برابر سیستم این عمر طول باشند، گرفته قرار سری به طور سیستم یک در مؤلفه ها چنانچه است.

توابع که است ذکر به لازم می کند. معرفی را منفی لیندلی-دوجمله ای عنوان تحت توزیع ها از خانواده یک Y تصادفی متغیر
فرم به لیندلی توزیع چگالی و توزیع

F (x; γ) = ١ − (١ +
γx

γ + ١
)e−γx, x > ٠,

f(x; γ) =
γ٢

γ + ١
(١ + x)e−γx, x > ٠, γ > ٠,

باشند. می
زمینه های از گسترده ای طیف در که است آماری کارهای از مهم جنبه ی یک عمر، طول داده های تحلیل و تجزیه و مدل سازی
طول داده های برای مدل سازی منظور به فراوانی توزیع های گذشته سال های در می گیرند. قرار استفاده مورد تکنولوژیکی و علمی

*سخنران
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لیندلی-هندسی، یافته-سری توانی، تعمیم نمایی ترکیبی، عمر طول توزیع های جمله از شده اند، معرفی تابع دو ترکیب از عمر
نرخ و شده-سری توانی نمایی وایبول شده-لگاریتمی، نمایی وایبول شده-هندسی، نمایی وایبول شده-پواسون، نمایی وایبول
سپهدار و محمودی ،(٢٠١٢) محمودی و ذاکرزاده ،(٢٠١٢ ) جعفری و محمودی توسط ترتیب به توانی نمایی-سری شکست
جعفری و محمودی و (٢٠١۴) شیران و محمودی ،(٢٠١۴) سپهدار و محمودی ،(٢٠١٣) شیران و محمودی ،(٢٠١٣ )

است. گرفته قرار تحلیل و تجزیه مورد و شده معرفی (٢٠١۵)
مالی، داده های و بیمه میکروبیولوژی، زیستی، مطالعات آماری، علوم عمومی، بهداشت در توزیع این توجه قابل کاربرد
در کنیم. بیان را توزیع این خصوصیات از برخی داریم قصد مقاله این در است. صنعتی اطمینان قابلیت و شناسی جمعیت

شده است. ارائه منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع شکست نرخ و بقا توزیع، چگالی، توابع ٢ بخش
است. شده داده اختصاص توزیع این گشتاورهای به ٣ بخش

منفی لیندلی-دوجمله ای احتمال چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع ٢

می شود: محاسبه زیر صورت به منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع احتمال چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع

F (y; θ, γ, k) = ١ −

[
(١ − θ)(١ + γy

γ+١)e
( − γy))

(١ − θ(١ + γy
γ+١)e

−γy)

]k

, (١)

f(y; θ, γ, k) = k
γ٢

γ + ١
e−γy (١ + y)(١ − θ)

(١ − θ(١ + γy
γ+١)e

−γy)٢

[
(١ − θ)(١ + γy

γ+١)e
−γy

(١ − θ(١ + γy
γ+١)e

−γy)

]k−١

, (٢)

تابع هم چنان (٢) معادله ی است θ ≤ ٠ که زمانی حتی باشید داشته توجه است. k ∈ N و ٠ < θ < ١, γ > ٠ آن در که
از: عبارتند ترتیب به منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع شکست نرخ و بقا توابع می ماند. باقی چگالی

S(y; θ, γ) =

[
(١ − θ)(١ + γy

γ+١)e
( − γy))

(١ − θ(١ + γy
γ+١)e

−γy)

]k

, (٣)

h(y; θ, γ) = k
γ٢

γ + ١
(١ + y)

(١ + γy
γ+١)(١ − θ(١ + γy

γ+١)e
−γy)

. (۴)

پارامترهای مختلف مقادیر ازای به شکست نرخ و چگالی توزیع، توابع نمودارهای نشان دهنده ی ترتیب به ،١ شکل ادامه در
تابع است؛ واضح کاملا پارامترها مختلف مقادیر ازای به شکست نرخ و چگالی تابع رفتار شکل به توجه با است. توزیع
است. مدی تک و صعودی حالات دارای شکست نرخ تابع همچنین و می باشد نزولی و مدی تک حالات دارای مربوطه چگالی

داریم: منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع برای (٢) معادله ی از استفاده با .٢ . ١ گزاره

می توان را توزیع این بنابراین می شود تبدیل لیندلی-هندسی توزیع به منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع آنگاه ،k = ١ اگر .١
دانست. لیندلی-هندسی توزیع از تعمیمی

می آید. دست به لیندلی توزیع آنگاه ،θ → ٠ و k = ١ اگر .٢
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k و γ ،θ مختلف مقادیر برای منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع شکست نرخ و چگالی توزیع، توابع نمودار :١ شکل

منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع گشتاورهای ٣

از: عبارتند ترتیب به توزیع این برای صفر حول rام گشتاور و گشتاور مولد تابع

MY (t)=
∑∞

n=١
∑n−١

i=٠
(
N−١
n−١

)(
n−١
i

)
(١ − θ)kθn−k γn−i+١

(γ+١)n−in
[

Γ(n−i)
(nγ−t)n−i +

Γ(n−i+١)
(nγ−t)n−i+١

]
, (۵)

و
(۶)

E[Y r] =

∞∑
n=١

n−١∑
i=٠

(
N − ١
n− ١

)(
n− ١
i

)
(١−θ)kθn−k γi+٢

(γ + ١)i+١n

[
Γ(r + i+ ٢)
(nγ)r+i+٢ +

Γ(r + i+ ١)
(nγ)r+i+١

]
.

می شود: حاصل زیر صورت به منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع ریاضی امید ،(۶) معادله ی از استفاده با

E[Y ] =

∞∑
n=١

n−١∑
i=٠

(
N − ١
n− ١

)(
n− ١
i

)
(١ − θ)kθn−k γi+٢

(γ + ١)i+١n

[
Γ(i+ ٣)
(nγ)i+٣ +

Γ(i+ ٢)
(nγ)i+٢

]
.

یک فاقد منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع واریانس و ریاضی امید که جهت آن از گرفت نتیجه می توان فوق عبارات به توجه با
علی می شود داده نشان ١ جدول در اما نیستند، دستیابی قابل توزیع این برای واریانس و ریاضی امید مقادیر است، بسته فرم
واریانس، ریاضی، امید ،k و θ ،γ مختلف مقادیر ازای به عددی روش های از استفاده با می توان سری ها، بودن نامتناهی رغم

نمود. محاسبه توزیع این برای را کشیدگی و چولگی
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پارامتر مختلف مقادیر برای منفی لیندلی-دوجمله ای توزیع کشیدگی و چولگی واریانس، ریاضی، امید مقادیر :١ جدول

k (γ, θ) ریاضی امید واریانس چولگی کشیدگی
١ (٠/٨-،٠/١) ٢٣/۶٩٢١ ٢٣٧/۵٧۶٢ ١/٠٣٣٢ ۴/٢٧٨۵

(٠/۴،٠/١) ١۵/۴٧۴٨ ١۵٩/١۶٣١ ١/۶۴٠۶ ۶/۶٩۶٩
(٠/٨،٠/١) ٩/٣٩٨٩ ٩١/٧٣١٧ ٢/۴۵٧۴ ١١/٨۵٣٣
(٠/٨-،٠/٨) ٢/۴٩٩٢ ٣/۵١٩٣ ١/٢۴٩۴ ۵/٢٧١٢
(٠/۴،٠/٨) ١/۵٢٨۶ ٢/٢٣٢٧ ١/٩٢۶٠ ٨/۴٠٩٣
(٠/٨،٠/٨) ٠/٨۴٨٣ ١/١٩٩۵ ٢/٩٢۶٧ ١۵/٧۴۴۵
(٠/٨-،٢) ١/٩٣۶۴ ٢/١٩٨٢ ١/٢٨٠٣ ۵/٣٧۶٧
(٠/۴،٢) ١/١٧۴٢ ١/٣٨٠٣ ١/٩٧۵۵ ٨/۶٧٩٩
(٠/٨،٢) ٠/۶۴۵١ ٠/٧٣٢٨ ٣/٠١٠۶ ١۶/۴۵٩٩
(٠/٨-،٣) ٠/٨٧٠٩ ٠/۴٩۶٨ ١/٣٩١٠ ۵/٨٠٣٣
(٠/۴،٣) ٠/۵١۶٢ ٠/٣٠٢٠ ٢/١۴١٨ ٩/۶٨٨٨
(٠/٨،٣) ٠/٢٧۶٨ ٠/١۵۵٠ ٣/٢٧٧٣ ١٨/٩۶٨۴

٣ (٠/٨-،٠/١) ١١/٨٧٠۶ ۵٨/۴۵۶۵ ٠/٩۴١۶ ۴/٠٣٩۶
(٠/۴،٠/١) ۶/۵٩٧١ ٢۴/٢٠٩۶ ١/۴٣٩۵ ۶/٢۴٠٧
(٠/٨،٠/١) ٣/۴٠۵٣ ٨/١٧٩٠ ١/٩۴١٩ ٩/٨۴١٨
(٠/٨-،٠/٨) ١/٠٩٢٣ ٠/٧٣٧٨ ١/١٨۵٠ ۴/۶٧٩٩
(٠/۴،٠/٨) ٠/۵٢٣٧ ٠/٢۵٨٧ ١/٩٣٢٣ ٨/۶٣١٨
(٠/٨،٠/٨) ٠/٢٢٠٧ ٠/٠۶۶۴ ٢/٩۵۵٨ ١٨/٢٠١٨
(٠/٨-،١) ٠/٨٢٩٩ ٠/۴۴۶٢ ١/٢٣۴٣ ۴/٨۴٩٨
(٠/۴،١) ٠/٣٩١٣ ٠/١۵٢٠ ٢/٠١٧١ ٩/١۶٧٢
(٠/٨،١) ٠/١۶٢١ ٠/٠٣٧۶ ٣/١٠٣٩ ١٩/٨٨١٩
(٠/٨-،٢) ٠/٣۵٣٨ ٠/٠٩٠٨ ١/٣٨٠٢ ۵/۴٢٩١
(٠/۴،٢) ٠/١۶٠۶ ٠/٠٢٨٧ ٢/٢۴٧٣ ١٠/٨٢۵٢
(٠/٨،٢) ٠/٠۶۴٢ ٠/٠٠۶۵ ٣/۴٧۶۵ ٢۴/٧۵٨٠
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محدود هندسی کلمات در ماکزیما مجانبی رفتار
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زنجان دانشگاه

جوانیان مهری
زنجان دانشگاه

چکیده

Wn = ω١ω٢ · · ·ωn هندسی کلمه باشد. هندسی مستقل تصادفی متغیرهای از ای ,ω١دنباله ω٢, . . . فرضکنید
ایم داده نشان مقاله این در گیریم. می نظر در را d ≥ ١ و ω٠ := ٠ ،ωk ≤ d+max{ω٠ · · ·ωk−١} ویژگی با
در و هستند متناوب توابعی ،d = ١ و n → ∞ هرگاه ،Wn در ماکزیما دادهای رخ تعداد گشتاورهای ،L(d)

n که
است. نرمال L(d)

n حدی توزیع ،d ≥ ٢ اگر که حالی در ندارد؛ ثابتی حدی توزیع L(d)
n نتیجه

ها مانده حساب ملین، تبدیل حدی، توزیع نمودن، پواسونی محدود، هندسی کلمات کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 05A18, 05A16,05A15

مقدمه ١

این در است. q := ١ − p موفقیت احتمال با هندسی مستقل تصادفی متغیرهای از ای دنباله ω١, ω٢, . . . کنید فرض
ویژگی دارای ،Wn حروف ωiها، آن در که گویند محدود حرفی n هندسی کلمه یک را Wn = ω١ω٢ . . . ωn صورت

هستند. d ≥ ١ و ω٠ := ٠ ،ωk ≤ d+max{ω٠ · · ·ωk−١}
به بالعکس. و است عضوی n مجموعه یک از افرازی متناظر محدود حرفی n هندسی کلمه هر ،d = ١ ازای به
و است، شده تشکیل مجموعه ٣ از که باشد {١, ٢, . . . , ٧} مجموعه افراز {{۵, ۶}, {١, ٣, ۴}, {٢, ٧}} اگر مثال طور
حسب بر راست به چپ از افراز های مجموعه کردن مرتب با سپس باشد، مجموعه آن نماینده مجموعه هر عضو کوچکترین

داریم مجموعه، هر نماینده
{{١, ٣, ۴︸ ︷︷ ︸

#١

}, { ٢, ٧︸︷︷︸
#٢

}, { ۵, ۶︸︷︷︸
#٣

}}.

افراز با متناظر کلمه (ωi = است i شامل که ای مجموعه (نماینده W٧ = ω١ω٢ . . . ω٧ = ١٢١١٣٣٢ صورت این در
.W٧ کلمه در بالا) رکوردهای (تعداد ماکزیما مقدار با است برابر مذکور افراز های مجموعه تعداد است. مذکور

از کاملی لیست که است شده محدود هندسی کلمات نه و هندسی کلمات در ماکزیما تعداد با رابطه در زیادی تحقیقات
بررسی به مقاله این در است. نیامده دست به ماکزیما تعداد حدی توزیع ای مقاله هیچ در ولی است. شده ذکر [٢] در آنها
nحرفی هندسی کلمه یک در ماکزیما تعداد مقاله این در پردازیم. می محدود هندسی کلمات در ماکزیما تعداد حدی توزیع

اند: رسیده اثبات به ٢ بخش در که است زیر صورت به مقاله اصلی نتیجه دو دهیم. می نمایش L(d)
n با را محدود

*سخنران
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داریم ،m ≥ ١ ازای به .١.١ قضیه

E
(
L(١)
n − log١/q n

)m
∼ Φ(١)

m

(
log١/q n

)

صورت به متناوب تابعی Φ(١)
m (z) آن در که

Φm(z) =
dm

dtm
(١− pet)Ω(et)

qΩ(١)
.

∑
k Γ(− log١/q p− t/L+ χk)e

−٢kπiz∑
k Γ(− log١/q p+ χk)e−٢kπiz

∣∣∣∣
t=٠

کند. نمی میل ثابت توزیعی به توزیع، در L(١)
n − log١/q n بنابراین است.

داریم d ≥ ٢ ازای به .٢.١ قضیه

L
(d)
n + logn١/q /(ρP

′(ρ))√
log١/q n

−→ N(٠, σ٢
d),

و است P (z) := ١− p
∑d

l=١ q
l−١zl ای چندجمله یکتای و مثبت حقیقی ریشه ρ آن در که

σ٢
d :=

١
ρP ′(ρ)

+
P ′′(ρ)

ρP ′(ρ)٣
+

١
ρ٢P ′(ρ)٢

.

d حسب بر حدی توزیع تغییر ٢

صورت این در باشد. داشته ماکزیما k دقیقا حرفی، n محدود هندسی کلمه یک که است پیشامد این احتمال pn,k کنید فرض
بنابراین باشد. محدود هندسی کلمه حرفی، n هندسی کلمه یک که است پیشامد این احتمال با برابر pn =

∑
k≥٠ pn,k

صورت به pn,k حسب بر بازگشتی رابطه به کل احتمال قانون اساس بر استدلالی .P (L
(d)
n = k) =

pn,k
pn

داریم

pn+١,k = p
n∑

j=٠

(
n

j

)
pn−jqjpj,k−١ (n ≥ ٠, k ≥ ١) (١)

.k ≥ ١ ازای به ،p٠,k = ٠ و n ≥ ١ ازای به ،pn,٠ = ١ ،p٠,٠ = ١ اولیه شرایط با
بر کردن شرطی و φ(n, t) :=

∑
k≥٠ pn,ke

kt در n جای z،به پارامتر با پواسن تصادفی متغیر ،N دادن قرار با
نماییم: می گذاری نام زیر صورت به که ، نمودن پواسونی را φ(n, t) ،N روی

L̃(z, t) := e−z
∑
n≥٠

∑
k≥٠

pn,ke
kt z

n

n!
.

بازگشتی معادله در L̃(z, t) ،(١) طبق

L̃(z, t) +
∂

∂z
L̃(z, t) = petL̃(qz, t) (٢)
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داریم فوق معادله طرفین از ملین تبدیل گرفتن با حال نماید. می صدق

M[L̃(z, t);ω]− (ω − ١)M[L̃(z, t);ω − ١] = (١− Pt(q
ω))M[L̃(z, t);ω]

صورت به بالا معادله جواب ،L̃(٠, t) = ١ شرط و ، [١] در ،٣ قضیه طبق .Pt(z) := ١−pet
∑d

l≥١ q
l−١zl آن در که

M[L̃(z, t);ω] = Γ(ω)
Pt(١)Ωt(١)

Pt(q−ω)Ωt(q−ω)

. Ωt(s) :=
∏

l≥١ Pt(q
ls) و است گاما تابع Γ(ω) درآن که آید می دست به

بنابراین است. ρt مانند یکتایی مثبت حقیقی ریشه دارای Pt(z) ،t هر ازای به ،[٣] در ١ لم طبق طرفی از

ها مانده حساب طبق است. (χk =
٢kπi
log ١/q

) ω = log١/q ρt + χk ساده های قطب دارای M[L̃(z, t);ω]

داریم

Res

(
M[L̃(z, t);ω];ω = log١/q ρt + χk

)
=

Pt(١)Ωt(١)
log(١/q)ρtP ′(ρt)Ω(ρt)

Γ(log١/q ρt + χk).

داریم ،z → ∞ هرگاه کوشی، مانده قضیه از استفاده با حال

L̃(z, t) ∼ − Pt(١)Ωt(١)
log(١/q)ρtP ′(ρt)Ω(ρt)

z− log١/q ρt
∑
k

Γ(log١/q ρt + χk)z
−χk .

آید. می بدست زیر لم ،[۵] در قبول قابل −JS تعریف طبق

اگر ناچیز). مثبت ثابت یک ε ) |t| ≤ ε ،t هر ازای به z حسب بر تام توابع g̃(z, t) و f̃(z, t) کنید فرض .١.٢ لم

f̃(z, t) +
∂

∂z
f̃(z, t) = petf̃(qz, t) + g̃(z, t)

باشد. قبول JS−قابل ،f̃(z, t) اگر تنها و اگر است قبول JS−قابل ،g̃(z, t) ،|t| ≤ ε که t هر ازای به

شود. می کامل قضیه اثبات جزئی تغییرات با فقط و ،[۴] در ٢.۴ فرعی قضیه روش همان به اثبات.

است). قبول JS−قابل که g̃(z, t) = ٠ حالت، این در (زیرا است قبول JS−قابل L̃(z, t) ،(٢) و ١.٢ لم طبق
گویند)، آوری در پواسونی از عمل این (به [۴] در ٢.٢ فرعی قضیه اساس بر نتیجه ∑در

k≥٠

pn,ke
kt ∼ − Pt(١)Ωt(١)

log(١/q)ρtP ′(ρt)Ω(ρt)
n− log١/q ρt

∑
k

Γ(log١/q ρt + χk)n
−χk .

آید. می دست به زیر نتیجه بنابراین و E(eL
(d)
n t) =

∑
k≥٠ pn,ke

kt

pn
∼ L̃(z, t)

pn
همچنین

داریم ،|t| ≤ ε که t هر ازای به .٢.٢ گزاره

E
(
eL

(d)
n t

)
∼ Pt(١)Ωt(١)ρP ′(ρ)Ω٠(ρ)

qdΩ(١)٠ρtP ′(ρt)Ω(ρt)
n− log١/q(ρt/ρ)

∑
k Γ(log١/q ρt + χk)n

−χk∑
k Γ(log١/q ρ+ χk)n−χk
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گرفت. نتیجه را ٢.١ و ١.١ قضیه دو توان می ٢.٢ گزاره از استفاده با حال

و ρt = ρ = p داریم ، d = ١ هرگاه (١.١ قضیه به مربوط (اثبات اثبات.

E
(
e(L

(١)
n −log١/q n)t

)
∼ (١− pet)Q(pet)

qQ(p)
·
∑

k Γ(− log١/q p− t/ log ١/q + χk)n
−χk∑

k Γ(− log١/q p+ χk)n−χk

آید. می دست به ١.١ قضیه ،t = ٠ دادن قرار و t به نسبت گیری مشتق بار m با آن از که

زیر صورت به ،t = ٠ حول ρt لورن مک بسط ،d ≥ ٢ ازای به همچنین (٢.١ قضیه به مربوط (اثبات اثبات.

ρt = ρ+
t

P ′(ρ)
−

( ١
P ′(ρ)

+
P ′′(ρ)

P ′(ρ)٣

) t٢
٢
+O(t٣).

،t → ٠ هرگاه و است

− log١/q(ρt/ρ) =
µdt

log ١/q
+

σ٢
dt

٢

٢ log ١/q
+O(t٣),

داریم ثابت، u ازای به ،t = u/
√

log١/q n دادن قرار با حال .µd := −١/(ρP ′(ρ)) آن در که

E
(
exp

(
L(d)
n u/

√
log١/q n

))
∼ exp

(
µdu

√
log١/q n+

σ٢
dt

٢

٢

)
.

و است σ٢
d واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع گشتاور مولد تابع eσ٢

dt
٢/٢ چون نتیجه در

E
(
exp

((
L(d)
n − µd log١/q n

)
u/

√
log١/q n

))
∼ eσ

٢
dt

٢/٢,

شود. می کامل نیز ٢.١ قضیه اثبات
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قدرمطلق کمترین روش با متغیر انتخاب و استوار (پارامتری) رگرسیون
بیمه داده�های برای لاسو تاوان با موزون انحرافات

میناب* شریفی شهره
یاسوج دانشگاه

چکیده

مواردی در روش این می�باشد. معمولی دوم توان�های کمترین روش مرسوم�ترین خطی، رگرسیونی مدل�های برآزش در
باشد. داشته بهمراه کننده�ای گمراه نتایج است ممکن مستقل متغیر�های تعداد بودن زیاد و نافذ داده�های وجود جمله از
وجود به که می�دهیم ارائه پارامتر�ها برآورد برای استوار روشی انحرافات مطلق قدر کمترین اساس بر ابتدا مقاله این در
از مجموعه�ای انتخاب هدف باشد زیاد مستقل متغیر�های تعداد حالیکه در ندارند. زیادی حساسیت نافذ داده�های
است. معروف ” متغیر ”انتخاب به اصطلاحا که دارند وابسته متغیر با داری معنا همبستگی که است مستقل متغیر�های
سری یک روش�ها این از استفاده با آخر در می�دهیم. ارائه متغیر انتخاب برای استوار رگرسیونی روش دو مقاله ادامه در

می�کنیم. تحلیل را واقعی داده

انحرافات قدرمطلق کمترین استواری، فروریزش، نقطه لاسو، تاوان انحرافات، قدرمطلق کمترین کلیدی: واژه�های
لاسو تاوان با موزون

Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

دارد: وجود آمار در رگرسیون اصلی بخش دو متغیرهاست. بین ارتباط مدل�سازی و بررسی برای آماری روشی رگرسیون تحلیل
صحیح مدل تشخیص و پارامترها برآورد می�شود مطرح آماری استنباط بحث در که مسائلی از یکی ناپارامتری. و پارامتری
رگرسیون مانند می�شوند استفاده گسترده بطور که رگرسیونی روش�هاي برخی است. پارامتری آمار حالت در متغیر انتخاب با
درست فرض�ها این اگر اما هستند، مطلوبی خواص داراي باشند داشته درستی فرض�هاي پیش اگر دوم، توان�هاي کمترین

بدهند. کننده�اي گمراه نتایج می�توانند نباشند
دارد. آماری تحلیل�های در وسیعی کاربرد که می�شود محسوب آماری مدل�سازی در موضوعات مهم�ترین از یکی متغیر، انتخاب
کمترین روش که است آشکار کاملا اما می�شود. انجام خطی رگرسیون مدل از استفاده با متغیر انتخاب روش�های از بسیای
در که است شده ارائه مشکل این حل برای روش�هایی می�کند. عمل ناتوان مدل پیش�بینی و تفسیر در اغلب دوم توان�های
را ٣ لاسو تاوانیده رگرسیون ٢ تیبشیرانی ١٩٩۶ سال در است. برخوردار خاصی اهمیت از ١ تاوانیده رگرسیون مدل آنها بین

می�باشد. متغیر انتخاب عبارتی به یا و پارامترها از بعضی کردن صفر لاسو ویژگی�های از یکی کرد. معرفی
نقاط بر علاوه می�شود. داده�ها از شده برازش خط انحراف باعث که است داده�ها مجموعه در دورافتاده نقاط حضور بعلاوه

*سخنران

١Penalized Regression
٢Tibshirani
٣LASSO
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در نرمال توزیع به نسبت بیشتري احتمال از یعنی دارند نرمال توزیع به نسبت پهن�تري دم�هاي خطاها توزیع گاهی دورافتاده
بگیرند. نظر در نرمال حالت به نسبت را بزرگتري خطاهاي پهنی دم توزیع�هاي چنین است ممکن که هستند برخوردار دم�ها

است. ۴ استوار رگرسیون مشکلات، این درمان براي روش یک
جداگانه بطور y xو محورهای در دورافتاده نقاط حضور در پارامترها برآورد برای OLS روش از استفاده زیر شکل�های در
کمترین روش اگر که می�رود کار به مشاهداتی اثر کاهش برای استوار رگرسیون می�شود. مشاهده رگرسیونی برخط آنها اثر و

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

−2 −1 0 1 2 3 4 5

−
2

−
1

0
1

2
3

x−axis

y−
ax

is

OLS method

● ●

OLS method

نقطه حضور در داده�ها به رگرسیونی برازشخط (ب)
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نقطه حضور در داده�ها به رگرسیونی خط برازش (آ)
دورافتاده

پرت داده�های حضور در داده�ها به رگرسیونی خط برازش :١ شکل

نقاط به نسبت نبودن حساس بر علاوه استوار رگرسیون یک داشت. خواهد بالایی تاثیرگذاری شود گرفته بکار دوم توان�های
دوم توان�های کمترین برآورد روش به نسبت درصد ٩۵ تا ٩٠ کارایی هستند نرمال توزیع دارای مشاهدات که وقتی دورافتاده
بزرگی باقیمانده�های که مشاهداتی کلی طور به و می�دهند اختصاص نابرابر وزن مشاهدات به استوار روش�های داشت. خواهد

می�شوند. وزن�تر کم روش این بوسیله�ی می�کنند، تولید
خطی رگرسیون مدل اگر

yi = β٠ + xT
i β + ϵi, i = ١, ٢, · · · , n

همچنین و پاسخ، بردار yi ∈ R و متغیرها بعدي p بردار xi = (xi١, · · · , xip)T آنگاه باشیم داشته را
می�باشد. ϵ = (ϵ١, · · · , ϵn)′ ∼ N(٠, σ٢In) بصورت تصادفی خطاي و هستند ضرایب بردار β = (β١, · · · , βp)T

پارامترهاي آن در که می�باشد M رگرسیون روش از خاص حالت یک (LAD) ۵ انحرافات قدرمطلق کمترین رگرسیون
عبارت باید برآوردها یافتن براي که معنی این به می�شود. برآورد خطاها قدرمطلق مجموع کردن مینیمم طریق از رگرسیونی

شود: مینیمم ∑زیر
i

| yi − (a− bxi) | (١)

خط برازش و است مقاوم پاسخ متغیر در دورافتاده نقاط برابر در LAD رگرسیونی روش ،OLS رگرسیونی روش برخلاف
دو هر در است. ۶ فروریزش نقطه از استفاده برآوردگرها استواری تشخیص برای معیار یک می�باشد. مناسب روش این با
خواهد منفی اثر آنها بر دورافتاده نقطه یک حتی حضور یعنی این و می�باشد ١/n فروریزش مقدار LAD و OLS برآوردگر
شده پیشنهاد (WLAD) ٧ موزون انحرافات قدرمطلق کمترین رگرسیونی برآورد روش مشکل این حل براي .[۵] گذاشت

۴Robust regression
۵Least Absolute Deviation
۶Breakdown Point
٧Weighted Least Absolute Deviation
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است.
ارائه داده�ها در نافذ نقاط تاثیر درمقابل استواري افزایش براي رگرسیونی موزون انحرافات قدرمطلق کمترین برآورد روش
LAD رگرسیونی برآوردهاي متناهی نمونه فروریزش نقطه می�تواند وزن�ها مناسب انتخاب که داد نشان می�توان شده�است.

از: است عبارت پارمترها برآورد برای هدف تابع WLAD روش در بخشد. بهبود را

n∑
i=١

wi | yi − xT
i β | (٢)

پس می�یابند کاهش استوار فاصله افزایش با wi وزن�های چون کنید. مراجعه [١] به وزن�ها محاسبه شیوه با آشنایی براي
شد. خواهد داده�ها مجموعه در آنها تاثیر کاهش باعث شدن وزن کم این و می�کنند دریافت کوچکتري وزن�هاي نافذ نقاط

کرد: تبدیل زیر صورت به را پاسخ و توضیحی متغیرهاي می�توان LAD روش الگوریتم از استفاده براي

ỹi = wiyi و x̃i = wixi برای i = ١, · · · , n

می�بریم. بکار را (١) هدف تابع (ỹi, x̃T
i ) مشترك زوج از استفاده با و

این به بگذارند. اثر رگرسیون آنالیز در متغیر انتخاب روش�هاي بر می�توانند که است این دورافتاده نقاط معایب از دیگر یکی
با را LAD روش که صورت این به دهد انجام هم با را پارامترها برآورد و متغیر انتخاب زمان هم که شد معرفی روشی دلیل
ارائه را (LAD − LASSO) ٨ لاسو تاوان با انحرافات قدرمطلق کمترین برآورد روش و کرده ترکیب LASSO تاوان

می�شود: برآورد زیر هدف تابع کردن مینیمم با رگرسیونی پارامترهاي LAD-LASSO روش در دادند.

Q(β) =

n∑
i=١

| yi − xT
i β | +n

p∑
j=١

λj | βj | (٣)

آید: می دست به زیر روش از λj , j = ١, ٢, ٣, · · · , p آنگاه باشد β از استوار برآوردگر هر β̂ اگر که

λ̂j = ١/(| β̂j |)γ برای j = ١, ٢, · · · , p

اصلی نتایج ٢

روش کنیم انتخاب را متغیرها از یکسري پارامترها خوب برآورد بر علاوه داریم نیاز و است زیاد متغیرها تعداد که زمانی
نقاط برابر در LAD − LASSO روش طرفی از می�دهد، دست از را خود عملکرد و نداشته چندانی کارایی WLAD

برابر در هم و بوده متغیر انتخاب به قادر هم که روشی به رسیدن براي بنابراین نیست استوار توضیحی متغیرهاي در دورافتاده
معیار و کرده ترکیب LASSO نوع تاوان تابع با WLADرا معیار ٢٠١١ سال در ٩ ارسلان اولکی باشد استوار نافذ نقاط
برآورد آوردن بدست براي داد. پیشنهاد را (WLAD − LASSO) ١٠ لاسو تاوان با موزون انحرافات قدرمطلق کمترین

: [١] کنیم مینیمم را زیر هدف تابع باید روش این بوسیله پارامترها

Qw(β) =

n∑
i=١

wi | yi − xT
i β | +n

p∑
j=١

λj | βj | (۴)

٨Least Absolute Deviation-LASSO
٩ Olcay Arslan

١٠Weighted Least Absolute Deviation-LASSO
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متغیر که است. (١٩٩٢)Wit از حرفه�اي، شعبه ١٠ براي بازنشستگی صندوق�هاي به مربوط مثال این داده�هاي .١.٢ مثال
و است حرفه�اي شاخه ١٨ براي هلندي، شرکت بازنشستگی یافته�هاي از درآمد بیمه حق ١٩٨١ مجموع جدول آن توضیحی

می�باشد. گیلدر میلیون در بیمه حق ذخایر به مربوط آن پاسخ متغیر
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به WLAD − LASSO و LAD − LASSO و WLAD و LAD و OLS خط پنج برازش نمودار :٢ شکل
هلند کشور بازنشستگی صندوق داده�های

منطبق برهم WLAD-LASSO WLADو خط دو همچنین و LAD-LASSO و LAD خط دو که می�شود مشاهده
و WLAD پذیری تاثیر عدم و نافذ نقاط از LAD-LASSO و LAD روش دو حساسیت دهنده نشان این که اند شده

می�باشد. نافذ نقطه از WLAD-LASSO
در استواری عدم بهبود برای آن در که پرداختیم لاسو تاوان با موزون انحرافات قدرمطلق کمترین روش معرفی به مقاله این در
روش و لاسو تاوان ترکیب از صحیح مدل انتخاب برای همچنین و آنها به مناسب وزن افزودن با LAD و OLS روش�های
نتیجه WLAD-LASSO روش با مقایسه و مختلف روش ۴ با شده انجام مثال در بعلاوه است. شده استفاده WLAD
محاسابت می�توان و نیست دشوار محاسباتی لحاظ از روش این چون برآن، علاوه می�باشد. آن خوب کارایی از حاکی حاصله

دارد. زیادی مزایای واقعی داده�های تحلیل و تجزیه در داد انجام LAD ساده الگوریتم از استفاده با را

مراجع

[1] O. Arsalan, Weighted LAD-LASSO method for robust parameter estimation and variable se-
lection in regression, J. Comput. Stat. Data An., 56 (2012), 1952–1965.

[2] C. Chen, textitRobust Regression and Outlier Detection with the ROBUSTREG Procedure,
265–27.

[3] A. Giloni, J. S. Simonoff, B. Sengupta, Robust weighted LAD regression, J. Comput. Stat. Data
An., 50 (2006) ,3124–3140.

[4] G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R, J. Springer Texts Statist, (2013).

[5] X. Shifeng, J. V.Roshan, Regression with outlier shrinkage, J. Statist. Plann. Inference., 143
(2013) ,1988–2001.

[6] H. Wang, G. Li, G. Jiang, Robust regression shrinkage and consistent variable selection through
the LAD-lasso, J. Bus. Econ.Stat. ,25 (2007), 347–355.

shohrehsharifi20@gmail.com الکترونیکی: پست

۴–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

… تاوان با موزون انحرافات قدرمطلق کمترین روش با متغیر انتخاب و استوار (پارامتری) رگرسیون پوستر

٧٠۴



اسپلاین روش از استفاده با ناپارامتری چندکی رگرسیون

مصمم محمدیان علی
زنجان دانشگاه

* موسوی مریم سیده
زنجان دانشگاه

چکیده
مشکلات که می باشد پاسخ متغیر روی بر تشریحی متغیرهای تاثیر مطالعه برای روشی ناپارامتری چندکی رگرسیون
متغیرهای انتخاب ناپارامتری چندکی رگرسیون در مهم مسائل از یکی ندارد. را کلاسیک چندکی رگرسیون محدود کننده

می گردد. استفاده متغیرها انتخاب برای اسپلاین  ها هموارسازی روش از مقاله این در می باشد. مهم تشریحی

چندکی رگرسیون هسته، تابع هیلبرت فضای اسپلاین، کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

تمام روی بر بلکه شرطی میانگین تنها نه روی بر تشریحی متغیرهای اثرات مطالعه برای جامع چارچوب یک چندکی رگرسیون
متغیرهای به y پاسخ متغیر τام چندک چگونه که است این چندکی رگرسیون در اصلی هدف می کند. فراهم شرطی چندک  های
باست و کونکر مطالعات به می توان پارامتری چندکی رگرسیون مطالعه برای است. وابسته x = {x١, ..., xd} تشریحی
بار اولین اسپلاین مدل  های در ناپارامتری چندکی رگرسیون کرد. مراجعه (٢٠٠۵) کونکر و (١٩٨٨) پروچاسکا ،(١٩٧٨)

می باشد. زیر صورت به که گردید معرفی (١٩٩۴) کونکر توسط
مینیمم  سازی مسئله

min
f∈F

n∑
i=١

ρτ (yi − f(xi)) + λV (f ′)

کل V (f́) و هموارسازی λپارامتر چک، تابع ρτ (t) = t[τ − I(t < ٠)], τ ∈ (٠, ١) آن در که بگیرید نظر در را
فوق مسئله جواب دوم مرتبه سوبولف فضای برای که دادند نشان (١٩٩۴) همکارانش و کونکر می باشد. f مشتق تغییرات

اگر است. خطی اسپلاین یک

V (f́) =

∫
f ′′(x)٢dx

می توان بعدی چند فضای حالت در بود. خواهد طبیعی سوم درجه اسپلاین حاصل جواب بگیریم نظر در

V
(
f́
)
= ∥f∥٢

HK

فوق فضای در نرم یک ∥ . ∥H∥ و k هسته با هسته تابع هیلبرت فضای Hk آن در که کرد تعریف (KQR (روش
می باشد.
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SNQR هموار سازی روشهای ٢

تمامی در متغیرها انتخاب آن دلیل یک می باشد. مشکل بسیار امری ناپارامتری چندکی رگرسیون در متغیرها انتخاب روش
هستند. اهمیت دارای میانگین جای به چندک ها تمام توزیع برای که گردند انتخاب باید متغیرهایی یعنی می باشد چندک ها
مسئله ویژه به مشکل این رفع برای می باشد. آن پیچیده محاسبات و بودن بعدی چند مسئله ناپارامتری مدل های در دیگر دلیل
و متغیرها انتخاب منظور به می گردد. استفاده گردد) مراجعه ١٩٩٠ واهبا، به نمونه عنوان به ) هموار سازی روش های از دوم

.(SNQR روش می گیرد( قرار بررسی مورد زیر بهینه سازی مسئله ناپارامتری چندکی رگرسیون در تابع برآورد

min
f∈F

١
n

n∑
i=١

ρτ (yi − f(xi)) + λ
d∑

j=١

wj ∥ P if ∥ (١)

می کند. تضمین را (١) بهینه سازی مسئله برای جواب وجود ٢ قضیه می باشند. متعامد تصویر عملگرهای pjها آن در که

: صورت به تجزیه قابل که باشد هسته تابع هیلبرت فضای Fیک کنید فرض

F = {١} ⊕
{
⊕q

j=١FJ

}
می باشد. جواب دارای (١) بهینه سازی مسئله آنگاه باشد،

گردد. مراجعه (٢٠١٣) همکارانش و لین به اثبات:
(AdaptiveSNQR روش ) نوشت نیز زیر صورت به ارز هم طور به می توان را ( ١) بهینه سازی مسئله

min
١
n

n∑
i=١

ρτ (yi − f(xi)) + λ٠

d∑
j=١

w٢
jθ

−١
j ∥ P jf ∥٢,

هستند. هموار سازی پارامترهای Mو λ٠ آن در که
∑d

j=١ θj ≤ M ; ∀θj ≥ ٠ که طوری
نوشت: زیر صورت به را (١) بهینه سازی مسئله می توان همچنین

min ∥ y − b١n −
d∑

j=١

θjw
−٢
j Rjc ∥cτ +λ٠c

T

 d∑
j=١

θjw
−٢
j Rj

 c,

و n × n ماتریس یک Rj =
{
RF j

(
x
(j)
i , x

(j)
i′

)}n

i,i′=١
آن در که

∑d
j=١ θj 6 M, θj > ٠, ∀j که طوری

و f = (f(x١), ..., f(xn))
T = b١n +

(∑d
j=١ w

−٢
j θjRj

)
c بعدی، n ستونی بردار یک ١n

می باشد. n طول با بردار یک ν و ∥υ∥cτ = n−١ ∑n
i=١ ρτ (υi)

واقعی داده های تحلیل ٣

مجموعه دو این گرفت. خواهد قرار استفاده مورد واقعی داده های مجموعه دو برای ٢ بخش در شده ارائه روش بخش این در
شامل اول داده مجموعه . ازن داده های (٢ پروستات سرطان (١ از: عبارتند است موجود R در رایگان صورت به که داده
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. واقعی داده های برای استاندارد خطای و پیش بینی ریسک برآورد :١ جدول

روش ها
AdaptiveSNQR SNQR KQR Data τ

٠/٢٢۶(٠/٠٠٧) ٠/٢٣٠(٠/٠٠۶) ٠/٢۴۶(٠/٠٠٨) پروستات ٠/٢
(٠/٠١٧)١/١١٧ ١/١٠٠(٠/٠١۶) ١/١٣٠(٠/٠١۶) ازن
(٠/٠٠٨)٠/٣١٠ (٠/٠٠٧)٠/٣١٨ (٠/٠٠٧)٠/٣٠١ پروستات ٠/۵
١/۶۶(٠/٠٢١)٩ ١/۶۵(٠/٠٢٠)٧ ١/۶۵۶(٠/٠٢١) ازن
٠/١٩٣(٠/٠٠۶) ٠/٢٠٨(٠/٠٠۵) ٠/٢۴(٠/٠٠٧)٠ پروستات ٠/٨
١/١٨٨(٠/٠١۶) ١/١۶(٠/٠١٧)٩ ١/١٧۵(٠/٠١٧) ازن

است. گرفته قرار تحلیل و تجزیه مورد (١٩٩۶) تبشیرانی توسط و گردیده اند خاصی روش با درمان مورد که است بیمار ٩٧
میزان بین رابطه تعیین منظور به آنجلس لس در ١٩٧۶ سال در که می باشد مشاهدات ٣٣٠ شامل ازن به مربوط داده های
Eρτ (Y − f(x)) معیار از مناسب مدل ارزیابی برای گرفته اند. قرار تحلیل و تجزیه مورد دیگر تشریحی متغیر ٨ و ازن
گردیده اند. پیش بینی مدل از استفاده با و گردید انتخاب تست داده های عنوان به ها داده ٪١٠ روش این در می شود. استفاده
٪١٠ برای شده برآورد هموار تابع اساس بر و گردیده اند برآورد داده ها بقیه ٪٩٠ اساس بر هموار تابع و هموارسازی پارامتر
شده خلاصه ١ جدول در نتایج و گردیده تکرار بار ١٠٠ برآورد فرآیند این است. گرفته انجام پیش بینی آزمایش مورد داده های
نتیجه همچنین نمی باشد. بهتر روش همیشه لزوماً واقعی داده های برای AdaptiveSNQR روش جدول این طبق است.
انتخاب میانگین اساس بر پروستات سرطان داده های برای (١٩٩۶) تبشیرانی توسط که تشریحی متغیر سه که این ست جالب

شده اند. انتخاب هم میانه اساس بر روش این در بودند گردیده
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معلوم کوواریانس ماتریس با میانگین بردار نمونه�ای تک آزمون برای بیز فاکتور

خردمندنیا منوچهر
اصفهان دانشگاه

بهرامی∗ پریا
اصفهان دانشگاه

چکیده
آزمون برای را بیز فاکتور Np(µ,Σ) pمتغیره نرمال توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک براساس مقاله این در
شبیه�سازی طریق از می�آوریم. به�دست است معلوم Σ که حالتی در H١ : µ ̸= µ٠ مقابل در H٠ : µ = µ٠ فرض
نمونه از پارامترها ابر برآورد �برای می�یابد. افزایش درست تشخیص احتمال نمونه اندازه افزایش با که می�دهیم نشان
H٠ بودن درست احتمال روی توجهی قابل اثر پرورشی نمونه محل تغییر که می�دهیم نشان و می�کنیم استفاده پرورشی
مینیمال پرورشی نمونه لذا و می�دهد کاهش را H٠ بودن درست احتمال پرورشی نمونه اندازه افزایش ولی نمی�گذارد

می�شود. توصیه

فرضیه یک بودن درست احتمال پرورشی، نمونه بیز، فاکتور کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 62C10, 62F03

مقدمه ١

x کنید می�گیرد.فرض قرار استفاده مورد مدل انتخاب و فرض�ها آزمون برای که است بیزی استنباط در معیاری بیز فاکتور
فاکتور دارد. بستگی مشاهده) قابل غیر تصادفی آرایه (یک θ پارامتر به آن توزیع که است مشاهده قابل تصادفی آرایه یک

می�شود: تعریف زیر به�صورت H١ : θ ∈ ω١ مقابل در H٠ : θ ∈ ω٠ فرض� آزمون برای بیز

B٠١ =
p(x|H٠)

p(x|H١)
=

(
p(H٠|x)
p(H١|x)

)/(
p(H٠)

p(H١)

)
(١)

کناری چگالی p(x|Hi) و Hi بودن درست پسین احتمال p(Hi|x) ،Hi بودن درست پیشین احتمال p(Hi) آن در که
نوشت: می�توان p(H٠|x) + p(H١|x) = ١ این�که به توجه با .(i = ٠, ١) است Hi فرض تحت داده�ها

p(H٠|x) =
B٠١

١+B٠١(p(H٠))/(p(H١))
= ١− p(H١|x) (٢)

درست پسین احتمال نتیجه در و p(H٠) = p(H١) = ٠٫ ۵ آن�گاه باشد نداشته وجود فرض دو بین پیشینی ترجیح هیچ اگر
با است برابر H٠ بودن

p(H٠|x) =
B٠١

١+B٠١
= ١− p(H١|x) (٣)

کنید. مراجعه [٢] مرجع به بیز فاکتور به راجع بیشتر توضیح برای H١است. بودن درست پسین احتمال p(H١|x) آن در که
یک حالت در ولی است. نگرفته صورت حاضر مقاله موضوع با رابطه در توجهی قابل کارهای متغیره چند حالت در
H٠ : yi ∼ N(µ٠, σ

٢) فرضیه آزمون به بیز فاکتور براساس که می�باشد [۴] مقاله شده انجام مهم کارهای از یکی متغیره
است. پرداخته H١ : yi ∼ N(µ١, σ

٢) مقابل در
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µ = µ٠ آزمون برای بیز فاکتور ٢

.x = [x١,x٢, . . . ,xn]
T دهید قرار و Np(µ,Σ)است از تصادفی Σیکنمونه ,xnبه�شرطµو . . . ,x٢,x١ فرضکنید

به�صورت عمل در را H١ : µ ̸= µ٠ مقابل در H٠ : µ = µ٠ فرض Σ بودن معلوم فرض و بودن نرمال فرض به توجه با
نوشت می�توان زیر

H٠ : x١,x٢, . . . ,xn is a random sample from Np(µ٠,Σ)

H١ : x١,x٢, . . . ,xn is a random sample from Np(µ١,Σ)

است. µ٠ مخالف µ١ آن در که
از عبارتست H١ مقابل در H٠ آزمون برای بیز فاکتور تعریف، براساس

B٠١ =
p(x|H٠)

p(x|H١)
(۴)

ندارد وجود مجهولی پارامتر هیچ H٠ تحت این�که به توجه با است. H٠ تحت داده�ها کناری چگالی p(x|H٠) آن در که
از عبارتست و است درستنمایی همان p(x|H٠)

p(x|H٠) = (٢π)
−
np

٢ |Σ|
−
n

٢ exp
{
−n

٢
trΣ−١S

}
exp

{
−n

٢
(x̄− µ٠)

TΣ−١(x̄− µ٠)
}

(۵)

است. نمونه میانگین بردار x̄ = n−١∑xr و نمونه کوورایانس ماتریس S = n−١∑ (xr − x̄)(xr − x̄)T آن در که
حاصل µ١ روی µ١ و x توأم توزیع از انتگرال�گیری طریق از که است H١ تحت داده�ها کناری چگالی p(x|H١)

دیگر به�عبارت می�شود.

p(x|H١) =

∫
p(x,µ١|H١)dµ١ =

∫
p(x|µ١,H١)p(µ١|H١)dµ١ (۶)

مزدوج پیشین با می�باشد. H١ تحت µ١ پیشین توزیع p(µ١|H١) و H١ تحت درستنمایی p(x|µ١, H١) آن در که

µ١|H١ ∼ Np(ma,
١
na

Σ)

می�شود. حاصل زیر به�صورت H١ تحت x کناری توزیع و می�شود حل فوق انتگرال

p(x|H١) =(٢π)
−
p

٢
(

na

na + n

)p

٢ |Σ|
−
n

٢ exp
{
−n

٢
trΣ−١S

}
(٧)

× exp

{
− nan

٢(na + n)
(ma − x̄)TΣ−١(ma − x̄)

}
از عبارتست بیز فاکتور بنابراین

B٠١ =
p(x|H٠)

p(x|H١)
=

(
na

na + n

)−
p

٢ exp

{
−١
٢
X ٢

٠

}
(٨)

× exp

{
− nan

٢(na + n)
(ma − x̄)TΣ−١(ma − x̄)

}
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است. خی�دو کلاسیک آماره X ٢
٠ =

{
n(x̄− µ٠)

TΣ−١(x̄− µ٠)
}
آن در که

و شود محاسبه می�دهیم نشان LB٠١ با را آن که بیز فاکتور لگاریتم ابتدا که می�شود توصیه بیز فاکتور محاسبات در
از عبارتست بیز فاکتور لگاریتم فوق مباحث براساس گردد. محاسبه B٠١ = exp{LB٠١} طریق از بیز فاکتور سپس

LB٠١ =
p

٢
ln

(
na + n

na

)
−١
٢
X ٢

٠−
nan

٢(na + n)
(ma − x̄)TΣ−١(ma − x̄) (٩)

پارامتر�ها ابر این برآورد برای مشهور عینی روش یک داریم. نیاز ma و na پیشین پارامتر�های ابر به LB٠١ محاسبه برای
حداقل مینیمال از مقصود و است داده�ها از بخشی پرورشی نمونه از مقصود .[٣] است مینیمال پرورشی نمونه ایده از استفاده
بنابراین است، ١×٣ maبرداری پارامتر ابر این�جا در می�باشد. پیشین پارامتر�های ابر برآورد برای لازم داده�های معقول تعداد
نمونه به�عنوان را اول مشاهده na = ٢ شده، ارائه بعدی بخش در که مثالی در داریم. نیاز متغیره سه مشاهده یک حداقل
نمونه�های تمام ایده این براساس .[١] کنیم استفاده هم درونی بیز فاکتور ایده از می�توانیم عمل در گرفته�ایم. نظر در پرورشی
قرار استفاده مورد H٠ به راجع تصمیم�گیری برای بیز فاکتور میانگین سپس و می�شوند گرفته به�کار ممکن مینیمال پرورشی

می�گیرد.

سازی شبیه مثال ٣

پارامتر�های با N٣(µ,Σ) از تایی n = ١٠ نمونه یک تصادفی به�طور

µ =

١۵
٩

 Σ =

١ ٠٫ ٩ ٠٫ ٩
٠٫ ٩ ١ ٠٫ ٩
٠٫ ٩ ٠٫ ٩ ١

 (١٠)

گردید. حاصل زیر صورت به x داده�های ١٠× ٣ ماتریس ترتیب این به کردیم. تولید

x =

١٫ ٧٩ − ٠٫ ١٣ ٢٫ ١٣ ١٫ ١۴ ٠٫ ۵٩ ١٫ ٧١ ٢٫ ۵٢ ١٫ ٧٧ ١٫ ١١ ٠٫ ٩٠
۵٫ ٧۵ ٣٫ ٨۴ ۶٫ ٣٠ ۴٫ ٨١ ۴٫ ۵٣ ۵٫ ٧۵ ۶٫ ٢٨ ۶٫ ٣۵ ۴٫ ۶۴ ۵٫ ٢٠
٩٫ ٧۶ ٧٫ ۵۴ ٩٫ ۶٣ ٨٫ ٩٩ ٩٫ ٢۶ ٩٫ ٨٩ ١٠٫ ٧۴ ٩٫ ٩۴ ٩٫ ١٠ ٩٫ ٢٩

T

(١١)

است. معلوم Σ و µ٠ = (١, ۵, ٩)T آن در که بیازماییم H١ مقابل در را H٠ می�خواهیم
را اول مشاهده دو بنابراین .na = ٢ می�دهیم قرار داریم، نیاز ma و na پارامتر�های ابر به بیز فاکتور محاسبه برای

از: عبارتست پرورشی نمونه ترتیب این به می�گیریم. نظر در پرورشی نمونه به�عنوان

x٠ =

[
١٫ ٧٩ ۵٫ ٧۵ ٩٫ ٧۶
−٠٫ ١٣ ٣٫ ٨۴ ٧٫ ۵۴

]

حاصل µ|x٠ ∼ N٣(x̄٠,
١
٢
Σ) پسین توزیع x٠ بر مبتنی درستنمایی با p(µ) ∝ constant ناسره پیشین ترکیب با

ترتیب این به است. ma برای برآوردی و پرورشی نمونه میانگین بردار x̄٠ = (٠٫ ٨٣, ۴٫ ٧٩۵, ٨٫ ۶۵)T آن در که می�شود
طبق نتیجه در می�آید. دست به ۴/٣۴٩٧ برابر بیز فاکتور بنابراین می�شود. ١/۴٧٠١ با برابر ٩ رابطه طبق بیز فاکتور لگاریتم
می�باشد. ٠/١٨۶٩ H١برابر بودن درست پسین احتمال لذا و ٠/٨١٣١ با است H٠برابر بودن درست پسین احتمال ٣ رابطه
را پرورشی نمونه محل تغییر اثر و پرورشی نمونه اندازه افزایش اثر نمونه، اندازه افزایش اثر شبیه�سازی طریق از اکنون

می�دهیم. قرار بررسی مورد
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نمونه اندازه افزایش اثر ١.٣

که می�شود ملاحظه است. شده ارائه مختلف نمونه اندازه�های برای فوق شبیه�سازی مثال از تکرار ١٠٠٠٠ نتایج زیر جدول در
. می�یابد افزایش H٠ بودن درست پسین احتمال n نمونه اندازه افزایش با

n ١٠ ٣٠ ۵٠ ٧٠ ٩٠ ۵٠٠ ١٠٠٠ ١٠٠٠٠
p(H٠|x) ٠٫ ٨٣١٢ ٠٫ ٩۴۶١ ٠٫ ٩۶۵٠ ٠٫ ٩٧٩٧ ٠٫ ٩٨۴٧ ٠٫ ٩٩٧٩ ٠٫ ٩٩٩١ ١

پرورشی نمونه اندازه افزایش اثر ٢.٣

ملاحظه است. شده ارائه پرورشی نمونه مختلف اندازه�های برای فوق شبیه�سازی مثال از تکرار ١٠٠٠٠ نتایج زیر جدول در
برای مینیمال پرورشی نمونه لذا H٠می�شود؛ بودن درست پسین احتمال کاهش باعث پرورشی نمونه اندازه افزایش که می�شود

می�شود. توصیه ma پارامتر ابر برآورد

n = ١٠
na ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠

p(H٠|x) ٠٫ ٨۵٢٠ ٠٫ ٧۶۵۶ ٠٫ ٧٠١٨ ٠٫ ۶۵٨٢ ٠٫ ۶٠٨۵ ٠٫ ۵٠١٩ ٠٫ ۴٩٢٢ ٠٫ ۴۶۵۴ ٠٫ ۴٢٣٨

پرورشی نمونه محل تغییر اثر ٣.٣

پرورشی نمونه برای مختلفی محل�های با متناظر شبیه�سازی ١٠٠٠٠ نتیجه که زیر جدول در پرورشی نمونه محل تغییر اثر
ملاحظه است، شده گرفته نظر در پرورشی نمونه به�عنوان x٢ و x١ یعنی اول مشاهده دو فوق مثال در می�شود. ملاحظه است،

ندارد. پرورشی نمونه محل تغییر به نسبت توجهی قابل حساسیت H٠ بودن درست پسین احتمال که می�شود

na = ٢ و n = ١٠

TrainingSample (x١,x٢) (x٣,x۴) (x۵,x۶) (x٧,x٨) (x٩,x١٠)

p(H٠|x) ٠٫ ٨٢۶۶ ٠٫ ٨۵١٠ ٠٫ ٨۵٢٠ ٠٫ ٨۴۴۵ ٠٫ ٨٣٨٠
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مشتقات با دیفرانسیل معادلات در چندسطحی کارلوی مونت روش کاربردهای
تصادفی جزیی

* سلیمیان محبوبه
شاهرود دانشگاه

چکیده

و می�شود گرفته نظر در جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل در کارلو مونت روش کاربرد مقاله این در
گفته چندسطحی کارلوی مونت روش آن به که می�کنیم استفاده کارلو مونت روش پراکندگی کاهش برای جدیدی روش از

می�شود.

روش زیرزمینی، جریان�های مدل تصادفی، ضرایب با دیفرانسیل معادلات اطمینان، عدم محاسبات کلیدی: واژه�های
لوو١. کارهونن بسط چندسطحی، کارلوی مونت

Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١
از مستقل و نمونه�گیری همگرایی بالای نرخ دلیل به و می�گیرد قرار استفاده مورد علوم از وسیعی طیف در کارلو مونت روش
استفاده پراکندگی کاهش روش�های از همگرایی سرعت بهبود برای می�گیرد. قرار استفاده مورد وفور به روش این مساله، بعد

است.٢ چندسطحی کارلوی مونت روش آنها از یکی که می�شود

a ≃ b همچنین می�کنیم. استفاده a/bیکنواخت کرانداری دادن نشان برای a ≲ bعلامت از کار راحتی برای .١.١ ملاحظه
. b ≲ a یا a ≲ b اگر

سطحی چند کارلوی مونت شبیه�سازی ٢
M٠در < M١ < · · · < ML := M صورت به صعودی یکدنباله {Mℓ : ℓ = ٠ · · ·L}مختلف سطوح فرضمی�کنیم
برای و است چندشبکه�ای یکفرم که {Mℓ = sMℓ−١, ℓ = ١ · · ·L}. به�طوریکه s ∈ N\{١} Nباشد٬فرضمی�کنیم:
Yℓ := QMℓ−QMℓ− ١ فرم از E[QMℓ] مستقیم برآورد جای به می�رود. کار به شده گسسته�سازی دیفرانسیل معادلات

می�شود: تعریف زیر صورت به E[QM ] برای ریاضی امید خطی عملگر کنیم. می استفاده

E[QM ] = E[QM٠ ] +
L∑

ℓ=١

E[QMℓ −QMℓ−١ ] =
L∑

ℓ=٠

E[Yℓ],

کارلوی مونت برآوردگر پس است. E[Yℓ]برای نااریب برآوردگر یک Ŷℓ که Y٠ := QM٠ می�دهیم قرار کار راحتی برای

به را چندسطحی برآورد می�باشد. Ŷ MC
ℓ,Nℓ

:=
١
Nℓ

Nℓ∑
i=١

(
Q

(i)
Mℓ

−Q
(i)
Mℓ−١

)
شکل به نمونه Nℓ با Ŷℓ برای استاندارد

*سخنران

١karhunen leove expansion
٢Multilevel Monte Carlo Simulation
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می�باشد: زیر شکل به Q̂ML
M برای ٣ مربعات میانگین وخطای می�دهیم. نمایش Q̂ML

M =
L∑

ℓ=٠
Ŷℓ صورت

e(Q̂ML
M )٢ =

L∑
ℓ=٠

N−١
ℓ V[Yℓ] + (E[QM −Q])٢ ,

.Cℓ := C(Y (i)
ℓ ) طوریکه: به است، C(Q̂ML

M ) =
L∑

ℓ=٠
NℓCℓ.صورت به چندسطحی کارلوی مونت روش برآورد مقدار پس

داریم: بنابرین می�رسد خود مقدار کمترین به Nℓ ≃
√

V[Yℓ]/Cℓ گرفتن نظر در با MLMC برآوردگر پراکندگی

C(Q̂ML
M ) ≲

L∑
ℓ=٠

√
V[Yℓ]Cℓ,

طوریکه: به باشد داشته وجود α, β, γ > ٠ مثبت ثابت ومقادیر Ŷℓ := Ŷ MC
ℓ,Nℓ

باشیم داشته کنید فرض .١.٢ قضیه
Cℓ ≲ Mγ

ℓ ,V[Yℓ] ≲ M−β
ℓ , | E[QMℓ −Q] |≲ M−α

ℓ , α > ١
٢ min(β, γ)

به�طوریکه: دارد وجود {Nℓ}Lℓ=٠ ودنباله L مقدار ε < e−١ هر برای آنگاه

e(Q̂ML
M )٢ := E

[(
Q̂ML

M − E[Q]
)٢

]
< ε٢,

و M = ML که

C(Q̂ML
M ) ≲


ε−٢, x < ٠,
ε−٢(log ε)٢, x = ٠,
ε−٢−(γ−β)/α, x > ٠.

است. آمده [٢] که است اثباتی از تعمیمی قضیه این اثبات اثبات.

PDE در کاربرد ٣

مورد سه چندسطحی کارلوی مونت روش از استفاده برای
مساله مدل تعریف

k(x,w) ورودی تصادفی میدان از نمونه�گیری
ثابت w وبرای شده داده نمونه�های برای فضایی گسسته�سازی

می�گیریم. نظر در را

مساله مدل تعریف ١.٣

می�شود: تعریف زیر شکل به D در تصادفی ضرایب با دیفرانسیل معادلات مساله یک
−▽ ·(k(x,w)▽ p(x,w)) = f(x), (١)

می�شود: تعریف زیر شکل به k(x,w) تصادفی میدان برای کوواریانس وتابع f := −▽ ·g که

C(x, y) := σ٢exp

(
−∥ x− y ∥p

λ

)
x, y ∈ D, (٢)

که هستند همبستگی طول و کوواریانس ترتیب به λ و σ٢ پارامتر�های است Rdدر ℓp نرم ٢ یا p = ١ ازای به ∥ · ∥p که
می�گیریم. نظر در را λ ≤ diamD = و١ σ٢ ≥ ١ ۴ زیر�زمینی جریان�های معادلات در

٣Mean Square Error
۴Subsurface Flow Modeling
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ورودی تصادفی میدان نمونه�گیری ٢.٣

می�دهیم: قرار می�کنیم استفاده لوو کارهونن بسط از K ورودی تصادفی میدان از نمونه�هایی تولید برای
z(x,w) := log k(x,w).

داریم: می�دهیم. بسط صفر میانگین با {ξn}n∈N تصادفی متغیرهای گرفتن نظر در با را Z سپس

Z(x,w) = E[Z(x, ·)] +
∞∑
n=١

√
θnξn(w)bn(x), (٣)

در شده تعریف C(x, y) کرنل تابع با کوواریانس عملگر شده�ی نرمال ویژه توابع {bn}n∈N و ویژه مقادیر {ξn}n∈N که
زیر صورت به ویژه توابع و ویژه مقادیر σ٢ = و١ D = (٠, و٢(١ d = و١ در(٢) p = ١ گرفتن نظر در با هستند. (٢)

بود: خواهد دسترس در

θ١Dn =
٢λ

λ٢w٢
n + ١

n ∈ N,

bn(x)
١D = An (sin(wnx) + λwn cos(wnx)) n ∈ N,

بود: خواهد زیر غیرجبری معادله جواب {wn}n∈N که

tan(w) =
٢λw

λ٢w٢ − ١
,

مقادیر باشد. برقرار D = (٠, ٢(١ و d = ٢, برای ∥bn∥L(٠,١)٢ = ١ رابطه که می�شود انتخاب طوری An ثابت و
بود: خواهد زیر صورت به ویژه وتوابع ویژه

θ٢Dn = θ١Din θ١Djn , b٢Dn (x) = b١Din (x١)b
١D
jn (x٢) in, jn ∈ N.

نظر در KL شده محدود بسط را ZmKL و می�گیریم نظر در را عبارت mKL تعداد به بسط(٣) کردن محدود برای حال
است: زیر صورت به ZmkL بسط از حاصل خطای می�گیریم

E
[
∥Z − ZmkL

∥٢L٢(D)

]
= E


∥∥∥∥∥∥

∞∑
n=mKL+١

√
θnξn(w)bn

∥∥∥∥∥∥
٢

L٢(D)

 =

∞∑
n=mKL+١

θn,

فضایی گسسته�سازی ٣.٣

داریم: می�دهیم نشان Di,j با که m×m شکل مربع واحد�های صورت به مشی به یکنواخت به�طور [٠, ٢[١ بندی بخش با

Di,j =

(
i− ١
m

,
j

m

)
×

(
j − ١
m

,
j

m

)
i, j = ١, · · · ,m,

می�گیریم انتگرال واحد هر روی بر (١) از (١) معادله گسسته�سازی برای می�باشد. مربعات مرکز xi,j ∫که
Di,j

−▽ ·(k ▽ p) =

∫
Di,j

f ١ ≤ i, j ≤ m. (۴)

روش از استفاده با می�شود. تبدیل
∫
∂Di,j

−k ▽ p · n رابطه به (۴) رابطه چپ سمت دیورژانس۵ قضیه از استفاده با
خواهدبود: زیر صورت به ام (i, j) نهایی فرم متناهی۶ تفاضل

−k̄i,j− ١
٢
pi,j−١ − k̄i− ١

٢ ,j
pi−١,j +

∑
i,j

pi,j − k̄i+ ١
٢ ,j

pi+١,j − k̄i,j+ ١
٢
pi,j+١ = fi,j/m

٢,

∑
i, j = k̄i,j− ١

٢
+ k̄i− ١

٢ ,j
+ k̄i+ ١

٢ ,j
+ k̄i,j+ ١

٢
. که:

۵Divergence
۶Finite Difference
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عددی نتایج ۴

Q = −k ∂p
∂x |x=١ داشتن با بگیرید٬ نظر در p(١) = و٠ p(٠) = مرزی١ شرایط با D = [٠, ١] در را (١) معادله

σ٢ = و١ λ = ٠٫ ٣ حالت در را نظرنتایج مورد شکل می�شود. برآورد βو αمقدار ١.٢ قضیه فرضیات گرفتن نظر در و
شده: گرفته نظر در m٠ = ١۶ و mKL = و٨٠٠

١ شکل

راست سمت شکل می�دهد. نشان ℓسطح هر برای را yℓ = Qℓ −Qℓ−واریانس١ و Qℓ واریانس بالا از چپ سمت شکل
آمده بدست مقدار نیز پایین شکل دو می�دهد. رانشان yℓ = Qℓ −Qℓ−١ مقدار امیدریاضی و �Qℓمقدار ریاضی امید بالا از

می�دهد. نشان ما به را کارلو مونت روش الگوریتم از

مراجع

[1] Ullmann. Elisabeth, Multilevel Monte Carlo Methods and Applications to Uncertainty Quan-
tification in Subsurface Flow Main Thematic Areas (2012),145.

[2] Giles, Michael B. Multilevel monte carlo path simulation, Operations Research 56.3 (2008),
607-617.

[3] Barth, Andrea, Christoph Schwab, Nathaniel ZollingerMulti-level Monte Carlo finite element
method for elliptic PDEs with stochastic coefficients,Numerische Mathematik, 119.1 (2011),
123-161.

[4] Grigoriu, Mircea,Stochastic calculus: applications in science and engineering,Springer Science
and Business Media, 2002, 287-341.
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برای سوپرا-اکستنسیو شارما-میتال، تسالیس، رنی، شانن، آنتروپی محاسبهی
M/M/c/s بندی صف سیستم

نیکوروش زهره
بیرجند صنعتی دانشگاه

* شهری کارگر مینا
بیرجند صنعتی دانشگاه

چکیده
محاسبه را بندی صف سیستم این مانای توزیع و میپردازیم M/M/c/s بندی صف سیستم معرفی به مقاله این در
سیستم برای سوپرا-اکستنسیو۵ و شارما-میتال۴ تسالیس٣، رنی٢، شانن١، آنتروپیهای محاسبهی اصلی هدف می کنیم.

میباشد. آنتروپیها این از جفت هر بین رابطه وجود بررسی و M/M/c/s بندی صف

آنتروپی مانا، توزیع ،M/M/c/s بندی صف سیستم کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 60K25,94A17

مقدمه ١

سیستم معرفی با اینجا در می باشد. صف نظریه مارکف زنجیره های ویژه به تصادفی فرآیند شاخه های کاربردترین پر از یکی
می باشیم. آن برای مختلف آنتروپی های محاسبه ی دنبال به M/M/c/s بندی صف

پارامتر با پواسون ورودی توزیعهای که موازی صورت به باجه یا دهنده سرویس (١ ≤ c ≤ ∞) c با بندی صف مدل یک
این در که است. (FIFO) یا ورود ترتیب به سرویس صف، نظم و µ؛ نرخ میانگین با نمایی سرویس، زمانهای توزیع λ؛

داریم: سیستم

∀j ; λj = λ و µj =


jµ ٠ ≤ j ≤ c− ١

cµ j ≥ c

است: آمده دست به زیر صورت به مانا توزیع فرآیند این برای

Pn =


(λµ)

n

n!
P٠ ٠ ≤ n ≤ c− ١

(λµ)
n

cn−cc!
P٠ n ≥ c

و P٠ =
١

c−١∑
n=٠

(λµ)
n

n!
+

ρc

١ − ρ

. (١)

*سخنران

١Shannon
٢Renyi
٣Tsallis
۴Sharma−Mittal
۵Supra− Extensive
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باشد.[١] می
λ

cµ
برابر و ترافیک شدت ρ آن در که

شانن آنتروپی ٢

است.[٣] مانا توزیع همان pi آن در که میآید دست به زیر فرمول از شانن آنتروپی سیستمی هر برای

SSh(p) = −
s∑

i=٠
PilogPi.

میگردد: محاسبه زیر صورت به حالت این در مذکور آنتروپی بنابراین است، (١) رابطه ی مطابق مانا توزیع سیستم این در

SSh(λ, µ) = −
c−١∑
i=٠

(λµ)
i

i!
P٠log(

(λµ)
i

i!
P٠)−

s∑
i=c

(λµ)
i

ci−cc!
P٠log(

(λµ)
i

ci−cc!
P٠).

تسالیس و رنی آنتروپی ٣

میگردد: محاسبه زیر فرمولهای از ترتیب به آنتروپی نوع دو این

SR(p, q) =
١

١ − q
log

N∑
i=١

P q
i و ST (p, q) =

N∑
i=١

P q
i − ١

١ − q
.

است: زیر قرار به سیستم این برای رنی آنتروپی بنابراین

SR(λ, µ, q) =
١

١ − q
log[

c−١∑
i=١

(
(λµ)

i

i!
P٠)

q +
s∑

i=c

(
(λµ)

i

ci−cc!
P٠)

q].

اما میگردد. حاصل شانن آنتروپی بگیریم حد میکند میل q −→ ١ که زمانی فوق عبارت از چه چنان

limq→١SR(λ, µ) = limq→١
١

١ − q
log[

c−١∑
i=١

(
(λµ)

i

i!
P٠)

q +

s∑
i=c

(
(λµ)

i

ci−cc!
P٠)

q] =
٠
٠
.

رسید. خواهیم شانن آنتروپی به میکند میل q −→ ١ که زمانی ابهام رفع حاصل عبارت از مجدد حدگیری و ابهام رفع با
داشت: خواهیم را شانن آنتروپی دهیم انجام را گیری حد همین تسالیس آنتروپی از چه چنان این بر علاوه

ST (λ, µ, q) =

c−١∑
i=٠

(
(λµ)

i

i!
P٠)

q +

s∑
i=c

(
(λµ)

i

ci−cc!
P٠)

q − ١

١ − q
.

limq→١

c−١∑
i=٠

(
(λµ)

i

i!
P٠)

q +

s∑
i=c

(
(λµ)

i

ci−cc!
P٠)

q − ١

١ − q
=

٠
٠
.

میرسیم. مطلوب نتیجه به ابهام رفع با و
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سوپرا-اکستنسیو و شارما-میتال آنتروپی ۴

میباشند: زیر ترتیب به کلی درحالت نیز آنتروپی نوع دو این

SSM (p, q, r) =
١

١ − r
[(

N∑
i=١

P q
i )

١−r
١−q − ١] و SSE(p, q, r) =

[١ +
١ − r

١ − q
log

∑
i

P q
i ]

١ − q

١ − r − ١

١ − q
.

است:[۴]و[۵] زیر قرار به بندی صف سیستم این برای شارما-میتال آنتروپی بنابراین

SSM (λ, µ, q, r) =
١

١ − r
[(

c−١∑
i=٠

(
(λµ)

i

i!
P٠)

q +

s∑
i=c

(
(λµ)

i

ci−cc!
P٠)

q)
١−r
١−q − ١].

داشت: خواهیم میکند. میل r → ١ که زمانی فوق عبارت از گرفتن حد با که

limr→١
١

١ − r
[(

c−١∑
i=٠

(
(λµ)

i

i!
P٠)

q +

s∑
i=c

(
(λµ)

i

ci−cc!
P٠)

q)
١−r
١−q − ١] =

٠
٠
.

آنتروپی بندی صف سیستم این برای اما و میرسیم. رنی آنتروپی فرم به گیری حد و هوپیتال ی قاعده شیوه به ابهام رفع از پس
است: زیر قرار به سوپرا-اکستنسیو

SSE(λ, µ, q, r) =

[١ +
١ − r

١ − q
log(

c−١∑
i=٠

(

(
λ

µ
)i

i!
p٠)

q +
s∑

i=c

(

(
λ

µ
)i

ci−cc!
p٠)

q)]

١ − q

١ − r − ١

١ − q
. (٢)

مذکور معادلهی حل برای اما میگردد. حاصل تسالیس آنتروپی میکند میل r → ١ که زمانی (٢) عبارت از گرفتن حد با که
میرسیم. تسالیس آنتروپی به نهایت در میگیریم. حد عبارت این از و نظر در زیر صورت به را y ابتدا

y = [١ +
١ − r

١ − q
log(

c−١∑
i=٠

(

(
λ

µ
)i

i!
p٠)

q +

s∑
i=c

(

(
λ

µ
)i

ci−cc!
p٠)

q)]

١ − q

١ − r .

اصلی نتایج ۵

آنتروپی از اگر همچنین و رنی آنتروپی بگیریم حد کند میل r −→ q که زمانی سوپرا-اکستنسیو آنتروپی از چه چنان
تسالیس آنتروپی میان زیر رابطههای این بر علاوه می رسیم. تسالیس آنتروپی به دهیم انجام را گیری حد همین شارما-میتال

.[٢] است قرار بر رنی و

SR(λ, µ, q) =
١

١ − q
log [١ + (١ − q)ST (λ, µ, q)] .
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کرد. اثبات سوپرا-اکستنسیو و شارما-میتال آنتروپیهای بین را زیر رابطه ی وجود می توان همچنین

SSE(λ, µ, q, r) =
١

١ − q

(١ + log(١ + (١ − r)SSM (λ, µ, q, r)))

١ − q

١ − r − ١

 .

می باشد. است، آمده مقاله این در که متفاوت، آنتروپی های بین روابط تمامی دهنده ی نشان ١ شکل

آنتروپی ها بین روابط :١ شکل

مراجع

حسین(ع)، امام دانشگاه انتشارات صف، نظریه اصول و مبانی تقی، محمد سید قمی فاطمی ام.، کارل هاریس و دونالد گراس [١]
.١٣٨٠

مجله ی ماکزیمم،، رنی آنتروپی از مشخصه هایی و ویژگی ها محمد، امینی و غلامرضا برزادران محتشمی ، منیژه طبس صانعی [٢]
.٧۵-٨٧ صص ،١٣٨٩ ،١ شماره ی ،٢١ سال ایران، رسمی آمار بررسی های

[3] Shannon, C. E. A Mathematical Theory of Communication,, Theoretical Computer Science,
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تجمعی جمع کنترل نمودار برای دنباله طول متوسط دقیق محاسبه

خردمندنیا منوچهر
اصفهان دانشگاه

زارع∗ کمال هومن
اصفهان دانشگاه

چکیده

متون در می�گیرد. صورت (ARL) دنباله طول متوسط براساس معمولا کنترل نمودار یک عملکرد به راجع قضاوت
کنترل نمودار برای ARL تقریبی مقدار یا دقیق مقدار محاسبه برای مختلفی روش�های (SPC) آماری فرآیند کنترل
است. شده معرفی سازی شبیه بر مبتنی دقیق روش یک حاضر مقاله در است. شده پیشنهاد (CUSUM) تجمعی جمع
نرم از استفاده با است. شده ارائه سازی شبیه طریق از ARL سریع و دقیق محاسبه برای الگوریتمی حاضر مقاله در
دقت از حاکی روش اجرای نتیجه کرده�ایم. ارائه خاص حالات بعضی برای را الگوریتم اجرای نتایج MATLAB افزار

می�باشد. موجود روش�های با مقایسه در پیشنهادی روش زیاد سرعت و

سازی شبیه ، سیگموند تقریب ، حنیف تقریب کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 62N10, 62 -04

مقدمه ١

کوچک انحرافات شناسایی برای کنترل نمودار�های پرکاربرد�ترین و مهم�ترین از یکی (CUSUM) تجمعی جمع کنترل نمودار
ارتقاء باعث می�تواند آن کارگیری به و دارد کاربرد کشوری هر تولیدی صنایع در کنترلی نمودار چنین است. تولید خط یک در
نمودار از استفاده در صنایع کیفیت کنترل مسئولین که مشکلاتی از یکی شود. جهانی رقابتی بازار به ورود و محصول کیفیت
میزان به راجع که نمی�توانند لذا و نیستند متنوع شرایط در ARL محاسبه به قادر که است واقعیت این دارند CUSUM
باشد. بار خسارت می�تواند کنترل نمودار این از کورکورانه استفاده باشند. داشته دقیق قضاوتی کنترل نمودار عملکرد و دقت
به است. شده پیشنهاد ARL تقریبی مقدار یا و دقیق مقدار محاسبه برای مختلفی روش�های آماری فرآیند کنترل متون در
است. گرفته صورت [١] مرجع توسط ARL مقدار دقیق محاسبه راستای در آمیز موفقیت و مهم کار اولین که می�رسد نظر
دسترسی عدم به توجه با است. شده ارائه [٢] کتاب در خاص حالات بعضی برای [١] مرجع توسط شده محاسبه ARL مقادیر
مختلفی ساده روش�های آماردانان ، [١] مرجع محاسباتی برنامه�های اجرای دشواری یا و ساده محاسباتی برنامه�های به کاربران
[٣] مرجع در شده گفته روش ARL تقریبی محاسبه روش�های از یکی کرده�اند. پیشنهاد ARL تقریبی مقدار محاسبه برای
توسط که کنترلی از خروج هشدار�های که داده�اند نشان [۴] مرجع ولی است شده معرفی متعددی کتب در روش این است.
تقریبی روش از استفاده نتیجه دیگر عبارت به است. انتظار مورد که است آنچه از کمتر بسیار می�شود تولید جانسون روش
معرفی [۵] مرجع توسط که است ریاضی فرمول یک دیگر مشهور تقریبی روش دارد. دقیق روش با زیادی اختلاف جانسون
محاسبه برای ساده روش یک سیگموند روش است. شده ارائه مثال�هایی و شده معرفی روش این [٢] کتاب در است. شده
ریاضی فرمول نمی�دهد. دست به را ARL دقیق مقدار ولی است آن سادگی دلیل به آن اهمیت و است ARL تقریبی مقدار
اختصار به را آن ما و است ساده�تر هم سیگموند فرمول از حتی آن کارگیری به که شده معرفی [۶] مرجع توسط اخیرا نیز دیگری

∗سخنران
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دقیق روش با نیز و سیگموند روش با خود پیشنهادی روش بین مقایسه�ای مطالعه یک [۶] مرجع می�نامیم. حنیف تقریب
سادگی لحاظ از ولی است سیگموند روش مشابه دقت لحاظ از پیشنهادی�اشان روش که گرفته�اند نتیجه آنها کرده�اند. ارائه

دارد. برتری

تجمعی جمع کنترل نمودار ٢

می�گیرد. قرار استفاده مورد کیفی مشخصه یک میانگین کنترل برای وفور به CUSUM کنترل نمودار صنعتی تولید خطوط در
تکی مشاهدات می�تواند اندازه�ها این می�شود. گرفته زمان طول در متوالی طور به X١, X٢, کیفیت... اندازه�های کنید فرض
واریانس و µi میانگین با نرمال توزیع دارای Xi و مستقلند اندازه�ها این که می�شود فرض باشد. نمونه�ای میانگین�های یا و
انحرافات کشف هدف و است بررسی مورد i = ١, ٢, ... برای µi = µ٠ شرط است. ثابت و معلوم σ٢ آن در که است σ٢

است: استوار زیر تجمعی جمع آماره دو اساس بر CUSUM طرفه دو نمودار است. µ٠ از احتمالی

C+
i = max[٠, xi − (µ٠ +K) + C+

i−١]

C−
i = min[٠, xi − (µ٠ −K) + C−

i−١]

LCLاست. = −H کنترل پایین حد و UCL = H کنترل بالای حد است. C+
i = C−

i = ٠ اولیه مقدار آن در که
و باشد بزرگ الامکان حتی (ARL٠) کنترل شرایط در دنباله طول متوسط که شود تعیین طوری باید H مقدار و K پارامتر

باشد. کوچک الامکان حتی (ARL١) کنترل از خروج شرایط در دنباله طول متوسط
از خروج بناحق هشدار اولین حصول تا نمونه تعداد متوسط کنترل، شرایط در دنباله طول متوسط که شویم می� یادآور
از خروج بحق هشدار اولین مشاهده تا نمونه تعداد متوسط کنترل، از خروج شرایط در دنباله طول متوسط و است کنترل
است این خوب کنترل نمودار یک از ما انتظار دارد قرار کنترل شرایط در تولید فرآیند وقتی که است طبیعی می�باشد. کنترل
وقتی برعکس باشد. بزرگ ARL٠ که داریم انتظار دیگر عبارت به باشد. داشته بناحق کنترل از خروج هشدار دیر خیلی که
از خروج بحق هشدار زود خیلی که است این خوب کنترل نمودار یک از ما انتظار شده خارج کنترل شرایط از تولید فرآیند
H = hσ دهید قرار که کرده توصیه [٢] کتاب باشد. کوچک ARL١ که داریم انتظار دیگر عبارت به باشد. داشته کنترل
برای که هستند مقادیری این�ها است. کرده توصیه را k = ١/٢ و h = ۵ یا h = ۴ بردن کار به ایشان .K = kσ و
ARL لحاظ از که هستند مقادیری این�ها دیگر عبارت به می�کنند. عمل خوبی به میانگین در ١σ برابر انحرافی شناسایی
k = ١/٢ و h = ۵ با و ARL١ = ٨٫ ٣٨ و ARL٠ = ١۶٨ داریم k = ١/٢ و h = ۴ با درواقع هستند. مطلوب
به باشد کنترل شرایط در تولید خط اگر که است معنی این به اخیر عدد دو این .ARL١ = ١٠٫ ۴ و ARL٠ = ۴۶۵ داریم
به شود خارج کنترل از ١σ اندازه به تولید خط اگر و داریم کنترل از خروج بناحق هشدار یک نمونه ۴۶۵ از بعد متوسط طور

داریم. کنترل از خروج بحق هشدار یک نمونه ١٠٫ ۴ از بعد متوسط طور

سازی شبیه طریق از ARL محاسبه ٣

انحراف مقدار δ که گردد. محاسبه ARL مقدار سازی شبیه طریق از h و δ ، k مختلف مقادیر ازاء به که است این ما پیشنهاد
می�توانیم Xها با کردن کار جای به معلومند، σ و µ٠ که فرض این با توجه با است. معیار انحراف واحد برحسب میانگین از
معیار انحراف و µ٠ = ٠ برابر میانگین کنترل شرایط در بنابراین کنیم. کار هستند ها X شده استاندارد مقادیر که ها Z با
پیشنهاد گیرد. صورت استاندارد نرمال توزیع از سازی شبیه براساس می�تواند ARL محاسبه بنابراین می�باشد. σ = ١ برابر

است: زیر الگوریتم ما
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ماتریس یک که y ماتریس در را آن کرده تولید N(٠, ١) از تایی m = ۵٠٠٠ نمونه b١ = ١٠٠٠ تعداد ابتدا : ١ گام
N(٠, ١) از mتایی = ۵٠٠٠ تصادفی نمونه یک مشاهدات y سطرهای از یک هر ترتیب این به دهید. قرار است b١×m

است.
کنید. محاسبه را C−

i و C+
i کنترل های آماره مقادیر ، y سطر هر برای : ٢ گام

m× برداری١ y سطر هر برای کنید. مقایسه -H و H با را C−
i و C+

i شده محاسبه مقادیر ، y سطر هر برای : ٣ گام
.٠ دهید قرار صورت این غیر در و ١ دهید قرار C−

i < −H یا C+
i > H اگر کنید. درست ها یک و صفرها از

داده روی نمونه چند از بعد کنترل از خروج هشدار اولین که کنید مشخص y سطر b١ = ١٠٠٠ از یک هر برای : ۴ گام
است. مشاهده چندمین با متناظر که کنید تعیین را ٣ گام بردار در ١ عدد اولین دیگر عبارت به است.

این از گیری میانگین با می�شود. حاصل (RL) دنباله طول برای برآورد یک ، y سطر هر ازاء به ترتیب این به : ۵ گام
می�شود. حاصل ARL برای دقیق چندان نه برآورد یک برآورد، b١ = ١٠٠٠

میانگین با سپس کنید. تکرار بار b٢ = ١٠٠ را فوق گانه پنج گام�های ARL دقیق برآورد به دستیابی برای : ۶ گام
می�آید. دست به ARL دقیق برآورد ARL از برآورد ١٠٠ از گیری

منجر بالایی بسیار دقت به هم و بالا بسیار سرعت به هم تجربی طور به b٢ = ١٠٠ و b١ = ١٠٠٠ مقادیر کارگیری به
گزینه�های یا و b٢ = ١٠٠٠ و b١ = ١٠٠٠٠ مقادیر می�توانیم دهیم افزایش هم باز را دقت بخواهیم که صورتی در می�شود.
اغراق طور به نیز m = ۵٠٠٠ انتخاب می�یابد. کاهش سرعت تکرار تعداد این با که است طبیعی کنیم. انتخاب را دیگری
اغلب می�دهد. پوشش کاملا را RL گاه تکیه که شود حاصل اطمینان که شود تعیین طوری باید m مقدار است بزرگ آمیزی

می�شود. ARL دقیق برآورد به منجر نیز ۵٠٠٠ از کوچکتر بسیار عددی

مقایسه�ای مطالعه ۴

توسط شده محاسبه ARL مقادیر (δ) میانگین در انحراف مختلف مقادیر ازاء به و h = ۵ و h = ۴ برای بخش این در
محاسبه مقادیر و [۶] مرجع روش توسط شده محاسبه مقادیر ، [۵] مرجع روش براساس شده محاسبه مقادیر ، [١] مرجع

می�کنیم: مقایسه را حاضر مقاله پیشنهادی الگوریتم توسط

(١٩٨۶) ونس دقیق روش :١ جدول

δ ٠ ٠٫ ۵ ١ ٢ ٣
h = ۴ ١۶٨ ٢۶٫ ۶ ٨٫ ٣٨ ٣٫ ٣۴ ٢٫ ١٩
h = ۵ ۴۶۵ ٣٨ ١٠٫ ۴ ۴٫ ٠١ ٢٫ ۵٧

(١٩٨۵) سیگموند تقریبی روش :٢ جدول

δ ٠ ٠٫ ۵ ١ ٢ ٣
h = ۴ ١۶٩ ٣١ ٨٫ ٣۴ ٣٫ ٢٢ ١٫ ٩٩
h = ۵ ۴۶٩٫ ١ ۴۴ ١٠٫ ٣۴ ٣٫ ٨٩ ٢٫ ٣٩
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(٢٠١٢) همکاران و حنیف روش :٣ جدول

δ ٠ ٠٫ ۵ ١ ٢ ٣
h = ۴ ١٧۶ ٢٠٫ ٧۵ ۶٫ ١ ٢٫ ١ ١٫ ٣٩
h = ۵ ۴۵٨ ۴٣٫ ٧٨ ١٢٫ ١٩ ٣٫ ۶۵ ٢٫ ٠۵

حاضر مقاله سازی شبیه روش :۴ جدول

δ ٠ ٠٫ ۵ ١ ٢ ٣
h = ۴ ١۶٧٫ ٨۶٢٩ ٢۶٫ ۶٠۵٠ ٨٫ ٣٧۵١ ٣٫ ٣۴٣۵ ٢٫ ١٩۴٨
h = ۵ ۴۶۵٫ ٣٣١٩ ٣٨٫ ٠٧٩٠ ١٠٫ ٣۶٧٢ ۴٫ ٠٠۴٣ ٢٫ ۵٧۵٠

گیری نتیجه ۵

سازی شبیه طریق از مقاله این در که ۴ جدول در موجود مقادیر که می�شود ملاحظه ۴ بخش در شده ارائه جداول به توجه با
نسبت نیز دقت لحاظ از و است نزدیک است ونس دقیق روش که ١ جدول در موجود مقادیر به زیادی حد تا کردیم محاسبه

دارد. بیشتری دقت است آمده ٣ جدول در که همکاران و حنیف روش و ٢ جدول در آن مقادیر که سیگموند روش به
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STARMA مدل های معرفی

هاشمی مریم
خوانسار واحد اصفهان، دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی دانشکده

دهکردی هادیان رویا
شهر خمینی واحد اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

و شناسایی مدل، آماری معرفی به فضا–زمان، متحرک میانگین و اتورگرسیو مدل های تعریف از پس مقاله، این در
است. شده پرداخته آن به مربوط پارامترهای برآورد

فضا-زمان های ،مدل STARMA فضا-زمان، همبستگی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

و مکان هر در مشاهدات بین سیستماتیک وابستگی که هنگامی تک متغیره، زمانی سری مدل های برای جایگزین یک
همزمان بطور تا می کنند تلاش مدل ها این است. متغیره چند زمانی سری مدل های باشد، داشته وجود مجاور مکان های
از الگوهایی دهنده نشان سری N این که هنگامی کنند. پیش بینی و توصیف را مشاهده قابل زمانی سری N از مجموعه ای
می شود. منجر توضیحات برای بهتری سیستم به نتیجه در و گرفته نظر در را مختلف مناطق بین متقابل روابط باشند، منطقه N
–زمان(STARMA)شناخته فضا متحرک میانگین و اتورگرسیو مدل های عنوان تحت چندمتغیره زمانی سری مدل های این
تحت ١٩٧٠ سال در باکس جورج اصلی کار شروع زمان از عملی و نظری به طور زمانی سری های تحلیل و تجزیه می شوند.
مدل های معرفی از پس ابتدا در نمود. پیدا توسعه به سرعت کنترل» و پیشگویی زمانی، سری های تحلیل و «تجزیه عنوان
و منطقه هر در مشاهدات بین سیستم یک در اگر که دادند ١٩٧٣نشان سال در ارد و کلیف متغیری، تک زمانی سری
«همبستگی را پدیده این آن ها بود. خواهد کاراتر متغیره چند زمانی سری مدل های باشد، داشته وجود وابستگی مجاور مناطق
همان حضور ایجاد باعث کشوری از شهر یک در خاص خصوصیتی حضور اگر بود: گونه این آن ها تعبیر و نامیدند فضایی»
زمینه آنان پژوهش های است. شده ایجاد فضایی همبستگی یک شود بیشتر یا کمتر احتمالی با مجاور شهرهای در خصوصیت
اورد(١٩٧۵)، بسج(١٩٧۴)، شوند. ایجاد فضایی همبستگی چنین توصیف برای فضا-زمان مدل های تا نمود فراهم را ای
مدل های کلاس کلی بطور پرداختند. فضایی بندی مدل تحلیل به نیز کرسی(١٩٩٣) و هاینینگ(١٩٩٠) انسلین(١٩٨٨)،
شدند. معرفی کامل طور به و مطرح دویچ و فیفر توسط مقالات از سری یک در ١٩٨٠ سال در بار اولین STARMA

ایالت در جنایت و جرم نوع به مربوط داده های جمله از مکان و زمان به وابسته سری های تحلیل برای مدل ها این از آن ها
کردند. استفاده بوستون

مدل آماری معرفی ٢

T در ،(i = ١, ٢, , N) فضا ثابتNدر مکان های از یک هر در Zi(t) تصادفی متغیر از zi(t) مشاهدات که کنید فرض
،L(l)کنید فرض است. نیاز مورد زیر فضایی تأخیر عملگر تعریف فضا-زمان، مدل یک تدوین برای باشند. موجود زمانی دوره
که باشند l(l)zi(t) =

∑N
j=١ w

(l)
ij zj(t) و l(٠)zi(t) = zi(t) که بطوری باشد، ام lفضایی تأخیر از فضایی تأخیر عملگر
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i, j مکان صورتی که در تنها ها w
(l)
ij ها، iهمه ی برای می باشد.

∑N
j=١ w

(l)
ij = ١ شرط با وزن ها از مجموعه ای w(l)

ij آن در
Nبا ×N مربعی ماتریس ، w(l)

ij وزن های مجموعه از نماینده ماتریس می باشد. صفر غیر باشند، همسایگان از مرتبه ،lامین
است. یک آن سطر هر مجموع که می باشد W (l) نام

این در می شود. بیان گذشته خطاهای و مشاهدات از خطی ترکیب یک عنوان به zi(t) متغیره، تک زمانی سری مشابه
جهات از همسایه مکان های با وابستگی ،i مکان در گذشته خطاهای و مشاهدات با تنها zi(t) وابستگی بر علاوه مدل،

: می شود بیان زیر صورت به مدل این می باشد. مجاز فضایی مختلف

zi(t) =

p∑
k=١

λk∑
l=٠

ϕklL
(l)zi(t− k)−

q∑
k=١

mk∑
l=٠

θklL
(l)ϵi(t− k) + ϵi(t) (١)

فضایی مرتبه mk،اتورگرسیو دوره ی kامین از فضایی مرتبه ی λk، متحرک میانگین مرتبه ی q اتورگرسیو، مرتبه ی pآن در که
شرایط در که هستند نرمال تصادفی خطاهای ها ϵi(t) و هستند پارامترها θkl و ϕkl و متحرک میانگین دوره ی kامین از

: می کنند صدق زیر

E[ϵi(t)] = ٠ , E[ϵi(t)ϵj(t+ s)] =

{
σ٢ i=j،s=٠
٠ o.w.

دارد. اشاره STARMA(pλ١,,λp , qm١,,mq)مدل یک به مدل این

مدل شناسایی ٣

از آن تطبیق نزدیک ترین و نظری خواص که می شود انتخاب عمومی مدل کلاس از زیر کلاس یک فرایند، شناسایی مرحله در
بین متقابل کواریانس N٢ ترکیب برای ایده یک معمولا فضا-زمان، مدل های شناسایی برای می دهد. نمایش را داده ها برآورد
تابع یک ارائه ی نتیجه است. شده بیان مدل کلاس با مرتبط فرم های با مستمر شیوه ی یک در ممکن مکان های جفت تمام
عملگر از استفاده با است. تابع یک به عنوان زمان و فضا در تاخیر نقاط بین کواریانس بیان یعنی فضا-زمان، اتو کواریانس
زمان در مکان یک از همسایگی مرتبه kامین و همسایگی مرتبه lامین بین کواریانس شد، اشاره آن به قبلأ که فضایی تأخیر

: بود خواهد زیر فرم sبه تأخیر

γlk(s) = E

{
N∑
i=١

L(l)zi(t)L
(k)zi(t+ s)

N

}
(٢)

فرض اینجا در است. s تأخیر زمان در همسایگان مرتبه kامین و lامین بین فضا-زمان کواریانس عنوان به γlk(s)آن در که
. E{zi(t)} = ٠ که می شود

خودهمبستگی و اتوکواریانس توابع برآورد ۴

: می باشد زیر صورت به Γ(s)برآورد

Γ̂(s) =
T−s∑
t=١

z(t)z′(t+ s)

T − s
(٣)
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: می باشد زیر صورت به فضا-زمان اتوکواریانس تابع برآورد هم چنین

γ̂lk(s) =

∑N
i=١

∑T−s
t=١ L(l)zi(t)L

(k)zi(t+ s)

N(T − s)
(۴)

: می شود مشاهده ساده جایگذاری یک با بنابراین

γ٠٠(s) =
١
N

tr[Γ(s)] , γ١٠(s) =
١
N

tr[W (١)Γ(s)]

می باشد. s گذشته ی زمانی تأخیر در خود همسایگان مرتبه اولین وزن و مکان هر بین کواریانس ها متوسط دهنده ی نشان که
وقفه های تمام در که می شود نمونه خودهمبستگی به منجر بلکه نیست، ساده موضوع یک فضا-زمان خودهمبستگی تعریف
در همسایگان مرتبه امین k و امین r بین فضا-زمان خودهمبستگی برای مناسب فرمول یک دارد. ثابت واریانس فضایی

: است زیر صورت به s زمانی وقفه ی

ρlk(s) =
γlk(s)

[γll(٠)γkk(٠)]
١
٢

(۵)

: است زیر به صورت نمونه فضا-زمان خودهمبستگی برآورد

ρ̂lk(s) =
γ̂lk(s)

[γ̂ll(٠)γ̂kk(٠)]
١
٢

=

∑N
i=١

∑T−s
t=١ L(l)zi(t)L

(k)zi(t+ s)

[
∑N

i=١
∑T

t=١(L
(l)zi(t))٢.

∑N
i=١

∑T
t=١(L

(k)zi(t))٢]
١
٢

مدل پارامترهای برآورد ۵

پارامتر های برآورد آن، مدل سازی روش و شناسایی مرحله در STARMA مدل های خانواده از مدل یک انتخاب از پس
پایه مدل فرمول که آنجا از می باشد. درستنمائی ماکسیمم برآورد زیاد، نقاط وجود با Θ و Φاز برآورد بهترین است. لازم آن
ماتریس و صفر میانگین با متغیره چند نرمال ε = (ε(١), ε(٢)..., ε(T ))′ توزیع هستند، سفید نوفه ی که دارد خطاهایی

کلی: به طور می باشد. σ٢INT با برابر واریانس-کواریانس

f(ε | Φ,Θσ٢) = (٢π)−
TN

٢ |σ٢INT |−
١
٢ exp(

−١
٢σ٢ ε

′Iε) = (٢π)−
TN

٢ (σ٢)−
TN

٢ exp (
−S(Φ,Θ)

٢σ٢ )

: است زیر به صورت σو٢Θ،Φ از مشروط درستنمایی تابع .S(Φ,Θ) = έε =
∑N

i=١
∑T

t=١ ϵi(t)
٢ آن در که

L(Φ,Θ, σ٢ | z) = (٢π)−
TN

٢ (σ٢)−
TN

٢ exp (−S∗(Φ,Θ)

٢σ٢ )

: بود خواهد زیر صورت به درستنمایی ماکسیمم برآورد نتیجه در

σ̂٢ =
S∗(Φ̂, Θ̂)

TN
(۶)

نواحی تعیین در خاصی مشکلات ،STARMA مدل غیرخطی ماهیت می کنند. مینیمم را S∗(Φ̂, Θ̂)تابعΘ̂وΦ̂آن در که
برای آن از که می شود استفاده تقریبی درستنمایی تابع از منظور بدین می آورد. وجود به شده ارائه پارامترهای برای اطمینان
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به صورت مربعات حداقل برآورد گسترش با مربعات مجموع ، کلی به طور می شود. استفاده اطمینان ناحیه تقریبی محاسبه
: شود زده تقریب می تواند زیر

S(Φ,Θ) = S(δ) ≈ S(δ̂) + (δ − δ̂)′Q(δ − δ̂)

δ بعد K.است برقرار j = ١, ٢, . . . ,K و i = ١, ٢, . . . ,K برای که Q =
١
٢
[
∂S(δ)

∂δi∂δj
]δ̂ و δ́ = (Φ́, Θ́) آن در که

تقریب زیر رابطه توسط مربعات مجموع تابع .بنابراین S(δ) =
∑T

t=١ ε(t)ε
′(t) سپس پارامترهاست، تعداد همان یا و

: شود می زده

S(δ) = S(δ̂) + (δ − δ̂)′Q(δ − δ̂) (٧)

: آید می دست به زیر رابطه از [ϕ,Θ]′ = δ برای درصد ١)١٠٠ − α) تقریبی اطمینان ناحیه یک

S(δ) = S(δ̂) +
K

TN −K
S(δ̂)FK,TN−K,α (٨)
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واریانس ها همگنی در آزمون چندین مقایسه

جعفری علی اکبر دکتر
یزد دانشگاه

بهرام نژاد مائده
یزد دانشگاه

چکیده

همگنی آزمون به مقاله این در است. واریانس ها برابری فرض اساسی شرایط از یکی یک طرفه، واریانس آنالیز در
شومیکر لون، بارتلت، هارتلی، آزمون های شامل آزمون چندین عملکرد و می شود پرداخته نرمال جامعه k برای واریانس ها

می باشد مونت کارلو شبیه سازی اساس بر مقایسه این می دهیم. قرار مقایسه مورد تعمیم یافته آزمون با را لوه و لیم و

تعمیم یافته p-مقدار مونت کارلو، شبیه سازی لون، آزمون بوت استرپ، آزمون بارتلت، آزمون کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

بگیرید: نظر در را زیر یک طرفه واریانس آنالیز مدل

Xij = µi + εij , i = ١, ٢, ..., k, j = ١, ٢, ..., ni, (١)

σ٢
i واریانس و µi میانگین با نرمال توزیع دارای Xij بنابراین هستند. N(٠, σ٢

i ) توزیع دارای و مستقل دوبه دو εijها که
از نباشد برقرار فرض این اگر چون است واریانس ها برابری فرض یک طرفه، واریانس آنالیز در اساسی مساله یک است.

است: زیر فرض های آزمون انجام هدف مساله این در کرد. استفاده نمی توان F آزمون

H٠ : σ٢
١ = σ٢

٢ = ... = σ٢
k vs. H١ : باشد متفاوت σ٢ها

i از یکی .حداقل (٢)

حاضر حال در همچنین، است. توجه مورد کابردی برنامه های ار بسیاری در و دارد شهرت واریانس همگنی به صفر فرض
در حتی یا و کشاورزی محصولات تولید سیستم های شناسی، زیست کیفیت، کنترل در یکنواختی تعیین برای به طورافزایشی

.[٣] می شود استفاده آموزشی روش های گسترش
که است [١] بارتلت آزمون روش ها مهم ترین از یکی است. شده ارائه متعددی روش های فرض آزمون این انجام برای
کوچکترین به واریانس بزرگترین نسبت که کرد پیشنهاد را Fmax آماره [۵] می کند. عمل درستنمایی نسبت آماره براساس
کاهش بودن نرمال فرض که زمانی هارتلی و کوکران بارتلت، آزمون های اول نوع خطای داد نشان [٢] است. نمونه واریانس
جامعه چندین در واریانس برابری آزمون برای خود مطالعات در جایگزین روش یک همچنین است. اسمی سطح از بیشتر یابد
آزمون [۴] کرد. ارائه میانگین ها با مشاهدات اختلاف قدرمطلق از استفاده با ANOV A اساس بر روش یک [۶] کرد. ارائه
تعمیم یافته p-مقدار روش از استفاده با آزمون یک [٨] کرد. ارائه نمونه ها میانگین بجای میانه از استفاده با را اصلاح شده لون
[٧] است. مناسبی روش که داد نشان و کرد مقایسه مونت کارلو شبیه سازی از استفاده با بارتلت آزمون با را آن و داد ارائه

کرد. ارائه مجانبی آزمون یک چهارم گشتاور برآورد براساس [٩] و بوت استرپ آزمون چندین
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آزمون  چند بر مروری ٢

S٢
i و Xi که کنید فرض اینجا در می شود. ارائه واریانس ها برابری فرض بررسی انجام برای را آزمون چند بخش این در

می شوند. داده نمایش s٢
i و xi با S٢

i و Xi مشاهده شده مقادیر همچنین هستند. نمونه iامین واریانس و میانگین به ترتیب

هارتلی آزمون ٢ . ١

استفاده مختلف گروه های واریانس تحلیل و تجزیه برای که شده شناخته Fmaxهارتلی یا Fmax آزمون عنوان به هارتلی آزمون  
است: زیر به صورت هارتلی آزمون آزمون، آماره می شود.

Fmax =
maxS٢

i

minS٢
i

,

نسبت حاصل اینصورت غیر در است برقرار واریانس ها همگنی فرض شود یک برابر تقریبا نسبت این حاصل که صورتی در
فرض باشد جدول بحرانی مقدار مساوی یا بزرگتر شده محاسبه نسبت اگر می شود، مقایسه هارتلی جدول بحرانی مقادیر با

دارد. وجود منحصربه فرد بحرانی نقاط از جدول یک هارتلی آزمون برای می شود. رد واریانس ها برابری

لون آزمون ٢ . ٢

این با است F آزمون همان که کرد، پیشنهاد eij =
∣∣Xij −Xi

∣∣ مقیاس متغیرهای برای را واریانس همگنی آزمون لون
است: زیر به صورت لون آزمون آزمون، آماره است. کرده استفاده eij از Xij بجای که تفاوت

Lts =

١
k−١

k∑
i=١

ni(ei. − e..)
٢

١
(n−k)

k∑
i=١

ni∑
j=١

ni(eij − ei.)
٢
,

آزادی درجه n− k و k− ١ با F تقریبی توزیع دارای لون آزمون است. e.. =
k∑

i=١

ni∑
j=١

eij/n و ei. =
ni∑
j=١

eij/ni که

فرض باشد آزادی درجه n − k و k − ١ با F توزیع از درصد ١)١٠٠ − α) چندک از بیشتر Lts اگر بنابراین است،
می شود. رد واریانس ها برابری

بارتلت آزمون ٢ . ٣

است: زیر به صورت آن آزمون آماره که شد معرفی [١] بارتلت توسط آزمون این

B =
M

١ + C
,

C = ١
٣(k−١)(

k∑
i=١

١
ni−١ − ١

n−k ) و S٢
a =

k∑
i=١

(ni−١)S٢
i

n−k ،M = (n − k) logS٢
a −

k∑
i=١

(ni − ١) logS٢
i که

واریانس ها برابری فرض باشد k − ١ با کی-دو توزیع از درصد ١)١٠٠ − α) صدک از بزرگتر B که زمانی بنابراین است.
می شود. رد
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شومیکر آزمون ۴ . ٢

است: زیر صورت به آن آزمون آماره که شد معرفی [٩] شومیکر توسط آزمون این

Sts =

k∑
i=١

(ln s٢
i − ln s٢)

٢

v̂ar(ln s٢
i )

,

و hi =
k

k∑
i=١

١/ni

،σ̂٢ = ١
n

k∑
i=١

(ni − ١)s٢
i ،v̂ar(ln s٢

i ) = ١
hi
[
µ̂′

۴
σ̂٢ − (hi−٣)

(hi−١) ] ،ln s٢ = ١
k

k∑
i=١

ln s٢
i که

کی-دو توزیع از درصد ١)١٠٠ − α) صدک از بیش Sts اگر می شود رد H٠ فرض . µ̂′
۴ = ١

n

k∑
i=١

ni∑
j=١

(xij − xi.)
۴

باشد. آزادی درجه k − ١ با

لوه و لیم آزمون ۵ . ٢

بوت استرپ نسخه کردند. مقایسه واریانس ها ناهمگنی برای را غیربوت استرپ و بوت استرپ آزمون چندین [٧] لوه و لیم
لوه و لیم آزمون محاسبه برای الگوریتم است. شده توصیه اول نوع خطای نیرومندی و توان لحاظ از برتری دلیل به لون آزمون

است: زیر به صورت
.xij داده های از آزمون آماره محاسبه (١

.l = ٠ اولیه مقداردهی (٢
است. iام گروه میانه µ̂i که eij = xij − µ̂i باقیمانده محاسبه (٣

می دهند. نشان e∗ij با را آن ها که R = {xij − µ̂i, i = ١, ..., k, j = ١, ..., ni} از نقطه n انتخاب (۴
x∗ij = دادن قرار با بوت استرپ مشاهدات هموارسازی آن گاه باشد ١٠ از کمتر گروه iامین از ni نمونه اندازه اگر (۵

(−١
٢ ,

١
٢) روی یکنواخت تصادفی متغیر یک U و q٢ = ١

n

k∑
i=١

ni∑
j=١

(xij − xi)
٢ که می شود، انجام (١٢

١٣)
٠٫۵(e∗ij+qU)

.x∗ij = e∗ij این صورت غیر در است،
.l = l + ١ آنگاه L∗

ts > Lts اگر می شود. محاسبه x∗ij نمونه های اساس بر را L∗
ts آزمون آماره مقدار (۶

شوند. تکرار ۶ و ۵ ،۴ گام های مرتبه B (٧
. باشد α از کمتر l/B اگر می شود رد صفر فرض آ است. l/B بوت استرپ p-مقدار (٨

تعمیم یافته p-مقدار آزمون ۶ . ٢

کردند: ارائه زیر به صورت را lnσ٢
i برای تعمیم یافته محوری کمیت [١٠] لی و ژو

Rlnσ٢
i
= ln

s٢
i

S٢
i

σ٢
i = ln

(ni − ١)s٢
i

Ui
= ln((ni − ١)s٢

i )− lnUi,
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این از استفاده با هستند. مستقل دوبه دو Ui ها و است آزادی درجه ni − ١ با کی-دو توزیع دارای Ui =
(ni−١)S٢

i

σ٢
i

که
کرد: ارائه زیر به صورت واریانس ها برابری برای تعمیم یافته p-مقدار یک [٨] ژو و لیو محوری، کمیت

p(x, s٢) = P

( k∑
i=١

(
logUi − E(logUi)

)٢

V ar(logUi)
− ١

k∑
j=١

١
V ar(logUj)

( k∑
i=١

logUi − E(logUi)

V ar(logUi)

)٢

≥
k∑

i=١

(
log((ni − ١)s٢

i )− E(logUi)
)٢

V ar(logUi)
−

(
k∑

i=١

log((ni−١)s٢
i)−E(logUi)

V ar(logUi)
)

٢

k∑
j=١

١
V ar(logUj)

)
,

و V ar(logUi) = E((logUi)
٢)− (E(logUi))

٢ که

E(logUi) =

∫ ∞

٠
lnx

١

٢
ni−١

٢ Γ(ni−١
٢ )

x
ni−٣

٢ e−
x
٢ dx,

E((logUi)
٢) =

∫ ∞

٠
(lnx)٢ ١

٢
ni−١

٢ Γ(ni−١
٢ )

x
ni−٣

٢ e−
x
٢ dx.

می شود. رد باشد α دار معنی سطح از کمتر p(x, s٢) که زمانی صفر فرض
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دیگر متغیره دو توزیع چند با متغیره دو نمایی توزیع های از کلاسی مقایسه

روزگار رسول
یزد دانشگاه

عمادی* مرضیه
یزد دانشگاه

چکیده

بخش در می کنیم. بیان را آن ویژگی های از برخی و کرده معرفی را متغیره دو نمایی  توزیع های از کلاسی مقاله این در
به نسبت توزیع این برتری دادن نشان برای می کنیم. مقایسه دیگر متغیره دو نمایی توزیع چند با را توزیع این کاربرد
 AICc و AIC و  −٢LogL  معیارهای با و داده برازش داده ها از مجموعه ای به را توزیع ها این نظر مورد توزیع های

می کنیم. مقایسه هم با  BIC و

یافته تعمیم نمایی توزیع ، باسو و بلاک متغیره دو یافته تعمیم نمایی توزیع ، متغیره دو نمایی توزیع کلیدی: واژه های
درستنمایی حداکثر بر آورد ، متغیره دو خطی محدود نمایی توزیع ، متغیره دو

Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

است. معروف می کنند کار بقا تحلیل و عمر طول آزمون اعتماد، قابلیت زمینه در که محققینی بین در یک   متغیره نمایی توزیع
آماری طور به متغیرها که است براین فرض تحلیل موارد بیشتر در باشند موثر سیستم بر دو متغیر از بیشتر یا دو  متغیر که وقتی
جزئیات می شود. تولید پیشینه در دو متغیره مدل چند درنتیجه نیست. قرار بر عمل در استقلال چندفرض هر هستند، مستقل
لای و بالاکریشنان توسط که کتابی در کاربردشان با همراه آن ها ساخت روش های و دو متغیره توزیع های بررسی شده روز به
عمر، طول مانند نامنفی متغیرهای توام مدل بندی برای مهمی انتخاب های توزیع هایی چنین دارد. وجود شده تالیف [٢٠٠٩]
که هستند آن هایی متغیره دو نمایی توزیع های معروف ترین از برخی است. موج ارتفاع و باد سرعت تجهیزات، تعمیر زمان
مقاله این در شده اند. معرفی [١٩٧۴] وباسو بلاک ، [١٩۶٧] الکین و مارشال ، [١٩۶١] فرند ، [١٩۶٠] گامبل وسیله به
با توزیع این کاربرد بخش در می کنیم. بیان را آن ویژگی های از برخی و کرده معرفی را متغیره دو نمایی توزیع های از کلاسی
معیارهای  با و داده برازش داده ها از مجموعه ای به را توزیع ها این خاتمه در می شود. مقایسه دیگر متغیره دو نمایی توزیع چند

می  کنیم. مقایسه هم با  BIC و  AICc و AIC و −٢LogL

متغیره دو نمایی توزیع ٢

بگیرید: نظر در را زیر بقا تابع با (X,Y ) منفی غیر تصادفی بردار

F (̄x, y) = P (X > x, Y > y), x ⩾ ٠, y ⩾ ٠.

*سخنران

١–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

دیگر متغیره دو توزیع باچند متغیره دو نمایی های توزیع از کلاسی مقایسه پوستر

٧٣٢



باشد. D متغیره تک توزیع داری Y و X ای حاشیه تصادفی اگرمتغیرهای گوییم D معین متغیره دو توزیع دارای را (X,Y )

کنیم: می تعریف و است Y ، X توزیع تابع ترتیب به FY (.)،FX(.)

Y = XαZ, ٠ < α < ١, (١)

نمایی توزیع دارای (X,Y ) این که برای است. قرار بر توزیع این در   ١ رابطه است. X از مستقل نامنفی تصادفی Zمتغیر که
. کنیم رامشخص Z توزیع باید ما دارند ارتباط باهم   ١ رابطه طریق از حاشیه ای تصادفی متغیرهای که وقتی باشد متغیره دو

می آید: دست به زیر صورت به Y و X توام بقا تابع

F (̄x, y) = P (X > x, Y > y)

=

∫ ∝

x
p[Y > y|X = u]dFx(u)

=

∫ ∝

x
p[XαZ > y|X = u]dFx(u)

= −
∫ ∝

x
F̄z(

y

uα
)dF̄X(u)

داریم: جز به جز گیری انتگرال وسیله به سادگی برای

F (̄x, y) = −
∫ y

xα

٠
F̄X((

y

z
)

١
α )dF̄Z(z) + F̄X(x)F̄Z((

y

xα
)) (٢)

می شود: بیان زیر صورت به توام احتمال چگالی تابع آن گاه باشد داشته وجود Y و  X چگالی توابع اگر

f(x, y) = fX(x)fZ(
y

xα
)

١
xα
, x > ٠, y > ٠. (٣)

می شود: تعریف زیر صورت به متغیره دو نمایی چگالی تابع

f(x, y) = (βλ١−αx−α) exp(−λx)fV (
βy

(xλ)α
). (۴)

V = U−α  صورت به V و  هستند. β و λ پارامترهای با نمایی توزیع دارای ترتیب به Y و X تصادفی متغیر های که
است: زیر احتمال چگالی تابع دارای و است شده تعریف

fV (v;α) =
١
Π

∞∑
k=١

Γ(kα)

Γ(k)
(−v)k−١ sin(kΠα), v > ٠. (۵)

می شوند: تعریف زیر صورت به شرطی احتمال چگالی توابع

f(y|x) = (
β

λαxα
)fV (

βy

λαxα
)

f(x|y) = (λ
١−αx−α

) exp(−λx+ βy)fV (
βy

(xλ)α
).

شود: می بیان زیر صورت به خلاصه طور به توزیع دوم مرتبه خواص

E(X) = λ−١, E(Y ) = β−١, E(XY ) = (α+ ١)(λβ)−١, Corr(X,Y ) = α. (۶)
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درستنمایی حداکثر بر آورد ٣

{(xi, yi), i = تصادفی نمونه براساس θ = (α, β, λ)′ پارامتر بردار آورد بر برای را درستنمایی حداکثر روش بخش این در
بیان زیر صورت به درستنمایی تابع نتایج کنیم. می بررسی ۴ را  رابطه احتمال چگالی تابع متغیره دو نمایی از ١, ٢, · · · , n}

شود: می

L(θ|xi, yi) =
n∏

i=١

λe−λxi

Πyi
R(xi, yi)

n

λ
−

n∑
i=١

xi = ٠, (٧)

θ̂را = (α̂, β̂, λ̂)′ درستنمایی حداکثر برآورد .R(xi, yi) =
∑∞

k=(١−)١k−١ Γ(kα)
Γ(k) (

βyi
(λxi)α

)k sin(kΠα) که
آورد: دست به زیر درستنمایی معادلات حل وسیله به می توان

n∑
i=١

Rα(xi, yi)

R(xi, yi)
= ٠,

n∑
i=١

Rβ(xi, yi)

R(xi, yi)
= ٠,

n

λ
−

n∑
i=١

xi = ٠, (٨)

Rα(xi, yi) =

∞∑
k=١

(−١)k−١Γ(kα)

Γ(k)
k(

βyi
(λxi)α

)k[ψ(kα)− log(λxi)] sin(kΠα)

+ Πcos(kΠα)

Rβ(xi, yi) =
∞∑
k=١

(−١)k−١Γ(kα)

Γ(k)
kβ

k−١
(

yi
(λxi)α

)k sin(kΠα)

برحسب درستنمایی معادلات است. شده تعریف Ψ(k) = d
dk ln Γ(k) = Γ′(k)

Γ(k) صورت به گاما دای تابع Ψ(.) که
کنیم می Nقطع رادر سری کنیم. قطع مناسب متناهی عدد حسب بر را آن ها که داریم احتیاج ما و است نامتناهی سری های

نویسیم: می زیر صورت به را آن و

RN (xi, yi) =

N∑
k=١

(−١)k−١Γ(kα)

Γ(k)
(
βyi

(λxi)α
)k sin(kΠα)

δ = ما است. شده تعیین پیش از δ مقدار ، |RN (xi, yi)−RN+١(xi, yi)| < δ که، صورت این به Nباانتخاب
وقتی نظم شرایط تحت کنیم. می خلاصه را درستنمایی حداکثر برآورد مجانبی های ویژگی حال می کنیم. انتخاب ١−١٠۵

√
n(θ̂ − θ) → N(٠, I−١

٣ ) ،n→ ∞

I٣ = −E(
∂٢ logL

∂θ∂θ′
) =

I١١ I١٢ I١٣
I٢١ I٢٢ I٢٣
I٣١ I٣٢ I٣٣


آید: می دست به زیر صورت به ماتریس اعضای که

I١١ = −E(
∂٢

∂α٢ logL); I١٢ = I٢١ = −E(
∂٢

∂α∂β
logL);

I١٣ = I٣١ = −E(
∂٢

∂α∂λ
logL); I٢٢ = −E(

∂٢

∂β٢ logL);
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کاربرد ۴

تعمیم نمایی توزیع  ، [۶] BBGE باسو  و بلاک متغیره دو یافته تعمیم نمایی توزیع و متغیره دو نمایی توزیع بخش این در
داده ایم. برازش [٣] در موجود داده های مجموعه به را [۴] BALE متغیره دو خطی محدود نمایی توزیع  ، [۶] BGE یافته
به توجه با می دهد. نشان یافته برازش مدل های برای را   BIC ، AICc ،  AIC ،  −٢LogL ،  MLE مقادیر   ١ جدول

است. بهتر دیگر توزیع های از شده معرفی متغیره دو نمایی توزیع  ١ جدول در شده داده مقادیر

. BIC ، AICc ، AIC ، −٢LogL، MLEs :١ جدول

BIC AICc AIC −٢LogL MLE Dist
۵۵٨٫۵٩١۶ ۵۵۴٫٠١٠١ ۵۵٣٫٣٧٨۵ ۵۴٧٫٣٧٨۵ α̂ = ٠٫۵٩۴٢, β̂ = ٠٫٠٨۴۵, λ̂ = ٠٫١١٠١, BE
۵٨٢٫۶۴٠۴ ۵٧٨٫٠۵٩ ۵٧٧٫۴٢٧۴ ۵٧١٫۴٢٧۴ α̂ = ٠٫١١٠١, β̂ = ٠٫٠٧۴۴, λ̂ = ٠٫٠٠٠٠, BALE
۶١٣٫۵۵۵۵ ۶٠٨٫٩٧۴١ ۶٠٨٫٣۴٢۵ ۶٠٢٫٣۴٢۵ α̂ = ٠٫٩٩٩٩, β̂ = ٠٫١٣٣٠, λ̂ = ٠٫٠٨۶٢, BGE
١٩٠٢٫۵٨٣ ١٨٩۶٫٧١٣ ١٨٩۵٫۶٣٢ ١٨٨٧٫۶٣٢ α̂ = ١٫٠۴٧٠, β̂ = ١٫٠٠٠, λ̂ = ٢٫٠٠٧٩, BBBGE

θ̂ = ١٫٠٠١۴
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چکیده

از دنباله�ای برای کامل همگرایی مفهوم سپس می�کنیم تعریف باناخ فضای در را تصادفی عناصر ابتدا مقاله این در
را کامل همگرایی پایان در و می�کنیم بیان را است، شده بیان رابینس و اچسو توسط بار اولین که تصادفی متغیرهای
قبلی کارهای تعمیم که جدیدی نتایج زمینه این در و بیان باناخ فضای در تصادفی عناصر از آرایه�ای وزنی مجموع برای

می�آوریم. بدست است

وزنی مجموع کامل، همگرایی باناخ، فضای در تصادفی عناصر از آرایه�ای کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

می�رسند بنظر ضروری وزنی مجموع همگرایی مطالعه برای که آنها خواص و عناصرتصادفی از مثالهایی و تعاریف بخش این در
می�کنیم. بررسی و بیان را

هرگاه است میدان −σ ، F می�گوییم .١.١ تعریف
Ac ∈ F Aآنگاه ∈ F اگر یعنی است، بسته گیری متمم عمل Fتحت الف)

∪iAi ∈ F آنگاه باشند، F اعضای از ها Ai اگر یعنی است، بسته شمارا اجتماع Fتحت ب)

−σاین عضو هر نامیم. می بورل میدان −σ را باز مجموعه�های وسیله به شده تولید میدان میدان −σ .٢.١ تعریف
می�دهیم. Bنشان نماد با را بورل میدان −σ می�گوییم. بورل مجموعه را میدان

گوییم. می پذیر اندازه فضای را (Ω, F ) مرتب زوج باشد، Ωمجموعه�های زیر از σ،F−میدانی اگر .٣.١ تعریف

باز مجموعه�های شامل σ−میدان کوچکترین از است عبارت B(X)باشد خطی پولوژی تو فضای یک X اگر .۴.١ تعریف
هر ازای به اگر گوییم بورل پذیر اندازه را T : X −→ Y تابع است. Xبورل های مجموعه زیر B(X)مجموعه یعنی ،X

. T−١(B) ∈ B(X)باشیم Bداشته ∈ B(Y )

آرایه�ای {anj , j ∈ N,n ∈ N}و Bپذیر تفکیک باناخ فضای در تصادفی عناصر از آرایه Xnj}یک , j ∈ N,n ∈ N}
گیریم. می نظر در را Sn = Σ∞

j=١anjXnjباشد حقیقی اعداد از

,Ω)فضای A, F ) و X روی بورل σ−میدان ، B(X) و Xباشد خطی فضای روی شده تعریف نرم ∥.∥ کنید فرض
شود. می تعریف زیر Xبصورت در تصادفی عنصر یک باشد احتمال
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B ∈ B(X)هر ازای به اگر گوییم می Xخطی فضای در تصادفی عنصر را V : Ω −→ X تابع .۵.١ تعریف
( (مرجع[٢] .V −١(B) = {w ∈ Ω : V (w) ∈ B} ∈ A،

Bباشد. پذیر تفکیک باناخ فضای در تصادفی عناصر از آرایه یک {Xnj , j ∈ N,n ∈ N} کنید فرض .۶.١ تعریف
X > هر٠ برای که بقسمی باشد داشته Dوجود ثابت اگر Xاست تصادفی متغیر تسلط تحت تصادفی بطور آرایه این گوییم

supj∈N,n∈NP (∥Xnj∥ > x) ≤ DP (|X| > x).

([۴] (مرجع .{Xnj , j ∈ N,n ∈ N} < X می�نویسیم حالت این در

باناخ فضای در بزرگ اعداد قانون و كامل همگرایی ٢

ϵ > هر٠ برای اگر می�گوییم Cثابت مقدار به کامل همگرای را {Xn, n ∈ N}تصادفی های متغیر دنباله .١.٢ تعریف
( (مرجع[۴] . Σ∞

n=١P (|Xn − C| > ϵ) < ∞

، t ≥ برای١ آنگاه باشد توزيع هم و مستقل تصادفی متغيرهای از ای ,Xk}دنباله k ≥ کنید{١ فرض .٢.٢ قضیه
( باشیم(مرجع[٣] داشته ϵ > هر٠ برای اگر فقط و اگر EXkاست = µ و E|Xk|t < ∞

Σ∞
n=١n

t−٢P{|Σn
k=١Xk − nµ| > nϵ} < ∞.

و است مستقل سطروار بطور که تصادفی عناصر از آرایه یک {Xnj , j ∈ N,n ∈ N} کنید فرض .٣.٢ قضیه
( کنید(مرجع[۴] فرض همچنین {Xnj , j ∈ N,n ∈ N} < X

supj⩾١|anj | = O(n−γ) بطوريكه γ > ٠ باشد داشته وجود الف)
Σ∞
j=١|anj | = O(nα) بطوريكه α < γ باشد داشته وجود ب)

E|X|
١)+١+α+

β

γ
)

< ∞ باشیم داشته β ∈ (−١, γ − α− ١] يك براي حداقل ج)
Sn ≡

∑∞
j=١ anjXnj −→ د)٠

ϵ > هر٠ برای يعنی است كامل همگرای صفر به β نرخ با Sn ∞∑آنگاه
n=١ n

βP (∥Sn∥ > ϵ) < ∞.

دنباله هر برای که بقسمی دارد وجود است، وابسته p به فقط که Cp مثبت ثابت مقدار یک ،p ≥ ٢ هر برای .۴.٢ لم
است برقرار زیر نامساوی XnϵL

p, nϵN که B پذیر تفکیک باناخ فضای از مستقل تصادفی عناصر از {Xn, n ∈ N}
( (مرجع[١]

E|∥Σn
j=١Xj∥ − E∥Σn

j=١Xj∥|p ≤ Cp{(Σn
j=١E∥Xj∥٢)

p

٢ +Σn
j=١E∥Xj∥p}

بطوریکه باشد تصادفی عناصر از آرایه�ای {Xnj , j ∈ N,n ∈ N} کنید فرض .۵.٢ قضیه
داشته وجود همچنین β = −١ − α و باشند برقرار قضیه٣.٢ شرایط کنید فرض و {Xnj , j ∈ N,n ∈ N} < X

بطوریکه ٠ < θ < ١ و αباشد
Σ∞
j=١|anj |θ = O(nα) (١)
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داریم ϵ > ٠ هر ازای به برای آنگاه ،E(|X|θlog(١+ |X|)) < ∞ اگر
∞∑
n=١

nβP (∥Sn∥ > ϵ) < ∞. (٢)

کرد فرض توان می شود وارد خللی کلیت به اینکه بدون رابطه١ و قضیه٣.٢ طبق اثبات.

supj⩾١|anj | = n−γ (٣)

Σ∞
j=١|anj |θ = nα (۴)

آنگاه باشد. A مشخصه تابع IA و j ∈ N,n ∈ N که Ynj = anj Xnj I(∥anj Xnj∥ ≤ کنید(١ ∞∑فرض
n=١ n

βP (∥Sn∥ > ϵ) ≤
∑∞

n=١ n
β
∑∞

k=١ P (∥ankXnk∥ > ١)
+
∑∞

n=١ n
βP (∥

∑∞
k=١ Ynk∥ > ϵ) := I١ + I٢

لم از استفاده با ،θ > ٠ و α + β = چون١− . I٢ < و∞ I١ < که∞ دهیم نشان است کافی ٢ اثبات برای بنابراین
داریم و۴ ٣ روابط و ۴.٢

I١ ≤
∑∞

n=١ n
β
∑∞

k=١E∥ank Xnk∥θI(∥ank Xnk∥ > ١)
≤ C

∑∞
n=١ n

β
∑∞

k=١E(|ank X|)θI(|X| > |ank|−١) ≤ C
∑∞

n=١ n
−١E(|X|)θI(|X| > nγ

= C
∑∞

n=١ n
−١∑∞

j=nE(|X|)θI(jγ < |X| ⩽ (١+ j)γ)

= C
∑∞

j=١E(|X|)θI(jγ < |X| ⩽ (١+ j)γ)
∑j

n=١ n
−١

⩽ C
∑∞

j=n Log jE(|X|)θI(jγ < |X| ⩽ (١+ j)γ)

⩽ CE(|X|)θLog(١+ |X|)) < ∞. (۵)

n ∈ N هر ازای به پس . n ∈ N ، k ∈ N ، Ink = {i : (nk)γ ≤ |anj |−١ < (n(k + ١))γ}کنید فرض
.∪∞

k=١Ink = N ،
داریم ۵ رابطه و ۴.٢ لم و مارکوف نامساوی استفاده با . θ < t < که١ کنیم می انتخاب طوری tرا

I٢ ≤
∑∞

n=١ n
β
∑∞

k=١E∥Ynk∥t

≤ C
∑∞

n=١ n
β
∑∞

k=١E{(|ank X|)tI(|X| ⩽ |ank|−١) + p(|X| > |ank|−١)}
≤ C + C

∑∞
n=١ n

β
∑∞

k=١(Ink)(nk)
−γtE(|X|)tI(|X| < (n(k + ١))γ)

≤ C + C
∑∞

n=١ n
β
∑∞

k=١(Ink)(nk)
−γt

∑n(k+١)
i=١ E(|X|)tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

≤ C + C
∑∞

n=١ n
β
∑∞

k=١(Ink)(nk)
−γt

∑٢n
i=١E(|X|)tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

+C
∑∞

n=١ n
β
∑∞

k=٢(Ink)(nk)
−γt

∑n(k+١)
i=٢n+١E(|X|)tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

:= C + I٣ + I۴. (۶)

داریم ۴ از استفاده با است. j, k ∈ N آن در jγ(t−θ)<kγ(t−θ)که داریم j < k هر برای γ > ٠ و θ < tچونکه
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nα
∑∞

i=١ |anj |θ =
∑∞

k=١
∑

i∈Ink
|anj |θ ⩾

∑∞
k=١ Ink(n(k + ١))−γt

⩾
∑∞

k=j Ink(n(k + ١))−γt(n(j + ١))γ(t−θ) > ٢−γt∑∞
k=j Ink(nk)

−γt(nj)γ(t−θ)

نتیجه در
∞∑
k=j

(Ink)(nk)
−γt ⩽ Cnα−γ(t−θ)j−γ(t−θ) for all j ∈ N. (٧)

آوریم می بدست ٧ رابطه از استفاده با

I٣ ≤ C
∑∞

n=١ n
βnα−γ(t−θ)

∑٢n
i=١E|X|tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

≤ C
∑∞

n=١ n
−١−γ(t−θ) + C

∑∞
n=١ n

−١−γ(t−θ)
∑٢n

i=٢E|X|tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

≤ C + C
∑∞

i=٢E|X|tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)
∑∞

n=[
i

٢
]

(n)−١−γ(t−θ)

≤ C + C
∑∞

i=٢ i
−γ(t−θ)E|X|tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

≤ C + C
∑∞

i=٢ i
γθEI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ) ≤ C + CE|X|θ < ∞.

و

I۴ ≤ C
∑∞

n=١ n
β
∑∞

i=٢n+١
∑∞

k=[
i

n− ١
]

(Ink)(nk)
−γtE|X|tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

≤ C
∑∞

n=١ n
β
∑∞

i=٢n+١(n)
α−γ(t−θ)( i

n)
−γ(t−θ)E|X|tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

≤ C
∑∞

i=٢ i
−γ(t−θ)E|X|tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

∑[
i

٢
]

n=١ n−١

≤ C
∑∞

i=٢ i
−γ(t−θ)log iE|X|tI((i− ١)γ ⩽ |X| < iγ)

≤ CE(|X|θlog(١+ |X|)) < ∞

است. تمام اثبات و برقرار ٢ رابطه بنابراین
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زمینه ها سایر



اول نوع کوشی انتگرال ی معادله حل برای بسط بر مبتنی روش ارائه

برمکی فرشاد
ارومیه واحد سما ای حرفه و فنی دانشکده

معنوی وحید
ارومیه واحد سما اسلامی آزاد دانشگاه

* نوین رضا
مرکز تهران اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

داده بسط دوم نوع چبیشف های جمله چند ی وسیله به اول نوع کوشی انتگرال ی معادله ی هسته مقاله این در
مجهول تابع شود. می حاصل چبیشف های ای جمله چند تعامد خاصیت استفاده با نیز مجهول تابع همچنین شود می
بدست نیز مجهول ضرایب و شده داده بسط اول نوع چبیشف های ای جمله چند ی وسیله به نیز انتگرال علامت زیر
ارائه با روش این است. مساله مجهول ضرایب آوردن بدست در محاسبات سادگی در روش این مزیت شود می آورده

شد. خواهد سازی پیاده مثالی

گالرکین روش چبیشف، ای جمله چند کوشی، انتگرال معادلات کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: E9945

مقدمه ١

فرم: به کوشی منفرد انتگرال ی معادله برای

١
π

∫ ١

−١

g(t)dt

t− x
= f(x), −١ ≺ x ≺ ١ (١)

است. شده بحث تحلیلی روش ، [٢] مرجع در
باشد زیر صورت به (١) ی معادله کراندار جواب کنیم فرض

g(x) =
١
π

√
١− t٢

∫ ١

−١

f(t)√
١− x٢(x− t)

dt, (٢)

آن در ∫که ١

−١

f(t)√
١− t٢

dt = ٠. (٣)

چبیشف های ای جمله چند وسیله به کوشی منفرد انتگرال ی معادله مجهول، تابع و هسته قسمت، دو هر مقاله این در
شد. خواهد محاسبه گالرکین روش ی وسیله به نیز مجهول تابع و شود می داده بسط
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اصلی نتایج ٢

وهسته مجهول تابع بسط ٢ . ١

: [١] داریم دوم نوع چبیشف های ای جمله چند تعامد خاصیت به توجه ∫با ١

−١

√
١− t٢Ui(t)Uj(t)dt =

π

٢
δij , i, j = ٠, ١, ..., (۴)

همچنین: باشد می کرونکر دلتای ، δijآن در ∫که ١

−١

√
١− t٢

x− t
Ui(t)dt = πTi+١(x) (۵)

داریم: (١) ی معادله مجهول تابع و هسته برای هستند. اول نوع چبیشف های ای جمله چند Ti(x) آن در که

١
t− x

= k٠(x)U٠(t) + k١(x)U١(t) + ...+ kn(x)Un(t) + ..., (۶)

g(t) =
√

١− t٢(c٠U٠(t) + c١U١(t) + ...+ cnUn(t) + ...) (٧)

داشت: خواهیم نتیجه در است. مجهول تابع یک نیز Ki(x) و دوم نوع چبیشف های ای جمله چند Ui(x) آن در که

∫ ١

−١

Ui(t)
√
١− t٢

t− x
=

∞∑
j=٠

∫ ١

−١

√
١− t٢Uj(t)Ui(t)dt, i = ٠, ١, ...n. (٨)

صورت: این در که

ki(x) = −٢Ti+١(x). (٩)

١
t− x

= −٢
∞∑
i=٠

Ti+١(x)Ui(t). (١٠)

داریم: (۴) عبارت به وباتوجه (١) در (١٠) و (٧) عبارات جایگزاری با

−(c٠T١(x) + c١T٢(x) + ...+ cnTn+١(x) + ...) = f(x) (١١)
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: که این به باتوجه و (١١) معادله برای گالرکین روش اعمال با

ci = −٢
π

∫ ١

−١

f(x)Ti+١(x)√
١− x٢

dx, i = ٠, ١, ... (١٢)

است: زیر صورت به (١) ی معادله برای محدود تقریبی جواب

gn(t) =
√

١− t٢
n∑

j=٠
cjUj(t), (١٣)

است. محاسبه قابل (١٢) ی معادله از استفاده با cj مجهول ضرایب آن در که

عددی نتایج ٣

کنیم حساب را آن دقیق جواب سادگی به توانیم می باشد، دلخواهی ی درجه از ای جمله چند یک f(x) معلوم تابع اگر
است زیر صورت به مساله دقیق جواب صورت این در که باشد f(x) = x

١+xصورت٢ به معلوم تابع کنیم فرض حال

g(x) = −
√

١−x٢

(١+x٢)
√
٢

پیشنهادی روش کارایی وبیانگر بوده n = ١٠ و n = ۵ ازای به تقریبی جواب و واقعی جواب بین مقایسه ١ جدول
است.

n = ١٠ و n = ۵ برای مطلق خطای :١ جدول

n = ١٠ n = ۵ x
٠٫٠ ٠٫٠ −١

٠٫٠٠٠٠٠٨۵۵۶٧۴۵٨١ ٠٫٠٠٠٢٧٩۴٩٧۴٣ −٠٫٩
٠٫٠٠٠٠١۴٨١٩۴٢٧٠۵ ٠٫٠٠٢۶٠۶٢۶۴١۵٠ −٠٫٨
٠٫٠٠٠٠٠٩٠٧١٢٠٧١١ ٠٫٠٠٢٢۶۵٨٧٣۶٨ −٠٫٧
٠٫٠٠٠٠١١۵٢۴٢۴٣٠۶ ٠٫٠٠٠١١١٩٠٩٧٨ −٠٫۶
٠٫٠٠٠٠١٠٧٧۴٢١٣۶٣ ٠٫٠٠٢۴٧۴٢٨۵۶۵ −٠٫۵
٠٫٠٠٠٠١٢۵٢١۴٨۵٧٣ ٠٫٠٠٣٢٩٢٢۴٧٣٨٧ −٠٫۴
٠٫٠٠٠٠٠٧٩٠٣٩٨٧۶۶ ٠٫٠٠٢١٣٩٨۴١۵۴۴ −٠٫٣
٠٫٠٠٠٠١۴۶۶۶٠٧١١٢ ٠٫٠٠٠٢٨۵۴٨۴٠٩١ −٠٫٢
٠٫٠٠٠٠٠٢٨٣٧۴٩۴٢٩ ٠٫٠٠٢۶١٨٩۵٧٨٧ −٠٫١
٠٫٠٠٠٠١۵۵۴۵٩٧٣۶٨ ٠٫٠٠٣۵٧١٣٢٢٠۵ ٠
٠٫٠٠٠٠٠٢٨٣٧۴٩۴٢٩ ٠٫٠٠٢۶١٨٩۵٧٨٧ ٠٫١
٠٫٠٠٠٠١۴۶۶۶٠٧١١٢ ٠٫٠٠٠٢٨۵۴٨۴٠٩١ ٠٫٢
٠٫٠٠٠٠٠٧٩٠٣٩٨٧۶۶ ٠٫٠٠٢١٣٩٨۴١۵۴۴ ٠٫٣
٠٫٠٠٠٠١٢۵٢١۴٨۵٧٣ ٠٫٠٠٣٢٩٢٢۴٧٣٨٧ ٠٫۴
٠٫٠٠٠٠١٠٧٧۴٢١٣۶٣ ٠٫٠٠٢۴٧۴٢٨۵۶۵ ٠٫۵
٠٫٠٠٠٠١١۵٢۴٢۴٣٠۶ ٠٫٠٠٠١١١٩٠٩٧٨ ٠٫۶
٠٫٠٠٠٠٠٩٠٧١٢٠٧١١ ٠٫٠٠٢٢۶۵٨٧٣۶٨ ٠٫٧
٠٫٠٠٠٠١۴٨١٩۴٢٧٠۵ ٠٫٠٠٢۶٠۶٢۶۴١۵٠ ٠٫٨
٠٫٠٠٠٠٠٨۵۵۶٧۴۵٨١ ٠٫٠٠٠٢٧٩۴٩٧۴٣ ٠٫٩

٠٫٠ ٠٫٠ ١
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گیری نتیجه ۴

پیاده و پیشنهاد مجهول تابع و کوشی منفرد ی هسته برای بسط روش (١) فرم به معادلاتی جواب یافتن برای مقاله این در
گردید. مشخص نیز مجهول ضرایب گالرکین روش از استفاده با همچنین شد. سازی

مراجع
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اویلر ثابت از تعمیمی همگرایی بررسی

حسنلو زهرا
زنجان دانشگاه

اسفندیاری* محمدرضا
زنجان دانشگاه

چکیده

استرلینگ مجانبی فرمول به توجه با ابتدا می دهیم، قرار بررسی مورد را اویلر ثابت از تعمیمی همگرایی مقاله این در
اویلر، ثابت تعمیم با گاوس پیسای تابع رابطه بیان با سپس می کنیم، بیان گاوس پیسای تابع برای کران های و نامساوی

می دهیم. نشان را اویلر ثابت تعمیم به مربوط کران های و نامساوی

برنولی اعداد گاما، ،تابع گاوس پیسای ،تابع اویلر ثابت تعمیم کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 33E50, 11B68

مقدمه ١

می شود تعریف زیر صورت به اویلر ثابت

γ := lim
n→∞

(
n∑
k=١

١
k
− log n

)
∼= ٠٫ ۵٧٧٢١۵۶۶۴٩.

گیریم می نظر در زیر صورت به را yn دنباله اویلر ثابت تعمیم برای

yn =
١
a
+

١
a+ ١

+ · · ·+ ١
a+ n− ١

− log
a+ n− ١

a
a > ٠,

که
lim
n→∞

yn = γ(a).

آن به مربوط نتایج و اویلر ثابت مختلف تعمیم های مطالعه و اویلر ثابت درباره می باشد. اویلر ثابت همان a = ١ ازای به که
زیر نامساوی و است yn − γ(a) برای هایی کران درباره [١] مرجع عمده بخش کرد. رجوع [٢] و [١] مراجع به توان می

است. داده نشان را

١
٢(a+ n)− ١

< yn − γ(a) <
١

٢(a+ n)− ٢
a > ٠, (١)

برای پایان در و داده نشان را نامساوی این اویلر ثابت تعمیم با آن رابطه و گاوس پیسای تابع از استفاده با ما مقاله این در
می کنیم. اثبات را زیر احکام و آوریم می بدست را بهتری های کران نامساوی این

*سخنران
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داریم a ∈ (٠,+∞) برای .١ . ١ قضیه

١
٢ (a+ n)− ١

< yn − γ(a) <
١

٢ (a+ n)− ٢
.

داریم n ⩾ ٢ برای .١ . ٢ قضیه

١
٢(a+ n)− (۴ − ١

١−γ )
< yn − γ(a) <

١
٢(a+ n)− ۵

٣
. (٢)

می کنیم. بیان را نیاز مورد لم های و مقدمات ابتدا فوق قضایای اثبات برای
شود می تعریف زیر صورت به گاوس پیسای تابع

ψ(z) =
Γ′(z)

Γ(z)
,

آن در که
Γ(x) =

∫ ∞

٠
e−ttx−١dt x > ٠.

می شود بیان زیر صورت به استرلینگ مجانبی فرمول m ⩾ ١ هر برای

log (Γ(x)) =

(
x− ١

٢

)
log x− x+

١
٢
log ٢π +

m∑
k=١

B٢k
٢k (٢k − ١)x٢k−١−

− ١
٢m+ ١

∫ ∞

٠

B٢m+١ (t− [t])

(t+ x)٢m+١ dt,

کرد. رجوع [۴] مرجع به می توان استرلینگ مجانبی فرمول شرح و اثبات برای برنولی اند. اعداد Bk آن در که
گرفت نتیجه می توان استرلینگ مجانبی فرمول از

ψ(z) = (log(Γ(s))′ =
Γ′

Γ
(z) = log z +O

(
١
|z|

)
.

. است داده نشان ψ تابع برای را زیر نامساوی [٣] مرجع در

log x− ١
٢x

−
٢n−١∑
k=١

B٢k
٢kx٢k < ψ(x) < log x− ١

٢x
−

٢n∑
k=١

B٢k
٢kx٢k . (٣)

.ψ(x+ ١)− ψ(x) = ١
x x > ٠ هر برای .١ . ٣ لم

مشتق گرفتن با می یابیم، دست Γ(x + ١) = xΓ(x) ضربی رابطه به Γ(x) تابع از جز به جز گیری انتگرال با اثبات.
می شود. اثبات راحتی به گاوس پیسای تابع تعریف به توجه با و اخیر رابطه از لگاریتمی

داریم صورت دراین fa(n) := yn − γ(a) می دهیم قرار .۴ . ١ لم

fa(n) = ψ (a+ n)− log (a+ n− ١) .
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نوشت می توان قبل لم به توجه با اثبات.

n−١∑
i=١

١
a+ i

=
n−١∑
i=١

(ψ(a+ ١ + i)− ψ (a+ i) ,

داریم راست، سمت سری در تلسکوپی خاصیت به توجه با

١
a
+

١
a+ ١

+ · · ·+ ١
a+ n− ١

= ψ(a+ n)− ψ(a),

نوشت می توان yn دنباله تعریف به توجه با نتیجه در

yn = ψ(a+ n)− ψ(a)− log
a+ n− ١

a
. (۴)

بنابراین γ(a) = log(a)− ψ(a) داریم limn→∞ yn = γ(a) اینکه به توجه با بالا رابطه از گرفتن حد با

yn − γ(a) = ψ (a+ n)− ψ(a)− log
a+ n− ١

a
− (log(a)− ψ(a))

= ψ (a+ n)− log (a+ n− ١) .

اصلی نتایج ٢

می کنیم. اثبات را می باشند مقاله این اصلی نتایج واقع در که ١ . ٢ و ١ . ١ های قضیه قسمت این در

x := a+ n می کنیم تعریف n ⩾ ١ و a > ٠ اینکه به توجه با و n = ١ قرارمی دهیم (٣) رابطه ی در .١ . ١ قضیه اثبات
داریم لذا x > ١ که

log x− ١
٢x

− B٢
٢x٢ < ψ(x) < log x− ١

٢x
−
(
B٢
٢x٢ +

B۴
۴x۴

)
,

داریم B۴ = −١
٣٠ و B٢ = ١

۶ برنولی اعداد جایگذاری با

log x− ١
٢x

− ١
١٢x٢ < ψ(x) < log x− ١

٢x
− ١

١٢x٢ +
١

١٢٠x۴ (۵)

نوشت زیر صورت به توان می را قصیه صورت ۴ . ١ لم به توجه با

١
٢x− ١

< ψ(x)− log(x− ١) <
١

٢x− ٢
,

نتیجه در

log(x− ١) +
١

٢x− ١
< ψ(x) < log(x− ١) +

١
٢x− ٢

. (۶)
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دهیم نشان است کافی (٧) و (۶) رابطه به توجه با بالا کران درستی اثبات برای حال

f١(x) :=
(
log x− ١

٢x
− ١

١٢x٢ +
١

١٢٠x۴

)
−
(
log(x− ١) +

١
٢x− ٢

)
< ٠

مشابه طور به .f١(x) < ٠ بنابراین limx→∞ f١(x) = ٠ و ( ddxf١(x) > ٠) صعودی تابع f١(x) اینکه به توجه با
می دهیم قرار پایین کران درستی اثبات برای

f٢(x) :=
(
log(x− ١) +

١
٢x− ١

)
−
(
log x− ١

٢x
− ١

١٢x٢

)
.

.f٢(x) < ٠ لذا ، limx→∞ f٢(x) = ٠ و صعودی تابع f٢(x) اینکه به نظر .f٢(x) < ٠ دهیم نشان است کافی

صورت ۴ . ١ لم به توجه با حال x > ١ که x := a+n می دهیم قرار a > ٠ و n ⩾ ١ اینکه به توجه با .١ . ٢ قضیه اثبات
می نویسیم: زیر صورت به را مساله) (حکم قضیه

١
٢x− α

< ψ(x)− log(x− ١) <
١

٢x− β
,

داریم بالا رابطه ی کردن معکوس و قرینه با

−٢x+ α <
−١

ψ(x)− log(x− ١)
< −٢x+ β,

نتیجه در

α < ٢x− ١
ψ(x)− log(x− ١)

< β.

است. صعودی اکید طور به (a > ٠, n ⩾ ٢) x ⩾ ٢ برای h(x) تابع h(x) := ٢x− ١
ψ(x)−log(x−١) می دهیم قرار

بنابراین
lim
x→٢+

h(x) < h(x) < lim
x→∞

h(x),

lim
x→٢+

h(x) = ۴ − ١
١ − γ

≃ ١٫ ۶٣۵ , lim
x→∞

h(x) =
۵
٣
≃ ١/۶۶٧

می آید. بدست مطلوب نتیجه که β = ۴ − ١
١−γ

∼= ١٫ ۶۶٧ و α = ٣
۵
∼= ١٫ ۶٣۵ می دهیم قرار بنابراین
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اتصال تابع و پاورلو توزیع از استفاده با ها گروه اندازه مدلسازی و بررسی
تجربی مشاهدات به استناد با و ترجیحی

جمالی یوسف
مدرس تربیت دانشگاه

رحمانی* منیره
مدرس تربیت دانشگاه

چکیده

با مقاله این در پيش�بيني�ناپذير. و هيجاني خودانگيخته، بي�ساختار، رفتاري الگوهاي از است عبارت جمعي رفتار
می نشان را ٢ مساوی بزرگتر توان با پاورلو١ توزیع ها، انسان رفتارهای با مرتبط های توزیع از بسیاری که این به توجه
و جانوری های گروه گیری شکل چگونگی و چرایی به پاسخ منظور به و گرفته نظر در را حیوانات جمعی رفتار دهند؛
اندازه از افزایشی خطی تابع یک گروه، به افراد پیوستن احتمال آن در که کنیم می ارائه مدلی ها گروه این اندازه توزیع
پاورلو توزیع یک ماند، می باقی ثابت جمعیت ی اندازه اینکه فرض با شده، ارائه مدل در است. گروه موقعیت و گروه

داشت. خواهیم ٢ تقریبا توان با

ترجیحی اتصال جدایی،تابع و ادغام مکانیزم شده، کوتاه پاورلوی توزیع گروهي، رفتار جمعي، رفتار کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

جمعي رفتار از كه افرادي پيش�بيني�ناپذير. و هيجاني خودانگيخته، بي�ساختار، رفتاري الگوهاي از است عبارت جمعي رفتار
.[١] مي�دهند نشان واكنش باشد، معيني حادثه يا ديگر شخص است ممكن كه خاصي محرك برابر در مي�كنند، پيروي

.... و شناسی جامعه رفتاری، اکولوژی شناسی، عصب تکاملی، شناسی زیست های رشته از مهمی بخش ها پدیده این درک
نمونه�هاى عمومي، افکار و مدها سريع شکل�گيرى و وحشتزدگى�ها شوريدگى�ها، شيفتگى�ها، غوغاها، شورش�ها، باشد. می
روشن�ترين و آشکارترين به بزرگ، ورزشگاه�هاى در فوتبال تيم�هاى شيفته و شوريده هواداران مى�آيند. به�شمار جمعى رفتار

مى�گذارند. نمايش به را جمعى رفتار شکلى
ها، ماهی گروه کنند. می زندگی گروهی شکل به معمولا حیوانات گیریم. می نظر در را حیوانات جمعی رفتار سادگی برای

باشند. می دست این از واضحی های مثال ... و ها مورچه دنباله پرندگان، دسته
به مقاله دراین گیرند. قرار هم کنار باید جانوران ابتدا در که داشت توجه امر این به باید جمعی، رفتار نوع هر بررسی از قبل

پردازیم. می ها گروه این اندازه توزیع و حیوانی های گروه گیری شکل چگونگی و چرایی
درون هم و ها گونه میان هم گسترده، طیف یک دارای ها گروه اندازه شوند. نمی دیده مشخصی اندازه یک در همواره ها گروه

.[٢] باشد می ها گونه
شود: می جالب سوال چندین موجب ویژگی این

متفاوت های توزیع این چگونه دارد؟ وجود ها توزیع این برای رایجی الگوهای آیا شود؟ می توزیع چگونه حیوانات گروه اندازه
دهیم؟ انجام هایی بینی پیش ها گروه اندازه درباره توانیم می آیا فوق، های سئوال پاسخ یافتن صورت در گیرند؟ می فرم

*سخنران

١power law
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اندازه که دهد می نشان بسیاری تجربی مطالعات است. شده پیشنهاد ها گروه اندازه توزیع برای ها مدل از ای گسترده طیف
کند. می پیروی پاورلو توزیع از ها گروه

پاورلو توزیع .١.١ تعریف
و کوچک گروه زیادی تعداد آن در که بلند دنباله با توزیعی یعنی باشد، می آن بودن اریب پاورلو توزیع های ویژگی جمله از
انتظار دارد وجود ها گروه اندازه حد از بیش بودن بزرگ برای محدودیتی چون دارد.البته وجود بزرگ خیلی گروه کم خیلی تعداد

گویند. می شده کوتاه پاورلوی توزیع آن به که شود قطع جایی یک پاورلو توزیع این که رود می
برابر در را گروه اندازه لگاریتم که است این باشد پاورلو است ممکن گروه اندازه توزیع دهد می نشان که ساده آزمایش یک
توزیع شود می گفته آنگاه شوند برازش مستقیم خط بوسیله log log نمودار این در اطلاعات اگر کنیم رسم فرکانس لگاریتم

باشد. می پاورلو ها داده
کند. می تولید را لو پاور ریاضی مدل تواند می فرضیاتی چه که پردازیم می مطلب این بررسی به حال

تجربی های داده با و کنند تولید را پاورلو توانند می و هستند معقول زیستی فرضیات پایه بر که دارد وجود ریاضی مدل چندین
باشند. داشته خوبی سازگاری هم

.[٣] دهند شکل را بزرگتر گروه یک تا شوند ادغام همواره رسند می یکدیگر به ها گروه وقتی که است این فرض ترین ساده
باشد. می زمانی گام هر در ni(t) اندازه با گروهی شامل هرکدام که باشد می سایت s شامل مدل

یک گروه بیشتری تعداد یا دو کند.اگر ویزیت را آن تا کند می انتخاب تصادفی را سایت یک گروهی هر زمانی گام هر در
: دهند می شکل زیر اندازه با جدید گروه یک یکدیگر با آنها آنگاه باشند کرده انتخاب را سایت

nk(t+ ١) = ni(t) + nj(t) (١)

است. n−٣/٢ با متناسب باشیم داشته n اندازه با گروهی اینکه احتمال فرضیات این طبق
.[۴] دارد −١٫ ٨ و −٫ ٧ بین رنجی است شده گیری اندازه تجربی طور به که توانی حال این با

از تابعی جدایی و ادغام است ممکن که بود این شد، داده که احتمالی کند. نمی پشتیبانی را تجربی مشاهدات همه مدل این
.[۵] باشد گروه اندازه

ترجیحی اتصال .٢.١ تعریف
احتمال .[۶] باشد می ٢ ترجیحی اتصال تابع هست گروه اندازه از تابعی جدایی و ادغام که هایی مدل برای کلی چارچوب یک

: شود گرفته نظر در زیر صورت به تواند می شوند ادغام x و y اندازه با گروه دو اینکه

ψ(x, y) = αa(x)a(y) (٢)

: با است متناسب شود جدا x اندازه از گروهی اینکه احتمال که درحالی

ρ(x) = βxa(x) (٣)

به افراد اینکه احتمال که دارد کاربرد جایی ترجیحی اتصال باشد. می ترجیحی اتصال تابع ادغام، برای کاندید توابع از یکی
باشد. گروه اندازه از تابعی بپیونند گروه

٢Preferential Attachment
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اصلی نتایج ٢

می گروه موقعیت و گروه اندازه از خطی افزایشی تابع یک بپیوندند گروه به افراد اینکه احتمال دادیم ارائه ما که مدلی در
می باقی ثابت جمعیت اندازه که ایم کرده فرض مدل این در کند. می تولید ٢ حدودا توان با پاورلو توزیع یک مدل باشد.این

ماند.
و رشد مثال عنوان میدهد.به نشان را ٢ مساوی یا بزرگتر توان با پاورلو توزیع انسانها رفتار با مرتبط های توزیع از بسیاری

.[٧] است شده گزارش ٣ حدود توان مقالات شدن سایت و ٢٫ ١ توان که وب جهانی شبکه به ها وبسایت به اتصال
باشد. می افراد کل مجموع m که باشد می زیر تابع براساس ها گروه اتصال شده ارائه مدل در

ni + c
m∑
j=١

nj + c

(۴)

که افرادی تعداد زمانی سری (b زمانی گام ١٠٠٠٠ روی سازی شبیه این وسیله به شده تولید گروه اندازه توزیع (a :١ شکل
اند. کرده اشغال را شده انتخاب رندم سایت یک

کند،اما صدق هستیم مند علاقه که هایی گونه همه برای دقیقا فرضیات این که باشیم داشته انتظار توانیم نمی کلی درحالت
برهم براساس که است ممکن بندی گروه طرفی از باشند. واقعیت از مناسب تقریب یک تا باشیم داشته انتظار توانیم می
بسادگی شکارچی گونه یک توزیع که است این دیگر احتمال باشد. محیط فیزیکی های جاذبه اساس بر و نبوده حیوانات کنش
توزیع به توجه با اما باشد داشته را سازگاری بیشترین تنهایی به است ممکن درنده ماهی مثال برای باشد. می شکار از بازتابی

شود. می دیده شکارش مشابه گروه اندازه توزیع در ، شکارش ای خوشه
دلیل به است ممکن است. گرفته قرار توجه مورد کمتر اند، داده تشکیل را ها گروه آن وسیله به که روندی مطالعات این در
ها هزینه تشخیص به قادر سازی هماهنگ و گیری تصمیم ، اطلاعات انتقال نظیر هایی جنبه درک بدون که باشد حقیقت این
هایی بینی پیش بتوانیم که کند می تشویق را ما زمینه این در شده معرفی های مدل ، هرحال به نباشیم. بندی گروه منافع و

دهیم. انجام را گروه گیری شکل از جزئیاتی دانستن بدون همدیگر سمت به افراد آمدن درباره
می گروه اندازه از تابعی عنوان به گروه، یک از اش جدایی یا و ها گروه به عضو پیوستن که آمد دست به نتایج این کنون تا

بود. رفتارخواهد این از بازتابی گروه، اندازه توزیع نتایج که این و باشد،
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فازی اعداد برای ذوزنقه ای تقریب عملگر دو مقایسه و بررسی
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چکیده

خوبی بسیار دقت با عملگر دو این می پردازیم. فازی اعداد برای تقریب عملگر دو مقایسه و بررسی به مقاله این در
برای و است ذوزنقه ای فازی عدد تقریب، حاصل می نمایند تضمین مذکور عملگرهای می زنند، تقریب را فازی اعداد

است. مناسب بسیار اریب با همراه فازی اعداد
عملگر دوم، عملگر و است انتظار بازه پایایی با ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر اصلاح نخست، عملگر
و تکیه گاه بودن یکسان برای لازم شرایط عملگر دو هر در که است انتظار بازه پایایی بدون ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین

می شود. لحاظ آن تقریب و فازی عدد هسته

انتظار) بازه ای، ذوزنقه تقریب فازی، (عدد کلیدی: واژه های

مقدمه ١

تابع اینکه به توجه با است. تقریب نظریه در مباحث از یکی مجموعه، یک روی تقریب بهترین یکتایی و وجود موضوع
کاهش در به سزایی تاثیر عضویت تابع شکل سادگی است، فازی عدد یک کامل اطلاعات دربردارنده فازی عدد یک عضویت
تابع است، گوشه راست و مثلثی مانند خطی اشکال انواع یافته تعمیم ذوزنقه ای عضویت تابع آنکه سبب به دارد. محاسبات
مقاله این در دارد. را محاسبات پیچیدگی کمترین دیگر توابع به نسبت خطی راست و چپ حاشیه دو با ذوزنقه ای عضویت
اعداد برای حتی نظر مورد تقریب می کنند تضمین که می دهیم قرار بررسی مورد را ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر دو
عملگر برخلاف تقریب ها این است ذکر به لازم است. ذوزنقه ای فازی عدد حاصل نتیجه و است مناسب اریب با همراه فازی
همیشه تقریب نتیجه که ،[١] شد ارائه ٢٠٠۵ سال در گرزگرزوسکی توسط که انتظار بازه پایایی با ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین
که است شرح این به مقاله ساختار است. ذوزنقه ای فازی عددی مذکور عملگرهای تقریب حاصل نبود، ذوزنقه ای فازی عدد
می کنیم بیان را شده اصلاح ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر ٣ بخش در می کنیم، معرفی را مقدماتی مفاهیم ٢ بخش در
با نتایج مثالی ارائه با نهایت در و می کنیم بیان را انتظار بازه پایایی بدون ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر ۴ بخش در و

می شوند. مقایسه هم

مقدماتی مفاهیم ٢

در که می دهیم نشان F با را A(x) : R → [٠, ١] فازی اعداد فضای و R با را حقیقی اعداد مجموعه ی .٢ . ١ تعریف
می کند، صدق زیر موارد

باشد، نرمال A(x) .١

*سخنران
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باشد، فازی محدب .٢

باشد، فشرده A(x) تکیه گاه .٣

باشد. پیوسته نیمه بالا از .۴

به و می نامیم B و A فازی عدد دو بین ( اقلیدسی١ (فاصله L٢ فاصله را d : F × F → R فازی متر .٢ . ٢ تعریف
صورت

d(A,B) =

√∫ ١

٠

(
|Al(α)−Bl(α)|٢ + |Au(α)−Bu(α)|٢

)
dα. (١)

می کنیم. تعریف

باشد، زیر صورت به آن برش −α اگر فقط و اگر گوییم ذوزنقه ای٢ را A فازی عدد .٢ . ٣ تعریف

[t١ + (t٢ − t١)α, t۴ − (t۴ − t٣)α], ti ∈ R , (i = ١, . . . , ۴), (٢)

شرط در i = ١, . . . , ۴ tiها، و

t١ ≤ t٢ ≤ t٣ ≤ t۴ (٣)

کنند. صدق

فازی عدد انتظار بازه .۴ . ٢ تعریف

EI(A) = [EIL(A), EIU (A)] =

[∫ ١

٠
Al(α)dα,

∫ ١

٠
Au(α)dα

]
. (۴)

،[٢] می دهیم نمایش زیر صورت به را فازی عدد هسته و تکیه گاه پایین کران های بین روابط

LSP (A) = ۶
∫ ١

٠
αAl(α)dα− ٣EIL(A);

USP (A) = ٣EIU (A)− ۶
∫ ١

٠
αAU (α)dα.

شده     [٢] اصلاح انتظار بازه پایایی با فازی اعداد ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر ٣

عملگر این واقع در که می دهیم نشان T ∗(A) با را شده اصلاح انتظار بازه پایایی با ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر
گرزگرزوسکی می کند. لحاظ انتظار بازه پایایی بر علاوه را آن تقریب و فازی عدد هسته و تکیه گاه بودن یکسان برای لازم شرایط

بخشید، بهبود زیر شرایط اعمال با هسته و گاه تکیه بر محدودیت با را حل راه این ،[٣ ،٢]

core(A) ⊆ core(T (A)),

١Euclidean
٢Trapezoidal
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supp(T (A)) ⊆ supp(A).

عملگر است. ذوزنقه ای فازی عددی نیز اریب همراه فازی اعداد برای حتی تقریب نتیجه می کند تضمین شرایط این که
۴ وینیارسکا و ٣ گرزگرزوسکی توسط ،[٣] شده اصلاح انتظار بازه پایایی با ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین

می کنیم. معرفی انتظار بازه پایایی بدون ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر با همراه زیر بخش در که شد ارائه

انتظار[۴] بازه پایایی بدون ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر ۴

تمایل کاربر گاه اما می کند. تضمین … و انتظار مقدار مانند را دیگر مفید ویژگی های که چرا است مفید انتظار بازه پایایی
بر محدودیت هم و باشد پایا انتظار بازه به نسبت باید هم تقریب زیرا دارد محاسبات کاهش یا و اضافی الزامات حذف به
T ∗∗(A) نماد با را انتظار بازه پایایی بدون ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر بنابراین کند. اعمال را هسته و تکیه گاه
نزدیک ترین عملگر با انتظار بازه پایایی بدون ذوزنقه ای تقریب نزدیک ترین عملگر بین رابطه زیر قضیه ،[٢] می دهیم. نمایش
می کنیم. بیان است قضیه نیاز پیش که را زیر تعریف قضیه، بیان از قبل می کند. بیان را انتظار بازه پایایی با ذوزنقه ای تقریب

تقریب عملگرهای از متفاوت ترکیب شانزده کنید، فرض [a٢, a٣] هسته و [a١, a۴] تکیه گاه با را A فازی عدد .١ . ۴ تعریف
زیر مورد هشت جایگشت از عبارتند

،a١ ≤ EIL(A)− LSP (A) و a٢ ≥ EIL(A) + LSP (A) اگر تنها و اگر A ∈ F(l١, .) .١
.t١ = EIL(A)− LSP (A) , t٢ = EIL(A) + LSP (A) با است برابر T ∗(A) = T ∗∗(A) که

،a١ > EIL(A)− LSP (A) و a٢ ≥ EIL(A) + LSP (A) اگر تنها و اگر A ∈ F(l٢, .) .٢
.t١ = a١ , t٢ = ٢EIL(A)− a١ با است برابر T ∗(A) که

.t١ = a١, t٢ = ٣
٢EIL(A) +

١
٢LSP (A)− ١

٢a١ با است برابر T ∗∗(A) و

،a١ ≤ EIL(A)− LSP (A) و a٢ < EIL(A) + LSP (A) اگر تنها و اگر A ∈ F(l٣, .) .٣
.t١ = ٢EIL(A)− a٢ , t٢ = a٢ با است برابر T ∗(A) که

.t١ = ٣
٢EIL(A)− ١

٢LSP (A)− ١
٢a٢ , t٢ = a٢ با است برابر T ∗∗(A) و

،a١ > EIL(A)− LSP (A) و a٢ < EIL(A) + LSP (A) اگر تنها و اگر A ∈ F(l۴, .) .۴
.t١ = a١ , t٢ = a٢ با است برابر T ∗(A) = T ∗∗(A) که

،a٣ ≤ EIU (A)− USP (A) و a۴ ≥ EIU (A) + USP (A) اگر تنها و اگر A ∈ F(., r١) .۵
.t٣ = EIU (A)− USP (A) , t۴ = EIU (A) + USP (A) و T ∗(A) = T ∗∗(A) که

،a٣ > EIU (A)− USP (A) و a۴ ≥ EIU (A) + USP (A) اگر تنها و اگر A ∈ F(., r٢) .۶
.t٣ = a٣ , t٢ = ٢EIU (A)− a٣ با است برابر T ∗(A) که

.t٣ = a٣ , t۴ = ٣
٢EIU (A) +

١
٢USP (A)− ١

٢a٣ با است برابر T ∗∗(A) و

،a٣ ≤ EIU (A)− USP (A) و a۴ < EIU (A) + USP (A) اگر تنها و اگر A ∈ F(., r٣) .٧
.t٣ = ٢EIU (A)− a۴ , t۴ = a۴ با است برابر T ∗(A) که

.t٣ = ٣
٢EIU (A)− ١

٢USP (A)− ١
٢a۴ , t۴ = a۴ با است برابر T ∗∗(A) و

٣Przemyslaw Grzegorzewski
۴Karolina Pasternak-Winiarska
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.a٣ > EIU (A)− USP (A) و a۴ < EIU (A) + USP (A) اگر تنها و اگر A ∈ F(., r۴) .٨
.t٣ = a٣ , t۴ = a۴ با است برابر T ∗(A) = T ∗∗(A) که

است، برقرار تقریب عملگر دو برای زیر روابط بگیرید، نظر در [a٢, a٣] هسته و [a١, a۴] تکیه گاه با را A فازی عدد .٢ . ۴ قضیه

.A ∈ F(l١, r١) ∪ F(l١, r۴) ∪ F(l۴, r١) ∪ F(l۴, r۴) اگر تنها و اگر T ∗(A) = T ∗∗(A) (١

.A ∈ F(l١, r٢) ∪ F(l٣, r١) ∪ F(l٣, r٢) ∪ F(l٣, r۴) ∪ F(l۴, r٢) اگر تنها و اگر T ∗(A) ⊂ T ∗∗(A) (٢

می پردازیم. عملگر دو مقایسه به مثالی ارائه با اکنون

بگیرید نظر در ذیل عضویت تابع با را A فازی عدد .٣ . ۴ مثال

µT (A)(x) =



(X + ٢(١ if − ١ ≤ x ≤ ٠,
١ if ٠ ≤ x ≤ ١,(

۴٠ − x

٣٩

)٢

if ١ ≤ x ≤ ۴٠,

٠ otherwise.

از عبارتند که می آوریم دست به را فازی عدد مشخصه های Aα = [
√
α− ١, ۴٠ − ٣٩

√
α] برش α محاسبه با

است. USP (A) =
٧٨
۵

و LSP (A) =
٢
۵

، EIU (A) = ١۴ ، EIL(A) = −١
٣

و EIL(A) + LSP (A) = ١
١۵ > a٢ = ٠ و EIL(A)− LSP (A) = − ١١

١۵ > a١ = −١ نتیجه در
از عبارتند تقریب مشخصه های و EIU (A) + USP (A) = ١۴٨

۵ < a۴ = ۴٠ و EIU (A)− USP (A) = − ٨
۵ < a٣ = ١

.t۴ = ٢EIU (A)− a٣ = ٢٧ و t٣ = a٣ = ١ و t٢ = a٢ = ٠ و t١ = ٢EIL(A)− a٢

T ∗∗(A) = با است برابر T ∗∗(A) فوق مشابه محاسباتی با و .T ∗(A) = (−٢
٣
, ٠, ١, ٢٧) با است برابر T ∗(A) بنابراین

a٣ > EIU (A)− و EIL(A)− LSP (A) ≥ a١, EIL(A) + LSP (A) ≥ a٢ روابط به توجه با .(−٠٫ ٧, ٠, ١, ٢٨٫ ٣)
است. برقرار T ∗(A) ⊆ T ∗∗(A) بنابراین F(l١, r٢) داریم USP (A), EIU (A) + USP (A) ≤ a۴

نتیجه
الزامات این که می کند اعمال هسته و تکیه گاه بر اضافی الزامات دو هر که کردیم مطرح را فازی اعداد ذوزنقه ای تقریب مقاله این در
تضمین اریب عضویت تابع با فازی اعداد برای حتی را ذوزنقه ای اعداد وسیله ی به فازی اعداد تقریب و می شود تقریب بهبود سبب اضافی
هسته روی بر اضافی الزامات گرفتن نظر در باشد همراه کمی اریب با فازی عدد هنگامی که می یابیم در شده ذکر قضیه به توجه با می کند.

است. ذوزنقه ای فازی عددی و یکسان انتظار بازه پایایی بدون و انتظار بازه پایایی با تقریب نتیجه و نیست نیاز تکیه گاه و
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از استفاده با یزد استان برق فیدرهای ناخواسته خاموشی های پیش بینی
فازی سیستم های

اعلم فاطمه
یزد استان برق توزیع شرکت

درهمی ولی
کامپیوتر و برق دانشکده یزد، دانشگاه

* روشنی اسما
یزد استان برق توزیع شرکت

چکیده
نامناسب شرایط از ناشی برق خاموشی های ترمیم و انسانی نیروی مواد، برای را بالایی هزینه های و زمان شرکت ها
قبل و کرده پیش بینی را ناخواسته خاموشی های بتوان، که است راهکاری ارائه مقاله این در ما هدف می پردازند. جوی
از کار، این برای داد. انجام هزینه ها کاهش و برق مرمت خاموشی، وقوع عدم جهت را لازم اقدامات آن، وقوع از
موثر ویژگی های و عوامل انجام گرفته، داده ها روی پیش پردازش ابتدا است. استفاده شده قبل روز دو آب وهوای اطلاعات
خاموشی فازی، استنتاج سیستم و فازی دسته بندی روش از استفاده با سپس شناسایی شده، می شوند خاموشی باعث که
دقت و شده تست یزد، یک منطقه و میبد شهرستان منطقه ای داده های با سیستم، انتها، در می شود. پیش بینی بعد روز

است. آمده بدست ٩٠/٠٣

فازی. دسته بندی خاموشی، عوامل فازی، سیستم خاموشی، پیش بینی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

در خود، مردم به باکیفیت و ایمن برق تامین به قادر اگر می شناسند، سوم جهان کشور یک به عنوان را کشور یک امروزه
هزینه های و زمان برق، خاموشی یک طی در خدمات بازگرداندن برای برق شرکت های معمولا .[١] نباشد موردنیاز زمان
داد کاهش را شبکه بر وارده خسارت های و هزینه ها خاموشی، وقوع دقیق پیش بینی با می توان بنابراین می پردازند، را بالایی
با همراه طوفان های روز ۶٢ از بیش متوسط به طور سالانه شهرستان این یزد، هواشناسی اداره ساله ۶٠ آمار اساس بر .[٢]
نیز كم حجم با بارندگی های و بارش ها اولین حرارت، درجه تغییرات طوفان، بر علاوه همچنین می كند. تجربه را گردوخاك
سه خاموشی های میزان از درصد ٢٠ به نزدیك دركل عوامل این هستند. توزیع شبكه های در خاموشی بروز مهم عوامل از یكی
شده است. انجام خاموشی پیش بینی و نرخ تعیین برای متعددی روش های تاکنون می دهند. تشكیل را توزیع شركت اخیر سال
الگوریتم یا ،[٢] منفی دوجمله ای خطی روش های از استفاده با که هستند، آماری روش های مبنای بر روش ها این از تعدادی
درختان، اصلی، عامل سه آماری روش اساس بر می پردازند. خاص طوفان یک برای خاموشی پیش بینی به [٣] رگرسیون
فازی دسته بندی روش از استفاده با عامل ها این داشته اند. دستگاه خرابی در را تاثیر بیشترین رعدوبرق و حیوانات تماس
انجام شده، تحقیقات طی می کنند. پیش بینی را عامل سه از ناشی خاموشی های ، [۵] در نزدیک همسایه k روش و [۴] در
شرقی شمال خلیج فارس، ساحل نیجریه، غربی جنوب مناطق ازجمله مختلفی مناطق در برق، خاموشی های پیش بینی تاکنون
شرایط علت به که است خاموشی هایی پیش بینی مقاله، این در ما هدف .[٣][٢][١] است انجام شده آمریکا، ایالات متحده
در مقاله این ادامه در داد. انجام را، لازم اقدامات خاموشی، وقوع از قبل بتوان طریق این از تا می دهند، رخ جوی نامناسب

می شود. بیان یزد، استان منطقه چند در سیستم تست نتایج ٣ بخش در و می شود بیان شده پیاده سازی روش ، ٢ بخش

*سخنران
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شده پیاده سازی روش ٢

آب وهوا. داده های و برق خاموشی داده های می کنیم: استفاده یزد استان ساله ۵ تاریخچه ای داده  های مجموعه دو از مقاله، این در
ثبت شده و اندازه گیری آب وهواشناسی ایستگاه ١١ از که است روزانه آب وهوای اطلاعات از ویژگی ۵٠ شامل آب وهوا داده های

می کند. بیان را رخ داده خاموشی  های کلیه اطلاعات که است ویژگی ١۵ شامل برق خاموشی داده های و است

داده ها پیش پردازش ٢ . ١

می دهد بهبود را داده ها كيفيت داده ها، پيش پردازش تكنيك های هستند. نویز دارای و ناسازگار ناقص، واقعی، دنیای داده های
است. زیر قرار به شده انجام پیش پردازش های از نمونه ای .[۶] می یابد بهبود تصمیم گیری فرايند بهره وری و دقت نتیجه در و

می شوند. حذف نشده، قید آب وهوا نامناسب شرایط آن ها علت که خاموشی هایی نمونه  خاموشی، داده های مجموعه از •

برق، خاموشی داده های مجموعه طبق که روزهایی و می شوند ادغام روزانه تاریخ اساس بر داده مجموعه دو هر داده های •
می گیرند. صفر کلاس برچسب نمونه ها بقیه و خاموشی) یک(کلاس کلاس برچسب است، رخ داده خاموشی

جایگزین به دست آمده، مقادیر و محاسبه شده زیر فرمول طبق قبل، روز دو آب وهوای ویژگی های وزن دار میانگین •
می دهد. نشان را قبل روز دو و قبل روز یک آب وهوای اطلاعات ترتیب به w٢ و w١ می شود. روز همان آب  وهوای

w = ((w١ ×٢) + w٢/(٢

دمای ، فشار تغیرات بیشینه ویژگی، ۵ شامل آب وهوا، موثر ویژگی های ١ SFS ویژگی انتخاب روش از استفاده با •
انتخاب شده خاک سانتی ١٠٠ دمای میانگین خاک، سانتی ٢٠ دمای میانگین رطوبت، میانگین مطلق، حداکثر
دقیق تر محاسبه به منظور و تنظیم شده ٣ حساسیت و ٢ تشخیص اساس بر ترتیب به روش، این ارزیابی معیار است.

.[۶] است استفاده شده تست و آموزش داده های تقسیم بندی برای k-fold روش از ارزیابی، معیارهای

فازی سیستم ٢ . ٢

نمونه های تعداد واقعی دنیای در .[٧] است فازی قوانین و فازی مجموعه های کلیدی عنصر دو دارای فازی استنتاج سیستم
داده های دسته بندی برای فازی، c-means کلاسترینگ روش از ابعاد، انفجار از جلوگیری برای بنابراین بالاست، ورودی
در می شود. استفاده داده ها بهتر دسته بندی برای راهنمایی به عنوان خروجی داده های از اینجا در .[٨] می شود استفاده ورودی
این می شود. داده فازی، استنتاج سیستم به ورودی به عنوان کلاستر، هر به داده ها تعلق درجه و دسته ها مراکز بعد، مرحله
عضویت توابع می شوند. استفاده مختلف، مقدم فازی  مجموعه های با ارتباط در فازی عضویت  خصوصیات تعیین برای عوامل،

است. داده شده نشان ١ شکل در عضویت، توابع شکل از نمونه ای گرفته ایم. نظر در گوسی، را سیستم خروجی و ورودی ها
قسمت دو هر و است ”اگر-آنگاه” قوانین اساس بر مدل، این شده است. استفاده ممدانی فازی مدل از مقاله، این در
هر به نمونه، هر تعلق درجه روش این در است. استفاده شده ونگ، روش از قواعد تالی تنظیم برای هستند. فازی تالی، و مقدم
است ١ تا ٠ بین عددی خروجی، این است. قواعد به داده تعلق درجه بزرگ ترین برابر آن، خروجی و می شود محاسبه قاعده
اگر و صفر برابر خروجی باشد، آستانه حد یک از کوچک تر به دست آمده احتمال اگر می دهد. نشان را خاموشی احتمال که

١Sequential Forward Selection
٢Specificity
٣Recall
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خروجی (ب) ورودی (آ)

سیستم خروجی و ورودی عضویت توابع :١ شکل

آستانه گذاری های اساس بر آستانه حد این می کند. پیش بینی را خاموشی سیستم، و می شود یک برابر خروجی باشد بزرگ تر
بیان شده اند: زیر به صورت فازی قواعد از نمونه ای می شود. تعیین به دست آمده، ۴ F اندازه معیار بهترین و مختلف

R1: IF weather1 is cluster1 and weather2 is cluster1 and ... and weather5 is cluster1
then outage is cluster1

R2: IF weather1 is cluster2 and weather2 is cluster2 and ... and weather5 is cluster2
then outage is cluster2

داده شده است. نشان مقاله این در انجام شده مراحل فلوچارت ٢ شکل در

شده پیاده سازی روش فلوچارت :٢ شکل

نتایج ٣

است: به دست آمده زیر نتایج سیستم، تست و داده ها تحلیل با
است. گردوخاک و باران ریزه شدید، باران طوفان، ترتیب به برق، خاموشی های روی تاثیرگذار پدیده های بیشترین - ١

۴Fmeasure
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است. بهمن، و دی آبان، و اردیبهشت و فروردین و اسفند آذر، ماه های ترتیب به خاموشی، ماه های بیشترین - ٢
نیست. پایینی دقت دارای یک کلاس و است شده برطرف داده ها، بودن نامتعادل مشکل فازی، سیستم روش با - ٣

در نمونه ها تعداد است. تست شده یزد، یک منطقه و میبد شهرستان منطقه دو از فیدر ٢٧ داده های روی بر گفته شده، روش - ۴
معیارهای میانگین ،١ جدول شده است. انتخاب سیستم تست عنوان به ٩٣ سال داده های و است روز ١۵٧٨ تقریبا فیدر هر

می دهد. نشان منطقه ٣ در را سیستم تست ارزیابی

سیستم تست ارزیابی معیارهای میانگین :١ جدول

٪ حساسیت ٪ تشخیص ٪ صحت توزیع-منطقه فوق پست
٨۴٫۶ ٩٠٫۴ ٩٠٫٢ جهان آباد-میبد
١٠٠ ٩١٫۵ ٩٢ اردکان-میبد
٨۵٫٨ ٨٨٫۴ ٨٧٫٩ یزد یک قرآن-منطقه دروازه
٩٠٫١٣ ٩٠٫١ ٩٠٫٠٣ میانگین

سپاس گزاری

می گردد. قدردانی محترم شرکت آن از وسیله بدین و شده است انجام یزد، استان برق توزیع شرکت حمایت با تحقیق این

مراجع

[1] I. Olu, The Development of Time-Series Based Outage Distribution Models For Feeder Lines
In South Western Nigeria, IOSR J. Eng., vol. 3, no. 7, pp. 47–54, 2013.

[2] S.-R. Han, S. D. Guikema, S. M. Quiring, K.-H. Lee, D. Rosowsky, and R. A. Davidson,
Estimating the spatial distribution of power outages during hurricanes in the Gulf coast region,
Reliab. Eng. Syst. Saf., vol. 94, no. 2, pp. 199–210, 2009.

[3] H. Li, L. A. Treinish, and J. R. M. Hosking, A statistical model for risk management of electric
outage forecasts, IBM J. Res. Dev., vol. 54, no. 3, pp. 1–8, 2010.

[4] L. Xu, M.-Y. Chow, and L. S. Taylor, Power distribution fault cause identification with im-
balanced data using the data mining-based fuzzy classification e-algorithm, Power Syst. IEEE
Trans., vol. 22, no. 1, pp. 164–171, 2007.

[5] M.-Y. Chow, L. Xu, J. Timmis, and L. S. Taylor, Power distribution outage cause identification
with imbalanced data using artificial immune recognition system (AIRS) algorithm, Power Syst.
IEEE Trans., vol. 22, no. 1, pp. 198–204, 2007.

[6] M. Kamber, J. Han, and J. Pei, Data mining: concepts and techniques: concepts and techniques,
Elsevier, 2011.

[7] L.-X. Wang, A course in fuzzy systems. Prentice-Hall press, USA, 1999.
[8] W.-H. Chen, Q.-Y. Jiang, Z.-Y. Wang, and Y.-J. Cao, Risk assessment of cascading outages

in power systems using fuzzy neural network, in Advances in Neural Networks-ISNN 2006,
Springer, 2006, pp. 1422–1427.

a.roshani@stu.yazd.ac.ir الکترونیکی: پست
vderhami@yazd.ac.ir الکترونیکی: پست

aalam.f@gmail.com الکترونیکی: پست

۴–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

فازی سیستم های از استفاده با یزد استان برق فیدرهای ناخواسته خاموشی های پیش بینی پوستر

٧۶٠



محلی الگوریتم یک با RSF روش توسعه

فرد سلیمانی امید
دامغان دانشگاه کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده

بجندی* رام پرستو
دامغان دانشگاه کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده

چکیده

در را (١RSF)ناحیه گذاری مقیاس تطبیق مدل ناحیه، بر مبتنی فعال مرزهای های روش از یکی مقاله این در
روش این رود. می کار به مرزها کردن هدایت برای ناحیه بر مبتنی های مدل کردن محلی دهیم. می قرار محلی ساختار
کاربر نظر مورد که را ای ناحیه فقط یکسان، روشنایی شدت با ناحیه زیر چندین شامل تصویر یک در که شود می سبب

شود. بندی ناحیه است

کردن محلی فعال، مرزهای تصاویر، بندی ناحیه کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

عنوان به تصویر اطلاعات از طوریکه به دهند می انجام را بندی ناحیه تصویر اطلاعات از استفاده با فعال مرزهای های مدل
[١] در Kass توسط ١٩٨٨ سال در بار اولین فعال مرز مدل کنند. می استفاده فعال مرزها رشد و شکل تغییر برای نیرو
ندارد شدن جدا و شدن ادغام خاصیت که است آن روش این ضعف نقاط بارزترین شد. معرفی پارامتری مدل یک ارائه با
شد. پیشنهاد [٨] و [٢] همتراز سطوح مدل مشکلها این حل برای ندارد. توپولوژی تغییرات برای مکانیزیمی همچنین و
نشأت تصویر اطلاعات از انرژی تابع این که است انرژی تابع توسط صفحه در پذیر فرم منحنی حرکت مدل این اصلی کار
لبه روی بر لبه بر مبتنی های مدل شود. می تقسیم ناحیه بر مبتنی و لبه بر مبتنی دسته دو به فعال مرزهای مدل گیرد. می
سال در بار اولین مدل این کند. می تکیه تصاویر روشنایی شدت بر ناحیه بر مبتنی های مدل کنند. می توقف شکل های
ناحیه تکنیک روی ای پایه آن توقف حالت شد. معرفی [٣] Vese و Chan توسط لبه بدون فعال مرزهای عنوان با ٢٠٠١
روشنایی شدت اصلاح برای و کند نمی غلبه ناهمگن روشنایی شدت بر مدل این اما است. [١٠] Mumford-Shah بندی
(قابی) کرنلی های مدل از توان می ناهمگن روشنایی شدتهای بر غلبه برای دارد. [٩] پردازش پیش حالت به نیاز ناهمگن
تصویر از را روشنایی شدت محلی اطلاعات مرز، روی کرنلی تعریف از استفاده با ها مدل این . [٧] ، [۶] ، [۴] کرد استفاده
است RSF مدل کرنلی های مدل از نوع یک کنند. می استفاده تصویر بندی ناحیه برای اطلاعات این از و کنند می استخراج
با را RSF ناحیه بر مبتنی فعال مرزهای روش ما مقاله این در شد. پیشنهاد [۴] همکارانش و Li توسط ٢٠٠٨ سال در که
سوم بخش در کنیم. می مرور را کردن محلی مدل و RSF فعال مرزهای مدل دو بخش در کنیم. می ترکیب محلی فرمول

آزماییم. می را روش مثال یک کمک به نهایی بخش در دهیم. می شرح را پیشنهادی مدل

*سخنران

١Region-Scalable Fitting
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زمینه پیش ٢

RSF مدل
یک در محلی شدت اطلاعات مدل این در که دادند پیشنهاد ای ناحیه بر مبتنی مرزهای مدل [۴] در همکارانش و Li

شود: می تعریف زیر صورت به آن انرژی تابع رود. می کار به پذیر مقیاس روش

ε(C, f١(x), f٢(x)) =

٢∑
i=١

λi

∫
(

∫
Ωi

k(x− y)| I(y)− fi(x)|٢dy)dx+ ν|C| (١)

xهمسایگی در که است هایی y شامل یعنی دارد خود در را محلی های شدت که است تصویر از بخشی شامل I(y) اینجا در
و λ١ ،C منحنی داخل Ω٢ و C منحنی خارج Ω١ شود. می کنترل k کرنل توسط آن اندازه و دارد قرار مرز) روی (نقاط
کرنل تابع از هدف میزند. تقریب Ω٢ و Ω١ در ترتیب به را تصویر شدت f٢(x) و f١(x) مقدار دو مثبت، های ثابت λ٢

با گوسین کرنل از توان می سادگی برای است. دارد، قرار x مرکزی نقطه اطراف که y نقطه روی سنگین های وزن گذاشتن k
کرد استفاده زیر صورت به σ > ٠ مقیاس پارامتر

kσ =
١

(٢π)n\٢σn
e−|u|٢\٢σ٢

.

شود می نویسی باز زیر صورت به را (١) معادله در ε انرژی ، [٢] در شده بیان همتراز سطوح روش به توجه با

ε(C, f١(x), f٢(x)) =

٢∑
i=١

λi

∫
(

∫
Ωi

k(x−y) | I(y)−fi(x) |٢ M ϵ
i (ϕ(y))dy)dx+ν

∫
|▽Hϵ(ϕ(x))|dx.

زیر صورت به که است H ساید هوی تابع تخمین از هموار تابع M ϵ
٢(ϕ) = ١ − Hϵ(ϕ) و M ϵ

١(ϕ) = Hϵ(ϕ) آن در
شود می تعریف

Hϵ(x) =
١
٢

[
١+

٢
π
arctan(

x

ϵ
)

]
شوند می حاصل زیر صورت به i = ١, ٢ برای fi(x) بهینه های تابع ، ϕ همتراز سطوح تابع برای تغییرات محاسبه با

fi(x) =
kσ(x) ∗ [M ϵ

i (ϕ)I(x)]

kσ(x) ∗M ϵ
i (ϕ)

.

کردن محلی الگوریتم
ساختار، این در اند. کرده پیشنهاد ناحیه بر مبتنی فعال مرزهای کردن محلی برای فرمولی [۵] در همکارانش و Lankton
C و باشد Ω قلمرو روی شده داده تصویر I کنیم می فرض شود. می محاسبه جداگانه طور به ای نقطه هر در محلی انرژی
.C = {x|φ(x) = ٠} یعنی شود می داده نمایش ϕ نشانه فاصله تابع از صفر همتراز سطوح مانند که است ای بسته منحنی

شود می تعیین ذیل هموار ساید هوی تابع از زیر تقریب وسیله به را C منحنی داخل

Hφ(x) =


١ φ(x) < −ε

٠ φ(x) > ε

١
٢

{
١+

φ

ϵ
+

١
π
sin(

πϕ(x)

ϵ
)

}
otherwise.

_Asilly
tag_

(٢)

(٣)
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منحنی اطراف در فقط که را ای ناحیه اینکه برای شود. می تعریف (١−Hφ(x))، C منحنی خارج برای مشابه، طور به
شود: می استفاده زیر صورت به Hφ(x) تابع مشتق از کند، تعیین است، C

φδ(x) = H
′
φ(x)

به زیر صورت به r شعاع با ای مشخصه تابع در متغیر این کند. می معرفی دارد، قرار x مرکزی نقطه اطراف که y متغیر یک
رود می کار

β(x, y) =

{
١ ∥x− y∥ < r

٠ otherwise.

_Asilly
tag_

(۴)

است، شده برده کار به زیر صورت به سراسری نیرو تابع شرایط در و انرژی تابع تعریف در ٠را β(x, y)∫
Ωx

δφ(x)

∫
Ωy

β(x, y).F (I(y), φ(y))dydx

شود. می مرزها حرکت باعث که است انرژی اندازه F آن در که

مدلپیشنهادی ٣

نظر در محلی مکانی طور به [۵] همکارانش و Lankton مدل از ایده گرفتن با مرزها حرکت در RSF انرژی پژوهش این در
مکان به نسبت شود، می محلی روشنایی شدت به نسبت تصویر در مرز انتشار اینکه بر علاوه مدل این در شود. می گرفته
f(x) تابع شود. می انجام مکانی و روشنایی شدت از محدودهای در مرز رشد تر ساده طور به شود. می محلی هم مرز حرکت

شود می تعریف زیر صورت به r شعاع به همسایگی در و k کرنل به نسبت C مرز روی x نقطه هر برای

fxi(x) =

∫
Ωy

β(x, y) ∗ k(x) ∗ [M ϵ
i (ϕ(x))I(x)] dy∫

Ωy
β(x, y) ∗ k(x) ∗M ϵ

i (ϕ(x))dy
.

شود می پیشنهاد زیر صورت به جدید RSF نیروی حال

ε(C, f١(x), f٢(x)) =

٢∑
i=١

λi

∫
(

∫
Ωi

β(x, y) ∗ k(x− y)| I(y)− fxi(x)|٢dy)dx.

مثال یک کمک به الگوریتم بررسی ۴

سمت شکل دو داریم قصد (١) شکل در دهیم. می ارائه مثال یک برای را قبل بخش در شده، تشریح الگوریتم بخش در
مدل اجرای اول ردیف اندازیم. می راست سمت شکل دو روی را اولیه مرز دلیل همین به کنیم، بندی ناحیه را تصویر راست
RSFمدل اجرای دوم ردیف اما کند بندی ناحیه درستی به تصویر راست سمت شکل دو شود می موفق که است ما پیشنهادی
راست سمت های شکل مشابه بافت و روشنایی شدت نظر از که هم را چپ سمت شکل شود می دیده که طور همان است،
می جدا را نظر مورد شکل مرز، حرکت مکان کردن محدود با اول، ردیف (١) شکل در ما مدل نتیجه در کند. می جدا است،

کند.
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است. RSF مدل با اجرا مراحل دوم ردیف است. ما پیشنهادی مدل اجرا مراحل اول ردیف :١ شکل
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منفرد فوق انتگرال معادلات از رده ای عددی حل

* نوین رضا
مرکز تهران اسلامی آزاد دانشگاه

محمودی یعقوب
تبریز اسلامی آزاد دانشگاه

عراقی فریبرزی محمدعلی
مرکز تهران اسلامی آزاد دانشگاه

چکیده

منجر منفرد فوق انتگرال معادلات نام به خاصی، انتگرال معادلات حل به مهندسی، علوم در مهم مسائل از بسیاری
کاربردهای به توجه با و دلیل همین به است انجام قابل سختی به کلی حالت در معادلات، نوع این تحلیلی حل می شوند.
در برخوردارند. ویژه ای اهمیت از تقریب تئوری در چبیشف چندجمله ای  می باشیم. معادلات این عددی حل نیازمند آن،
تقریب چبیشف چندجمله ای های از استفاده با را منفرد فوق انتگرال معادلات از خاص رده ای عددی جواب نیز مقاله این

نمود. خواهیم پیاده سازی را شده ارائه روش مثالی، ارائه ی با و زده

تقریبی جواب - چبیشف چندجمله ای های - منفرد فوق انتگرال معادلات کلیدی: واژه های
Mathematics Subject Classification [2010]: 65R20, 78W23, 45E05

مقدمه ١

باشد: زیر صورت به نظر مورد منفرد فوق انتگرال معادله ی کلی فرم می کنیم فرض مقاله این ∫در ١

−١
= k(x, t)

(t− x)٢φ(t)dt+

∫ ١

−١
L(x, t)φ(t)dt = f(x), −١ ⩽ x ⩽ ١ (١)

،[−١, ١] × [−١, ١] مجموعه های روی شده تعریف پیوسته ی توابع ترتیب به f(x) و L(x, t) ،k(x, t) آن در که
.φ(±١) = ٠ داریم و بوده مجهول تابع نیز φ(t) و هستند [−١, ١] و [−١, ١]× [−١, ١]

باشد: زیر صورت به (١) معادله ی در منفرد فوق انتگرال معادله ی فرم کنیم ∫فرض ١

−١
= φ(t)

(t− x)٢dt = f(x), (٢)

داریم: صورت این ∫در ١

−١
= φ(t)

(t− x)٢dt =
d

dx

∫ ١

−١

φ(t)

t− x
dt. (٣)

می شود: بازنویسی زیر فرم به (٢) عبارت بنابراین
d

dx

∫ ١

−١

φ(t)

t− x
dt = f(x). (۴)

داریم: (۴) معادله ی طرفین از گیری انتگرال ∫با ١

−١

φ(t)

t− x
dt = F (x), (۵)

*سخنران
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آن در که
F (x) =

∫
f(x)dx. (۶)

است: زیر صورت به (۵) معادله ی دقیق جواب که

φ(x) = −
√

١ − x٢

π٢

∫ ١

−١

F (t)√
١ − t٢(t− x)

dt. (٧)

:[٢] باشیم داشته اگر تنها و اگر دارد وجود فوق معادله ی جواب ∫و ١

−١

F (t)√
١ − t٢

dt = ٠. (٨)

تقریبی جواب یافتن ٢

داریم φ(x) مجهول تابع برای که جایی آن از آورد. خواهیم دست به را (١) معادله ی تقریبی جواب قسمت این در
داریم: بنابراین ،φ(±١) = ٠

φ(x) =
√

١ − x٢Φ(x), −١ ⩽ x ⩽ ١ (٩)

چندجمله ای یک صورت به Φ(x) مجهول تابع کنید فرض می باشد. x ∈ [−١, ١] و بوده خوش رفتار تابعی Φ(x) آن در که
شود: زده تقریب زیر فرم به n درجه ی

Φ(x) ≈
n∑

j=٠
cjx

j , (١٠)

(١) معادله ی در (١٠) و (٩) عبارت های جایگزاری با هستند. مجهول ثابت مقادیر j = ٠, ١, ٢, . . . , n برای cj آن در که
داریم:

n∑
j=٠

cj

[∫ ١

−١
=

√
١ − t٢k(x, t)tj

(t− x)٢ dt+

∫ ١

−١

√
١ − t٢L(x, t)tjdt

]
= f(x), −١ ⩽ x ⩽ ١. (١١)

داشت: خواهیم L(x, t) و k(x, t) هسته های تقریب برای چبیشف چندجمله ای های از استفاده با

k(x, t) ≈
m∑
p=٠

kp(x)t
p,

L(x, t) ≈
s∑

q=٠
Lq(x)t

q,

 (١٢)

بود: خواهد زیر فرم به (١١) معادله ی صورت این در
n∑

j=٠
cj

[ m∑
p=٠

kp(x)up+j(x) +

s∑
q=٠

Lq(x)γq+j

]
= f(x), −١ ⩽ x ⩽ ١ (١٣)

آن در که

up+j(x) =

∫ ١

−١
=

√
١ − t٢tp+j

(t− x)٢ dt (١۴)
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γq+j =

∫ ١

−١

√
١ − t٢tq+jdt. (١۵)

را زیر فرم به خطی معادلات دستگاه (١٣) معادله ی برای Tn+١(x) چبیشف چندجمله ای های xk صفرهای از استفاده با
داشت: خواهیم

n∑
j=٠

cjαj(xk) = f(xk), (١۶)

آن در که

xk = cos
( (٢k − ١)

٢(n+ ١)
π
)
, k = ١, ٢, ٣, . . . , n+ ١ (١٧)

αj(xk) =

m∑
p=٠

kp(xk)up+j(xk) +

s∑
q=٠

Lq(xk)γq+j . (١٨)

(١) معادله ی تقریبی جواب  (١٠) و (٩) معادلات در جایگزاری با و شده مشخص cj مجهول مقادیر فوق، دستگاه حل با
می شود. حاصل

عددی مثال ٣

باشد: زیر صورت به منفرد فوق انتگرال معادله ی کنید ∫فرض ١

−١
= φ(t)

(t− x)٢dt+

∫ ١

−١
xtφ(t)dt = x+ x٣, −١ ⩽ x ⩽ ١. (١٩)

است: بازنویسی قابل زیر صورت به فوق ∫معادله ی ١

−١
= φ(t)

(t− x)٢dt = (١ + µ)x+ x٣, (٢٠)

آن در که

µ = −
∫ ١

−١
tφ(t)dt.

:[١] است، زیر فرم به دقیق جواب دارای (٢٠) معادله ی

φ(x) = − ١
۴٠π

√
١ − x١٠]٢x٣ + ٢٧x]. (٢١)

داریم: شده ارائه روش به توجه با

k٠(x) = ١, k١(x) = k٢(x) = . . . = km(x) = ٠

L١(x) = x, L٠(x) = L٢(x) = . . . = Ls(x) = ٠

 (٢٢)
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داشت: خواهیم (١٨) عبارت در (٢٢) عبارت جایگزاری با که

αj(xk) = uj(xk) + xkγj+١, (j = ٠, ١, ٢, . . . , n) (٢٣)

زیر: فرم از استفاده ∫با ١

−١
=

√
١ − t٢Uj(t)

(t− x)٢ dt = −π(j + ١)Uj(x) (٢۴)

بوده: زیر صورت به (٢۴) و (١۴) فرم صورت این در است. دوم نوع چبیشف چندجمله ای Uj(x) آن در که

u٠(x) = −π, u١(x) = −٢πx,

u٢(x) = −π(٣x٢ − ١
٢
), u٣(x) = −π(۴x٣ − x),

u۴(x) = −π(۵x۴ − ٣
٢
x٢ − ١

٨
), u۵(x) = −π(۶x۵ − ٢x٣ − ١

۴
x), . . . (٢۵)

داشت: خواهیم نیز (١۵) فرم برای و

γ٠ =
π

٢
, γ٢ =

π

٨
, γ۴ =

π

١۶
, γ۶ =

۵π
١٢٨

, γ٨ =
٧π
٢۵۶

,

γ١ = ٠, γ٣ = ٠, γ۵ = ٠, γ٧ = ٠, γ٩ = ٩. (٢۶)

خواهیم را زیر فرم به خطی معادلات دستگاه n = ۵ فرض با و (١٨) عبارت در (٢۶) و (٢۵) عبارت های جایگزاری با
داشت:

−π
[
c٠ +

١۵
٨
c١xk + c٣)٢x٢

k −
١
٢
) + c٣(۴x٣

k −
١٧
١۶

xk) + c۴(۵x۴
k −

٣
٢
x٢
k −

١
٨
)

+ c۵(۶x۵
k − ٢x٣

k −
٣٧
١٢٨

xk)
]
= xk + x٣

k, (k = ١, ٢, . . . , ۶). (٢٧)

داشت: خواهیم Tn+١(x) چبیشف چندجمله ای های xk صفرهای وسیله ی به فوق دستگاه حل }با
c٠ = c٢ = c۴ = c۵ = ٠, c١ =

−٢٧
۴٠π

و c٣ =
−١
۴π

}
. (٢٨)

صورت به معادله تقریبی جواب (١٠) و (٩) عبارت در (٢٨) عبارت جایگزاری با که

φ(x) = − −١
۴٠π

√
١ − x١٠)٢x٣ + ٢٧x).

می شود. حاصل
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خبره سیستم های قواعد در ناسازگاری کشف

قاسم زاده محمد
یزد دانشگاه

درهمی ولی
یزد دانشگاه

اشکذری دهقانی سعید
یزد دانشگاه

چکیده

به و دریافت قلمرو خبرگان از را دانش که می دهد تشکیل آن قواعد پایگاه را خبره سیستم یک اصلی قسمت
به توجه با می شوند. پالایش یا و ایجاد زمان، گذر در قواعد پایگاه که است بدیهی می کند. کد استنتاج قواعد شکل
خطاهای دستخوش است ممکن قواعد پایگاه یک زمان، طول در قواعد پایگاه تغییرات و قلمرو خبرگان متفاوت دیدگاه
وابسته حلقه(قواعد ایجاد متناقض)، ناسازگاری(قواعد شامل ساختاری خطاهای معمول انواع شود. متعددی ساختاری
ماشین کمک به  مناسبی مدل پژوهش، این در می باشند. افزونگی و مقدم در اضافی شروط بودن، زیرفرض چرخه ای)،
است. موثر و کارآمد کاملا آن، بکارگیری و پیاده سازی که است شده ارائه قواعد در ناسازگاری کشف برای متناهی خودکار

متناهی. خودکار ماشین ناسازگاری، قواعد، پایگاه خبره، سیستم های کلیدی: واژه های

مقدمه ١

ساختار از قاعده یک است. قواعد بکارگیری نمود ارائه خبره سیستم یک در را دانش می توان که روش هایی از یکی
هستند then قسمت در که اطلاعاتی با منطقی بطور می آیند، if قسمت در که اطلاعاتی و می کند پیروی (if/then)اگر/آنگاه
برای موجود دانش براساس استنتاج موتور و آنهاست بین ارتباط و قواعد واقعیتها،  شامل دانش پایگاه می باشند[۴]. مرتبط

می دهد[۵]. ارائه را پیشنهادهایی یا می کند نتیجه گیری مساله یک
باشد) نشده داده توضیح منظم و اصولی طور به خبره فرد دانش هیچگاه اگر قواعد(مخصوصاً به خبره افراد دانش تبدیل
خبرگان باشد، داشته وجود دیگری مشکلات یا و دوگانگی ابهام، ناسازگاری، است ممکن خبره فرد دانش در نیست. آسانی کار
دانش این که زمانی تا و نگیرد انجام به دقت و به درستی دانش ضبط و ثبت یا باشند نداشته نظر مورد زمینه در مشابهی نظر

نمی شوند. ظاهر آن مشکلات باشد نشده درج خبره سیستم یک در

اصلی نتایج ٢

بستگی قواعد میان تداخل می شود. ایجاد قواعد تداخل به واسطه که است اطمینان عدم بزرگتر منبع یک از بخشی تناقض رفع
است: قطعیت عدم دارای اصلی علت پنج وجود بدلیل قواعد سازگاری دارد. قواعد سازگاری و تناقض رفع به

متضادی عملکردهای است ممکن می شوند اجرا که قواعدی یعنی است، قواعد تضاد قطعیت عدم بالقوه علل از یکی الف.
باشند: داشته

بریزید. آب آن روی آنگاه داد، رخ حریقی اگر .١

نریزید. آب آن روی آنگاه داد، رخ حریقی اگر .٢
عملکردهای آن نتیجه که شد خواهند اجرا قاعده دو هر آنگاه باشد داشته وجود است” داده رخ ”حریقی بصورت واقعیتی اگر

بود[١]. خواهد اطمینان عدم افزایش و متناقض
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آن از را ∼ Aو A بصورت تناقض یک بتوان اگر می شود نامیده ناسازگار دانش پایگاه یک گزاره ای منطق در کلی، بطور
آورد[۶]. بدست

است: قواعد بودن زیرفرض(زیرمجموعه) قطعیت، عدم منبع دومین ب.
H آنگاه E١ اگر .٣

H آنگاه E٢ و E١ اگر .۴
وجود E٢ هم و E١ هم اگر ولی می شود فعال ٣ قاعده فقط چون آمد نخواهد پیش مشکلی باشد داشته وجود E١ فقط اگر

شود. تناقض رفع آنها از است لازم و شد خواهند فعال ۴ و ٣ قاعده دو آنگاه باشند داشته
باشند: داشته یکسان تالی و مقدم قاعده دو بطوریکه است قواعد بودن اضافی یا مازاد سوم، عامل ج.

H آنگاه E٢ و E١ اگر .۵
H آنگاه E١ و E٢ اگر .۶

مشکلات لزوما دانش پایگاه در قواعد افزونگی کرده اند، خاطرنشان Shortliffe[١٩٨٢] و Scott، Suwa که همانگونه
بگذارد. منفی تاثیر استنتاج بازدهی بر است ممکن بلکه نمی کند ایجاد منطقی

در تاثیری مقدم در شده بیان شروط از یکی ولی دارند یکسان تالی قواعد که می دهد رخ زمانی IF غیرضروری شرایط د.
q شرط باشیم، داشته p and not q → r و p and q → r شکل به قواعدی اگر مثال، بعنوان ندارد. قواعد آن تحریک

نمود. حذف را آن می توان و است غیرضروری
اگر مثال، بعنوان باشد. ساز مشکل می تواند که شوند حلقه دچار است ممکن قواعد پایگاه در موجود قواعد نهایت، در . ه
می شود. دچار بی نهایت حلقه یک به سیستم آنگاه باشد، r هدف و باشد داشته وجود r→p و q→r ، p→q شکل به قواعدی
یا وجود به ،( DFA به NFA آن(تبدیل کردن قطعی با داده، نمایش خودکار ماشین بصورت را قواعد پژوهش، این در
ماشین یک توسط پردازش توصیف برای ریاضی ابزار یک متناهی، پذیرنده یک می بریم. پی ساختاری خطاهای وجود عدم
حرکت حالتها این بین ورودی، هر دریافت با و باشد مفروض حالتهای متناهی تعداد از یکی در می تواند FA یک است.

کند[٢].
حلقه ای قواعد تعیین می شود. ناسازگاری ایجاد باعث p→not q و p→q بصورت قواعدی وجود قواعد: ناسازگاری .١ مثال

است. ضروری r→not p و q→r ، p→q شکل به قواعدی در غیرمستقیم ناسازگاری تعیین برای
R1. if A then B
R2. if B then C
R3. if A then ∼C

می دهد: نشان را مثال این غیرقطعی خودکار ماشین زیر، شکل

١ مثال خودکار ماشین :١ شکل

حاصل ١ شماره جدول کنیم، قطعی را آن و دهیم تشکیل را فوق خودکار ماشین وضعیت انتقال جدول صورتیکه در
می دهد. نشان را ناسازگاری وجود که است شده ایجاد then ستون در {B،∼C،C} درایه انتقال، جدول این در شد. خواهد
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١ مثال وضعیت انتقال جدول :١ جدول

if then
S {A،B} −
A − {B،∼C}
B − C
C − −
∼C − −

{A،B} − {B،∼C،C}
{B، ∼ C} − C
{B،∼C،C} − C

باشد: نهفته زیر شکل به قواعدی در غیرمستقیم طور به است ممکن ناسازگاری .٢ مثال
R4. if A then B
R5. if A and C then ∼B
R6. if C then A

٢ مثال خودکار ماشین :٢ شکل

است: بدیهی و واضح آن، کردن قطعی نحوه و فوق خودکار ماشین وضعیت تغییر جدول روی از ناسازگاری تشخیص

٢ مثال وضعیت انتقال جدول :٢ جدول

if and then
S {A،C} − −
A − C B
B − − −
∼B − − −
C − - {A،∼B}

{A،C} − C {B،A،∼ B}
{B،A،∼ B} − C B

حلقه یک به سیستم آنگاه باشد، r هدف و باشد داشته وجود r→p و q→r ، p→q شکل به قواعدی اگر .٣ مثال
شود[٣]. خاص وضعیت دو بین نوسان یا نادرست پاسخ ایجاد باعث می تواند موضوع این می شود. دچار بی نهایت

R7. if A then B
R8. if B then C
R9. if C then A
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است: زیر شکل به نیز مثال این غیرقطعی خودکار ماشین

٣ مثال خودکار ماشین :٣ شکل

از: است عبارت آن کردن قطعی نحوه و فوق خودکار ماشین وضعیت تغییر جدول

٣ مثال وضعیت انتقال جدول :٣ جدول

if then
S {A،B،C} −
A − B
B − C
C − A

{A،B،C} − {A،B،C}

می یابیم انتقال {A،B،C} وضعیت همان به ،then ورودی ازای به  {A،B،C} ترکیبی وضعیت از که می شود مشاهده
است. فوق قواعد مجموعه در (cycle)حلقه وجود نشان دهنده که

مراجع

.١٣٨٩ تبریز، صنعت، و علم دانشگاه انتشارات خبره، سیستم های مبانی و اصول زهره، کاظمی، و مهدی غضنفری، [١]

دانشگاه انتشارات محمدرضا، میبدی، و حمید حسن پور، محمد، قاسم زاده، ترجمه پنجم، ویراست ماشینها، و زبانها نظریه پیتر، لینز، [٢]
.١٣٩٢ شاهرود،

[3] C. Sinz, W. Kuchlin, T. Lumpp, Towards a Verification of Rule-based Expert System of the
IBM SA for OS/390 Automation Manager, Second Asia-Pacific conference on Quality Software,
2001.

[4] J. Durkin, Expert Systems, Design and Development, Macmillan publishing company, 1991.

[5] M. Sasikumar, S. Ramani, S. M. Raman, A. KSR, R. Chanrasekar, A practical introduction to
rule-based expert systems, Narosa publishing house, 2007.

[6] M. Yang, D. C. Wilkins, Improving the Performance of Inconsistent Knowledge Bases via
Combined Optimization Method, Eight International Machine Learning Workshop, 1991.

sdehghani@stu.yazd.ac.ir الکترونیکی: پست
vderhami@yazd.ac.ir الکترونیکی: پست

m.ghasemzadeh@yazd.ac.ir الکترونیکی: پست

۴–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

خبره سیستمهای قواعد در ناسازگاری کشف پوستر

٧٧٢



بازی�ها نظریه�ی از استفاده با حادثه یک شاهدین رفتار پیش�بینی و مدل�سازی

احمدی اردشیر
(ع) حسین امام دانشگاه

شاه�رضایی محسن
(ع) حسین امام دانشگاه

* زراعتی مجید
(ع) حسین امام دانشگاه

چکیده

رشد شاهد اخیراً نویمان، ون و نش جان توسط بازی�ها نظریه پایه�ی مفاهیم معرفی از قرن نیم از بیش گذشت با
شاهدین عکس�العمل ابتدا مقاله، این در هستیم. ریاضیات در نظریه این کاربردهای زمینه�ی در تحقیقات توجه قابل
مدل�سازی بازی�ها نظریه از استفاده با ذی�صلاح مراجع به حادثه نکردن گزارش یا و کردن گزارش قبال در را حادثه یک
یک هیچ که طوری به کرده، پیش�بینی نش تعادل از استفاده با را شاهدین عاقلانه عکس�العمل بهترین سپس می�کنیم،
احتمال و شاهدین تعداد بین رابطه�ی نهایت در باشند. نداشته را دیگری عکس�العمل انجام برای انگیزه�ای شاهدین از
قالب در را آن و کرده پیدا باشند، متقارن شاهدین و بوده ثابت منفعت و هزینه که حالتی در را حادثه این شدن گزارش

می�کنیم. بررسی واقعی مثال

نش تعادل بازی�ها، نظریه استراتژی، شاهدین، حادثه، کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

امروزه که بازی�هاست نظریه یافته، تکامل و پرورش ریاضیات و اقتصاد علم بستر در که بشری دانش مهم شاخه�های از یکی
این کاربردهای به�علاوه است؛ کرده پیدا پایه و محض علوم مهندسی، انسانی، علوم مختلف شاخه�های در وسیعی بسیار کاربرد

می�شود. ظاهر اخلاق و فلسفه در رفتارها از بسیاری تحلیل و توصیف در که است رفته پیش جا آن تا نظریه
این است. استوار بازی��ها در تعادل به�عنوان شده شناخته راهبردهای از مجموعه�ای بر اغلب زمینه این در پژوهش�ها
نش، تعادل نظریه�ی براساس می�باشد. نش تعادل تعادل�ها، مشهورترین می�شوند. استنتاج عقلانی قواعد از اصولا راهبردها
دنبال به و کنند انتخاب را خود راهبردهای معقول و منطقی طریق به بازیکنان مختلط استراتژی با بازی هر در کنیم فرض اگر
و است انتخاب قابل بازیکن هر برای نتیجه بهترین آوردن بدست برای راهبرد یک کم دست باشند، بازی در سود حداکثر

آورد. نخواهد بدست بهتری نتیجه�ی کند، انتخاب را آن از غیر به دیگری راهکار بازیکن چنان�چه
اگر می�کند. مشخص دیگر بازیکن مقابل در را او عمل که است طرحی خاص، بازیکن یک برای استراتژی بازی�ها نظریه در
می�نامند نامحدود را بازی بودن نامحدود صورت در و محدود را بازی باشد، محدودی عدد بازیکن هر استراتژی�های تعداد

.[٣]

موضوع بیان ٢

تعدادی افراد این بین از که هستند حوادث این شاهد افرادی حوادث این جریان در می�دهند، روی مختلفی حوادث ما پیرامون
در ببینیم می�خواهیم مقاله این در می�کنند. خودداری کار این انجام از گروهی و می�دهند گزارش ذی�صلاح مراجع به را حادثه

*سخنران
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ثابت فرد) یک جان ماندن امان در مثال عنوان (به منفعت و تلفنی) تماس یک هزینه�ی مثال عنوان (به هزینه که حالتی
[١]؟ کرد پیدا بازی�ها نظریه وسیله�ی به را شاهدین تعداد و حادثه کردن گزارش احتمال بین رابطه�ای می�توان آیا باشند

که بگیرند تصمیم همزمان صورت به شاهدین این از یک هر و باشند حادثه یک شاهد نفر n می�کنیم فرض منظور این برای
را حادثه شدن گزارش شاهدین از یک هر .(N = no report) نکنند گزارش یا و (R = report) کنند گزارش را حادثه
گزارش هزینه از (V نشود)( کشته فرد آن که این مثلا (یا شود گزارش حادثه که این از حاصل مطلوبیت لذا می�دهند ترجیح
یا payoff تابع نتیجه در .(C < V ) یعنی می�باشد، بالاتر (C)(... و فرد برای تلفنی تماس هزینه مثلا (یا حادثه کردن

بود خواهد صورت این به نتیجه

ui(s) =


٠ ∀ sj ∈ S sj = N

V − C ∀ si ∈ S si = R
V si = N, ∃ sj ∈ S−i s.t sj = R

, (١)

سود یا مطلوبیت ui و می�باشد iام شاهد استراتژی si و دارند قرار S در شاهدین استراتژی�های تمام مجموعه�ی آن در که
می�باشد. si استراتژی انتخاب قبال در iام شاهد

را حادثه شاهد، یک فقط آن طی در که داریم [۴] (pure)ناب استراتژی یک نش تعادل و مدل�بندی این اساس بر حال
سودش یا نتیجه است کرده گزارش که فردی لذا (∀j ̸= i sj = N و si = R) نکنند گزارش هیچ�کدام بقیه و کند گزارش
است نکرده گزارش که فردی و ندارد تخطی انگیزه�ی لذا بود، خواهد صفر با برابر او نتیجه کند تخطی اگر و می����������������باشد V −C

این نتیجه در ندارد، تخطی انگیزه�ی لذا بود خواهد V − C با برابر نتیجه�اش کند گزارش اگر و می�باشد V برابر نتیجه�اش
اگر صورت این در چون کند گزارش نفر یک از بیش که ندارد وجود نابی استراتژی هیچ به�علاوه می�باشد. ناب استراتژی یک
گزارش و کرده تخطی که داشت خواهد را این انگیزه�ی آن�ها از یکی و بود خواهد V − C آن�ها نتیجه�ی کنند گزارش نفر دو
ندهد، گزارش کس هیچ آن در که داشت نخواهد وجود نابی استراتژی هیچ همچنین کند. جایگزین V با را V − C و نکند
تا n بازی این پس کند. دریافت را V − C > ٠ و کرده گزارش که دارد انگیزه یکی و می�گیرند صفر همگی حالت این در

ندهند. گزارش بقیه و دهد گزارش افراد از یکی آن طی که دارد ناب استراتژی
بهتر رو این از نمی�رساند، نکردند) گزارش یا کردند گزارش بقیه که این از (اطلاع اصلی هدف به را ما مطلب این البته
می�کند تغییری چه کند گزارش فرد یک که این احتمال تعداد افزایش با آن در که حالتی و شده احتمال فضای وارد ما که است
بازیکنان و بازی فضای که می�کنیم فرض می�باشند زیاد بازیکنان تعداد چون ،[٢] کنیم بررسی مخلوط استراتژی�های در را
برابر نکند گزارش نفر یک که این احتمال و p با برابر کند گزارش نفر یک که این احتمال اگر صورت این در باشند، متقارن
نکنند گزارش نفر n−١ که این احتمال لذا شده�اند، گرفته نظر در هم از مستقل بازیکنان همان یا شاهدین چون باشد، ١−p

این در که نمی�کند گزارش فرد آن یا می�دهد رخ حالت دو فرد هر سود یا مطلوبیت برای حال می�باشد. (١− p)n−١ برابر
:[۵] با بود خواهد برابر او مطلوبیت صورت

u
(
N(فرد آن ,(استراتژی n افراد) (تعداد , p

(
دادن گزارش احتمال

))
= p

(
دهد گزارش دیگر نفر یک حداقل که این احتمال

)
× V

+ p ندهد) گزارش کس هیچ که این ×(احتمال ٠
=
(
١− (١− p)n−١

)
V

(٢)

می�باشد: صورت بدین او مطلوبیت صورت این در که می�کند گزارش فرد آن یا و

u(R,n, p) = V − C
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باید منظور بدین شود، بی�تفاوت R و N بین بازیکن باید ناب استراتژی در

p
(
دهد گزارش دیگر نفر یک حداقل که این احتمال

)
=

V − C

V
(٣)

و
p نشود) گزارش اصلا جنایت که این (احتمال = p

(
ندهند گزارش دیگر نفر n− ١ که این احتمال

)
+ p ندهم) گزارش هم من که این (احتمال
= (١− p)n

(۴)

(٣) از و می�کند پیدا کاهش نیز ندهد گزارش هیچ�کس که این احتمال آن�گاه کند پیدا کاهش n افزایش با p مقدار اگر حال
داریم:

١− (١− p)n−١ =
V − C

V
=⇒ V − (١− p)n−١ V = V − C, (۵)

آن�گاه

p
(
کند گزارش فرد هر که این احتمال

)
= ١−

(
C

V

) ١
n−١

. (۶)

شهودی مثال یک ١.٢

[٨] واقعی) داستان یک اساس (بر جنایت یک کردن گزارش
نیویورک محله�های از یکی در شبانه که حالی در وی می�کرد. زندگی نیویورک در ۶٠ دهه�ی در آمریکایی ساله�ی ٢٨ زن یک
نفر ٣٨ دقیقه ٣٠ این طول در گرفت، قرار ناشناس مرد یک حمله�ی مورد بار ٣ دقیقه ٣٠ طول در بود زدن قدم حال در
با ٣٨ام نفر و ندادند پلیس به گزارشی هیچ نفر ٣٧ نفر، ٣٨ این از بوده�اند. ماجرا این شاهد متفاوت مکان�های در متفاوت
.[٧] ،[۶] بود کرده فوت زن آن دیگر که حالی در شد حاضر صحنه در دقیقه ٢ عرض در پلیس داد. گزارش پلیس به اکراه

داشت خواهیم (۶) به توجه با و شاهدین) (تعداد n = ٢ دادن قرار با آن�گاه باشد، C = V
٣ خاص حالت یک در اگر

p = ١−

(
V
٣
V

) ١
١−٢

= ١−
(
V

٣
× ١

V

)١
= ١− ١

٣
=

٢
٣
, (٧)

برابر کند گزارش فرد هر که این احتمال درصد، حسب بر نتیجه در

p
(
کند گزارش فرد هر که این احتمال

)
=

٢
٣
× ١٠٠ = ۶۶٫ ٧ ٪ (٨)

داریم: C = V
٣ فرض و (٧) معادله������������������ی در شده حاصل p و n دادن قرار با دیگر طرف از بود. خواهد

p
(
نشود گزارش اصلا جنایت که این احتمال

)
= (١− p)n =

(
١− ٢

٣

)٢
=

١
٩
, (٩)

برابر نشود گزارش اصلا جنایت که این احتمال درصد، حسب بر نتیجه در

p
(
نشود گزارش اصلا جنایت که این احتمال

)
=

١
٩
× ١٠٠ = ١١٫ ١٪ (١٠)

بود. خواهد

می�شود. حاصل زیر جدول n به مقداردهی با و روند این ادامه�ی با
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جنایت یک شدن گزارش بر شاهدین افزایش اثر بررسی :١ جدول

n شاهدین) (تعداد p کند) گزارش فرد هر که این احتمال ) p نشود) گزارش اصلا جنایت که این (احتمال
٢ ۶۶٫ ٧٪ ١١٫ ١٪
٣ ۴٢٫ ٣٪ ١٩٫ ٢٪
۵ ٢۴٫ ٠٪ ٢۵٫ ٣٪
١٠ ١١٫ ۵٪ ٢٩٫ ۵٪
٣٨ ٢٫ ٩٪ ٣٢٫ ۴٪

نتیجه�گیری ٣

،(n) شاهدین تعداد افزایش با که می�رسیم نتیجه این به ١ جدول اول ستون و (۶) معادله�ی به توجه با
نتیجه این به ١ جدول دوم ستون و (۴) معادله�ی ملاحظه�ی با و می�کند پیدا کاهش p

(
کند گزارش فرد هر که این احتمال

)
کلی طور به می�کند. پیدا افزایش p

(
نشود گزارش اصلا جنایت که این احتمال

)
،(n) شاهدین تعداد افزایش با که می�رسیم

می�کند. پیدا کاهش دهد، گزارش را جنایت فرد هر که این احتمال کند پیدا افزایش شاهدین تعداد چه هر

مراجع

.١٣٨٣ جم، جام جهان انتشارات بازی، نظریه عزیزاله، معماریانی، و اردشیر احمدی، [١]

.١٣٨٩ شریف، دانشگاه انتشارات ، آن کاربرد و احتمال نظریه تقی، تباکی، اخوان [٢]

قراردادهای و مذاکره فنون در بازی�ها تئوری کاربرد تحلیل حسین، بهمنشیر، دریساوی و رضا بهمنشیر، دریساوی [٣]
بین�المللی.

مرکز دانشگاه�ها(سمت)، انسانی علوم کتب تدوین و مطالعه سازمان ، آن کاربردهای و بازی�ها نظریه قهرمان، عبدلی، [۴]
.١٣٩١ انسانی، علوم توسعه�ی و تحقیق

.١٣٨٧ دانشگاهی، نشر مرکز انتشارات ریاضی، آمار جان، فروند، [۵]

[6] JM. Darley, B. Latane, Bystander Intervention in Emergencies: Diffusion of Respon-
sibility, Journal of Personality and Social Psychology , 8 (1968), pp. 377–38.

[7] A.M. Rosenthal, Thirty-eight witnesses, Berkeley: University of California Press, 1999.

[8] A.M. Rosenthal, Thirty-eight witnesses, The Kitty Genovese case, MC Grow Hill, 1964.

g9218740513@ihu.ac.ir الکترونیکی: پست
mshahrezaee@iust.ac.ir الکترونیکی: پست

ardeshir79@yahoo.com الکترونیکی: پست

۴–۴ ص:

ایران ریاضی کنفرانس ششمین و چهل

١٣٩۴ شهریور ۶–٣

یزد دانشگاه

بازی ها نظریه ی از استفاده با حادثه یک شاهدین رفتار پیش بینی و مدل سازی پوستر

٧٧۶



هواپیما مختلف انواع بندی طبقه و تشخیص در متغیر ممان روش معرفی

رضایی شاه محسن
(ع) حسین امام جامع دانشگاه

* علمداری سعید محمد
(ع) حسین امام جامع دانشگاه

چکیده

، Phantom هواپیما مدل ۶ بندی طبقه و شناسایی به آن کمک به سپس و معرفی متغیر ممان روش مقاله این در
. پردازیم می دلخواه دید های درزاویه B۵٧ ، F١٠۴ ، F١٠۵ ، Mirage ، MIG

گرفتند. قرار آزمایش مورد تصویر ١٣٢ مجموع در و شد گرفته نظر در متفاوت دید زوایای در تصویر نمونه ٢٢ مدل هر در
و شد گرفته نظر در همسایگی نزدیکترین قانون و بیز قانون اساس بر هواپیما مدل ۶ بندی طبقه برای شناسایی معیار
است متعلق همسایگی نزدیکترین قانون به بندی طبقه بهترین که رسیدیم نتیجه بدین ، شده انجام آزمایشات اساس بر

است. شده ارائه نیز نتایج سایر داشت، نادرست بندی طبقه مورد ۶ در که

هواپیما بندی طبقه ، متغیر ممان ، همسایگی نزدیکترین قانون ، بیز قانون ، الگو تشخیص کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 13D45, 39B42

مقدمه ١

شود: می زیرتعریف شکل به تابع این برای p+q مرتبه ممان حال و گیریم می نظر در را f(x،y) نظیر بعدی دو پیوسته تابع

mpq =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xpyqf(x, y)dxdy for p, q = ٠, ١, ٢, ...

هاوجودداشته مرتبه تمامی های مقادیرغیرصفرباشد،ممان ودارای پیوسته چندقسمتی تابع f(x،y)یک اگر یکتایی براساستئوری
است، نیزبرقرار مطلب این عکس که است ذکراین قابل شودنکته می تعیین f(x،y) mpqبطوریکتاتوسط های ممان سلسله و

شوند. می تعریف زیر فرم به مرکزی های ممان آورد. بدست یکتا f(x،y) تابع یک توان می mpqازروی یعنی

mpq =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x− x̄)p(y − ȳ)qf(x, y)dxdy for p, q = ٠, ١, ٢, ...

: آن در که

x̄ =
m١٠
m٠٠

ȳ =
m٠١
m٠٠

*سخنران
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آید: درمی زیر بصورت بالا رابطه دیجیتال تصاویر برای

µpq =
∑
x

∑
y

(x− x̄)p(y − ȳ)qf(x, y)

از: عبارتند سوم مرتبه تا مرکزی های ممان و

µ٠٠ = m٠٠

µ١٠ =
∑
x

∑
y

(x− x̄)١(y − ȳ)٠f(x, y) = µ٠١ = ٠

µ١١ =
∑
x

∑
y

(x− x̄)١(y − ȳ)١f(x, y) = m١١ − ȳm١٠

µ٢٠ =
∑
x

∑
y

(x− x̄)٢(y − ȳ)٠f(x, y) = m٢٠ − x̄m١٠

µ٠٢ =
∑
x

∑
y

(x− x̄)٠(y − ȳ)٢f(x, y) = m٠٢ − ȳm٠١

µ٣٠ =
∑
x

∑
y

(x− x̄)٣(y − ȳ)٠f(x, y) = m٣٠ − ٣x̄m٢٠ + ٢x̄٢m١٠

µ١٢ =
∑
x

∑
y

(x− x̄)١(y − ȳ)٢f(x, y) = m١٢ − ٢ȳm١١ − x̄m٠٢ + ٢ȳ٢m١٠

µ٢١ =
∑
x

∑
y

(x− x̄)٢(y − ȳ)١f(x, y) = m٢١ − ٢x̄m١١ − ȳm٢٠ + ٢x̄٢m١٠

µ٠٣ =
∑
x

∑
y

(x− x̄)٠(y − ȳ)٣f(x, y) = m٠٣ − ٣ȳm٠٢ + ٢ȳ٢m٠١

هواپیما الگوی تشخیص برای ممان از استفاده ٢

زیر شکل گرفت. انجام ایشان همکاران و دودانی دکتر توسط بار اولین ، هواپیماها الگوی شناسایی برای ها ممان از استفاده
دهد: می نشان گرفتند قرار شناسایی مورد آزمایش این در که را هواپیماهایی تصاویر

آزمایش انجام جهت نمونه هواپیما ۶مدل :١ شکل

سمت به x محور مثبت جهت اینصورت در و هواپیماست به متصل که xyz دستگاه اولی ، مختصات دستگاه دو مقاله این در
به XYZ دستگاه دومی و هواپیماست کف سمت به zمحور مثبت جهت و راست بال سمت به y محور مثبت جهت ، دماغه

است. دوربین بینایی محور راستای در Yمحور و نمایشگر عرض و طول بیانگر XZ که طوری
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و مرزی شکل از آمده بدست های ممان ، آن اول مولفه ٧ که کنیم می تعریف ای مولفه ١۴ بردار یک بصورت را ویژگی بردار
باشند. می ای سایه تصویر از آمده بدست های ممان بعدی مولفه ٧

ρ′ = ρ′١, ρ′٢, ...ρ′١۴
ρ′i =M ′

i i = ١, ٢, ..., ٧

ρ′i+٧ =M ′
i i = ١, ٢, ..., ٧

برای کنیم. تعیین آنها برای را ویزگی بردار داریم نظر در که رسد می تصاویری تعریف به نوبت ، ویژگی بردار تعریف از پس
کنیم. می تعریف را ψ سمت زاویه برای و φچرخش برای « موثر دامنه » منظور این

رسد. می آنها شناسایی برای معیار انتخاب به نوبت ، تصویر هر های ویژگی ذخیره و تعریف از پس

هواپیما بندی طبقه برای بیز قانون از استفاده با شناسایی معیار ٣

کنید فرض
w = (i, ψ, φ)i

هستند. آن چرخش و فراز های زاویه ترتیب به φ,ψ
باشد: زیر بصورت ، است شده تعریف آن در متغیر این که فضایی کنیم، می فرض همچنین

Ω = (i ∈ ١, ٢, ..., ۶)× (−π
٢
⩽ ψ ⩽ π

٢
)× (٠ ⩽ φ ⩽ π

٢
)

P (w/ρ′) بعدی احتمال که نماییم تعیین ای گونه به را Ω عضو w که است لازم ، w قبلی اطلاعات و معلوم ρ′یک داشتن با
شود. حداکثر

داریم: بیس معیار اساس بر

P (w/ρ′) = P (ρ′/w)P (w)
P (ρ′)

است. w تصادفی متغیر وقوع شرط به ρ′ وقوع احتمال P (ρ′/w) و w پیشین احتمال P(w) آن در که
کنیم: می فرض P (w) تعیین برای مقاله این باشد.در می w از مستقل ρ′ وقوع احتمال نیز P (ρ′)

P (w) = P (i)P (ψ/ψ٠)P (φ/φ٠)

باشند. می سمت و چرخش زاویه ترتیب به ψ٠φ٠ آن در که
به اولی که است

∑
n کوواریانس ماتریس و ρ٠ متوسط مقدار اساس بر ρ′ توزیع که کنیم می فرض P (ρ′/w) تعیین برای

P (ρ′/w) = N( ρ٠(w),
∑

n ) یعنی: است W از مستقل دومی و دارد بستگی w
حال گردد، می تعیین تجربه اساس بر نویز کوواریانس ماتریس و آید می بدست شده ذخیره تصاویر مجموعه همان از ρ٠(w)

باشد. می طبقه کدام به متعلق w که شود می مشخص ، کند حداکثر را P (w/ρ′) احتمال که ای گونه به w تعیین با
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هواپیما بندی طبقه برای همسایگی نزدیکترین قانون از استفاده با شناسایی معیار ۴

ابتدا آن بندی کلاس برای باشد ای ناشناخته مشاهده ρ′ کنیم فرض
وزن و دهیم می نشان i=١،٢،...،k که di با را ρ′ ناشناخته مشاهده حول ها همسایگی با متناظر فاصله کنیم فرض

گردد: می تعریف زیر بصورت همسایگی ترین نزدیک امین j با مرتبط

ωj =

{
dk−dj
dk−d١

if dk ̸= d١
١ if dk = d١

در ها وزن که است متعلق کلاسی به ρ′ ناشناخته مشاهده باشند، می یک و صفر بین محدوه که ωj های وزن محاسبه از پس
دارد. را مقدار بیشترین همسایگی نزدیکترین k مجموع میان

نتایج ۵

شامل که نمونه تصویر ١٣٢ روی بر چهارم تا اول های تکنیک و همسایگی نزدیکترین قانون و بیز قانون اساس بر آزمایشات
. است شده انجام بود B۵٧ ، F١٠۴ ، F١٠۵ ، MIG ، Mirage ، Phantom هواپیما مدل ۶

باشد: می زیر جدول بصورت آزمایشات نتیجه

نمونه تصویر ١٣٢ برای هواپیما نمونه ۶ شناسایی آزمایش نتایج :١ جدول

مجموع Phantom Mirage MIG F١٠۵ F١٠۴ B۵٧ استفاده مورد گر مشاهده
۶ ١ ٠ ٠ ٢ ٣ ٠ همسایگی نزدیکترین قانون
٩ ٢ ٠ ٢ ٢ ٢ ١ بیز قانون
١٠ ٢ ١ ٣ ٢ ٢ ٠ اول تکنیک
١٠ ٢ ١ ٣ ٢ ٢ ٠ دوم تکنیک
١۴ ٣ ٢ ۴ ٠ ٣ ٢ سوم تکنیک
٢٨ ۵ ٢ ١٠ ٢ ٧ ٢ چهارم تکنیک

جدول در شده ثبت نتایج طبق و باشد کمترین نادرست بندی طبقه تعداد که گیرد می انجام زمانی بندی طبقه بهترین
. است همسایگی نزدیکترین قانون برای بندی طبقه بهترین گردد می مشاهده
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