
 

 

  
  جبرخطي كاربردي

  4درس  
  جبري خطي دستگاه معادلات

  
  

  1388 -گروه سيستم و كنترل 
  صدقي زاده: مدرس

  
  
  
 
  

  ها ماتريس تجزيه روش به خطي جبري معادلات دستگاه حل 
  
  A تجزيه ماتريس- 1
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  تعداد عمليات در محاسبات جبري

  
sf +=flops#  

  
  

kk معادله ساده                        مرحله تجزيهk حلمرحله AAAAA 121 −= L  
  
  

sf معمولاً -   . است<<
  

2  
  

  
  
 
  

  ها ماتريس تجزيه بوسيله خطي جبري معادلات دستگاه لح روشهاي معرفي 
  
 
  

  LU                                                      (LU Factorization) تجزيه - 1
  
  (Cholesky Factorization)                                       تجزيه چالسكي - 2
 
  QR                                                     (QR Factorization) تجزيه - 3
 
  ( Singular Value Decomposition)        (SVD) تجزيه مقادير منفرد - 4
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   LU تجزيه حل دستگاه معادلات جبري خطي با استفاده از
nnA و غيرمنفردماتريس مربعي براي - ×،  

LUA =  
                                                        

   با عناصر قطري واحد ماتريس پايين مثلثي          ماتريس بالا مثلثي                               
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  بدست مي آيد،جواب نهايي با حل دستگاه معادلات به روش جايگزيني پيشرو و پسرو 
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bxتعداد عمليات در حل دستگاه معادلات =A با استفاده از تجزيه  LU  
  
  A=LU تجزيه - 1
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   حل دستگاه معادلات با الگوريتم هاي جايگزيني پيشرو و پسرو- 2
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  1 مثال
  بگيريد،دستگاه معادلات زير را در نظر   
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  . جواب دستگاه معادلات را بيابيدLUبا استفاده از روش تجزيه
  

  فرم ماتريسي اين معادلات به شكل زير مي باشد،
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  شد، به شكل زير مي باA ماتريس LU تجزيه

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

− 2900
310
963

19
01
001

3
4

3
2LUA  

6  
  
  
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

− 3
4

0

19
01
001

3

2

1

3
4

3
2

y
y
y

L by  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
→=

3

2

1

3

2

1

2900
310
963

y
y
y

x
x
x

U yx  

  
  با حل معادلات ماتريسي اول بوسيله الگوريتم جايگزيني پيشرو جوابها بصورت زير بدست مي آيند،
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  ريس دوم پاسخ نهايي با يك الگوريتم جايگزيني پسرو محاسبه مي گردد،با جايگذاري اين مقادير در معادلات مات
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    ماتريس هاLUتجزيه روش هاي 

  
nnA و غيرمنفردماتريس مربعي براي - ×،  
  

LUA =  
                                                        

   با عناصر قطري واحد ماتريس پايين مثلثي      ماتريس بالا مثلثي                                    
  
   بدون محورگيري استفاده از روش حذفي گوسي -
  
   استفاده از الگوريتم ماتريس هاي بلوكي-
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  استفاده از روش حذفي گوسي بدون محورگيري با LUتجزيه 
nnAعي و غيرمنفرد براي ماتريس مرب- ×،  

LUA =  
                                                        

   با عناصر قطري واحد  ماتريس پايين مثلثي       ماتريس بالا مثلثي                                  
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  2مثال 

   را بيابيد،Aماتريس مربعي LUتجزيه  
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   بصورت زير بدست مي آيد،Uبنابراين ماتريس بالا مثلثي
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   را بدست مي آوريم،L ماتريس پايين مثلثي1E،2E،3E معكوس ماتريس هاي با محاسبهحال
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   بصورت زير بدست مي آيد،A ماتريسLUبنابراين تجزيه
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  الگوريتم ماتريس هاي بلوكي  با استفاده ازLUتجزيه 

  

nnAاگر صورت كلي ماتريس هاي بلوكي - ×،Uو Lشكل زير در نظر بگيريد،ه ا ب ر  
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  3مثال 
   را بيابيد،Aماتريس مربعي LUتجزيه  
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  با توجه به روابط بالا داريم،
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   بصورت زير بدست مي آيد،A ماتريسLUبه اين ترتيب تجزيه
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   وجود دارد؟LUآيا براي هر ماتريس مربعي غيرمنفرد تجزيه 
  4مثال
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  .به تناقض بر مي خوريم
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  )LU Factorization with Pivoting ( ماتريس هاPLUتجزيه 

  

nnAي و غيرمنفرد براي ماتريس مربع- ×،  
PLUA =  

                                                        
 (Permutation Matrix)جايگشت   ماتريس                                                     

  

   استفاده از روش حذفي گوسي با محورگيري-
  

   از ماتريس جايگشت در الگوريتم ماتريس هاي بلوكي استفاده-
  

   MATLABدر نرم افزار  lu(A) = [L,U,P]دستور  -
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  صفر است، لذا نياز به يك جايگشت داريم،) 1،1(عنصر 
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   ادامه مي دهيم،~A را براي ماتريسLUحال تجزيه 
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  5مثال
PLUAبا اعمال روش حذفي گوسي تجزيه     . ماتريس زير را بدست آوريد=
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−⇒↔

010
100
001

1100
970

765

332 Err  

  
   بصورت زير بدست مي آيد،Uبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي
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PLUUEEEAUAEEE ==→= −−− 1
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PLUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=
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⎥
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PLUA  
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  MATLAB درنرم افزار lu(A)=[L,U,P]استفاده از دستور  -
  

001

010

100

P

5.5000 0      0      

6.5000-3.5000 0      

19.000017.000020.0000

U

1.00000.50000.2500

0     1.00000.5000

0     0     1.0000

L

lu(A)P]U,[L,

19]; 17 3;20 12 7;10 6 [5A

=

=

=

=

=

  

19  
  

  (Cholesky Factorization)تجزيه چالسكي ماتريس ها
  

nnA اگر-  باشد، مي توان آن را بصورت زير (Positive Definite)مثبت معين متقارن و يك ماتريس ×
  تجزيه نمود،

TLLA =  
                                                        

   با عناصر قطري مثبتماتريس پايين مثلثييك                                         
  6مثال

  ماتريس متقارن و مثبت معين زير را در نظر بگيريد،
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⎢
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⎡ −
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⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎥
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⎢
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⎡
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=

300
130
115

311
031
005
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01815
51525

A  

20  



 

 

  
  چالسكي تجزيه حل دستگاه معادلات جبري خطي با استفاده از

nnAمتقارن و مثبت معين براي ماتريس - ×،  

bybxbx
xy

=→=→=
==

LLLA
TT L

T
LLA

  
  

  بدست مي آيد،جواب نهايي با حل دستگاه معادلات به روش جايگزيني پيشرو و پسرو 

           
⎩
⎨
⎧

=

=

xy
by
TL

L
  

  

bx تعداد عمليات در حل دستگاه معادلات- =A لسكيچا با استفاده از تجزيه  

flops2
3
1 23 →+ nn  

            
  چالسكي    تجزيه              الگوريتم هاي جايگزيني پيشرو و پسرو         

21                  
  
  

  7مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،  
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⎢
⎢
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⎥
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⎢
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⎢
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⎡

−

−
→=

16
15
30

1105
01815
51525

3

2

1

x
x
x

A bx  

  .ا بيابيدبا استفاده از روش تجزيه چالسكي جواب دستگاه معادلات ر
  

  .  يك ماتريس متقارن و مثبت معين است، لذا مي توان از اين روش استفاده كردAاز آنجائيكه ماتريس
  

   به شكل زير مي باشد،Aتجزيه چالسكي ماتريس 
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TLLA  
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⎢
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⎥
⎥
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⎢
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⎥

⎦
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⎢

⎣

⎡ −
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3

2

1

3

2

1

300
130
115

y
y
y

x
x
x

LT xy  

  با حل معادلات ماتريسي اول جوابها بصورت زير بدست مي آيند،
3,1,6 321 −=−== yyy  

  با جايگذاري اين مقادير در معادلات ماتريس دوم پاسخ نهايي محاسبه مي گردد،
1,0,1 321 −=== xxx  

23  
  
  

  بلوكيبدست آوردن تجزيه چالسكي ماتريس ها با استفاده از ماتريس هاي 
  

nnA اگر-    باشد، (Positive Definite) ثبت معينمتقارن و م يك ماتريس ×
TLLA =  

                                                        
   با عناصر قطري مثبتماتريس پايين مثلثييك                                         

  

nnAصورت كلي ماتريس هاي بلوكي - ×،L،را بشكل زير در نظر بگيريد   
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=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥
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  در اينصورت داريم،
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=
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  8مثال

TLLAاگر ماتريس.  را بيابيدA×33ماتريس مثبت معين  تجزيه چالسكي      را بصورت زير بنويسيم،=
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   با توجه به روابط گفته شده داريم،
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3222
2
22

33

3222

3332

22

2222212122

31212121
11

21

111111

===→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

=−

−==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→=

=→=

lll
llll

lll

l
ll

ll
l

LLLLA

llLA
l

L

lal

TT  

   بصورت زير بدست مي آيد،Aبه اين ترتيب تجزيه چالسكي ماتريس
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  MATLAB در نرم افزار  chol(A)استفاده از دستور 
 

3 0 0

1 3 0

13 5

ans

chol(A)

11]; 0 0;-5 18 5;15- 15 [25A

−

=

=

  

  . مثبت معين نباشد، پيغام خطا ظاهر خواهد شدA در صورتيكه ماتريس-
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  (Positive Definite) تعريف ماتريس مثبت معين 

  

  رط زير را داشته باشد، متقارن باشد و ش اگر، را مثبت معين گويندA ماتريس-
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⎧
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  9مثال

  ، مثبت معين استAماتريس

[ ]
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⎣
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  (Positive Semi definite) تعريف ماتريس مثبت نيمه معين 
  

   شرط زير را داشته باشد، متقارن باشد و اگر،معين گويندنيمه  را مثبت A ماتريس-

⎪⎩
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⎨
⎧

==
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A
A

T

T

  

  
  10مثال

0x مثبت نيمه معين است، زيرا برايAماتريس )3,2(مانند ≠ -=x0  مقدار=xx ATاست.  
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  (Quadratic Form)صورت هاي درجه دوم 

 .مي باشدصورت درجه دوم  يك xV)( تابع اسكالر-
  

jiij

n
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n

j
jiij

T aa,xxaAAV ==== ∑∑
= =1 1

)( xx,xxx  
  

   حقيقي    ماتريس متقارن                                                        
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  11مثال
  جه دوم هستند،توابع زير نمونه هايي از صورت هاي در
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  ر براي تعيين علامت ماتريس هاي متقارنمعيار سيلوست
  

  :  شرط مثبت معين- 1

0,,0,0,0

333231

232221

131211

2221

1211
11 >>>> A

aaa
aaa
aaa

aa
aa

a L  

  . مثبت باشندA ماتريسكهادهاي اصلي مقدم بايد تمامي -
  

  :شرط مثبت نيمه معين - 2

0,,0,0,0 =≥≥≥ A
aaa
aaa
aaa

aa
aa

a

kkkjki

jkjjji

ikijii

jjji

ijii
ii L  

kjiكه در آن   . غير منفي باشندA ماتريستمامي كهادهاي اصلي  بايد. مي باشد>>
  . بايد بررسي شوند نه فقط كهادهاي اصلي مقدمتمامي كهادهاي اصليدر اينجا علامت  -

31  
  
  

  12مثال
  را بررسي نماييد، ها  معين بودن ماتريسمعين و مثبت نيمهمثبت 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

46
69

,
56
69

,
221
260
104

321 AAA  

   علامت كهادهاي اصلي مقدم را بررسي مي نماييم،طبق معيار سيلوستر

=<⇒ است مثبت معين 1Aماتريس
−

−
>=> 026

221
260
104

,024
60
04

,04  

  

<=<⇒ است  معينمثبت 2Aماتريس 09
56
69

,09  

   باشد،A=0دبراي مثبت نيمه معين بودن باي

<=⇒ است معيننيمه  مثبت 3Aماتريس 0
46
69

,09  
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  13مثال

  . را بررسي نماييدAمثبت نيمه معين بودن ماتريس
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⎡
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242
121
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  .ايد علامت تمامي كهادهاي اصلي بررسي نماييم و دترمينان ماتريس نيز صفر باشدب

0
021
242
121
==A  

 شش A×33براي يك ماتريس.  است، حال علامت كهادهاي اصلي را بررسي مي نماييمA=0همانطور كه پيداست
  د،كهاد اصلي بصورت زير وجود دار

3331

1311

3332

2322

2221

1211
332211 ,,,,,

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aaa  

  براي ماتريس داده شده داريم،

01
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11

,04
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24
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0,04,01
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2322

2221

1211
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<−==<−====

=>=>=
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aa
aa

aa
aa

aaa
  

  .  مثبت نيمه معين نمي باشدAمشخص است كه دو تا از كهادهاي اصلي منفي هستند، لذا ماتريس
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  14مثال
  . بررسي نماييد راAمثبت معين بودن ماتريس
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122

A  

   طريق اقدام كرد،براي اين منظور مي توان به دو
   با استفاده از معيار سيلوستر،-1

02
101
062
122

,08
62
22

,02 >=
−

−
>=>  

  . مثبت معين استAاز آنجائيكه تمامي كهادهاي اصلي مقدم مثبت هستند، لذا ماتريس
  

xxين بودن صورت درجه دوم مي توان مثبت مع-2 AT،را بررسي كرد   
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xxمشخص است كه AT 0( به غير از مبداءx   . مثبت معين مي باشدAبقيه جاها مثبت است، لذا ماتريس) =
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