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  ول توزيع فراواني طبقه بندي نشدهجد- 1
كنند و فراوانياز اين جدول براي تنظيم داده هاي گسسته كه تنوع داده ها اندك است استفاده مي

  .هر داده در مقابل آن ثبت مي شود

  : نفري داريم30 براي نمرات يك كلاس .1مثال

Xi= نمراتFi= تعداد دانش آموزان

2  
1  
6  
5  
6  
8  
2  

8  
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17  
19  
20  

   دامنه تغييرات- 2

                      .اختلاف بين بزرگترين داده آماري و كوچكترين داده آماري را دامنه تغييرات گويند

                                                                                minmax XXR −=

  :انچه داده هاي آماري با تقريب كمتر از واحد گرد شده باشند دامنه تغييرات برابر است باچن

1+−= minmax XXR  

  هاي مركزي يا پارامترهاي مكانيشاخص- 3

  )Mean( حسابيميانگين -3-1

  ها تكراري نباشند اگر داده-الف

n
X

X i∑=  

  ي باشندك از داده ها تكراراگر هر ي -ب

                                                         
N

XF
X ii∑=  
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081350            : در جدول زير مطلوبست ميانگين حسابي.2مثال
654 /X ==  

  نماينده طبقات
iiXF  Xiحدود طبقات  فراواني  

6  
18  
45  
120  
375  
90  

3  
6  
9  
12  
15  
18  

2  
3  
5  
10  
25  
5  

4 -2  
7 -5  
10-8  
13-11  
16-14  
19-17  

∑ = 654ii XF∑ = 50iF  

  )Median( ميانه-2 -3

. عددي را كه در يك مجموعه از اعداد مرتب شده آماري درست در وسط داده ها قرار گيرد، ميانه گويند

در.  سري داده هاي آماري ابتدا داده ها را به ترتيب صعودي يا نزولي مرتب مي كنيمبراي تعيين ميانه در يك

تعداد دادهصورتيكه تعداد داده ها فرد باشد، عددي كه در وسط قرار مي گيرد عدد ميانه بوده و اگر

 اب ميانه را، كندعددي كه در وسط قرار گرفته عدد ميانه را مشخص ميوها زوج باشد نصف مجموع د
~
Xنشان مي دهيم.  

  .3مثال

5132
1412

26161412105
52614161210

/X

,,,,,
,,,,,

~
=

+
=

      
5

9765431
3519674

=
~
X

,,,,,,
,,,,,,

  

  )طبقه بندي نشده(دسته بندي نشدهتعيين ميانه در جدول توزيع فراواني- لفا

∑ابتدا، iFرا به دست آورده و Nولين رديفي را كه فراواني تجمعي آن بزرگتر ياسپس ا.  مي ناميم

2مساوي
Nداده مربوط به اين رديف ميانه خواهد بود. كنيم است را به عنوان رديف ميانه معين مي.  
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  .4مثال

CFi  Fi  Xi

3  
5  
9  
10  
13  
15  
16  

3 
2 
4 
1 
3 
2 
1 

4  
6  
7  
10
11
16
20

16==∑ iFN                       82 =
N                            7=

~
X  

  دول توزيع فراواني طبقه بندي شدهتعيين ميانه در ج -ب

در جدول توزيع فراواني دسته بندي شده ابتدا مثل قبل رديف ميانه را مشخص كرده و سپس ميانه

      :ول زير به دست مي آوريمرمرا از ف

C         
F

CF
2
N

LX
i

1i~
×

−
+=

−  

  لكه در اين فرمو
~
X =ميانه  

L =در صفات پيوسته كرانه پايين و در صفات گسسته حد پايين(كوچكترين عدد طبقه ميانه دار

  )طبقه ميانه دار

1iCF    ميانه دار طبقه ماقبلفراواني تجمعي طبقه= −

Fi =فراواني طبقه ميانه دار  

C =حد بالا-حد پايين+ 1( طبقات جدولفاصله (  

  

  

  ←ميانهرديف
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  . ميانه را مشخص كنيدذيل در جدول.5مثال

–   .ها پيوسته باشند اگر دادهالف

665356
2025549

252
50

2

//X

N

~
=×

−
+=

==

  .ها گسسته باشند اگر داده-ب

1675456
202550

252
50

2

.X

N

~
=×

−
+=

==

  

2اگر در رديف فراواني هاي تجمعي عدد: نكته
Nعيناً وجود داشته باشد آنگاه كرانه بالاي طبقه  

  .ميانه دار را ميانه بدانيد

  .6مثال

19 -1716 -1413 -1110 -8 7 -5 4 -2   
5  20  15  5  3  2  Fi

50  45  25  10  5  2  FCi

513

252
50

2
/X

N

~
=

==  

ط به صفات پيوسته، مجموعاگر در يك جدول توزيع فراوانيهاي طبقه بندي شده مربو: نكته

ندهدار باشد آنگاه نمايهاي طبقات ما بعد طبقه ميانه برابر فراوانيهاي طبقه ماقبل ميانه دارفراواني

  .ه ميانه دار را ميانه خواهيم دانستطبق

  .ميانه را مشخص كنيد.  جدول زير مربوط به اندازه قد دانشجويان يك كلاس مي باشد.7مثال

69 -35  34 -30  29 -25  24 -20  19 -15  14 -10    
8  12  16  6  10  4  Fi

56  48  36  20  14  4  CFi

  

282
56

2 ==
N  

FCi  Fi  
12  
20  
26  
36  
40  
50  

12  
8  
6  

10  
4  
10  

44-40  
49-45  
54-50  
59-55  
64-60  
69-65  

↑ دارطبقه ميانه

↑ دارطبقه ميانه

  ←ميانهرديف
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27
2

2925
20812

206104 ~
=

−
=⇒

=+=
=++=

X  

  مد يا نما -3-3

لذا يك. را داشته باشند، نما ناميده مي شود) فراواني(در اعداد آماري، عددي كه بيشترين تكرار

  .نمونه آماري مي تواند نما داشته باشد يا بيش از يك نما داشته باشد

  .8مثال

333222111
21

5543222111

,,,,,,,,
,Mode

,,,,,,,,,
=     

7654321
2
4322211

,,,,,,
Mode

,,,,,,
=  

  

  توزيع فراواني هاي دسته بندي شدهتعيين مد در جدول -

ابتدا طبقه اي كه بيشترين فراواني را دارد به عنوان طبقه نمادار مشخص مي كنيم و سپس مد را از                    

                                                                    :رابطه زير به دست مي آوريم

C
dd

d
LMode ×

+
+=

21
1  

  كه در آن

M =نما  
1d =تفاضل فراواني طبقه نمادار با فراواني طبقه ما قبل  
2d =تفاضل فراواني طبقه نمادار با فراواني طبقه ما بعد  

C =فاصله طبقات  
L =كرانه پايين(كوچكترين عدد طبقه نمادار(  

  .9مثال

59 -50  49 -40  39 -30  29 -20  19 -10    
10  40  20  17  12  Fi

  

543103020
20539 //Mode =×
+

+=  

  

  مجموع فراواني هاي قبل از طبقه ميانه دار

  مجموع فراواني هاي بعد از طبقه ميانه دار

مد نداردمد ندارد

↑مد دارطبقه
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اگر در جدول توزيع فراواني ها فراواني طبقات ماقبل و مابعد طبقه نمادار مساوي باشند،: نكته

  .نماينده طبقه نمادار را نما بدانيد

  فراواني طبقه مابعد= فراواني طبقه مابعد

  .10مثال

24 -22  21 -19  18 -16  15 -13  12 -10    
8  16  8  12  10  Fi

202
2119

=
+

=Mode  

  )Quantile(چارك ها -3-4

  )3Q(و چارك سوم) 2Q(، چارك دوم  )1Q(چارك اول: سه نوع چارك داريم

داده هـا را    % 25عددي كه در يك مجموعه از داده هاي آماري مرتـب شـده، مـرز                : چارك اول -الف

و كـوچكتر    1Qداده هـا از نقطـه       % 25مي توان ادعا كرد كه بنابراين       . مشخص كند چارك اول است    

  .داده ها از اين نقطه بزرگتراند% 75

  .همان ميانه است: چارك دوم -ب

داده هـا را    % 75نقطه يا عددي كه در يك مجموعه از اعداد مرتب شده آماري مـرز :               چارك سوم -ج

داده از آن   % 25ن كـوچكتر و     داده هـا از آ    % 75يعنـي نقطـه اي كـه        . نشان دهد چارك سوم اسـت     

  .بزرگتراند

  ك سري دادهتعيين چارك اول و سوم در ي -3-4-1

 نيم  2سپس اعداد را به .     ابتدا داده هاي آماري را به صورت صعودي از چپ به راست مرتب مي كنيم              

 و ميانه اعداد سمت راست را چارك سوم مي نامند         ميانه نيمه سمت چپ را چارك اول و .         تقسيم مي كنيم  

  .خود ميانه اعداد همان چارك دوم مي باشد

  

↑نما دارطبقه

8

 

 

 



  زادهحمد كوچكا                                               آمار توصيفي

7

  .11مثال
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  ول توزيع فراواني طبقه بندي نشدهچارك ها در جدتعيين -الف

4سپس اولين طبقه اي كه فراواني تجمعي آن بيـشتر از           . اني تجمعي را حساب مي كنيم     ابتدا فراو
N

سپس اولين طبقه اي كه فراواني تجمعي آن         به آن چارك اول،    است طبقه چارك اول و داده مربوط      

2بيشتر از   
N      اولين طبقـه اي كـه فراوانـي          وك دوم داده مربوط به آن چار     و است طبقه چارك دوم 

4تجمعي آن
3Nداده مربوط به آن چارك سوم استو است طبقه چارك سوم.  

  .12مثال
42  40  28  20  16  15  10  8  Xi 

10  24  23  12  13  7  8  3  Fi 

100  90  66  43  31  18  11  3  CFi 

  

  

754
3502254100 ====

NNNN  

  دول توزيع فراواني طبقه بندي شدهعيين چارك ها در جت -ب

4براي تعيين چارك اول ابتدا اولين طبقه اي را كه فراواني تجمعي آن بيشتر از
Nاست را به عنوان 

  :طبقه چارك اول تعيين كرده و چارك اول را از فرمول زير به دست مي آوريم

C
F

CFN

LQ
i

i
×

−
+=

−1
1 4  

  .رك دوم را از تعريف ميانه به دست مي آوريمچا

↑طبقه چارك سوم
40=3Q

  ↑دومطبقه چارك

282 ==
~
XQ

↑طبقه چارك اول
16=1Q

9

 

 

 



  زادهحمد كوچكا                                               آمار توصيفي

8

اگر داده ها از نوع پيوسته بود

4براي تعيين چارك سوم ابتدا اولين طبقه اي را كه فراواني تجمعي آن بيشتر از
3Nاست را به 

  :عنوان طبقه چارك سوم تعيين كرده و چارك سوم را از فرمول زير به دست مي آوريم

Lو اگر داده ها از نوع گسسته بود. رانه پايين طبقه چارك دار استك

Lحد پايين طبقه چارك دار است.C                                          
F

CFN

LQ
i

i
×

−
+=

−1
3 4

3
  

  .13مثال

39-35  34-30  29-25  24-20  19-15  14-10  
3  7  14  6  8  2  Fi 

40  37  30  16  10  2  CFi 

  

  

304
320210440 ====

NNNN  

9225514
16205242 //XQ

~
=×

−
+==  

104چون: نكته =
Nدقيقاً در ستون فراواني تجمعي مي باشد لذا  1Qاستطبقه چارك اول كرانه بالاي . 

  .همين نكته در مورد چارك سوم صدق مي كند

  

  
  

↑ سومطبقه چارك دوم و
5/29=3Q

↑اولطبقه چارك
5/19=1Q
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1

  تعاريف- 1

  )Population(تعريف جامعه-1-1

مـثلاً  . جامعه مجموعه عناصر مورد مطالعه است كه ممكن است تعداد آن محدود يا نامحـدود باشـد                

  .جامعه متولدين در يك سال و يا قيمت يك كالا در طول زمان معين

  )Parameter(تعريف پارامتر-1-2

معمولاً مورد علا      مـثلاً  . قه بررسي كننده واقع مـي شـود  مقدار ثابتي مربوط به جامعه آماري است كه 

  .در مورد لامپ ها، متوسط طول عمر لامپ ها

  .موقعي روش هاي آماري مفيد است كه پارامتر مجهول داشته باشيم: نكته

2  1  0  X  

2θ  θ−1  2θ  P  

  

2  1  0  X  

41  21  41  P  

  

  )Sample(تعريف نمونه-1-3

مطالعـه و   بناچار  ،    هزينهدر حالاتي كه به جامعه دسترسي نداريم و يا به علت محدوديت در زمان و                

اي باشد كه معـرف     به گونهبايد نمونه   . شودنجام ميبه عنوان نمونه ا    از جامعه  بخشيبررسي بر روي    

  .قابل تعميم به جامعه برگرفته از آن باشدجامعه اصلي بوده و نتايج حاصل از آن بتواند

   نمونه تصادفي از جامعه متناهي بدون جاگذاري-الف

. هاي ممكـن برابـر باشـد      در اين حالت نمونه بايد طوري انتخاب شود كه احتمال انتخاب تمام نمونه

مدل آمار

ــدل مــــــ
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تايي با احتمال nرنمونه عضو است انتخاب هNمثلا اگر جامعه داراي
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n
N
  .دهد رخ مي1

                

    

معمولا اگر در جريان انتخاب هيچ عاملي يا محدوديت و شرطي دخالت نكند نمونـه تـصادفي : تذكر

  .خواهد بود

  )متناهي با جاگذاري( نمونه تصادفي از جامعه نامتناهي-ب

بوط به يك متغير تصادفي است و ايـن متغيـر شود مرمقدار هر متغير كه در نمونه تصادفي ظاهر مي

  .داراي يك توزيع است

  )Sample Size( نمونهاندازه-1-4

  .تعداد افراد نمونه را حجم نمونه يا اندازه نمونه مي نامند

  )Random Sample(تعريف نمونه تصادفي-1-5

x , x ,....., xn   : د اگر مي دهنn تشكيل يك نمونه تصادفي به اندازه21متغيرهاي تصادفي

  .هم توزيع باشند -1

  .از يكديگر مستقل باشند -2

  توزيع نمونه- 1-6

nx,.....,x,xاگـــر  باشـــد بنـــا بـــه تعريـــف، تـــابع توزيـــع تـــوامnاي بـــه حجـــم نـــشان دهنـــده نمونـــه21

nx,.....,x,x x  .  را تابع توزيع نمونه مي نامند      21 , x ,....., x n  از  في به حجـم  n    يك نمونه تصاد   21لذا اگر 

( xfxx(جامعه , x ,. ..., xn   : عبارتست از21 باشد در اين صورت توزيع نمونه تصادفي

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
nn

i
xixnxxxn xfxfxf....xf.xfx,.......,x,xf

in ∏
=

===
1

2121 21
  

  تعريف آماره-1-7

به پارامترهاي نامعلوم(تابعي است از نمونه تصادفي قابل مشاهده كه شامل پارامتر مجهولي نيست
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  زادهاحمد كوچك  ايتوزيع نمونه

3

توزيعدر اين ارتباط .اند همه آمارهS وn،X،2Sثلاً در يك نمونه گيري به اندازهم) بستگي ندارد

  .ها متكي است و استنباطهاي آماري معمولا بر آمارهگوينداي ميها را توزيع نمونهآماره

  ميانگين نمونه-1-8

nx,.....,x,xاگر   : باشدnه تصادفي از جامعه اي به حجم يك نمون21

∑
=

=
n

1i
iX

n
1X  

  گشتاور نمونه-1-9

   x , x ,....., xn )         21فرض مي كنيم  در.  باشـند  xfx( يك نمونه تصادفي از جامعه با تابع چگالي احتمال  

  : مين گشتاور نمونه حول مبدا برابر است باrاين صورت

∑
=

=′
n

1i

r
ir X

n
1M  

  .، ميانگين نمونه بدست مي آيدr=1كه در حالت خاص

   ام حول ميانگينrگشتاور-1-10

)  :برابر است باام حول ميانگينrگشتاور )
rn

1i
ir XX

n
1M ∑

=

−=  

x  :1قضيه , x ,....., xn )               21فرض كنيد   باشـد و    xfx( يـك نمونـه تـصادفي از جامعـه بـا تـابع چگـالي  

∑
=

=
n

1i
iX

n
1Xميانگين نمونه باشد در اين صورت :                     [ ] [ ]

n
XVar,µXE

2σ
==  

  . به ترتيب ميانگين و واريانس جامعه هستند2σ وµ در آنكه

  :اثبات

[ ] ( )

[ ] ( )
n

n.
n

xVar
n

xVar
n

x
n

VarXVar

n.
n

XE
n

xE
n

x
n

EXE

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

22
2

1
2

1
2

1

111

1111

1111

σ
=σ==

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

µ=µ==
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

∑∑∑

∑∑∑

===

===  
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  زادهاحمد كوچك  ايتوزيع نمونه

4

  واريانس نمونه-1-11

x , x ,....., xn ) يك نمونه تصادفي از جامعه21فرض كنيد )xfxباشد در اين صورت :  

( ) 11
1

1

22 >−
−

= ∑
=

n;XX
n

S
n

i
i  

  .واريانس نمونه ناميده مي شود

  نمونهانحراف معيار-1-12

nxانحراف معيار , x ,....., xn   : را به عنوان ريشه دوم واريانسهايشان تعريف مي كنيم21 مشاهده

( )

1
1

2

−

−

=
∑
=

n

XX

S

n

i
i

  

2    از يك جامعه نرمـال بـا ميـانگين µ          اگر تمام نمونه هاي تصادفي به حجم n       :2قضيه σ و واريـانس  

 و واريانسµ داراي توزيع نرمال با ميانگينXباشددر اينصورت
n

2σاست .  

)n/(ttn)n/t(/)n/t(n
xixx e)e())n/t(M(]t)n/x[(MM

2
22 2

1
21 σ+µσ+µ ==== ∑  

2    از يـك جامعـه بـا ميـانگين µ          اگر تمام نمونه هاي تصادفي بـه حجـم n         :3قضيه  بـا   σ و واريـانس  

    X تقريباً داراي توزيـع نرمـال بـا ميـانگين µ           جايگذاري انتخاب شود، توزيع نمونه    و واريـانس      
n

2σ

  .است

  :نكته

30nاگر   . نرمال استX باشد، بدون توجه به نوع توزيع جامعه، توزيع≤

30nاگر تقريباً نرمال باشدX باشد، توزيع> تقريباً نرمال است اگر توزيع جامعه   .  
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  زادهاحمد كوچك  ايتوزيع نمونه

5

   حد مركزيقضيه-1-13

nx,.....,x,xگر  ا 2با ميانگين   µ نامتناهي   اي تصادفي از يك جامعه نمونه21  باشدσ و واريانس    

  در اين صورت توزيع حدي متغير

  

  

  . توزيع نرمال استاندارد است،n→∞وقتي

Gammaتوزيع-1-14

  :ذيل استاگر متغير تصادفي گاما داراي تابع چگالي

( ) 0
1

>
Γ
λλ

=
−λ−

x;
)s(

)x(exf
sx

x  

2λ
=

λ
=

−λ
λ

=φ
s)x(Var;s]x[E;)

t
()t( s  

n/
XZ
σ

µ−
=
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  زادهاحمد كوچك  ايتوزيع نمونه

6

)Chi Square (كاي مربعتوزيع- 2

22 حالت خاصي از توزيع گاماست كه در آن          كاي  مربعتوزيع  
1 ν

==λ s;  تـابع  بـر ايـن اسـاس       اسـت و

  .بشرح ذيل استكايمربعمتغير تصادفياحتمالچگالي

( ) 0x;ex

2
2

1xf 2
x

2
2

2/
x >

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ νΓ

=
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ν

ν

  

   و معرف تابع گاما و  معرف درجه آزادي استΓكه

     ( ) ( ) 222 212
ν−

−=φ=ν=χν=χ )t()t()t(M, Var,E x  

1Z            2اگر متغير تصادفي    :4قضيه  داراي  1Z  داراي توزيع نرمال استاندارد باشد، آنگـاه متغيـر تـصادفي  

  .اين قضيه در واقع بيانگر اهميت توزيع مربع كاي است.  درجه آزادي خواهد بود1 باكايمربعتوزيع

2 اگر   :5قضيه
1

2
2

2
k ,,....., χ

χ
χ         بـا درجـات     كـايمربـع متغيرهاي تصادفي مستقل هر يك داراي توزيع 

12آزادي به ترتيب     ννν ,,.....,k    2 k باشند، آنگـاه متغيـر تـصادفي  
2
2

2
1

2 ....... χ++χ+χ=χ   نيـز يـك 

∑ باكايمربعتوزيع
=

ν=ν
k

1i
iدرجه آزادي دارد .  

  : اثبات

∑
∑

ν−

=

ν−ν− −=−=−= ∏ 2

1

22 212121 /
n

i

/
x

/
x iii

i
)t()t()t(M;)t()t(M  

1   :6قضيه   2  توزيع نرمال استاندارد باشـند، آنگـاه        داراي  Z,Z,.....,Zνاگر متغيرهاي تصادفي مستقل

22متغير تصادفي
2

2
1

2 Z......ZZ ν+++=χباكايمربع يك توزيع νبود درجه آزادي خواهد.   

ــذكر ــر: ت 12اگ x,x,.....,xνــانگين ــا مي ــب ب ــه ترتي ــال ب ــستقل نرم ــصادفي م ــاي ت ــاي متغيره ه

12 ,
,....., µ

µ

µν21222 و واريانسهاي σσσν   .كاي نداردع مربعها يك توزيX باشند، جمع مربعات.........,,,

7:12قـــضيه هـــاي داراي توزيـــع نرمـــال مـــستقل بـــا ميـــانگينx,x,.....,xνاگـــر متغيرهـــاي تـــصادفي

12 ,
,....., µ

µ

µν   2 1222 و واريانس هاي   σσσν  باشند در اين صورت متغير تـصادفي         .........,,,
i

iixZ
σ
µ−

=

17

 

 

 



  زادهاحمد كوچك  ايتوزيع نمونه

7

=νبراي ,....,2,1iداراي توزيع نرمال استاندارد مي باشد و متغير تصادفي :  
2

1i i

ii2 x∑
ν

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ
µ−

=χ  

  . درجه آزادي استν باكايمربعداراي توزيع

12nاگر  :8قضيه Z,Z,.....,Z        (  باشـند در    1,0N( نمونه هاي تصادفي حاصل از توزيع نرمال استاندارد  

  :اين صورت

1-Zداراي توزيع نرمال ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
1,0Nاست .  

2-Zو ( )∑
=

−
n

1i

2
i ZZاز هم مستقلند .  

3-( )∑
=

−
n

1i

2
i ZZداراي توزيعChi Squareبا n-1درجه آزادي است  .  

12nاگر: نتيجه x,x,.....,xنمونه تصادفي حاصل از جامعه ( )2σµ,Nمتغير باشد در اين صورت 

∑تصادفي
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ
−

=χ
n

i

iX X

1

2
  . درجه آزادي استn-1 باكايمربعداراي توزيع2

12nاگر:9قضيه x,x,.....,xيك نمونه تصادفي به اندازه nامعه نرمال با ميانگين از يك جµ

) باشد در اين صورت2σو واريانس )
2

21
σ

− Sn1 باكايمربع يك توزيع-nاستزاديآ درجه.  

1  بدون اثبات ميدر ابتدا    :اثبات nپذيريم كه هرگاه   x,.....,x   n  تايي از يك جامعه      يك نمونه تصادفي 

2  گين µ نرمال با ميان   σ    X و واريانس    كه به ترتيب ميـانگين و واريـانس         S2, باشند آنگاه توزيع هاي  

  :حال داريم. نمونه است از يكديگر مستقل هستند

18

 

 

 



  زادهاحمد كوچك  ايتوزيع نمونه
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( )

( )
( )

( )
( ) ( )[ ] ( )

( )
( ) ( )

( )
( )
2

1

22

1
2

2

2
1

2
2

2
1

2

2
1

2

2
2

2
1

2

2
2

1

22

1

2
1

1

1
1

−
=

===

=

=

χ⎟ =⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

σ

µ−
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
σ
µ−

=
σ

−

σ

µ−µ−

−
σ

µ−
+

σ

µ−

=
σ

µ−−µ−

=
σ

−

σ

−

=
σ

−

−
−

=

∑

∑∑∑

∑

∑

n

n

i

i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n/
XXSn

XX
Xn

xXX
Sn

XX
Sn

XX
n

S

  

  
  

 بزرگتر از عدد    كاي  عمربدر يك نمونه تصادفي، احتمال اينكه مقدار عددي يك متغير تصادفي            : تذكر

 سمت راست آن عدد مشخص و اين عـدد          م دكاي  مربعمشخصي شود عبارتست از سطح زير چگالي        

 2  بطوري كه سطح زير چگالي توزيع مربع كاي واقع در سمت            شودنمايش داده ميαχمعمولاً توسط  

  .αراست آن عبارتست از

  .جه آزاديمثال توزيع مربع كاي با چهار در

0 5 10 15
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

  

توزيع مربع كاي با
يك درجه آزادي

n توزيع مربع كاي با
درجه آزادي
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  زادهاحمد كوچك  ايتوزيع نمونه
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1n اگر:10قضيه x,.....,xنامشخصاي يك نمونه تصادفي از جامعه ( )xfx22: باشد آنگاه σ=]S[E  

  :اثبات

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( )

222

1

2

1

22

1

22

1

222

1 1

22

1 1

22

2

11

22

1
1

1
1

1
1

1
121

1

21
1

21
1

1
1

1
1

σ=
⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ
−σ

−

=
⎥
⎥

⎦

⎤
⎢
⎢
⎣

⎡
−σ

−
=⎥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎢
⎣

⎡
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µ−−µ−

−

=
⎥
⎥

⎦

⎤
⎢
⎢
⎣

⎡
µ−−µ−

−
=⎥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎢
⎣

⎡
µ−−µ−+µ−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎦

⎤
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎣

⎡

µ−µ−−µ−+µ−
−

=
⎥
⎥

⎦

⎤
⎢
⎢
⎣

⎡
µ−µ−−µ−−µ−

−

=
⎥
⎥

⎦

⎤
⎢
⎢
⎣

⎡
µ−−µ−

−
=⎥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
=

∑∑

∑∑

∑ ∑

∑ ∑

∑∑

==

==

=

µ−

=

= =

==

n
nn

n

XnVar
n

XnEXE
n

XnXE
n

XnXnXE
n

XXXnXE
n

XXXXE
n

XXE
n

XX
n

SE

n

i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i

Xn
n

i
ii

n

i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

48476

  

1nاگر:11قضيه x,.....,xك جامعه نرمال يك نمونه تصادفي از ي( )2σµ,Nباشد آنگاه   :  

( ) 1
2 42
−
σ

=
n

SVar  

  :اثبات

( ) ( )11 2
2

2
−χ=

σ

− nSn  

( ) ( )121
2

2
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ

− nSnVar  

( ) ( ) ( ) ( ) 1
2121 422

4
2

−
σ

=→−=
σ

−
n

SVarnSVarn  
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t_studentتوزيع- 3

 حاصل از تقسيم دو متغير تصادفي است كه صورت كسر متغير تصادفي نرمال استاندارد وtتوزيع

  :مخرج كسر جذر يك متغير تصادفي داراي توزيع مربع كاي تقسيم بر درجه آزادي آن است يعني

( )
( )

ν

χ
=

ν

ν 2

Zt  

 تـابع چگـالي احتمـال       ،با استفاده از تكنيك تبديل متغير در تابع توزيع تابعي از يك متغير تصادفي             

  .بشرح ذيل خواهد بودt-studentمتغير تصادفي

( )

22

0

1

2

2
1

1 2
1

2

>ν
−ν
ν

=

=

+∞<<∞−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ν
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ νΓ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ν

Γ

πν
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ν

−

ν

;)x(Var

]x[E

x;xf t

  

    t  حول نقطه صفر متقارن است    ، مانند توزيع نرمال با ميانگين صفر      شكل تابع چگالي متغير تصادفي. 

 t  تفاوت توزيع     t  اسـتاز توزيع نرمال كمي پهن تر با توزيع نرمال در آنست كه توزيع  .t  بـا  در توزيـع 

  . واريانس كمتر مي شود،افزايش درجه آزادي

  زادي درجه آ5 باtتوزيع: مثال

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

  
 بزرگتـر از عـدد      در يك نمونه تصادفي، احتمـال اينكـه مقـدار عـددي يـك متغيـر تـصادفي  t                 : نكته

      t  معمـولاً          مشخصي باشد عبارتست از سطح زير چگالي  در سمت راست آن عدد مشخص و اين عـدد 
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  .α عبارتست ازαt واقع در سمت راستtطوري كه سطح زير چگاليب نمايش داده مي شودαtبا
( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) 50152

58121
555
51010

%tTP.TP

%tTP.TP

tTP

,%

,%

,

=≥=≥

=≥=≥

α=≥ να

  

ν  در توزيع  t :12قضيه  به سمت توزيع نرمـال اسـتاندارد ميـل خواهـد             بزرگتر باشد، توزيع  t    هر چه  

  :يعني.  همان توزيع نرمال استاندارد استt باشد توزيعν=∞+وقتيكهوكرد

( )tlim Z=ν∞→ν
  

  

  tاهميت توزيع

 σ  معلوم باشد بر اساس قضيه حد مركزي، متغير تـصادفي            در حالتيكه  
n/

X
σ

µ−      داراي توزيـع نرمـال 

     σ گيري لازم است توزيع متغيـر تـصادفي   ل است لذا براي تصميم مجهواستاندارد  است اما در عمل  

n/S
X µ−را داشته باشيم كه اين مهم بر اساس توزيع tو قضيه ذيل برآورده مي شود .  

12nاگر:13قضيه x,x,.....,xنمونه تصادفي حاصل از جامعه ( )2σµ,NوXو Sبترتيب 

اشد در اين صورت متغير تصادفيميانگين و انحراف معيار نمونه مزبور ب
n/S

X µ−داراي 

  . درجه آزادي استn-1 باtتوزيع

( )

( ) ( )
n/S

X
S

n/
X

n/Sn

n/
X

t

n

Zt

)n(

n

)n(

µ−
=

σ

σ

µ−

=

−
σ

−

σ

µ−

=

−

χ
=

−=ν

−

−=ν

11

1

2
21

2
1

1

  

لذا متغير تصادفي
n/

X
δ

µ−داراي توزيع tبا )n-1 (درجه آزادي است.  

)اگر از يك جامعه نرمال      : نكته )σµ,N~X  1 n   X يك نمونه    را بر اساس اين نمونه       تايي بگيريم و  

1n   2  را بر اسـاس آن تعريـف   2S گرفته و1n تايي مستقل ازn تايي تعريف كنيم و پس يك نمونه  

αν,t

22
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  : آنگاهكنيم داريم

( )1n
1

2
t~

n/S
X

−
µ−  

( )

( ) ( ) 1
1

22
22

1
1

2
1

1

11

1

1 n/S
X

S
n/

X

n/
Sn

n/
X

t

n

Zt

)n(

n

)n(

µ−
=

σ

σ

µ−

=

−
σ

−

σ

µ−

=

−

χ
=

−=ν

−

−=ν

  

1: نكته ) از جامعهnاگر يك نمونه   )11 ,N~X σµگرفته و Xسـپس   را از روي آن تعريف كنـيم و 

 2 ) از جامعه    nيك نمونه   )22 ,N~Y σµ  X  2   مستقل از  را بـر اسـاس آن تعريـف كنـيم     yS گرفته و  

  :داريم

( )1n
1y

1

1

2
2

t~
n/S

X. −

µ−
σ
σ  

توزيـع كوشـي داراي ميـانگين نيـست     .  با يك درجه آزادي يـك توزيـع كوشـي اسـت          توزيع  t: نكته

    . اين توزيع داراي واريانس نيستهمچنين

( ) ( ) +∞<<∞−
+π

= x;
x1

1f 2t 1
  

23
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  توزيع تفاوت بين دو ميانگين نمونه-4

 1 2nفرض كنيد   X,X,....,X
x

     n  متغيـر تـصادفي مـستقل بـا توزيـع           x يك نمونه تصادفي متشكل از  

    x µ  2نرمال هر يك با ميانگين   σ    1 و واريانس   2n باشد و فرض كنيد   Y,Y,....,Y
x

 يك نمونه تصادفي    

 n y            yمتشكل از   µ   2 متغير تصادفي مستقل با توزيع نرمال هر يك بـا ميـانگين   .   باشـد   σ و واريـانس  

  : ها مستقل باشند در اين صورتYها،Xهمچنين فرض كنيد كه تمام

  : معلوم باشدσ اگر-الف

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ σ
+

σ
µ−µ−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ σ
µ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ σ
µ

yx
yx

y
y

x
x

nn
,N~YX

n
,N~Y

n
,N~X

22

2

2

  

)آنگاه متغير تصادفي ) ( )
Z

nn

YX

yx

yx =

+σ

µ−µ−−

11
  داراي  توزيع نرمال استاندارد است

  : مجهول باشدσاگر -ب

( )
( )

( )
( )
2

12

2

2
12

2

1

1

−

−

χ
σ

−

χ
σ

−

y

x

n
yy

n
xx

~
Sn

~
Sn

  

) تصادفيبا استفاده از خاصيت جمع در توزيع مربع كاي، متغير         آنگاه   ) ( )
2

2

2
2 11

σ

−
+

σ

− yyxx SnSnداراي

   2 nnتوزيع مربع كاي با   yx Y    .  درجه آزادي است   +−   X بنا.  مستقل است  −از طرفي توزيع آن از

  : داريمtبه تعريف متغير تصادفي

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

yxyx

yyxx

yx

yx
yyxx

yx

yx

nnnn
SnSn

YX

nn/
SnSn

nn

YX

11
2

11
2

11

11

22

2

22
+

−+

−+−

µ−µ−−
=

−+
σ

−+−

+σ

µ−µ−−

  

24
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)لذا متغير تصادفي   ) ( )
( ) ( )

yxyx

2
yy

2
xx

yx

n
1

n
1

2nn
S1nS1n

YX

+
−+

−+−

µ−µ−−دارايt  2 بـا  توزيـعnn yx  درجـه  +−

  آزادي است

30     : مثال n1نمونه هاي تصادفي مستقل به اندازه   50n و   = 2  از دو جامعه نرمال با ميانگين هـاي        =

781 =µ   752 و =µ   150  21 و واريانس هاي =σ   2 و 2002 =σ   احتمال اينكـه ميـانگين     .  اختيار شده اند

   بيشتر باشد چقدر است؟8.4نمونه اول از ميانگين نمونه دوم حداقل

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )530

50
200

30
150

757884

50
200

30
150

757884 2121

1

22
1

21

2121

.ZP.XXP.XXP

Z~

nn

XX

≥=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎡

+

−−
≥

+

−−−
=≥−

σ
+

σ

µ−µ−−

  

 و انحـراف معيـار آن  50      ميانگين نمرات تست هوش دانشجويان سال اول يـك دانـشكده  540          : مثال

32     . ستا n1دو نمونه تصادفي با حجـم   50n و   = 2  انتخـاب مـي كنـيم احتمـال اينكـه تفاضـل             =

  :ميانگين نمرات اين دو نمونه

   باشد چقدر است؟20بيش از-الف

( )

( ) ( )76.1176.1ZP

50
1

32
150

20

50
1

32
150

XXP20XXP 21
21

φ−=>

=
⎥
⎥
⎥
⎥⎦

⎤
⎢
⎢
⎢
⎢⎣

⎡

+
>

+

−
=>−

  

   باشد چقدر است؟10 و5بين-ب

( ) ( )88.0Z44.0P

50
1

32
150

10Z

50
1

32
150

5P10XX5P 21 <<=
⎥
⎥
⎥
⎥⎦

⎤
⎢
⎢
⎢
⎢⎣

⎡

+
<<

+
=<−<  
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2     نتاي: نكته 1Xج بدست آمده از توزيع نمونه   X−،       

                 1 به روش بدون جايگذاري انجام مي پذيرد صادق باشد، مشروط بر آنكه اندازه جمعيت ها يعنـي  

 نيز براي جمعيتهاي محدود وقتيكه نمونه گيري 

N

1  به ترتيب در مقابل اندازه نمون      2Nو         بزرگ باشد  2n و   nه يعني  

                     

بهرحال اگر جمعيت ها كوچـك  .

باشند و نمونه گيري به روش بـدون جايگـذاري انجـام پـذيرد در آنـصورت مـا بايـد 
1xσ   و 

2xσ  را 

  :بتوسط رابطه زير محاسبه نمائيم

1N
nN.

n

2
2
x −

−σ
=σ  

26
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  Fتوزيع- 5

   2 2 و   1χاگر متغيرهاي تصادفي مستقل  
2χ            داراي توزيع هاي مربع كاي بـا درجـات آزادي بـه ترتيـب 

1ν2 وνمتغير تصادفي باشند:  

2
2
2

1
2
1

/
/F
νχ
νχ

=  

F  1 با   توزيعν   2 وν   بر اين اساس    .  درجه آزادي دارد   F  ذيـل بـه صـورت      تابع چگالي متغير تصادفي

  :است

( ) ( ) ( )
( )

0x;
x

x

22

2f
212

1
2

2221
21

21

xF 21

1

21

2,1
>

ν+ν
νν

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ νΓ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ νΓ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ν+ν

Γ
= ν+ν

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
ν

νν

νν
  

 1 صادفي  Fشـكل تـابع چگـالي متغيـر ت ـ         .استصورت و مخرج    درجه آزادي   بترتيب  2ν و   νكه در  

 در آنست كه براي مقايسه واريانـسهاي دو جامعـه بكـار             اهميت توزيع  F . كاي استمانند توزيع مربع

  : به ترتيب برابر است با2ν و1ν با درجات آزاديFميانگين و واريانس توزيع. رودمي

[ ]

[ ] ( )
( ) ( )

4
42

422

22

2
2221

1222

2
2

2

>ν
−ν−νν

−ν+νν
=

>ν
−ν

ν
=

;xVar

;xE

  

   درجه آزادي در مخرج3 درجه آزادي در صورت و5باFتوزيع: مثال

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
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 بزرگتـر از عـدد      در يك نمونه تصادفي، احتمال اينكـه مقـدار عـددي يـك متغيـر تـصادفي  F                : نكته

      F  معمـولاً            مشخصي باشد عبارتست از سطح زير چگالي  در سمت راست آن عدد مشخص و اين عدد 

αννبا   ,,F
21

 واقع در سمت راست آن عبارتـست        د بطوري كه سطح زير چگالي  F      نمايش داده مي شو    

) يعنيαاز ) α=> ννα 21 ,;FFP  

11mاگر  :14قضيه X,....,X +     m+1  از يك توزيع نرمال       يك نمونه تصادفي به حجم ( )2σµ ,N x   ،باشـد 

 1 1nهمچنين اگر   Y,....,Y ) از يك توزيع نرمال      نه تصادفي به حجم  n+1     يك نمو   + )2σµ ,N y    باشـد و 

  :بسته باشند در اين صورتهمنمونه هاي تصادفي نا

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
n,mn

i
i

m

i
i

n

i
ni

m

i
mi

F~

n/YY

m/XX

~YY

~XX

∑

∑

∑

∑

+

=

+

=

+

=

+

=

−

−

χ−
σ

χ−
σ

1

1

1

1

1

1

22
2

1

1

22
2

1

1

  

1 ) توزيع نسبت دو واريانس     ( :15قضيه   2nفرض كنيد   X,X,......,X
x

 يك نمونه تصادفي متـشكل از       

xn         x µ  2 متغير تصادفي با توزيع نرمال هر يك با ميانگين   همچنين فرض كنيد .    باشدxσ و واريانس  

12n Y,Y,......,Y
x

     y  متغيـر تـصادفي بـا توزيـع نرمـال هـر يـك بـا                n يك نمونه تصادفي متشكل از  

2 و واريانسyµميانگين
yσهمچنين فرض كنيد تمام.  باشدXها و Yها مستقل باشند لذا :  

( )
( )

( )
( )
2

12

2

2
12

2

1

1

−

−

χ
σ

−

χ
σ

−

y

x

n
y

yy

n
x

xx

~
Sn

~Sn

  

  .هستنداز هم ها مستقل اند پس اين دو متغير تصادفي مربع كاي مستقلY ها وXچون

  : داريمFطبق تعريف متغير تصادفي: اثبات

28
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( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
11

2

2
2

2
22
12

1
1

11
2

1
21

−−

ν

ν
νν

=

−
σ

−

−
σ

−

νχ

νχ
=

yx n,n

y
y

yy

x
x

xx

,

F

n/
Sn

n/Sn

/

/
F

  

2لذا متغير تصادفي

2

2
2

x

y

y

x .
S

S

σ

σ  داراي توزيعF1 با درجات آزاديn x 1n و− y   . است−

  چند نكته مهم

 داراي توزيعx اگر-1
21 ,F ννباشد آنگاه متغير 

X
1Y توزيع نيز داراي=

12 ,F ννاست .  

)مربع توزيع -2 )νtداراي توزيع F1 با درجات آزادي,νاست .  

( )
( )

( ) χ
=

( ) ν
→

ν

χ
=

ν
ν

ν

ν /
1/ZtZt 2

2
2

2
  

3- 
12

21
,;1

,, F
1F

ννα−
ννα  يا=

21

12
,,

,;1 F
1F

ννα
ννα−  

) يك نمونه تصادفي از پخـش  X2 وX1 اگر -  4 ) 0x;exf x >=  باشـد آنگـاه   −
2

1

x
xZ  داراي=

  : به صورت زير است2 و2 با درجات آزاديF توزيع. است2,2Fپخش

( )
( )2z z1

1zf
+

=  
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6-

                

  توزيع ميانگين جامعه هاي متناهي

}اهي از اعـداد اگر آزمايش متشكل از انتخاب يك مقدار يا بيـشتر از مجموعـه اي متن ـ }n1 c,........c

x   ذاگر انتخاب بدون جايگ   .  مي نامند  اي متناهي با اندازه  N   باشد اين مجموعه را جامعه 1اري باشـد و  

 x امين عددي باشد كه استخراج مي شوند، اين متغيرهاي تصادفي، نمونه اي تصادفي بـه               nnاولين و  

n  ند مشروط بر آنكه توزيع احتمال توأم آنها به ازاي هـر  اين جامعه متناهي را تشكيل مي ده                  اندازه

nتايي مرتب مقادير انتخاب شده از مجموعه { }n1 c,........cبه صورت زير باشد :  

( ) ( ) ( )

( ) n,......,1i,c.,.........cx,
N
1xf

1nN.....1NN
1x,.......,xf

N1ii

n1

===

+−−
=

  

يعنـي ميـانگين و واريـانس    . ميانگين و واريانس آنرا ميانگين و واريانس جامعـه متنـاهي مـي نـاميم      

}جامعه متناهي }N1 c.......,,.........cعبارتست از :  

( )

N

c
,

N

c
N

1i

2
i

2

N

1i
i ∑∑

==

µ−
=σ=µ  

براي هر زوج مرتـب از مقـادير جامعـه    nx,...,x1ام هر دوتا از متغيرهاي تصادفيتوزيع حاشيه اي تو   

  :و برابر است بامتناهي است

)N(N
)x,x(g ji 1

1
−

=  

  :و كوواريانس آنها عبارتست از

( )
1N

x,xCov
2

ji −
σ

=  

 و   بـا ميـانگين  µ     از جامعه اي متنـاهي بـه انـدازه  N         ميانگين يك نمونه تصادفي به اندازه  X     nاگر  

  : باشد آنگاهσ2واريانس

( ) ( ) 1
2

−
−σ

=µ=
N

nN.
n

xVar,xE  
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 يـك جمعيـت      تـايي ممكنـه بـا روش بـدون جايگـذاري از             اگر تمام نمونه هاي تصادفي  n     :16قضيه

N  محدود    µ  تايي با حد متوسط     σ بيرون كشيده شود در آنصورت توزيـع نمونـه اي            و انحراف معيار 

Xبه طور تقريبي يك توزيع نرمال با حد متوسط و انحراف معيار زير خواهد بود .  

( )
1N
nN.

n
xVar

2

x

−
−σ

=

µ=µ

  

:مثال

 

  

جـايگزينتايي بـه روش      36نمونه تصادفي   . ده است داده ش  7و6و6و6 و   5و4و3 و   1و1و1جمعيت 

   باشد چقدر است؟5/4 و كوچكتر از8/3احتمال  اينكه ميانگين نمونه بيشتر از. انتخاب شده است

  :توزيع احتمال جمعيت مربوط به صورت زير است

7  6  5  4  3  1  x  
0.1  0.3  0.1  0.1  0.1  0.3  P(x)  

  

( )
( )

( ) ( ) 54530216140505483
36
54

5
4
2

..z.P.x.P

,N~x

xVar

xE

=<<−=<<

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=σ=

=µ=

  

 عدد بزرگي هستند، ضريب      هايي كه در مقابل تعداد نمونه  n     براي  N: نكته
1N
nN

−
 ميـل   1 به سمت    −

  .كندمي

 عدد صحيح مثبـت      از جامعه اي متناهي كه متشكل از  N        اگر نمونه اي تصادفي به اندازه  n      :17قضيه

  :آنگاهاست انتخاب شود

( )

( ) ( )( )
n

nNNxVar

NxE

12
1

2
1

−+
=

−
=

  

( ) ( )

( ) ( )( )
12
1

2
1

nNNnyVar

NnyE

−+
=

+
=
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xVar
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
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  هاي ترتيبيآماره-7

n Xفرض كنيد از يك جامعه نامتناهي پيوسته يك نمونـه تـصادفي ,. ...., Xn انتخـاب  1 تـايي بـشرح

x. ايم  كرده Yاگر كوچكترين مقدار 1Y ها را     و بـه همـين ترتيـب    2 ، بزرگتـرين مقـدار بعـد از آن را

NY...YY بناميم در اين صورتYnبزرگترين آنها را <<<   .ناميمرا آماره تريبي مي21

n:18قضيه f(x) از جامعه براي نمونه تصادفي به اندازه .  اسـتاي نامتناهي كه كه داراي تابع چگـالي

∞−>>∞+، به ازايyr امين آماره ترتيبي ،rچگالي ryعبارتست از:  
11

1

−
∞

−

∞− ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
= ∫∫

n

y
r

ry

rr

r

r

dx)x(f)y(fdx)x(f
)!rn()!r(

!n)y(g  

∞−ايم  فرض كنيد كه محور اعداد حقيقي را به سه بازه تقسيم كرده: اثبات yr از   دومي،  yrتا  يكي از

yr+h)hتا   y) ثابت استكه در آن اي كـه از    در اينصورت اگر چگالي جامعـه. ∞+تاr+hو سومي از

f(x)آن نمونه برگرف   از نمونه ها در اولـين بـاز قـرار بگيـرد ،      تاr-1 باشد، احتمال اينكهته شده است   

  اي عبارتست ازازه سوم قرار بگيرند طبق فرمول توزيع چند جملهبتا درn-rيكي در بازه دوم و
111

11

−
∞

−+−

∞− ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
= ∫∫∫

n

y

rhy

y

ry

rr

r

r

r

r

dx)x(fdx)x(fdx)x(f
)!rn(!)!r(

!n)y(g  

  :يمبا استفاده از قضيه ميانگين در حسابان دار

hyy              h).(fdx)x(f rr

hy

y

r

r

+≤ξ≤ξ=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∫
+

  

   خواهيم داشتh→0و در زماني كه

0→

=∫
+

h

)y(fdx)x(flim r

hy

y

r

r

  

   و سرانجام
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11

1

−
∞

−

∞− ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
= ∫∫

n

y
r

ry

rr

r

r

dx)x(f)y(fdx)x(f
)!rn()!r(

!n)y(g  

  بر اين اساس توزيع اولين، آخرين و ميانه آماره ترتيبي عبارتست از

–    اولين آماره ترتيبي توزيعالف

+∞≤≤∞
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−
∞

∫ 1

n

y

y-         dx)x(f)y(nf)y(g

1

111
1

  

   آخرين آماره ترتيبي توزيع-ب

+∞≤≤∞
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−

∞−
∫ n

ny

nn y-       dx)x(f)ny(nf)y(g
n

1

  

– =+1 توزيعn=2m+1اي تصادفي به اندازه در نمونهج myx~هاي ترتيبي عبارتست از ميانه آماره  

+∞≤≤∞
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+

= ∫∫
∞

∞−

x~-        dx)x(f)x~(fdx)x(f
!m!m
)!m()x~(h

m

x~

mx~12  

  هاي ترتيبي عبارتست از ره ميانه آما~x توزيعn=2mاي تصادفي به اندازهدر نمونه -د

2
11 )y(g)y(g

)x~(h mmmm +++
=  

y,y(g( چگالي توام-ه jj,r   عبارتست از1
jn

y
j

jy

y
r

ry

jrj,r

j

j

r

r

dx)x(f)y(fdx)x(f)y(fdx)x(f
)!jn()!rj()!r(

!n)y,y(g

−
∞

−−−

∞− ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎥
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⎡
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= ∫∫∫

111

11  

X  : مثال ,......,Xn تـابع  . باشـدλ=اي نمايي با  1  تايي از يك جامعه يك نمونه تصادفي  n   1فرض كنيد 
  .خرين آماره ترتيبي  را بدست آوريدچگالي اولين و ا

111

1

1 1
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nynyy
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xy ne)e(nedxene)y(g −−−−
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−− ==
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⎥
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  مقدمه- 1

ي يك آماره،ادر برآورد نقطه. پردازداي مياي و برآورد فاصلهنظريه برآورد به دو موضوع برآورد نقطه
رود تا بتوان به كمك آن يك پارامتر بخصوصي از جامعه را برآوردتنها يك مقدار عددي بكار مي
گردد كه مقدار واقعي پارامتر دراي، يك فاصله مخصوصي معين مينمود در حاليكه در برآورد فاصله

  .داخل اين فاصله قرار دارد
  

)Point Estimator(ايبرآورد نقطه- 2

رود به نام برآورد به خصوصي از يك آماره كه براي برآورد يك پارامتر مشخص به كار مييك مقدار
  :اي را به شرح ذيل بيان كردمي توان مساله كلي برآورد نقطه. نقطه اي ناميده مي شود

)چگالي احتمال، با تابعXمتغير تصادفي )θ;xfXپارامتردر آنكهمفروض استθمجهول
12nيك نمونه تصادفي،. باشدمي x,x,.....,xتابعي از اينبر اساس ونماييماز اين جامعه انتخاب مي

) تصادفي،نمونه )n21 x,.....,x,xˆˆ θ=θپارامتر، مقدار θمتغيردر اين صورت. كنيمرا برآورد مي
 ناميدهθايگيرد برآورد نقطه ميθ̂ و مقداري كهθبراي پارامتر يك برآورد كنندهθ̂تصادفي

  . شودمي
يك برآوردكننده خوب آن اما.، تعداد زيادي برآوردكننده وجود داردθبراي پارامتربديهي است،

ازشود كه در اينجا اين سوال مطرح مي.است كه تا حد ممكن به مقدار واقعي پارامتر نزديك باشد
   كدام بهتر است؟θهاي مختلف براي پارامترين تخمين زنندهب

توان براي يك متغيرهاي تصادفي هستند پس عملكرد آنها را نمي،هااز آنجايي كه تخمين زننده
ها بايد براساس عملكردشان در بلندمدت موردبنابراين برآوردكننده. مورد خاص مدنظر قرار دارد

  .ارزيابي قرار گيرند

  زننده يا مقايسه برآوردكننده هاي يك تخمينارزياب- 3

به صورت) زيان(تابع ضرر اساس مقادير نمونه تعيين مي شود، در ابتدا كه برθدر برآورد پارامتر
  : تعريف مي كنيمذيل

( ) ( )2ˆ,ˆ θ−θ=θθl  
اضي تابعرسد از اميد ريمنطقي بنظر مياز آنجايي كه تابع زيان يك متغير تصادفي است بنابراين
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2

  :تابع ريسك عبارتست از. شودارزيابي بهتر استفادهنيل بهتابع ريسك برايزيان تحت عنوان
( ) ( )[ ] ( )2ˆE,ˆEMSE,ˆR θ−θ=θθ==θθ l  

   طريق سنجش كارآيي نسبي آنهامقايسه دو برآوردكننده از-3-1

) داراي ميانگين مربع خطاي  1θ̂ اگر برآورد كننده )21ˆE θ−θ) كه آنرا باMSE1و) دهند نشان مي
) داراي ميانگين مربع خطاي2θ̂برآوردكننده )22ˆE θ−θ) كه آنرا باMSE2باشد در) دهند نشان مي

 بصورت1θ̂ نسبت به2θ̂اين صورت كارايي
2
1

MSE
MSEيا ( )

( )22

2
1

ˆE

ˆE

θ−θ

θ−θ2اگر كارايي. شود تعريف ميθ̂

در غير.  به شمار مي آيدθ براي2θ̂ برآورد كننده اي بهتر از1θ̂ كمتر از يك باشد،1θ̂نسبت به
  . استθ براي1θ̂ برآوردكننده اي بهتر از2θ̂اين صورت

  تعريف تخمين زننده بهينه-3-2

 سايرMSE از، مربوط به آنMSEشود كهاي گفته مي تخمين زننده بهينه به تخمين زننده
µ يك تخمين زننده بهينهXبه عنوان مثال . كمتر باشدθتخمين زننده ها به ازاي تمام مقادير

  .مربوط به توزيع نرمال مي باشد

  برآوردكننده هاي نااريب-3-3

θ̂يك برآوردكننده نااريب براي θرياضي آن با است اگر اميدθيعني اگر به ازاي تمام.  مساوي شود
  : داشته باشيمθمقادير

( ) θ=θ̂E  
)ده ناريب نباشد، اريب ناميده مي شود و مقداراگر يك برآوردكنن ) θ−θ= ˆEbبه عنوان اريبي 
0bاگر در اينصورت،.شناخته مي شود 0b باشد اريبي مثبت و اگر<  در. باشد اريبي منفي است>

  :رتست ازاينصورت ميانگين مربعات خطا بر حسب مقدار اريبي عبا
( ) ( ) ( ) 22

bˆVarˆEˆMSE +θ=θ−θ=θ  
) باشد وθ يك برآوردكننده نااريب براي پارامتر مجهولTاگر متغير تصادفي: نكته ) 0TVar  در≠

  . اريب است2θ همواره برايT2اين صورت
  : بيان شده استذيل به شرحθ براي پارامتر2θ̂ و1θ̂دو برآوردكننده: مثال

( )
( )

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=θ

θ=θ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=θ

θ=θ

3ˆVar

3
2ˆE

7ˆVar

ˆE

2

2

1

1  

37

 

 

 



  زادهاحمد كوچك  نظريه برآورد

3

  . اين دو تخمين زننده را مقايسه كنيدθبر حسب مقادير مختلف

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] 2
2

2

222

22

111

2

9
13

3
23ˆE3ˆMSE

707ˆE7ˆMSE

bˆVarˆMSE

θ+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−θ+=θ−θ+=θ

=+=θ−θ+=θ

+θ=θ

  

  : باشد آنگاهθ برآورد كننده بهتري براي2θ̂اگر

( ) ( )

66
9

37

ˆMSEˆMSE

2

21

<θ<−→
θ

+>

θ>θ

  

يك. است2σ و واريانس مجهولµتوزيع نرمال با ميانگين مجهولدارايXمتغير تصادفي :1مثال

)اي برآورد كننده نقطه2گيريم و تايي مي9نمونه تصادفي )
29

1i
i1 xx1.0T ∑

=

 و=−

( )
29

1i
i2 xx125.0T ∑

=

)اگركنيم تعريف مي2σ را براي=− ) 4
1 16.0TVar σ=و 

( ) 4
2 25.0TVar σ=كارايي.  باشدT1نسبت به T2برابر است با :  

( ) ( )( )
( ) ( )( ) 25.1

04.016.0
25.0

TETVar
TETVar

MSE
MSE

44

4

22
11

22
22

1

2 =
σ+σ

σ
=

σ−+

σ−+
==

T1كارايي

  T2كارايي
( )

( ) 22
2

22
1

8125.0TE

8.081.0TE

σ=σ×=

σ=σ××=

  
 ، باشند2σواريانس وµ يك نمونه تصادفي از جامعه نرمال با ميانگينX3 وX2 وX1اگر :2مثال

نسبت به برآوردكننده) ميانگين نمونه (Xكارائي نسبي برآورد كننده
4

xx2x 321 چقدر++

  است؟

( )
( )

( )
( ) 8

9

3

6
16
1

xVar
yVar

xMSE
yMSE

2

2

=
σ

σ×
===

x كارايي
  yكارايي

  :شوندبيان مي هستند و بصورت زيرθكننده هاي برآوردT2 وT1 فرض كنيد :3مثال
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( )
( )

(
( )
)

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

θ>

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

θ=

2TVar

TE

4TVar

TE

2

2

1

1  

)و )[ ] 7TE 2
2 =θ−كدام برآوردكننده بهتري براي.  استθاست؟   

( )

( ) ( )[ ] 972TETVarMSE

404bTVarMSE

2
22T

2
1T

2

1

=+=θ−+=

=+=+=
  

1چون
MSE
MSE

2

1

T

T   . استθ برآوردكننده بهتري برايT1 است لذا>

اگر.  باشدθاي براي تايي، برآوردكنندهn بر اساس يك نمونه تصادفيTنيد فرض ك :4مثال

( ) θ=ixEو ∑= iixaTباشد  .aiها چه محدوديتي بايد داشته باشند تا Tيك برآوردكننده 

   شود؟θناريب

( ) [ ] ( )[ ] ( )[ ]∑∑∑∑ ===→= iiiiiiii xEaxaExaETExaT  

  : است لذاθ يك برآوردكننده ناريبTچون

( ) 1aaa iii =→θ/=θ/=θ=θ ∑∑∑  

N~X),( فرض كنيد :5مثال 2σµ1اگر.  باشدθ̂2 وθ̂2  دو تخمين زننده براي پارامترσآنها،دنباش 

  .را مقايسه كنيد

( ) ( )
1n

xxˆ,
1n

xxˆ
2

i
2

2
i

1 +

−
=θ

−

−
=θ ∑∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1n

2ˆMSE,
1n

2SVarˆVar,SEˆE
4

1
4

2
1

22
1 −

σ
=θ

−
σ

==θσ==θ  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) 1n

2
1n
1n

1n

1n2ˆMSE

1n

1n2S
1n
1nVarˆVar

1n
1n

1n
S1nEˆE

42
224

22

4
2

2
2

2
2

2

+
σ

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σ−σ

+
−

+σ
+

−
=θ

σ
+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

=θ

σ
+
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

=θ

  

2θ̂1 برآورد كننده بهتر ازθ̂2 براي پارامترσاست ( ) ( )⇒θ>θ 21 MSE ˆˆMSE  
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  ننده هاي سازگاربرآوردك-3-4

گاري مربوط به رفتار يك خاصيت ساز اماها بيان شده استخاصيت نااريبي بر حسب تكرار آزمايش

  .يك آزمايش است وقتيكه حجم نمونه اجازه يابد بسيار بزرگ شودتخمين زننده در

)گفته مي شود برآورد كننده: تعريف )nθ̂يك برآورد كننده سازگار است هرگاه :  

1 -( )nθ̂نااريب باشد .  

  :داشته باشيم) n(با بزرگ شدن اندازه نمونه- 2

( ) ( )( ) 0ˆVarlim,ˆlim nnnn
=θθ=θ

∞→∞→
  

)نماد )nθ̂به كار مي رود تا نشان دهد كه ممكن است برآوردكننده تابعي از نمونه تصادفي باشد .  

 با بزرگ شدن اندازه نمونه به سمت صفر ميل آنها،هايي كه تابع ريسكبرآوردكنندهبطور كلي

  . ازگارند برآوردكننده هاي سگرايد،مي

  . آنها نيز به سمت صفر ميل مي كندياريبمقداراگر اين برآوردكننده ها اريب باشند،

( ) 0MSElim nn
=θθ∞→

  

1n نمونه تصادفي:6مثال x,.....,xرا از متغير تصادفي دلخواه Xبا ميانگين µ2 واريانسσدر نظر 

xx                                                         1:فرض كنيد. گيريممي
n
1x nnU       ;in +== ∑  

  . مي باشدµ يك برآوردكننده ناسازگار برايnU يك برآوردكننده سازگار وnXنشان دهيد كه

nXننده سازگار نااريب براي يك برآوردكµاست .  ( ) ( ) 0
n

limXVarlim,XE
2

n
n

n
n =

σ
=µ=

∞→∞→
  

nUيك برآوردكننده ناسازگار است .  ( ) ( ) 11XEUE nn +µ=+=  

بـه عبـارت    . سازگاري يك خاصيت مجانبي است يعني خاصيت حدي يك برآوردكننـده اسـت             :نكته

 n  ديگر وقتي              

  

عمـلاً   مطمـئن باشـيم كـه خطـايي كـه بـا يـك  به حد كافي بزرگ است مـي تـوانيم 

  .برآوردكننده سازگار صورت مي گيرد از هر ثابت مثبت مفروضي كمتر خواهد بود

θ) نه لازم(شرط كافي : نكته  باشـد ايـن اسـت     يك برآوردكننده سازگار پـارامتر  θˆبراي اينكه آماده

  :كه
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1( θ̂نااريب باشد .  

)،n→∞وقتي)2 )ˆ 0Var →θ  

لذا يك برآوردكننده مي تواند سـازگار باشـد بـدون .           اين شرط، شرط كافي است و شرط لازم نيست        

  .اينكه نااريب باشد

 نشان دهيد برآوردكننده     :7مثال  
2n
1x

+
 جامعـه دو جملـه اي       θمتر   يك برآوردكننـده سـازگار پـارا       +

  .است

                 : نكته

→∞وقتي

يك برآوردكننده اريب تنها وقتي مي تواند سازگار باشد كه بطور مجانبي نااريـب باشـد يعنـي 

nنااريب باشد .  

 ي دو جمله اي يعنيθ برآوردكننده مينيماكس پارامتر:8مثال
nn

n
2
1X

+

+
  .جانباً نااريب است م

( )

θ=
+

+θ
=

⎟⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜

⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

θ≠
+

+θ
+

+

+
=

⎟⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜

⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

∞→∞→ nn

n
2
1n

lim
nn

n
2
1x

Elim

nn

n
2
1n

nn

n
2
1xE

nn

n
2
1x

E

nn

  

2      :9مثال   S  2 نشان دهيد كه واريانس نمونه اي    براي يك نمونـه تـصادفي از        σ، برآوردكننده سازگار  

  .جامعه هاي نرمال است
2Sنااريب است   ( ) 22SE σ=) 1  

( )
1n

2SVar
4

2

−
σ

=)2  

( ) 0
1n

2limSVarlim
4

n

2

n
=

−
σ

=
∞→∞→

  

مجانباً نااريب2x نشان دهيد كه:10مثال   . است2µ يك برآوردكننده 
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( ) ( ) ( )[ ]

( )

( ) 22
2

n

2

n

2
2

2

22

n
limxElim

n
xE

xExVarxE

µ⎟ =⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ+

σ
=

µ+
σ

=

+=

∞→∞→

  

مجانبا2xًپس   . نااريب است يك برآوردكننده 

  تخمين زننده هاي نااريب كارا-3-5

 متعلق به طبقه برآوردكننده نااريب باشند تابع ريسك، همان واريانسθهاي پارامتراگر برآوردكننده

، در ميان اين طبقه برآوردكننده اي0θ̂در صورت وجود، برآوردكننده بهينه،. شودبرآوردكننده مي

.  واريانس آن از واريانس هيچ برآوردكننده نااريب ديگر تجاوز نكندθاست كه به ازاي تمام مقادير

 به تخمين زننده نااريب با حداقل0θ̂اگر چنين تخمين زننده اي وجود داشته باشد تخمين زننده

  .ز در اين طبقه از همه كاراتر است معروف بوده و نيθواريانس

اي، تعيين يك حد پائين براي واريانس تمامبراي جستجو براي يك چنين برآورد كننده

يك چنين حدي بوسيله يك نامساوي مشهور به نامساوي. برآوردكننده هاي نااريب مفيد خواهد بود

  . رائو ارائه مي شود-يمراكر

)اي با تابع چگالياز جامعهθپارامتربرايبرآورد كننده نااريب يك،θ̂فرض كنيد )θ;xfxباشد .

  .كند در نامساوي ذيل صدق ميθ̂تحت شرايط بسيار كلي

( )
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ∂

θ∂
≥θ

2;xLnfnE

1ˆVar  

) گسسته باشد،Xاگر. است )θ;xfxآن از را برداشته و به جاي( )θ,xPاستفاده مي كنيم .  

عملاً داراي حد پائين كريمرمتاسفانه همواره برآوردكننده اما در.  رائو باشد وجود ندارد-اي كه 

 داراي چنين حدي است در اين0θ̂اي مانندتوان نشان داد كه برآوردكنندهبسياري از موارد مي

 رائو متعلق به-به عبارت ديگر حد پائين كريمر.  بايد برآوردكننده بهينه نااريب باشد0θ̂صورت
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  .تخمين زننده نااريب بهينه است

) باشد وθ يك برآوردكننده نااريبθ̂اگر: قضيه )
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ∂

θ∂
=θ

2
;xLnfnE

1ˆVarباشد، آنگاه θ̂يك 

  . استθ واريانس ازنبرآوردكننده نااريب با كمتري

  

  

  

  

  

  .ميانگين جامعه نرمال استبراي يك برآوردكننده نااريب با كمترين واريانسXنشان دهيد :11مثال

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )
(2)(1)

(2)       
n

xVar

(1)     
n

d
;xfLnd

nE

1

1xE
d

;xfLnd
E

x
d

;xfLnd

x
2

1
2

1Ln;xfLn

x;e
2

1;xf

,N~X

2

2

2
x

24

2

4

22
x

2
x

2
2x

x
2
1

x

2

2
2

=

σ
=

σ
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

µ
µ

σ
=

σ

σ
=

σ

µ−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

µ
µ

σ

µ−
=

µ
µ

µ−
σ

−
πσ

=µ

∞<<∞−
πσ

=µ

σµ

µ−
σ

−

  

 برآوردكننده نااريبXبنابراين. درائو مي رس- لذا واريانس ميانگين نمونه به حد پائين كريمر

  .كمترين واريانس براي ميانگين توزيع نرمال با واريانس معلوم است
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  اي برآورد نقطههايروش-4

  روش گشتاورها-4-1

1nفرض كنيد x,.....,xيك نمونه تصادفي nدر اينصورت. دلخواه باشد تايي از يك توزيعkامين 

kMگشتا عبارتست از بترتيبامين گشتاور توزيع حول مبدا حول مبدا′ور نمونه
n

X
M

n

1i

k
i

k

∑
==′

)و )kXE،عموماً توابعي از كه گشتاور توزيع حول مبداpروش گشتاورهادر.  پارامتر مجهول است

  ا گشتاورهاي نظير نمونه گشتاور اول توزيع بp برابر قرار دادنبا

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )P
p
iP

P

2
2
i2

2

1

xE
n
x

xEM

xE
n
x

xEM

xExxEM

==′

==′

==′

∑

∑

MM

MM  

اين روش عبارتست از: بطور خلاصه. آيدجامعه بدست مي مجهولهايپارامتردستگاه حاصلو حل

  .معادلات حاصلدستگاهمساوي قرار دادن گشتاورهاي جامعه با گشتاورهاي نمونه و بعد حل

  2σ و واريانس مجهولµ يك جامعه نرمال با ميانگين مجهول2σ وµبرآورد كننده هاي :12مثال

  .را به روش گشتاورها تعيين كنيد

  :براي يك متغير تصادفي با توزيع نرمال داريم
( )
( ) 222xE

xE

µ+σ=

µ=  

   :داريماوي قرار دادن دو گشتاور اول نمونه با دو گشتاور اول توزيعمسدر اين صورت با

∑
=

µ+σ=

µ=
n

1i

222
ix

n
1

x
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  :عبارتند ازحل توام اين معادلات، برآورد كننده هاي روش گشتاورهااز. مي انجامد

( )

n

xx

x
n

x

ˆ

xˆ
n

1i

2
i

2

n

1i

2
i

2
∑∑
==

−

=−=σ

=µ

  

1n اگر:13مثال x,.....,xه تصادفي به اندازه مقادير يك نمونnاي با چگالي از جامعه

( )
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ θ<<
θ
−θ

=θ

0

x0;x2
;xf   . به روش گشتاورها پيدا كنيدθبرآورد كننده اي براي.  باشد2

( ) ( ) ( )

( )

x3ˆ
3
1x

xEM
3
1

6
1.2

3
1

2
12x

3
1x

2
12dxxx2dxx2xxE

1

3
2

33
2

0 00

32
2

2
22

=θ→θ=

=′

θ=θ
θ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−θ

θ
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −θ

θ
=−θ

θ
=

θ

−θ
= ∫ ∫
θ θθ

  

1n اگر:14مثال x,.....,xمقادير يك نمونه تصادفي به اندازه nرد كنندهبرآو.  از جامعه هندسي باشد

  . ي توزيع را به روش گشتاورها بدست آوريدθپارامتر

( ) ( )

( )
x
11x1xE

1;xf 1x
x

=θ→
θ

=
θ

=

θ−θ=θ −

  

 روشβ وαبراي برآورد كردن پارامترهاي.  از جامعه گاما داريمn نمونه تصادفي به اندازه:15مثال

  .گشتاورها را بكار ببريد

  

  

1nاگر :16مثال x,.....,xمقادير يك نمونه تصادفي به اندازه n1 از جامعه بتا با=βباشد برآوردي 

  . به روش گشتاورها بدست آوريدαبراي پارامتر

ساير مقادير

( )
( )

xn

xxˆ,
xx

xnˆ
x

n

x

x 2
i

2
i

2

22
2
i

∑
∑∑

−
=β

−
=α→

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+αβ=

αβ=
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
x1

xˆ
1

xxE

x1xxf 11
x

−
=α→

+α
α

=
β+α

α
=

−
βΓαΓ
β+αΓ

= −β−α

  

روش را بهθ.  پارامتر مجهول مي باشدθ تابع چگالي زير داده شده است كه در آن:17مثال

  .گشتاورها تخمن بزنيد

( ) ∞<θ<<<θ= −θ 0;1x0;xxf 1
x  

( ) [ ]

x1
xˆx

1

1
x

1
dxxdxxxxE

1

0

1
0

1
1

0

1

−
=θ→=

+θ
θ

+θ
θ

=
+θ
θ

=θ=θ= ∫∫ +θθ−θ

  

  )MLEروش(روش حداكثر درستنمايي-4-2

كردن درست نمايي احتمال بدست آوردن يك مجموعه از مقاديراز حداكثر اين روش عبارتست

12nفرض كنيد .نمونه تصادفي x,x,.....,xيك نمونه به حجم nجامعه پيوسته با چگالي از يك

)احتمال )θ,xfxيا گسسته با احتمال ( )θ,xباشد كه Pxθيك پارامتر مجهول است و بايد برآورد 

، آن تابعي از مشاهدات نمونه اي را قرار دهيم كهθدر حقيقت مي خواهيم بجاي برآورنده. شود

  : را بصورتLتابع احتمال.  شودرحداكثاحتمال نمونه به ازاي آن

( ) ( )

( ) ( )∏

∏

=

=

θ=θ=

==θ=

n

1i
ixn21x

n

1i
iin21

,xfx,....,x,xfL

xxPx,....,x,xPL

  

اي صورت بايد به گونهθتخمين .تعريف مي كنيم كه همان احتمال توام براي مشاهدات نمونه است

12nپذيرد كه بيشترين احتمال براي مشاهده مقادير x,x,.....,xبه عبارت ديگر تخمين.  حاصل شود

، تابعLبه تابع.  حداكثر شودL مقداري خواهد بود كه به ازاي آن تابعθ̂مالزننده بيشترين احت

) حاصل از اين روش را با نمادθ̂ وگويندميدرست نمايي )θ=θ MLEˆنمايش مي دهيم. 

)اغلب در حداكثر كردن تابع: توجه )θn1 x,....,xfكهاستتر ت راح Lnآن حداكثر شود زيرا 
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Ln(L)يك تابع صعودي يكنواخت از Lاست و θكه Lكند را ماكزيمم ميLn(L)را نيز ماكزيمم 

  .مي كند

12n اگر:18مثال x,x,.....,xمقادير يك نمونه تصادفي به اندازه nاز يك جامعه نرمال ( )2,N σµ

  . بيابيدσ وµباشد، برآورد كننده اي براي

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )∑ ∑
∑

∑

∏ ∏

= =

=

=

µ−
σ

−

= =

µ−
σ

−

==µ→=µ−→=µ−
σ

=
µ∂

∂

µ−
σ

−πσ−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

πσ

=
πσ

=σµ=θ=

∑
=

n

1i

n

1i

n

1i
i

ii2

n

1i

2
i2

x
2

1n

n

1i

n

1i

x
2

1

in1

x
n

x

ˆ0x0x1LLn

x
2

12LnnLnL

e
2

1

e
2

1,xfx,.....,xfL

n

1i

2
i2

2
i2

  

( )
( )

n

xx

ˆ0x1nLnL

n

1i

2
i

2
n

1i

2
i3

∑
∑ =

=

−

=σ⇒=µ−
δ

+
δ

−=
δ∂

∂  

 پارامترMLE.  از جامعه برنولي باشدn مقادير يك نمونه تصادفي به اندازهx1 .. . xnاگر :19مثال

  .بدست آوريدبرنولي را

( ) ( )

( ) ∑−∑=

=−=

−

−

ii

ii

xnx

i
x1x

ix

p1pL

1,0x,p1pp,xp
  

( ) ( )[ ]

x
n

x
p̂

n

x
pnpx

p1
xn

p
x

0
p1

x
n

p

x

dp
dLnL

xnp1LnxLnpLnL

n

1i
i

n

1i
in

1i
1

ii

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
i

==

=⇒=⇒
−

−
=⇒=

−
−−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

∑

∑
∑∑∑∑∑

∑∑

=

=

=

==

==

  

MLE.  باشدθ=p از جامعه دو جمله اي با پارامترn نمونه اي به اندازهx2و...  وx1 اگر:20مثال
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  . را بدست آوريدايدوجملهپارامتر

)  : راه حل اول ) ( ) ( ) xnx 1
n
n

;xfL −θ−⎟θ⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θ=θ  

( ) ( ) ( )[ ] 01xn1x
x
nf 1xnxxn1x =θ−θ−−θ−⎟ θ⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

θ∂
∂ −−−−  

( ) ( )( )[ ]
n
xˆnx0

1
xnx

01xnx;xf 11
x

=θ⇒θ=⇒=
θ−

−
−

θ

=θ−−−θθ −−

  

  :راه حل دوم

( ) ( ) ( )

( )
n
xˆ0

1
xnx

d
dLnL

1LnxnxLn
x
n

LnLLn

=θ⇒=
θ−

−
−

θ
=

θ
θ

θ−−+θ⎟ +⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θ

  

  MLEخواص

 توزيع نرمالn,MLE→∞زمانيكهو دركندتوزيع نرمال ميل ميبهMLE توزيعافزايش n  با- 1

  . دارد

  .  نااريب استو به تبعستسازگار اn،MLE→∞در زمانيكه- 2

.  ميل كند∞ به سمتn باشد وθ برايحداكثر درست نماييبرآورد كننده به روشθ̂ اگر- 3

θانگاه   . رائو خواهد شد– حد پايين نامساوي كرايمربرابرˆواريانس

4-MLE ي است يعني اگر فرض كنيدي داراي خاصيت پايا( )k1
ˆ,...,ˆˆ θθ=θكه در آن 

( )n1j x,...,xf̂ˆ =θمايي ماكزيممتن درسكننده است كه برآورد( )4θ=θ 1,...,θدر چگالي 

( )nf 1,...,θθآنگاه برآوردكننده درستنمايي ماكزيمم باشد ،( ) ( ) ( )( )θτθτ=θτ r1  برابر است با,...,

( ) ( ) ( )( )θτθτ=θτ ˆ,...,ˆˆ
r1  

) فرض كنيد:21مثال )1,N~x µبرآورد كننده MLE2 پارامترµ=αرا پيدا كنيد  .  
22 xˆˆxˆ =µ=α⇒=µ  
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  برآوردكننده هاي كافي- 5

   θ  را كافي مي ناميم در صورتي كه از همه اطلاعات يـك نمونـه، مربـوط بـه                   ˆبرآورد كننده اي مانند  

 θ               . برداري كند يك جامعه بهرهبرآورد پارامتر  

               

يعني اگر تمام دانشي را كـه مـي تـوانيم بـا مـشخص 

θكردن مقادير فردي نمونه ها و ترتيب آنها بدست آوريم، بتوانيم تنها با مشاهده مقدار آ   هـم   ˆمـاره  

θ     .بدست آوريم اين كميـت  .  بيان كردˆاين را مي توان بر حسب توزيع شرطي مقادير نمونه به فرض  

  .با عبارت زير داده مي شود

( ) ( )
( )θ

θ
=θ ˆg

ˆ,x....,x,xfˆx......,x,xf n21
n21  

   θ 1 بستگي داشته باشد، مقادير      ˆاگر اين عبارت به   2nخاص   x,x,.....,x   كه θ̂       را بدست مـي دهنـد 

  θ  براي برخي مقادير            θ  كمـك   محتملتر از ساير مقاديرند و دانستن اين مقادير نمونـه اي بـه بـرآورد 

1     اگر اين عبارت به  θ   . خواهد كرد 2n بستگي نداشته باشد، مقادير خاص   x,x,.....,x   كه θ̂   را بدست 

    θ  مي دهند براي هر مقدار                  θ  به يك اندازه محتمل اند و دانستن ايـن مقـادير نمونـه اي بـه بـرآورد 

  .كمكي نخواهد كرد

θ: تعريف θ             يك برآوردكننده كافي پارامتر  θ    ˆآماره   توزيـع  ،  ˆ است اگر و تنها اگر بـه ازاي هـر مقـدار  

12nشرطي نمونه تصادفي x,x,.....,به فرض xθ̂،مستقل از θباشد .  

12n اگر   :22مثال x,x,.....,x      θ  نـشان دهيـد كـه      .  باشند متغيرهاي تصادفي برنولي با پارامتر يكسان

آماره
n
xˆ =θكه در آن n1 x.....xX   . استθ، برآورد كننده كافي براي=++

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) θ−θ−−−

=

−

θ−θ=θ−θ=∑θ−∑θ=θ−θ=

=θ−θ=θ

∏
ˆnnˆnxnxxnxx1

n

1i

x
n1

i
x1x

1111x,.....,xf

1,0x;1;xf

iiii

ii

  

Xيك متغير دو جمله اي با پارامترهاي nو θاست لذا :  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎜
⎞

⎜
⎝

⎛
=

θ−⎟θ⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ

θ−θ
=

θ
=θ

=θθ−⎟θ⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ

=θ

θ−⎟θ⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θ

θ−θ

θ−θ

θ−θ

−

x
n
1

1ˆn
n

1
ˆg

x,....,xfˆx,....,xf

1,......,
n
1,0ˆ;1ˆn

nˆg

1
x
n

,n;xb

ˆnnˆn

ˆnnˆn
n1

n1

ˆnnˆn

xnx

  

  . بستگي نداردθكه به

) نشان دهيد كه آماره      :23مثال )321 x3x2x
6
1y ++=     θ  امعـه برنـولي،  ي ج      براي بـرآورد پـارامتر

  .كافي نيست

)بايد نشان دهيم     ) ( )
( )yg

y,x,x,xfyx,x,xf 321
321 =    1 23 به ازاي برخي مقادير   x,x,x   θ  مـستقل از 

1x,1x,0xبنابراين حالت خاصي را در نظر مي گيريم كه در آن. نيست 123    بطوري كه===

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

θ=
θ−θ+θ−θ

θ−θ
=

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ====

⎟ =⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 22

2321

11
1

1,0,0f0,1,1f
0,1,1f

2
1yp

2
1y,0x,1x,1xP

2
1y0,1,1f

  . بستگي داردθكه به

 است اگر و فقط اگر چگالي يـا توزيـع احتمـال تـوام                يك برآوردكننده كافي پارامتر  θ    θارهآم: قضيه

  نمونه تصادفي را بتوان تجزيه كرد بطوري كه

( ) ( ) ( )n1n1 x,....,xh.,ˆg;x,....,xf θθ=θ  

)كه در آن )θθ,ˆgتنها به θ̂و θبستگي دارد و ( )n1 x,....,xhبه θبستگي ندارد .  
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  . است2σ جامعه نرمال يا واريانس معلومµ يك برآورد كننده كافيx نشان دهيد كه:24مثال

( )

( ) ( ) ( )

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
∑

⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πσ

×
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

πσ
=µ

µ−+−=µ−

⎟
∑

⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πσ

=µ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
−

−
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
σ

µ−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
µ−

−

∑ ∑
2

i
2

i

xx.
2
11n

n
x

2
1

n1

22
i

2
i

2x
2
1n

n21

e.
2

1
n

1e
2
n;x,.....,xf

xnxxx

e.
2

1,x,....,x,xf

  

    x  بـستگي دارد و دومـين ،  µ، و به ميانگين جامعهكه در آن اولين عامل سمت راست تنها به برآورد  

 µ x. نيستعامل شامل   µ    بنابراين   2          يك برآورد كننده كافي   σجامعـه نرمـال بـا واريـانس معلـوم  

  .است
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