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۴ فصل

لاپلاس تبدیلات

آن خواص و لاپلاس تبدیل (١ - ۴

تابع باشد. حقیقی متغیر یک s و شده تعریف ۰ ⩽ t < ∞ برای f تابع کنید فرض ١ - ۴ تعریف

:[۵] می کنیم  تعریف زیر صورت به را F

F (s) =

∫ ∞

۰
e−stf(t)dt, s > ۰ (۱ - ۴)

می دهيم. نمايش L{f(t)} با را آن و می ناميم f(t) لاپلاس تبديل را F (s) تابع

.[۵] آوريد  بدست را f(t) = ۱ لاپلاس تبديل ١ - ۴ مثال

داريم: حل-

L{۱} =

∫ ∞

۰
۱× e−stdt =

[e−st

−s

]∞
۰ =

۱
s

.[۵] آوريد  بدست را f(t) = t تابع لاپلاس تبديل ٢ - ۴ مثال

داريم: جز به جز انتگرال از استفاده با حل-

L{t} =

∫ ∞

۰
te−stdt =

[
− e−st(st+ ۱)

s۲
]∞
۰ =

۱
s۲

۳



لاپلاس تبدیلات . ۴ فصل ۴

جز: به جز انتگرال

مشتق انتگرال

t e−st

۱ − ۱
s
e−st

۰ ۱
s۲ e

−st

⇒
∫

te−stdt = − ۱
s
te−st − ۱

s۲ e
−st = −e−st(st+ ۱)

s۲−

+

.[۵] آوريد  بدست را f(t) = eat لاپلاس تبديل ٣ - ۴ مثال

داريم: حل-

L{eat} =

∫ ∞

۰
eate−stdt =

∫ ∞

۰
e(a−s)tdt =

[e(a−s)t

a− s

]∞
۰ =

۱
s− a

.[۵] آوريد  بدست را f(t) = sinat لاپلاس تبديل ۴ - ۴ مثال

داريم: حل-
L{sin at} =

∫ ∞

۰
sin ate−stdt

می کنيم: استفاده جز به جز انتگرال روش از انتگرال اين محاسبه برای

مشتق انتگرال

sin at e−st

a cos at − ۱
s
e−st

−a۲ sin at ۱
s۲ e

−st

−

+

داريم: پس

⇒
∫

sin ate−stdt = − ۱
s
sin ate−st − a

s۲ cos ate
−st −

∫
a۲
s۲ sin ate

−stdt

s۲ + a۲
s۲

∫
sin ate−stdt = − ۱

s
sin ate−st − a

s۲ cos ate
−st ⇒∫

sin ate−stdt = − e−st

s۲ + a۲ (s sin at+ a cos at)



۵ آن خواص و لاپلاس تبدیل . ١ - ۴

داريم: ادامه در

L{sin at} =

[
− e−st

s۲ + a۲ (s sin at+ a cos at)

]∞

۰
=

a

s۲ + a۲

مهم لاپلاس های :۱ - ۴ جدول
t1

شروط  F (x) f(t)

s > ۰  a
s

a

s > a  ۱
s− a

eat

s > a  a

s۲ + a۲ sin at

s > a  s

s۲ + a۲ cos at

s > |a|  s

s۲ − a۲ cosh at

s > |a|  a

s۲ − a۲ sinh at

s > ۰  n!
sn+۱ tn

s > ۰  ۱
s

u(t)

s > ۰  ۱ δ(t)

آن ها لاپلاس تبدیل که باشند تابع دو f۲(t) و f۱(t) کنید فرض بودن)- خطی (خاصیت ١ - ۴ قضیه

:[۵] آنگاه  باشند، دلخواه ثابت دو c۲ و c۱ اگر است. موجود

L{c۱f۱(t) + c۲f۲(t)} = c۱L{f۱(t)}+ c۲L{f۲(t)}

f(t) = ۴t۲ − ۳ cos ۲t+ ۵e−t .[۵] آوريد  بدست را مقابل عبارت لاپلاس ۵ - ۴ مثال

داريم: حل-

L{۴t۲−۳ cos ۲t+۵e−t} = ۴L{t۲}−۳L{cos ۲t}+۵L{e−t} =
۸
s۳ −

۳s
s۲ + ۴ +

۵
s+ ۱

آنگاه: L{f(t)} = F (s) اگر انتقال) اول (قضیه ٢ - ۴ قضیه

L{eatf(t)} = F (s− a)

f(t) = e−t cos ۲t .[۵] کنيد  حساب را زير عبارت لاپلاس ۶ - ۴ مثال
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پس: L{cos ۲t} =
s

s۲ + ۴ می دانيم: حل-

L{e−t cos ۲t} =
s+ ۱

(s+ ۱)۲ + ۴
f(t) = t۲e۳t .[۵] کنيد  حساب را زير عبارت لاپلاس ٧ - ۴ مثال

پس: L{t۲} =
۲
s۳ می دانيم: حل-

L{t۲e۳t} =
۲

(s− ۳)۳

t ⩾ ۰ برای f ′(t) و پیوسته t ⩾ ۰ برای f(t) کنید فرض مشتق)- لاپلاس (تبدیل ٣ - ۴ قضیه

مفروض عددی s۰ که باشند موجود s > s۰ برای تابع دو هر لاپلاس تبدیل و باشد قطعه ای پیوسته

صورت: این است.در

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(۰)

داریم: همچنین

L{f ′′(t)} = s۲L{f(t)} − sf(۰)− f ′(۰)
L{f (n)(t)} = snL{f(t)} − sn−۱f(۰)− sn−۲f ′(۰)− · · · − f (n−۱)(۰)

f(t) = sin۲ t .[۵] کنيد  حساب را زير عبارت لاپلاس ٨ - ۴ مثال

داريم: حل-
f ′(t) = ۲ sin t cos t = sin ۲t, f(۰) = ۰

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(۰) = sL{f(t)} و
L{f ′(t)} = L{sin ۲t} =

۲
s۲ + ۴ طرفی از

L{f(t)} =
۲

s(s۲ + ۴) بنابراين

لاپلاس معکوس تبدیلات (٢ - ۴

یعنی باشد، F تابع و موجود f تابع لاپلاس تبدیل کنید فرض ٢ - ۴ تعریف

L{f(t)} = F (s) (۲ - ۴)



۷ دیفرانسیل) (معادلات اولیه مقدار مسایل حل در لاپلاس تبدیل کاربرد . ٣ - ۴

می نویسیم: و می نامیم F معکوس تبدیل را f صورت این در

f(t) = L−۱{F (s)} (۳ - ۴)

F (s) =
۵s۲ + s+ ۴

(s+ ۴)(s۲ + ۴) .[۵] کنيد  پيدا را زير تابع معکوس تبديل ٩ - ۴ مثال

داريم: می کنيم. تجزيه ساده کسرهای به را فوق کسر ابتدا حل-

۵s۲ + s+ ۴
(s+ ۴)(s۲ + ۴) =

A

s+ ۴ +
Bs+ C

s۲ + ۴ ⇒ ۵s۲ + s+ ۴ = A(s۲ + ۴) + (Bs+ C)(s+ ۴)

⇒


s = −۴ ⇒ ۸۰− ۴+ ۴ = ۲۰A ⇒ A = ۴
s = ۰ ⇒ ۴ = ۴× ۴+ ۴C ⇒ −۱۲ = ۴C ⇒ C = −۳
s = ۱ ⇒ ۵+ ۱+ ۴ = ۵× ۴+ (B − ۳)× ۵ ⇒ −۱۰ = ۵(B − ۳) ⇒ B = ۱

Y (s) =
۴

s+ ۴ +
s− ۳
s۲ + ۴ =

۴
s+ ۴ +

s

s۲ + ۴ − ۳
s۲ + ۴

بنابراين:

L−۱ =
{

۵s۲ + s+ ۴
(s+ ۴)(s۲ + ۴)

}
= ۴L−۱

{
۱

s+ ۴
}

+ L−۱
{

s

s۲ + ۴
}

− ۳
۲L

−۱
{

۲
s۲ + ۴

}

= ۴e−۴t + cos ۲t− ۳
۲ sin ۲t

:[۵] کنيد  پيدا ١٠ - ۴ مثال

L−۱
{

s+ ۱
s۲ − ۶s+ ۱۳

}
نوشت: می توان حل-

L−۱
{

s+ ۱
s۲ − ۶s+ ۱۳

}
= L−۱

{
s− ۳+ ۴

(s− ۳)۲ + ۴
}

= L−۱
{

s− ۳
(s− ۳)۲ + ۴

}
+ ۲L−۱

{
۲

s− ۳)۲ + ۴
}

= e۳t cos ۲t+ ۲e۳t sin ۲t

(معادلات اولیه مقدار مسایل حل در لاپلاس تبدیل کاربرد (٣ - ۴
دیفرانسیل)

مثال چند با زير در هستند. ديفرانسيل معادلات از معينی انواع حل برای مفيدی ابزار لاپلاس تبديلات
می کنيم. تشريح را تبديلات اين کاربرد



لاپلاس تبدیلات . ۴ فصل ۸

.[۵] آوريد  بدست را زير (معادله) اوليه مقدار مساله جواب ١١ - ۴ مثال

y′(t) + ۲y(t) = ۴t, y(۰) = ۰

داريم: می گيريم. لاپلاس تبديل معادله طرف دو از حل:

L{y′(t)}+ ۲L{y(t)} = ۴L{t} ⇒ sL{y(t)} − y(۰) + ۲L{y(t)} =
۴
s۲

داريم: آنگاه .L{y(t)} = Y (s) کنيد فرض

(s+ ۲)Y (s) =
۴
s۲ ⇒ Y (s) =

۴
s۲(s+ ۲)

می آوريم: بدست ساده، کسرهای به کسر تجزيه با

۴
s۲(s+ ۲) =

As+B

s۲ +
C

s+ ۲ ⇒ (As+B)(s+ ۲) + Cs۲ = ۴ ⇒
s = ۰ ⇒ ۲B = ۴ ⇒ B = ۲
s = −۲ ⇒ ۴C = ۴ ⇒ C = ۱
s = ۱ ⇒ (A+ ۲)(۳) + ۱× ۱۲ = ۴ ⇒ A+ ۲ = ۱ ⇒ A = −۱

Y (s) =
−s+ ۲

s۲ +
۱

s+ ۲ = − ۱
s
+

۲
s۲ +

۱
s+ ۲

بنابراين:

y(t) = L−۱{Y (s)} = −L−۱{ ۱
s
}+ ۲L−۱{ ۱

s۲ }+ L−۱{ ۱
s+ ۲} = −۱+ ۲t+ e−۲t

.[۵] آوريد  بدست را زير (معادله) اوليه مقدار مساله جواب ١٢ - ۴ مثال

y′′(t) + ۳y′(t) + ۲y(t) = ۰, y(۰) = ۰, y′(۰) = ۱

می گيريم: لاپلاس معادله طرف دو از ،L{y(t)} = Y (s) فرض، با حل:

L{y′′}+ ۳L{y′(t)}+ ۲L{y(t)} = L{۰} ⇒

s۲Y (s)− sy(۰)− y′(۰) + ۳sY (s)− ۳y(۰) + ۲Y (s) = ۰ ⇒
(s۲ + ۳s+ ۲)Y (s) = ۱ ⇒ Y (s) =

۱
s۲ + ۳s+ ۲ =

۱
(s+ ۱)(s+ ۲)

داريم: ساده کسرهای به کسر تجزيه با
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۱
(s+ ۱)(s+ ۲) =

A

s+ ۱ +
B

s+ ۲ ⇒ A(s+ ۱) +B(s+ ۲) = ۱ ⇒{
s = −۱ ⇒ A = ۱
s = −۲ ⇒ −B = ۱ ⇒ B = −۱

Y (s) =
۱

s+ ۱ −
۱

s+ ۲
از: است عبارت مساله جواب بنابراين

y(t) = L−۱{Y (s)} = L−۱{ ۱
s+ ۱} − L−۱{ ۱

s+ ۲} = e−t − e−۲t
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