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بردارها ١

شما برای را ͳخط جبر و ͳتحلیل هندسه ی کتاب از «بردارها» فصل مطالب از برگزیده ای ͳآموزش بسته ی این در شما. بر درود ،ͳگرام دانش آموزان
باشید. کوشا آموختن راه در همیشه، چون و کنید دنبال دقت با را آن ها امیدوارم گرفته ام. درنظر

بردار سه برای این صورت در است؛ دلخواه نقطه ای C = (c١, c٢, c٣) و شده اند داده B = (b١, b٢, b٣) و A = (a١, a٢, a٣) نقطه ی دو گیریم
را زیر ویژگͳ  های ،

−−→
BC = (c١ − b١, c٢ − a٢, c٣ − a٣) و

−→
AC = (c١ − a١, c٢ − a٢, c٣ − a٣) ،

−−→
AB = (b١ − a١, b٢ − a٢, b٣ − a٣)

داریم:

|؛
−−→
AB |= ٠ ⇔ A = B طول) ١ ͳويژگ)

|؛
−−→
AB |=|

−−→
BA | طول) ٢ ͳویژگ)

است. معروف ͳمثلث نابرابری به ͳویژگ این .
−−→
AB ≤

−→
AC +

−−→
CB طول) ٣ ͳویژگ)

گیرد. قرار B و A از گذرا خط امتداد روی C که مͳ دهد، رخ ͳهنگام فقط و فقط سوم ͳویژگ در برابری حالت توجه.

.θ ∈ [٠, π] که به گونه ای مͳ کنیم، فرض θ چون زاویه ای را b⃗ و a⃗ ناصفر بردار دو بین زاویه ی ناصفر. بردار دو میان زاویه ی

بردار دو بین زاویه ی :١ ش΋ل

مͳ باشد ͳمثلث سوم ضل΄ بردار، آن که است برداری با برابر a⃗+ b⃗ ͳیعن بردار، دو این مجموع ،⃗b و a⃗ بردار دو برای بردار. دو جم΄ ͳهندس تعبیر
قطر مͳ توان یا (ش΋ل٢). بΎیرد قرار دیΎری (انتهای) نوک بر آن ها از ͳ΋ی ابتدای که به گونه ای هستند؛ آن دیΎر ́ های ضل بردار دو این که

باشند(ش΋ل٣). مشترک) آغاز نقطه ی با دو (هر آن ́ های ضل بردار دو این که گرفت درنظر ͳمتوازی الاضلاع

مثلث روش :٢ ش΋ل

متوازی الاضلاع روش :٣ ش΋ل

١



بیابید. را هستند آن دیΎر ضل΄ دو ،⃗b = (۴,−١,
√

۶) و a⃗ = (٣−,٠,١
√

۶) بردارهای که ͳمثلث سوم ضل΄ طول .١٬١ مثال

| a⃗+ b⃗ |=| (٠ + ۴,١ − ٣−,١
√

۶ +
√

۶) |=| (۴,٢−,٠
√

۶) |=
√
(۴)٢ + ٠٢ + (−٢

√
۶)٢ =

√
۴٠ = ٢

√
١٠ حل.

است. زیر ͳهندس تعبیر دارای هم آن ها تفاضل بردار، دو جم΄ حالت به شبیه

بردار دو تفاضل :۴ ش΋ل

(عددی) اس΋الر کمیت Έی بردار دو این ͳدرون ضرب آن هاست. بین زاویه ی θ که باشند، ناصفر بردار دو b⃗ و a⃗ گیریم بردار. دو ͳدرون ضرب
مͳ آید: به دست زیر به صورت که است

a⃗.⃗b =| a || b | cos θ

بنویسیم مͳ توانیم پس

cos θ =
a⃗.⃗b

| a || b |

به صورت مͳ توانیم را b⃗ = (b١, b٢, b٣) و a⃗ = (a١, a٢, a٣) دلخواه بردار دو ͳدرون ضرب طول). به وابسته غیر (تعریف توجه

a⃗.⃗b = a١b١ + a٢b٢ + a٣b٣

ندارد. لازم را بودن شان ناصفر شرط دیΎر و بردارهاست طول از مستقل که کنیم، تعریف هم

است؟ کدام cosA هستند. ͳمثلث رأس های ،C(−١,١,٣) و B(١,٢−,٣) ،A(٢,١,٠) نقطه ی سه تست١.

(٩٣‐ͳریاض (سراسری
√

٣
۴

(۴
√

٣
۶

(٣
√

٢
۴

(٢
√

٢
۶

(١

.| −→AC |=
√
(−٣)٢ + ٠ + ٣٢ = ٣

√
٢ و | −−→AB |=

√
١٢ + (−٢)٢ + ٢٢ = ٣ پس ،

−→
AC = (−٣,٠,٣) و

−−→
AB = (٢,٢−,١) حل.

(١) گزینه ی پس .cosA =

−−→
AB.

−→
AC

|
−−→
AB ||

−→
AC |

=
(٣−)١ + ٠ + (٣)٢

٣)٣
√

٢)
=

١
٣
√

٢
=

√
٢

۶
داشت خواهیم بΎیریم A رأس زاویه ی را θ اگر حال

است. درست

است؟ کدام b⃗ و a⃗− b⃗ بردار دو بین زاویه ی کسینوس آن گاه b⃗ = i− j + k و a⃗ = ٢i+ ٣j + k اگر تست٢.

(٨١‐ͳریاض √(سراسری
۵

١٧
(۴

√
٣

١٧
(٣ −

√
۵

١٧
(٢ −

√
٣

١٧
(١

(١) گزینه ی این بنابر .cos θ =
(⃗a− b⃗).⃗b

| a⃗− b⃗ || b⃗ |
=

١ − ۴ + ٠√
١٧

√
٣

=
−٣√
١٧

√
٣

= −
√

٣
١٧

داشت: خواهیم پس a⃗ − b⃗ = (١,۴,٠) حل.

است. درست

.⃗a.⃗b = ٠ باشیم داشته هرگاه مͳ گوییم عمود برهم را b⃗ و a⃗ بردار دو بردارها. تعامد
بیابید. را m آن گاه باشند، عمود برهم b⃗ = (۴,−٢,٣) و a⃗ = (−١,٢m− ٣,۵) بردار دو اگر .١٬٢ مثال

باشیم: داشته باید درنتیجه شود، صفر برابر a⃗.⃗b حاصل باید حل.

٢



−١(۴) + (٢m− (٢−)(٣ + ۵(٣) = ٠ ⇒ −۴ − ۴m+ ۶ + ١۵ = ٠ ⇒ ۴m = ١٧ ⇒ m =
١٧
۴

است: زیر به شرح ͳدرون ضرب مهم ͳویژگ چند .١ نکته ی

a.⃗a؛⃗ =| a |٢ آن گاه باشد، بردار Έی a⃗ اگر (١)

a.⃗b؛⃗ = b⃗.⃗a داریم b⃗ و a⃗ بردار دو هر برای (٢)

.a.(b+ c) = a.b+ a.c (٣)

برهم اند؟ عمود a− b و a+ b بردارهای α مقادیر کدام به ازای مفروض اند. (١−,٢,٠) و (١, α+١,٢α) تصویرهای با b و a بردار دو تست٣.

(٨٩‐ͳریاض (سراسری

١, ۶
١٠

(۴ ١, ۴
١٠

(٣ −١, ۶
١٠

(٢ −١, ۴
١٠

(١

بنویسیم: مͳ توانیم اخیر نکته ی١ بنابر حل.

(a+ b).(a− b) = ٠ ⇔ a.a− a.b+ b.a− b.b = ٠ ⇔ a.a = b.b ⇔ | a |٢=| b |٢

نتیجه: در | b |٢= ٢٢ + ٠ + (−١)٢ = ۵ و | a |٢= ١ + (α+ ٢(١ + (٢α)٢ = ۵α٢ + ٢α+ ٢ اما

| a |٢=| b |b⇔ ۵α٢ + ٢α+ ٢ = ۵ ⇔ ۵α٢ + ٢α− ٣ = ٠ ⇔ (۵α− ٣)(α+ ١) = ٠ ⇔ α = −١, ٣
۵
(=

۶
١٠

)

است. درست (٢) گزینه ی پس

| a⃗± b⃗ |٢=| a |٢ + | b |٢ ±٢a⃗.⃗b (چرا؟) که بΎیریم نتیجه مͳ توانیم پیشین نکته ی از .٢ نکته ی

است؟ کدام a⃗− b⃗ بردار اندازه ی | a⃗.⃗b |= ٠ و | b |= ۵ و | a |= ٢
√

۶ اگر تست۴.

(٨٣‐ͳریاض (سراسری

٧ (۴ ۶(٣ ۴ (٢ ١)٣

داشت: خواهیم ٢ نکته ی بنابر حل.

| a⃗− b⃗ |٢=| a |٢ + | b |٢ −٢a⃗.⃗b

که: مͳ بینیم سؤال داده های جایΎذاری از حال

| a⃗− b⃗ |٢=| a |٢ + | b |٢ −٢a⃗.⃗b ⇒| a⃗− b⃗ |٢= (٢
√

۶)٢ + ۵٢ − (٠)٢ = ۴٩ ⇒| a⃗− b⃗ |= ٧

است. درست (۴) گزینه ی پس

مͳ دهیم، نشان á با را آن که ،b امتداد روی a بردار تصویر باشند. ناصفر بردار دو b و a گیریم .b ناصفر بردار امتداد روی a ناصفر بردار تصویر
مͳ شود: تعریف زیر صورت به

á =
a⃗.⃗b

| b |٢
b

است؟ بردار کدام (٢−,١−,٢) بردار امتداد روی (٣−,٠,۶) بردار قائم تصویر تست۵.

(٨٢‐ͳریاض (سراسری

(١−,٢,٣) (۴ (۴,−٢,−۴) (٣ (−٢,١,٢) (٢ (٢−,١−,٢) (١

داشت: خواهیم شده داده فرمول بنابر آن گاه ،⃗b = (٢−,١−,٢) و a⃗ = (٣−,٠,۶) کنیم فرض اگر حل.

⃗́a =
a⃗.⃗b

| b |٢
b =

(٢)٠ + (−٣)(−١) + ۶(−٢)
٢٢ + (−١)٢ + (−٢)٢ (٢−,١−,٢) = −٩

٩
(٢−,١−,٢) = (−٢,١,٢)

است. درست (٢) گزینه ی پس

٣



نشان را آن a⃗× b⃗ نماد با که بردار، دو این ͳخارج ضرب باشند. بردار دو b⃗ = (b١, b٢, b٣) و a⃗ = (a١, a٢, a٣) گیریم بردار. دو ͳخارج ضرب
مͳ کنیم: تعریف را آن زیر به صورت که است، برداری مͳ دهیم

a⃗× b⃗ = (a٢b٣ − a٣b٢, a٣b١ − a١b٣, a١b٢ − a٢b١)

همواره: ͳیعن است؛ عمود آن ها دوی هر بر همواره که است برداری ،⃗b و a⃗ بردار دو ͳخارج حاصل ضرب ،ͳهندس دید از

a⃗.(⃗a× b⃗) = ٠ , b⃗.(⃗a× b⃗) = ٠

داریم: آن گاه ،⃗b = (−١,١,٢) و a⃗ = (١−,٣,١) اگر .١٬٣ مثال

a⃗× b⃗ = (a٢b٣ −a٣b٢, a٣b١ −a١b٣, a١b٢ −a٢b١) = (٢×١− (−١)×١−١×٢,٣×٣−١−×١−,١× (−١) = (٣,−۵,۴).

است: ذکر شایان مطلب چند بردارها ͳخارج ضرب درباره ی نکته ی٣.

)؛ a⃗× b⃗ ̸= b⃗× a⃗ ͳیعن) ندارد جابه جایی ͳویژگ ͳکل حالت در (١)

بی معناست)؛ پرانتز، درج بدون a⃗× b⃗× c⃗ عبارت نوشتن ͳیعن) نیست شرکت پذیر (٢)

×a؛⃗ b⃗ = −b⃗× a⃗ (٣)

×a؛⃗ a⃗ = ◦ (۴)

.a× (b+ c) = a× b+ a× c (۵)

به دست زیر به صورت ͳخارج حاصل ضرب بردار طول آن هاست، بین زاویه ی θ که ،b و a ناصفر بردار دو برای .ͳخارج حاصل ضرب بردار اندازه ی
مͳ آید:

| a⃗× b⃗ |=| a || b | sin θ.

است؟ کدام ها، x محور روی (a× b)× c بردار تصویر باشند. c⃗ = ۴i+ j − ٢k و b⃗ = ٣j + ٢k و a⃗ = i− ٢j اگر تست۶.

(٩٢‐ͳریاض (سراسری

۴ (۴ ٣)٣ ٢ (٢ ١)١

با a⃗ × b⃗ = (٢,٠−,١) × (٠,٣,٢) = (−۴,−٢,٣) داشت: خواهیم لازم محاسبات انجام با و ͳخارج ضرب تعریف فرمولِ بنابر حل.
است. درست (١) گزینه ی این بنابر ×a⃗)؛ b⃗)× c = (−۴,−٢,٣)× (۴,٢−,١) = (١,۴,۴) داریم: یادشده فرمول دوباره ی به کارگیری

کدام | a.(a + b) | حاصل ،| a × (a × b) |= ١٨ و | b⃗ |= ۵ ،| a⃗ |= ۶ اگر است، درجه ٩٠ از کم تر b و a بردار دو بین زاویه ی تست٧.
است؟

(٨۵‐ͳریاض (سراسری

۶۴ (۴ ۶٠ (٣ ۵۶ (٢ ۵۴(١

فرض (با که ببینیم مͳ توانیم ادامه در .a× (a+ b) = a × a+ a× b = ◦ + a× b = a× b داریم: ٣ نکته ی (۴) و (۵) بند بنابر حل.
باشد): θ برابر بردارها میان زاویه ی این که

| a× b |=| a || b | sin θ = ۶ × ۵ × sin θ = ١٨ ⇒ sin θ =
١٨
٣٠

=
٣
۵

.cos θ =
۴
۵

باید پس ،θ ≤ ٩٠٠ سؤال فرض بنابر چون و cos θ = ±۴
۵

که آوریم به دست مͳ توانیم cos٢ θ = ١ − sin٢ θ اتحاد به توجه با
داشت: خواهیم حال

| a.(a+ b) |=| a.a+ a.b |=|| a⃗ |٢ +a.b =|| ۶٢+ | a || b | cos θ |=| ٣۶ + ۶ × ۵ × ۴
۵
|= ۶٠

است. درست (٣) گزینه ی پس

.١
٢
| a⃗× b⃗ | با است برابر مͳ شود، ساخته b⃗ و a⃗ بردار دو روی که ͳمثلث مساحت بردار. دو روی شده ساخته مثلث مساحت

۴



که ͳمتوازی السطوح حجم نگیرند). قرار صفحه Έی در سه (هر باشند صفحه Έی بر واق΄ غیر بردار سه c⃗ و b⃗ ،⃗a گیریم متوازی السطوح. حجم
زیر: (مختلط) دوگانه ی ضرب های از کدام هر قدرمطلق با است برابر (ش΋ل۵)، مͳ شود ساخته بردارها این روی

| a⃗.(⃗b× c⃗) |=| b⃗.(c⃗× a⃗) |=| c⃗.(⃗a× b⃗) |

متوازی السطوح :۵ ش΋ل

مͳ شود. صفر برابر آن ها، توسط شده ساخته متوازی السطوح حجم که است ͳبدیه باشند، هم صفحه بردار سه هرگاه بردار. سه بودن هم صفحه Έمح
خواهیم نتیجه در b⃗× c⃗ = (−١۶,١۴,١٠) زیرا هم صفحه اند، c⃗ = (١١−,١,٩) و b⃗ = (١,٣−,١) ،⃗a = (١−,٢,٣) بردار سه .١٬۴ مثال

.⃗a.(⃗b× c⃗) = ٢(−١۶) + ٣(١۴) + (−١)(١٠) = −٣٢ + ۴٢ − ١٠ = ٠ داشت:

(ͳدرس کتاب ٣٢ صفحه ی ٧ (مثال

است؟ متفاوت سایرین با گزینه کدام مقدار باشند، صفحه Έی در واق΄ غیر و صفر غیر بردار سه c⃗ و b⃗ و a⃗ اگر تست٨.

(٨۴‐ͳریاض (سراسری

(a× c).b (۴ b.(a× c) (٣ a.(b× c) (٢ a.(c× b) (١

مͳ کنیم: ͳبررس تک تک را گزینه ها حل.

c× b = −b× c ⇒ a.(c× b) = a.(−b× c) = −a.(b× c) گزینه ی١)

است. روشن (١) گزینه ی بنابر گزینه ی٢)

داریم: و است برابر باهم (۴) گزینه ی و گزینه این  عبارت حاصل ،ͳدرون ضرب جابه جایی ͳویژگ بنابر گزینه ی٣)

b.(a× c) = b.(−c× a) = −b.(c× a)

که: بΎیریم نتیجه مͳ توانیم متوازی السطوح حجم فرمول بنابر حال

−a.(b× c) = −b.(c× a)

است. درست (٢) گزینه ی پس است. متفاوت دوم گزینه ی عبارت و هستند برابر باهم چهارم و سوم ی΋م، گزینه  های عبارت نتیجه در

∗ ∗ ∗

از بتوانید و باشد سودمند برایتان کوتاه نسبتا گزیده ی این امیدوارم رسیدیم. «بردارها» فصل سراسر از گزیده ای پایان به ͳگرام دانش آموزان خب!
ایران. فرزندان شما همه ی برای بهروزی آرزوی با آورید. به دست آزمون برای بیش تری ͳآمادگ و ببرید را لازم بهره ی آن،

مجیدی نوید

۵


