
  
  
  

   
   دو مثلثنهشتي  همهاي حالتنهشت و   دو شكل هم ـ1

 را بپوشانند، آن دو شكل راديگر يكاي باشند كه دقيقاً بر هم منطبق شوند و  هرگاه دو شكل به گونه
  .گويند نهشت هم

چه چنان. ، با هم برابرندشكل نظير در آن دو هاي زاويه و هاي ضلعنهشت باشند،  ، همشكلاگر دو 
A وABCلث دو مث B C   نهشت باشند، آن را با نماد همABC A B C    اختصار  و يا گاهي به
ABCبا نماد A B C  دهند  نمايش مي.  

  :نهشت هستند  همديگر يك در سه حالت زير، با  دو مثلث:قضيه
  )ض  ز ض. ( ضلع در دو مثلث، برابر باشندي بين اين دو هرگاه دو ضلع و زاويه) الف
  )ز زض(. هرگاه دو زاويه و ضلع بين اين دو زاويه در دو مثلث، برابر باشند) ب
  )ض ض ض(. هرگاه سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلث ديگر برابر باشند) پ

دهيم ي خودشان امتداد مي اندازه  و بهA را از طرف رأس ABC از مثلث AC و ABدو ضلع  
BCثابت كنيد. دست آيند  بهC وBهاي ترتيب نقطه تا به B C .  

  
  
  
  

  

  

    
AB AB

A A ABC AB C BC B C
AC AC

 
           
 

1 2

د، تمام اجزاي متناظر، با هم برابرند؛ ماننها زاويه و ها ضلعنهشت، علاوه بر  در دو مثلث هم 
   ... وهاي نظيرساز نيمهاي نظير،  هاي نظير، ارتفاع ميانه

PQRS،PQدر چهارضلعي   RQو PS RS .ي اگر نقطه T وسط قطر QSباشد، ثابت 
PTكنيد RT.  

     PQ RQ
PS RS PSQ RSQ
QS QS

    
 

نهشتي اين هاي نظير هم هستند، از هم  ميانهRT و PTهاي  خط  پارهRSQ و PSQچون در دو مثلث 
  .شود نتيجه مي RT و PTدو مثلث، برابري 

  

     
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 

  دو مثلثنهشتيهم

 ضزض

B
  

C
  

A

B C

1 
2 

 ضضض
Q

R

S 

P  

T  

12 

13 

 21  پلكان آموزش
  

  30  هاي پلكان آموزش پاسخ تست
  

  34  پلكان آزمون
  

  39  هاي پلكان آزمون پاسخ



  هندسه و استدلال      22

نهشتي، از يكي الزاويه، علاوه بر سه حالت كلي اثبات هم نهشتي دو مثلث قائم براي اثبات هم 
  :دكرتوان استفاده  از دو حالت زير نيز مي

نهشت الزاويه با هم برابر باشند، آن دو مثلث، هم اده در دو مثلث قائمي ح هرگاه وتر و يك زاويه) الف
  .)ي حاده وتر و يك زاويه( هستند

نهشت هستند الزاويه با هم برابر باشند، آن دو مثلث، هم هرگاه وتر و يك ضلع ديگر در دو مثلث قائم) ب
  .)وتر و يك ضلع(

AEچنين  مربع و همABCDرو، چهارضلعي  در شكل روبه  DFي ي زاويه اندازه.  است
AMBچند درجه است؟   

Aشود  نتيجه ميADF و ABEنهشتي دو مثلث  رو، از هم با توجه به شكل روبه  B  1 1
Aچونو  A   1 2 Bشود ، نتيجه مي90 A   1 2  : داريمAMB در مثلث و بنابراين ،90

    A B M M



 



    1 1
90

180 90


نهشتي دو مثلث، همان سه حالتي است كه در ابتدا بيان شد، اما هاي اصلي هم اگر چه حالت 
ها مستقل از آن سه نهشتي دو مثلث مطرح كرد كه البته اين هاي ديگري براي هم توان حالت مي

  .باشند ها مي ، بلكه نتايجي از آننهشتي نيستند حالت اصلي هم
ي وارد بر يكي از آن دو ضلع از يك مثلث،  اگر در دو مثلث، دو ضلع و ميانه ـ 1

ي وارد بر يكي از آن دو ضلع از مثلث ديگر برابر باشند، آن دو  با دو ضلع و ميانه
  .نهشت هستند مثلث هم

ضلع سوم ازبر ي وارد  ث با دو ضلع و ميانهي وارد بر ضلع سوم از يك مثل هرگاه دو ضلع و ميانه ـ 2
  .نهشت هستند برابر باشند، آن دو مثلث هممثلثي ديگر،

 هرگاه يك ضلع و ميانه و ارتفاع وارد بر آن ضلع از يك مثلث، با يك ضلع و ميانه ـ 3
  .نهشت هستند و ارتفاع وارد بر آن ضلع از مثلثي ديگر، برابر باشند، آن دو مثلث هم

  
    

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
    

 ي دهيم تا به نقطه ي خودش امتداد مي اندازه  بهA را از طرف AMي  ميانه.  استBC نصف ضلع ،ABي ضلع   اندازهABCدر مثلث  ـ 1
Dنسبت.  برسيمBD

AC
  )76ي ـ  تجرب ـدانشگاهي آزمون پيش(   است؟ قدر چه 

  .توان اظهار نظر كرد نمي) 4   1تر از   كوچك)3  1تر از   بزرگ)2  1 مساوي با )1
   چند درجه است؟AFBي ي زاويه اندازه.  هستندها عضلاالا  متساويECD و ABCهاي  رو، مثلث در شكل روبه ـ 2

1(30  
2(45  
3(60  
4(90  

  

  الساقين  مثلث متساوي ـ2
ي مشترك اين دو ضلعِ نقطه. شود الساقين ناميده مي مثلثي كه دو ضلع آن برابر باشند، مثلث متساوي

  .الساقين گويند ي مثلث متساوي دهضلع سوم را قاع ها و برابر را رأس، دو ضلع برابر را ساق

  :الساقين چند نكته در مثلث متساوي 
  . مجاور به قاعده، با هم برابرندهاي زاويه ـ 1  
  .اند ، بر هم منطبقشود الساقين رسم مي اي كه از رأس مثلث متساوي ميانه و ساز نيم ارتفاع،  ـ2  

  

  .گذرد  عمودمنصف قاعده، از رأس مي ـ3  
  

    
  
  
  
  
  
  
  
  
  

A 

B 
C D  

E 
F 

A B 

C D 

E 

F 

M 
1  

1  2  

A

B C 

M

D

E F 

N

1 2 

A 

B C 
H M

1 2 

D 

E F 
H N 

14 



  23    پلكان آموزش / 2 بخش  

Q 
P 

U 

T S R 
1 2 3 

  .ي مثلث است روني نظير رأس، موازي قاعده بيساز نيم  ـ4  
  .هاي وارد بر دو ساق، با هم برابرند  ارتفاع ـ5  
  .هاي وارد بر دو ساق، با هم برابرند  ميانه ـ6  
  .هاي نظير دو ساق، با هم برابرندساز نيم  ـ7  
يصورت دو شرطي هستند؛ يعني مثلث هاي فوق، به  كه هر يك از ويژگيكرد بايد دقت :1 تذكر

 را7 تا 1هاي   است و مثلثي كه يكي از ويژگي7 تا 1هاي  الساقين است، داراي ويژگي كه متساوي
ها بر عنوان مثال، اگر در مثلثي ميانه و ارتفاع نظير يكي از رأس الساقين است؛ به داشته باشد، متساوي

  .الساقين است متساويدر آن رأس گيريم آن مثلث،  هم منطبق باشند، نتيجه مي
گيرد و بين ساز نظير هر رأس مثلث بين ميانه و ارتفاع آن قرار مي طور كلي نيم به :2 تذكر

 ارتفاعساز  نيمميانه  :رو برقرار است ها رابطه روبه هاي آن اندازه
برخط  ست و در اين صورت اين سه پارهالساقين برقرار ا علامت تساوي تنها در رأس مثلث متساوي

  .اند هم منطبق
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : را پيدا كنيدy و xهاي   مربع است؛ اندازهABCDهاي زير،  در هر يك از شكل 
  
  
  
  

  
  

  )لفا 

  D D y A
           1 2 1

180 3060 30 752 ODCعضلاالا  متساوي 
  

AOاند، پس نهشت  همBOC و AODشود دو مثلث  سادگي معلوم مي به OBو در نتيجه x A  2.
A    :از طرفي A x       1 275 15 15

  
B داريمABEدر مثلث ) ب      90 60 150.  

    AB BE x E
      1

180 150 152
    y y x        9 9 15 1 5   ي خارجي مثلث  زاويهAOB

  

 برابرAي  ي زاويه  اندازهABOدر مثلث ) پ   90 60 OA است و150 AB،پس 
O B    1 1 O و به همين دليل15  2   : داريمدر نتيجه، 15

    x O O          1 260 60 15 15 30
  

S  :رو، ثابت كنيد با توجه به شكل روبه  P   1
19 2

  

RSالساقين است، پس  متساويR در رأس QRSچون مثلث  
   2

180
 و با استدلالي مشابه،2

T
S

 
 3

180
 : در نتيجه داريم،2

    S S S S ( S S )          1 2 3 1 2 3180 180
    R T( )

     180 180
2 2180

    R T P P
       180 1902 2 2
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6  

 

F 
A

E 

B D C 

4  

BMكنيم كه  را چنان اختيار ميN و M ي ، دو نقطهABCالساقين   از مثلث متساويBC ي  ـ بر قاعده3 NC . را به رأس ها نقطهاين 
Aمثلث . كنيم صل مي وAMN62سراسري ـ تجربي ـ (  گونه است؟  همواره چه(  
  الزاويه قائم) 4  الساقين متساوي) 3  ها عضلاالا متساوي) 2  شخصغيرم) 1

  )77 تجربي ـ  ـدانشگاهي آزمون پيش(   چند درجه است؟ي زاويه. اند  موازي، مساوي و دو خط،خط  سه پاره، ـ در شكل مقابل4
1(120  
2(125  
3(135  
4(150  

  

  )65سراسري ـ تجربي ـ (   برابر كدام است؟،الساقين باشد، طول ارتفاع وارد بر قاعده  ـ اگر مثلثي متساوي5
   يك ضلع ديگري طول ميانه) 2    نصف طول قاعده) 1
   مقابل به قاعدهي  زاويهساز نيمل طو) 4   محيطي مثلثي طول شعاع دايره) 3

  قدر است؟  چهAي  ي زاويه  اندازه، ـ در شكل مقابل6
1(70  
2(90  
3(100  
4(110  

  

   چند درجه است؟AEDي اندازه. است الاضلاع ويمتسا يك مثلث ABE يك مربع و ABCDرو،  در شكل روبه  ـ7
1(10  
2(15  
3(20  
4(25  
 

ABاگر.  موازي استBC با ،گذرد  ميOي  كه از نقطه MN  هستند وC و Bهاي   زاويهساز نيم CO و BOرو،  در شكل روبه  ـ8 12 
ACو 18گاه محيط مثلث  ، آنAMN كدام گزينه است؟ برابر  
1(30  
2(33  
3(36  
4(39  

AC، داريمABCالساقين در مثلث متساوي  ـ9 ABو A  32 .ي  قاعدهBCي  ي ساق، تا نقطه اندازه  را بهDي زاويه. دهيم  امتداد مي 
ADCچند درجه است؟  

1(36  2(34  3(37  4(39  
 ي دروني ي زاويه اندازه.  استBCي  ، مساوي قاعدهCي دروني   زاويهساز نيمالساقين است؛   متساويA كه در رأس ABC در مثلث ـ 10

A است؟چند درجه   
1(36  2(34  3(37  4(39  

B،رو در مثلث شكل روبهـ  11 C   2اگر.  استAB ADي اندازه گاه ، آن 
   چند درجه است؟xي  زاويه

1(10    2(15    
3(20    4(30  

A

BC

D

A

B C 

M O N 

B  C  
x  

D  

A  

E



  25    پلكان آموزش / 2 بخش  

A C 

B

H 
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BACآن كهرو، با فرض  در شكل روبه ـ 12 100و BE EF FA AC   ،ي  ي زاويه اندازه باشندxچند درجه است؟   
1(10  
2(15  
3(20  
4(30  

 كنيم كه داشته باشيم اي رسم مي گونه  را بهAD، قاطع A با رأس ABCالساقين  در مثلث متساوي ـ 13
BAD   3 .اگرAD AEي  ي زاويه  باشد، اندازهxچند درجه است؟  

1(10  
2(15  
3(5/17  
4(20  

ABC،ˆB̂در مثلث   ـ14 C  70ساز نيم بين ي  زاويه BD و ارتفاع BH66  ـ تجربي ـآزاد(   كدام است؟(  
1(10  2(15  3(2   4(25  

 كدام است؟ MNطول .  استBC موازي MN هستند و C وBهاي هاي زاويهساز نيمترتيب   بهCN و BM در شكل زير،  ـ15
)a b cP      )نصف محيط2
1(a b  
2((p a)2  
3(b c  
4(p a  

ABC،AB الساقين  متساوي اگر در مثلث ـ16 AC ي   داخلي زاويهساز نيم وB ،ي   خارجي زاويهساز نيمA را در D،قطع كرده باشد  
  )73  ـ تجربي ـسراسري(   است؟ كدامADي  اندازه

1 (AC    2 ( ي   داخلي زاويهساز نيمطولB   
3 (BC    4 (ي محيطي شعاع دايره  

Aو ABC، AB=AC مثلث  در ـ17  40 .ي نقطه O كه دارد قرار اي گونه به مثلث درونOCA OBC   .ي زاويهBOC چند 
  است؟ درجه

1(55  2(70  3(110  4(140  
  

  الزاويه  چند ويژگي از مثلث قائم ـ3
 اگر در مثلثي.ي وارد بر وتر، نصف وتر است و برعكس الزاويه، ميانه در هر مثلث قائم :قضيه

  الزاويه است؛  ي نظير يك رأس، نصف ضلع نظيرش باشد، مثلث در آن رأس قائم ميانه
BCA  :باشد، داريم BC وسط Mيعني در شكل مقابل اگر  AM   9 2

AC و AB يها ضلعهاي   وسطN و M قائمه است، نقاط A كه در رأس ABCدر مثلث  

MHN باشد، ثابت كنيدAأس شده از ر  پاي ارتفاع رسمHاگر . هستند   9.  

     ABH: MH MH AB AM H A

ACH: NH NH AC AN H A

       
       

1 1 121 2 22
    H H A A      1 2 1 2 9   
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ي  دو زاويه تفاضلمطلق برابر قدري وارد بر وتر،  ي بين ارتفاع و ميانه زاويه الزاويه، در مثلث قائم 
  .استديگر 

Aاگر.  استBC وسط وتر Mدر شكل مقابل،     2 ي ي حاده  باشد، مقادير دو زاويه2
B و Cرا بيابيد .  

Cفرض كنيم  B   ،داريم: B  و 35  
 

A C B C
C B

  

     

  
2 20 20 55

90

.باشد نيز مي Aي  ويه زاساز نيمي وارد بر وتر،  ي بين ارتفاع و ميانه  زاويهساز نيمالزاويه،  در مثلث قائم 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :تري توجه كنيد هاي زير بادقت بيش  فوق، به شكلهاي نكتهتر  براي درك به
  

  
  
  
  
  

  

، نصف30ي رو به زاويه  است، ضلع روبه30ي اي كه داراي زاويه الزاويه در مثلث قائم :قضيه
  :وتر است؛ يعني در شكل مقابل

  BCAC  2)B   A و30   90(
  : كه هر دو درست هستندكردتوان به دو صورت زير مطرح  ي فوق را مي عكس قضيه

  
رو به آن زاويه، نصف ضلع مجاور به اين و ضلع روبه دارد 30ي اگر در مثلثي كه زاويه )الف

  :الزاويه است؛ يعني در شكل مقابل زاويه باشد، آن مثلث، قائم
  A    9 ) B   3  وBCAC  2(

  
30رو به آن ضلع، روبهي  اي يك ضلع، نصف وتر باشد، زاويه الزاويه اگر در مثلث قائم) ب

  :است؛ يعني در شكل مقابل
  B    3 )A   9  وBCAC  2(

  

، وتر را است، ارتفاع وارد بر وتر60 آنهاي زاويهاي كه يكي از  الزاويه در مثلث قائم 
  كند؟ به چه نسبتي قطع مي

  : درجه باشد، داريم60 برابر Cي   در شكل مقابل، زاويهABCي  الزاويه اگر در مثلث قائم 

    ACH : A CH AC CHCH BC BH BC
BHABC : B AC BC





          
     

11 1 32
1 4 4
2

30 1
330

  .كند  تقسيم مي3 به 1، وتر را به نسبت AH  ارتفاعپس
 .چهارم وتر است  باشد، ارتفاع نظير وتر، يك15الزاويه هاي مثلثي قائم اگر يكي از زاويه :قضيه

 بيان نمودي قبل ، همانند قضيهتوان به دو صورت ي قبل، مي عكس اين قضيه را نيز همانند قضيه
  .كه هر دو درست هستند
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 
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

  




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  

 

 

  
  452

 
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A 
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B 

1 
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C  A 
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B 
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30 
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A C 

B 
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  27    پلكان آموزش / 2 بخش  

 حاده،هاي زاويه و يكي از 16 طول وتر، برابر  قائمه است،A كه در رأس ABCدر مثلث  
/برابر 37    است؟قدر چهي وارد بر وتر  پاي ارتفاع وارد بر وتر، از ميانه، Hي  فاصله. است 5

Bاگر در شكل مقابل،  /   37   : باشد، خواهيم داشتBC وسط Mو  5
    A B C / /       1 37 5 52 5 15    ي وارد بر وتر ي بين ارتفاع و ميانه زاويه

 ارتفاع نظير وتر اين مثلثHH درجه است و15 يك زاويه، AHMي  الزاويه در مثلث قائمچون

BCAM  :است، پس داريم BCHH     
1
2 16 24 4 8 8

  . است2 برابر ،AMي   از ميانهHي   فاصلهيعني
  

  
  
  
  

.  هستندAي  ي قائمه  نظير زاويهساز نيمترتيب، ميانه، ارتفاع و   بهAD و AM ،AHهاي  خط ، پارهABCي  الزاويه در مثلث قائم  ـ18
  كدام گزينه درست است؟

1(HAD ABC      2(HAD ACB    
3(HAD MAD      4(ABC MAD    

ي  هاي دو ضلع نظير زاويه  وسطN و Mهاي   پاي ارتفاع نظير وتر و نقطهHي   نقطه،قائمه است A كه در رأسABCمثلث در   ـ19
  گونه مثلثي است؟ ه چHMNمثلث . قائمه هستند

  الاضلاع متساوي )2    الساقين متساوي) 1
 الزاويه الساقين و قائم متساوي) 4    الزاويه قائم) 3

دست آيد و   بهBي دهيم تا نقطه  امتداد ميA از طرف ACي  اندازه  را بهAB ضلع ، قائمه استA كه در رأس ABCثلث در م  ـ20
 ABCوتر مثلث صورت ارتفاع وارد بر   در اين. دست آيد  بهCي دهيم تا نقطه  امتداد ميA از طرف ABي  اندازه  را بهACضلع 

Aچه خطي براي مثلث B C  است؟   
 عمودمنصف )4  ساز نيم )3  ميانه )2  ارتفاع )1

   اين مثلث كدام است؟ي  حادهي نسبت دو زاويه.  است2 برابر،ي بين ميانه و ارتفاع وارد بر وتر  زاويه،اي الزاويه  ـ در مثلث قائم21
1(7

11  2(12  3(17  4(5
8  

مجموع دو ساق .  استcm5 برابر ، درجه دارد، تا ساق مثلث75 ي الساقيني كه دو زاويه ي مثلث متساوي ي وسط قاعده  ـ فاصله22
   است؟قدر مثلث چه

1 (20  2 (25  3 (30  4 (40  
   چه كسري از ساق مثلث است؟، دارد، ارتفاع وارد بر قاعده120ي الساقيني كه زاويه  ـ در مثلث متساوي23

1(14  2(12  3(1
8  4(1

3  
ABC،B ـ در مثلث 24 C  30 ارتفاع ،AH ساز نيم و ADي فاصله. ندا  رسم شده H ساز نيم از ADكدام است؟   

1(AH1
3  2(AD1

4  3(AD1
3  4(BC1

8  
 باشد، AB وسط Mاگر .  قطع كندEكنيم تا آن را در   رسم ميBساز خارجي رأس   عمودي بر نيمA، از ABCخواه   ـ در مثلث دل25

  ؟نيستكدام گزينه درست 
1(EM || BC  2(ABEM  2  3(AEM B  12  4(EAB C  12  

اگر محيط مثلث . كنيم  رسم ميC و Bهاي  سازهاي خارجي زاويه  را بر نيمAF و AE عمودهاي A از رأس ABC ـ در مثلث 26
ABC خط  گاه طول پاره  باشد، آن12 برابرEF81 ـ 80ي اول ـ  المپياد مرحله(   كدام است؟(  

1 (6  2 (5  3(4 2  4(4 3  
  

B 

H  H  
M 1  

5/37  

A  C  

20 
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CB

A

   قائمه مثلث شبه ـ4
B شبه قائمه نامند، اگرA را در رأس ABC مثلث :تعريف C      . باشد90

A، اگرA به رأس ABCي  در مثلث شبه قائمه    3ي ديگر ي دو زاويه باشد، اندازه
  .دست آوريد را به

     A B C B , C
B C

   

        

   
30 150 120 30

90
 

  

  :ثابت كنيدترين زاويه است،  ، بزرگBكه در آن  ،Aأس در مثلث شبه قائمه به ر 
A)الف   C     2 9.  
  .سازد مي45ي  زاويهBC با ضلع A دروني رأس ساز نيم) ب  
  . با هم برابرندAهاي دروني و بيروني نظير رأس ساز نيمهاي  طول) پ  

B  )الف  C B C       90 90

    A ( C ) C       90 180
    A C     2 90

A) ب C
D

D D A C A C


                

11 1 21 1 1 2
2 90 90 45  

D بر هم عموداند، پسي مثلث هاي دروني و بيروني هر زاويهساز نيمچون  )پ AD    و چون90
D  1 D و مثلث45ي سوم نيز برابر ، پس زاويه45 ADدرالساقين است،  ي متساوي الزاويه  قائم

ADنتيجه AD  .  

ABC) Bدر مثلث شبه قائمه   C     9( اگر BHو CHهاي نظير ترتيب، ارتفاع  به
BH  : ثابت كنيدشند، باC و Bهاي  رأس BHو CH CH

     B C B C B ( C ) C

BHC B C B C

    

 
              

      
2

1 1
90 90 180 90 90

90 90

    B B BH BH
BHC BH C

BC BC CH CH

           
2 1

  :هاي زير دقت كنيد تر مطالب فوق، به شكل براي درك به :تذكر
  
  
  
  
  
  
  

  

    
  
  
  
 
  
  
  
  
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

B در شكل زير، ـ27 C     9و AD خارجي ساز نيم Aي ي زاويه اندازه. باشد  ميچند درجه است؟   
1(30  
2(45  
3(60  
4(90  

   شبه قائمه استABCمثلث

 . استACDي خارجيزاويه

 ي حادهوتر و يك زاويه

CB

H

H 

A

C
B 

A

D  

  

A

CB

H

H 

1
2

C
1  

B D

A

D  

1  

C
B D

A

D  

45 45 

21 

22 

23 

 .ست اACDي خارجيزاويه
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B برابر باشند،Aهاي داخلي و خارجي رأس ساز نيم، طول ABC اگر در مثلث  ـ28 C كدام است؟   
1(

4  2(
2  3(A  4(A12  

B داريمABCثلث در م  ـ29 C   9 .اگرBي ، قرينه B  نسبت به ارتفاع نظير رأسAي  باشد، زاويهCABچند درجه است؟   
1(30  2(45  3(60  4(90  

  

   و عمودمنصفساز نيم روي هاي نقطهويژگي ـ  5
  ساز نيم روي هاي نقطه ويژگي ـ 1 ـ 5

  .است يك زاويه، از دو ضلع آن زاويه به يك فاصله ساز نيمهر نقطه روي 
AH AH 1   .باشد xOyي  زاويهساز نيمروي  A اگر 2

  . آن زاويه قرار داردساز نيمروي آن نقطه اي از دو ضلع يك زاويه به يك فاصله باشد،  اگر نقطه
A  ي  زاويهساز نيمرويxOyقرار دارد .اگر AH AH1 2  

  :كرد بيان صورت زير، ، بهي دو شرطي يهصورت يك قض توان به دو مطلب فوق را مي
 يك زاويه قرار داشته باشد، آن است كه از ساز نيماي روي   نقطهآن كهشرط لازم و كافي براي «

  ». آن زاويه، به يك فاصله باشدهاي ضلع

  منصف عمودروي هاي نقطهويژگي ـ  2 ـ 5
  .استخط به يك فاصله  ه آن پارخطي واقع باشد، از دو سرِ اي روي عمودمنصف پاره اگر نقطه

AN BN  اگر N منصف روي عمودAB باشد.  
خط  آن پاره روي عمودمنصف آن نقطهخط به يك فاصله باشد، اي از دو سر يك پاره اگر نقطه

  .قرار دارد
N منصفروي عمود ABقرار دارد.اگر AN BN  
  : بيان نمودصورت زير، ، بهي دو شرطي صورت يك قضيه توان به دو مطلب فوق را مي

خط قرار داشته باشد، آن  اي روي عمودمنصف يك پاره  نقطهآن كهشرط لازم و كافي براي «
  ».خط، به يك فاصله باشد است كه از دو سر آن پاره

  

    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

. باشد  ميC و Bي  هاي داخلي دو زاويهساز نيم محل برخورد Oي   نقطهABCدر مثلث   ـ30
   كدام درست است؟Oي  در مورد نقطه

  . برابر استAC و AB تا دو ضلع Oي  فاصله) 1
  . برابر استBC و AB تا دو ضلع Oي  فاصله) 2
  . برابر استAC و BC تا دو ضلع Oي  فاصله) 3
  هر سه گزينه) 4

  وAي   زاويهساز نيم BC، AD عمودمنصف d، خط رو روبه شكل يABC در مثلث  ـ31
AB ACاست؟نادرستكدام گزينه .  است   

1(MB MC  
2(MH MH  
3(CH BH  
4(AH AB  

  

 

B C 

O
1 1  
2  2 

A  

B C 

A 

D 

M

H 

d  

O 

x 

y 

A 

H1  

H2  

1 
2 

M 

N 

B A 
1 2 

H  



مورب

  
  
  
  
  

   
  : داريمرو روبهبا توجه به شكل    ـ1

   AB BM A M A M

AD AM

AB MC

    


 
 

1 1 2 2
  

  A BD A MC BD AC
 

    
  BD

AC
 1  

  

  وACBي چون دو زاويه   ـ2
ECDهر دو (ديگر برابرند   با يك
  اگر هر دو به اضافه،) هستند60برابر

ديگر   باز با يك،مقداري ثابت شوند
 ي  دو زاويه، پسبرابر خواهند بود

ECBو DCAبا هم برابرند  .

      :داريم
CD CE

ˆ ˆCA CB ACD BCE A B
DCA ECB

  
    
  

1 1

      ˆ ˆ ˆ ˆA BF : (A A ) B F


    1 2 2 180
      ˆ ˆ ˆ(A ) ( B ) F      1 160 60 180

      
ˆ ˆA B ˆ ˆF F


     1 1 120 180 60
  

 ABCالساقين بودن مثلث  از متساوي   ـ3
BMاين كهو  NC،شود دو مثلث   نتيجه مي

ABM و CAN نهشت   هم)ض ز ض( به حالت
M ، پسهستند N1 M و در نتيجه1 N2 2، 
  .الساقين است  متساويAMNمثلث بنابراين

  

با توجه به موازي بودن دو    ـ4
رو   در شكل روبهBD و AXخط
  :داريم

  
  

 
ˆB̂ C

D̂
ˆ ˆ ˆ ˆC A D D

        
   

1 1
1

1 1 1 1

60 60
30 150

2
  

،ساز وارد بر قاعده الساقين، ارتفاع، ميانه و نيم در مثلث متساوي    ـ5
  . هستندبر هم منطبق

  
     ـ6
  
  
  
  

      
ˆ ˆ ˆ ˆBE BD E D B D

ˆˆ ˆ ˆCF CD F D C D

       
       

1 1 1

1 3 3

180 2
180 2

      ˆˆ ˆ ˆ ˆB C (D D ) ( D )           1 3 2360 2 360 2 180 80

      Â     180 80 100
  
 در مربع ABضلع    ـ7

 الاضلاع و مثلث متساوي
 تمام بنابراينمشترك است،

 هاي ضلع مربع و تمام هاي ضلع
اندازه  هم،الاضلاع  متساويمثلث 

  : پس،هستند
      ˆ ˆAD AE D E  1 1

      ˆ ˆˆ ˆA E D : D (A A ) E


    1 1 2 1 180
      ˆ ˆ ˆ ˆE E E E           1 1 1 190 60 180 2 30 15
  

     ـ8
  
  
  
  

      MN BC ˆ ˆO B ˆ ˆBO O B MO MB
ˆ ˆB B

NO NC

           

1 2 1 1
1 2



AM MN AN AM MO NO AN      محيط مثلثAMN  
AM MB NC AN AB AC        12 18  ACD خارجييزاويه  30

.شود ترتيب ثابت مي به همين

A 2

21

1
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F 

1

1

2

2

A

B C
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2 2 11

6   

111

1


A

B C D

X

F 
A 

E

B D C 
1 

1 
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2 
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B C 

D

E 

1 1 
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مورب

     ـ9
  
  
  
  
  

  
ˆˆAB AC B C ˆ ˆC C

Â

           
  

1
1 1

1
14832 2 180 74
232

  
ˆ ˆAC CD A D ˆ ˆ ˆC D D
ˆ ˆC A D

         
  

2
1

1 2
742 37
2  

  

     ـ10

  
ˆ ˆBC CD D B

ˆ ˆ ˆC B Bˆ ˆˆAB AC C B C

   


       

1

12 2 2
  

  ˆˆ ˆB D C    1 1 180  
  ˆ ˆB Bˆ ˆ ˆB B B       5180 180 72

2 2
  

  Â        180 72 72 36  
  

     ـ11
  
  
  
  

      
ˆ ˆ ˆ ˆx B B B D

x B (C x)
D̂ C x

       
  

1 1
1

  

      x B C x      2 20 10
  

 الساقين با توجه به متساوي     ـ12
 AFC و BEF ،EFA هاي بودن مثلث

  :داريم
  

  
F x

E x
A xE x F

E A

       
 

1
1 11 1
1 1

2 2  

  F A x x
C x

C F

    
 

3 1
3

3
3  

      A x x x x          803 180 100 4 180 20
4

  

الساقين بودن  با توجه به متساوي     ـ13
  : داريمADE و ABCهاي  مثلث

  
  
  

(D x) A B B

AB AC B C E x C

AD AE D E

E C x

      
        
     

  

1 1
1

1 1

30
30

  

   (C x) x C x       30 15
  

ساز و ارتفاع رأس  ي بين نيم زاويه     ـ14
Bي ديگر مثلث   برابر نصف تفاضل دو زاويه

Cاين كهبا توجه به . است  ، در  است70
Âنتيجه  40داريم و :  

  ˆ ˆC AHBD        70 40 15
2 2

  
  

       ـ15
  
  
  

  

      MN BC
M B

M B AM ABBM
B B

AN AC

          
 

1 2 1 1
2 1



 

AM AN AB AC MN b c       
  

دانيم در مثلث  مي     ـ16
 ساز خارجي  نيم،الساقين متساوي
 ، پس است  موازي قاعدهAرأس
  :داريم

  AD BC
B D

BD
B B

  
 

2 1
2 1


  

  D B AD AB AC   1 1  
  

Bدر شكل مقابل     ـ17 C1 با .  است1
Âاين كهتوجه به   40هاي زاويه ، است B 

  : داريم اكنون. خواهند بود70 برابرCو 

      ˆ ˆˆBOC : B O C


   1 2 180  
      ˆ ˆ ˆC O C    1 2 180  
      ˆ ˆ ˆ ˆC O O O         180 70 180 110

  

 ساز  نيم،الزاويه دانيم در مثلث قائم مي     ـ18
 بين ارتفاع و ي ساز زاويه  رأس، نيمي زاويه
 پس در شكل ،باشد  وارد بر وتر نيز ميي ميانه

  :مقابل داريم
      ˆ ˆHAD DAM  

  

ACD خارجييزاويه

BCD خارجييزاويه

EBF خارجييزاويه


 

AFB خارجييزاويه


 

ABD خارجيي زاويه


 

EDC خارجيي زاويه


 

.شود ترتيب ثابت مي به همين
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x
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متقابل به رأس

A

B C

ME

F

 ترتيب  بهHN و HM اين كهبا توجه به      ـ19
 و AHBهاي  هاي وارد بر وتر در مثلث ميانه

AHCهستند، داريم :  
ABHM HM AM H A

ACHN HN AN H A

     
     

1 1

2 2

2

2

  

      H H A A    1 2 1 2 90  
  .الزاويه است ، قائمHMNپس مثلث 

  
هاي  روشن است مثلث     ـ20
AB وABC ي الزاويه قائم C حالت  به 

 ،اند نهشت ديگر هم  با يك)ض ز ض(
  :پس

  
  
  

  
C B

A A C A AM MCA B
A B

AM MB

               
 

1 2 112
  

  

B وسطMپس  C  و AMوارد بر وتر مثلثي  ميانه AB C است .  
  

 ، بين ميانه و ارتفاعي دانيم زاويه مي     ـ21
 ، مثلث استي  حادهي برابر تفاضل دو زاويه

  :پس

  
ˆ ˆ ˆˆ ˆHAM C B C B

ˆ ˆC B

     
  

20
90

  

  B̂ˆ ˆC , B
Ĉ

     755 35
11

  
  

 وصل M ي  به نقطهAاگر از رأس      ـ22
 ،الزاويه خواهد شد  قائمAMC لثكنيم، مث

 وارد بر ي  ميانه،الساقين متساوي در مثلث زيرا
 در نتيجه. باشد ساز نيز مي قاعده، ارتفاع و نيم

Â   1
30 15
2

  .باشد  مي
 داراي يك AMC ي الزاويه و چون مثلث قائم

باشد، ارتفاع وارد بر   مي15ي ي حاده زاويه
  :داريمپس  ، وتر استچهارم ، يكوتر آن

  AC ACMH AC    5 204 4
  AB AC AB    20 40

با توجه به مساوي      ـ23
  : داريمB و C هاي زاويهبودن

  
  

  ÂˆB̂ C         180 180 120 30
2 2

: داريمAHC در مثلث ، نصف وتر است30ي و به زاويهر به روچون ضلع
      ACAH 

2
  

 ميان ي  زاويهاين كهبا توجه به      ـ24
 برابر نصف ADساز   و نيمAHارتفاع 

  يعني،ي ديگر مثلث تفاضل دو زاويه
  : داريم، استC و B تفاضل

  
  

. ارتفاع وارد بر وتر ربع وتر استAHDدر مثلث   
ˆB̂ CÂ

   1
30 15

2 2
      ADHH 

4
  

  :روش اول     ـ25  A CB 1 2  
    A C BA B      1 190 90 2 2  

، AEBي  الزاويه چون در مثلث قائم
EMپس ي وارد بر وتر است،  ميانه  

  

ABEM AM 2است، در نتيجه   BE A 1 1  و2 هاي ، بنابراين گزينه2
  .باشند اند و جواب تست نمي  درست3

  

     B BEM MB E B E B EM || BC     1 22 1 2 2
در نتيجه. باشد  نيز درست است و جواب تست نمي1ي  پس گزينه

  . است4ي  جواب تست، گزينه
 AE اگر محل برخورد امتداد :روش دوم
  بناميم، در مثلثE راCBبا امتداد

ABEخط   پارهBEساز و  نيم  هم  
  

BEيعني. الساقين است متساويارتفاع است، پس اين مثلث  هم AB 

  : ميان خط اين مثلث است، پسEMباشد و چون  مي
  BE ABEM

 2 EM و2 BE

  

هاي  وسط :روش اول     ـ26
ترتيب   را بهAC و ABهاي  ضلع

M و Nاگر از .نامييم  مي E و F 
  .  وصل كنيمN و Mترتيب به  به

  

.شودبه همين ترتيب ثابت مي
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A

B C

ME F
N

F E  

BC موازي ضلع FN و EMهاي  خط پاره) قبلتست  (25بنا بر تست

خط  است، پس اين سه پارهBC نيز موازي MNخط  چون ميان. خواهند شد
.ردگذ  ميAC و ABهاي   حتماً از وسطEF يعني ؛در يك راستا هستند

AB  : داريماكنون BC ACEF EM MN NF       62 2 2
كنند، قطع F وE را درBC امتداد AF و AEاگر امتدادهاي  :روش دوم

هاي با توجه به توضيحي كه در روش دوم تست قبل بيان شد مثلث
ABEو ACFخط  پس طول پاره،الساقين هستند  متساويE F برابر 

هاي ترتيب وسط  بهF و Eاز طرفي چون .  استABCمحيط مثلث
AEلث ميان خط مثEFباشند،  ميAF وAEهاي خط پاره F است پس :

  
  
  

      E F AB BC ACEF
      12 62 2 2

  
چون     ـ27 B C 90و   A B C   180پس ،ˆ ˆA C  2 90
  : داريم، خارجي مثلث استي  نصف زاويهA1و
  
  
  
  

      ˆB̂ CÂ 1 2
      ˆB̂ CA D C : ( ) A C

       180
2

      B C C A C       180
2 2

      B C( ) A C ( )             902 180 90 180
2 2

        45
  

ADساز خارجي  و نيمADساز داخلي   نيماين كهبا توجه به      ـ28

  : داريم،باشند ر هم عمود مي بچنين همديگر برابر و  با يك
  
  
  
  

  

      ˆ ˆAD AD D D     1 45

       Â ˆ ˆ ˆD C A C      1 45 2 90
2

ADC خارجي مثلث

  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA C C B C B C              90 180 90 90
  
  

اين كهبا توجه به     ـ 29 A C  2   : داريم، است90
  
  
  
  

  
  

 
  B A C
B A C

ABB B B

     
   

1
1

  

             B C (A C) C A C CAB           2 90 90
  

ساز  دانيم هر نقطه روي نيم مي     ـ30
يك زاويه از دو ضلع آن زاويه به يك 

  : داريم، پسفاصله است
  
  

O OH OH
OH OH OH

O OH OH

      
  

  

  . از سه ضلع مثلث به يك فاصله استOي  پس نقطه
  

 M ي جا كه نقطه از آن     ـ31

پس  ، استBCروي عمودمنصف 
 BCخط  ي آن تا دو سر پاره فاصله

MB؛ يعنيبرابر است MC و در 
 درست است و 1ي   گزينهنتيجه

  .باشد پاسخ تست نمي
  

ي  پس فاصله، قرار داردA ي ساز زاويه  روي نيمMي  جا كه نقطه از آن
MHدر نتيجه ، برابر است،آن تا دو ضلع اين زاويه MH2ي   و گزينه
  .باشد  تست نمينيز درست است و جوابِ

MCH ي الزاويه هاي قائم  مثلث،شود  نتيجه مي2 و 1هاي   گزينهاز درستيِ

CH پس،اند نهشت  هم،حالت وتر و يك ضلع  به،MBHو BH؛
  .باشد  نيز درست مي3ي  يعني گزينه

  : زيرا در شكل داريم، جواب تست است4ي  گزينهپس 

  AH AB
AH AB

AHM A H M AH AH


   
    

  
  

  

  
 

 ABC خارجيي زاويه

 قينمتساوي السا

  . قرار داردB ي ساز زاويه روي نيم
  

  . قرارداردC ي ساز زاويه روي نيم

C
B 

A

D 


1

C 
B D

A

D
1

C
B 

A

B  
1 

H

A 

B C 

O

1 1  
2  2 

H  H  

H 

B C 

A 

H  
D 

M

H 

d  

 ي حادهوتر و يك زاويه



C 

E 

A B 

D 

  
  
  
  
  

   
  يكم آزمون

  
  كند؟ ضلع مقابل را با كدام زاويه قطع ميها،   خارجي يكي از زاويهساز نيم.  درجه است100الساقين برابر  هاي مثلث متساوي  ـ يكي از زاويه1

1(20    2(25    ) 76سراسري ـ رياضي و تجربي ـ(
3(30    4(40  

)77آزاد ـ تجربي ـ (  قدر است؟  چهDAEي  زاويه.داده شده است در شكل BEC الاضلاع  و مثلث متساويABCD ـ مربع 2
1(75  
2(60  
3(45  
4(70  

  

   وارد بر آن چند درجه است؟ي  بين وتر و ميانهي ي حاده زاويه.  درجه است52ها  اي يكي از زاويه الزاويه  ـ در مثلث قائم3
1(62    2(64    )87ـ  رياضي  ـآزمايشي سنجش(
3(76    4(78  

)82 رياضي ـ  ـآزمايشي سنجش(  تر به همان ضلع كدام است؟  وارد بر ضلع بزرگي نسبت ميانه.  است2 و 3، 5هاي مثلثي متناسب با اعداد   ـ زاويه4

1(12  2(1
3  3(2

3  4(3
5  

ABC) ABالساقين   ـ در مثلث متساوي5 ACو A  .كنيم  وصل ميE را به A. دهيم  امتداد ميEي  ي ساق تا نقطه اندازه  را بهBC ي قاعده) 42
)89 رياضي ـ  ـآزمايشي سنجش(   چند درجه است؟،ترين مثلث حاصل  بزرگي ترين زاويه كوچك

1(34  2(5/34  3(5/35  4(36  
AMرو، اگر در مثلث شكل روبه  ـ6 MN BN BCو C  30گاه ، آن باشدMBN چند درجه است؟   

1(5    2(1    
3(15    4(2  

  

ABرو، در مثلث شكل روبه  ـ7 ACو AD AEاگر.  استD 1 14،گاه  آنA1 چند درجه است؟  
1(7  
2(14  
3(21  
4(28  

   دقيقه27
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A 

B  

D 

C  

ABC،Aدر مثلث   ـ8  80هاي   است و نقطهD ،E و Fهاي ترتيب برضلع  بهBC،AC و AB چنان قرار 
CEدارند كه CDو BF BD. ي ويهي زا اندازهEDFام است؟ كد  

1(30    2(40  
3(50    4(65  

  

AC و AB هاي ضلعكنيم تا  رسم مي BC خطي موازي ضلع ،C و B هاي زاويههاي داخلي ساز نيم محل برخورد M ي  از نقطهABC مثلث در ـ 9

ABاگر.  قطع كندE و Dترتيب در  را به  AC و4     برابر كدام است؟AED باشند، محيط مثلث 5
1 (9  2 (5/4  3 (5  4 (10  

 كه درونخطي از اين عمود طول پاره. كنيم ، عمودي بر وتر وارد ميري وسط وت از نقطه.  است30اي الزاويه هاي مثلث قائم يكي از زاويه  ـ10
  مثلث قرار دارد، كدام است؟

  .ي قائمه است تر مجاور به زاويه  سوم ضلع بزرگ وتريك) 2  .ي قائمه است تر مجاور به زاويه برابر ضلع كوچك) 1
  .ي قائمه است تر مجاور به زاويه نصف ضلع كوچك) 4  .ي قائمه است تر مجاور به زاويه نصف ضلع بزرگ) 3

ABC، ACدر مثلث   ـ11 CDو CAB ABC   30 .ي اندازهBADكدام است؟   
1(/7 5    2(15  
3(/22 5    4(45 

ABC،CAدر مثلث   ـ12 CB . مربعBCDE بر ضلع BCاگر. شود  و در خارج مثلث ساخته ميDAB x گاه حسب درجه باشد، آن بر:  
1(x  60  2(x  45  3(x  30  4( x به مثلث ABC بستگي دارد.  

B با فرضABCدر مثلث   ـ13 C   هاي دروني و بيروني نظير رأس ساز نيم طول آن كه، برايA65ـ آزاد (  : برابر باشند، بايد(

1(B C    3  2(B C    6  3(B C    2  4(B C    4  

ي مثلث، چه نوع مثلثي تشكيل ي حاصل و قاعده نقطه. دهيم ي خودش امتداد مي اندازه الساقين را از طرف رأس مثلث به يك ساق مثلث متساوي  ـ14
)68  ـ تجربي ـسراسري(   دهد؟ مي

  الزاويه منفرجه) 4  الساقين متساوي) 3  قينالسا ي متساوي الزاويه قائم) 2  الزاويه قائم) 1
 كه در آنABCالساقين  ـ در مثلث متساوي15 B Cمقدارباشد،  مي b Asin

a )71سراسري ـ تجربي ـ (  قدر است؟  چه2

1 (2  2(2  3 (1  4(12  
   مثلث كدام است؟ي ي بين اين ارتفاع و قاعده زاويه.  نصف ساق است، ارتفاع وارد بر ساق،الساقين  ـ در مثلث متساوي16

1(60  2(45  3(15  4(30  

  دوم آزمون

  ترين ضلع آن چند درجه است؟ ي بين ميانه و ارتفاع وارد بر بزرگ  زاويه. است55 و35هاي مثلثي ي زاويه  ـ اندازه1
1(10    2(15    )81 رياضي و تجربي ـ  ـآزمايشي سنجش(
3(20    4(25  

ACاگر.  است90 برابرAي   زاويه، ـ در شكل مقابل2 AD BC ي   باشد، زاويهC77 رياضي ـ  ـدانشگاهي آزمون پيش(   چند درجه است؟(
1(105  
2(115  
3(120  
4(135  

   دقيقه25
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A 

B C M H 

راي حاصل  دو نقطه. دهيم ي ضلع ديگر امتداد مي اندازه تر را از هر دو طرف به ضلع بزرگ.  هستند1 و 1، 3 مثلثي متناسب با اعداد هاي زاويه ـ 3
)88 رياضي ـ  ـآزمايشي سنجش(  ي آن است؟ ترين زاويه  چند برابر كوچك،ي مثلث حاصل ترين زاويه بزرگ. كنيم رأس سوم وصل مي به
1 (6  2 (7  3 (8  9 (4  

AM است وBC وسط Mي   نقطهABC ـ در مثلث 4 BC2 .ي خارجي  ي زاويه اندازهC،52ي داخلي  ي زاويه  اندازه برابرBداخليي زاويه.  است 
C86 تجربي ـ  ـآزمايشي سنجش(   از اين مثلث چند درجه است؟(
1(20  2(30  3(40  4(50  

(Aي زاويهال  ـ در مثلث قائم5 ) ABC 90 ،AH ارتفاع و AMي  ميانه و زاويهB  )73آزاد ـ تجربي ـ (  كدام گزينه درست است؟.  است30

1(BCAH MH  4  

2(AM ABAH  4 4  

3(MC ACAH  2 2  

4(AM BCMH  2 4  
 بسازد وBي  اي برابر با زاويه ، زاويهABكنيم كه با ضلع  ، خطي چنان رسم ميA  است، از رأسالزاويه قائم A كه در رأس ABCدر مثلث   ـ6

   كدام است؟AMطول . قطع كند Mي  در نقطهرا  BCوتر 
1(BC3

2    2(BC1
2  

3(BC2
2    4(BC1

3  
A كه در آنABCي  الزاويه در مثلث قائم  ـ7  90و AB AC است، ارتفاع AHي  روي وتر، نقطه. شود  رسم ميDشود كه  چنان انتخاب مي

DH HB و عمود CE بر ADكدام درست است؟. شود  مي رسم  
1( BC ي   زاويهساز نيمACE2  . است( ED ي   زاويهساز نيمCEHاست .  
3( ED ي   زاويهساز نيمCEB ها يك از اين هيچ) 4  . است  

Aرو  در شكل روبه ـ8  90و مثلث  ABDاگر . استالاضلاع  متساويAC     كدام است؟BC  باشد، طول6
1(4 3  
2(5 3  
3(3 3  
4(2 3 

   است؟راديان، كدامبرحسب  ANMي روي شكل، اندازه هاي توجه به اندازه گاه با ، آنAN=NMرو، اگر  در شكل روبه  ـ9
1(3

7  

2(9
14  

3(5
7  

4(11
14  

  

درست رسم شود، كدام گزينه BC موازي PQخط   پارهOاگر از  . استABC دروني مثلث ساز نيم سه برخوردي  نقطه O ،رو در شكل روبه  ـ10
  است؟

1(AP AQ PQ   
2(BP BQ PQ   
3(BQ AP PQ   
4(BP QC PQ   

3  4  2  
B C 
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30
 

1  
2 

A

B C

O

ABرو، داشته باشيم اگر در شكل روبه  ـ11 ACو B C  1    چند درجه است؟BOCي گاه زاويه ، آن2

1(95  
2(100  
3(105  
4(110  

  
  

  سازد؟ اي برابر چند درجه مي  زاويه،ابلها با امتداد ضلع مق ي خارجي يكي از زاويه  زاويهساز نيم، ندا  درجه50 از مثلثي برابر  ـ دو زاويه12
1(15    2(20    )81 رياضي ـ  ـآزمايشي سنجش(
3(25    4(30  

 ي اندازه. هستند  مربعDEFG و ABCD و الاضلاع  مثلث متساويCDEرو،  در شكل روبه  ـ13
GDAچند درجه است؟   

1(9   
2(1 5  
3(12  
4(135 

 الاضلاع آن مثلث متساوي الساقين است و در  متساويA در رأس ABCرو ، مثلث  در شكل روبه  ـ14
EFDكدام رابطه درست است؟.  شده است محاط  

1(b a c 2  
2(b a c 2  
3(a b c 2  
4(c b a 2  

ABC(Aي  الزاويه  ـ در مثلث قائم15 ) Cي  زاويه90    قدر است؟  چهB رأس ساز نيم وارد بر وتر و ي ي بين ميانه زاويه.  است34
1(84  2(85  3(86  4(87  

  

  سوم آزمون
  

  ها كدام است؟  نسبت زاويهABD در مثلث .دهيم  امتداد ميDي  ي خود تا نقطه اندازه  بهC را از طرف BC ضلع ABC الاضلاع  ـ در مثلث متساوي1
)86 تجربي ـ  ـآزمايشي سنجش(    4 و 2، 1) 2    3 و 2، 1) 1
  5 و 3، 2) 4    4 و 3، 1) 3

 . هستندالساقين  متساوي و ديگريالاضلاع ها متساوي  چهارضلعي مربع است و مثلث،در شكل مقابل ـ 2
  )86آزمايشي سنجش تجربي ـ (  زده شده چند درجه است؟ ي چهارضلعي سايه ترين زاويه بزرگ

1(25  
2(240  
3(235  
4(225  

.سازيم تر از مثلث مفروض مي الساقيني با ساق ضلع كوچك تر، مثلث متساوي با امتداد ضلع بزرگ.  است80 و40ي دو زاويه  ـ در مثلثي اندازه3
)82 رياضي ـ  ـآزمايشي سنجش(  ه است؟ي ايجادشده چند درج ترين زاويه كوچك

1(20  2(25  3(30  4(40  
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87  
x  

A 

B D C 

E 2 1

 داريمABC ـ در مثلث 4 B C. ضلع AB را از طرف Aي  ي خود تا نقطه اندازه  بهDي  زاويه.دهيم  امتداد ميBCDگونه است؟  چه  
)84 تجربي ـ  ـآزمايشي سنجش(    منفرجه) 2    حاده) 1
  نامشخص) 4    قائمه) 3

DE ـ در شكل مقابل5 || AB و AD ي   زاويهساز نيمA88 تجربي ـ  ـآزمايشي سنجش(  كدام تساوي درست است؟.  است(
1(AD DB  
2(AD AB  
3(EC DC  
4(DE AE  

  

   كدام است؟x ي شده، مقدار زاويه ي مشخصها اندازه  ـ در شكل مقابل با توجه به6
1(29    2(30  
3(31    4(32  

ABC،ˆB̂ ـ در مثلث 7 C  50 رأس ي ي بين ميانه زاويه. است A و ارتفاع رأس Bكدام است؟   
1(30  2(40  3(50  4(60  

ACرو، در شكل روبه  ـ8
AD

 AB و2
AD

 )83 ـ آزاد(   است؟ACDي  چند برابر زاويهBACي زاويه . است2
1 (3  
2 (2  
3(7

3  
4(72  

 ي ي زاويه  هستند؛ اندازهالاضلاع متساوي ADEو  ABOهاي   مربع و مثلثABCD در شكل مقابل،  ـ9
DOEچند درجه است؟   

1(30  
2(5/22  
3(15  
4(45  

 باACي برخورد   نقطهIاگر . جهت باشند  همAC و ADكنيم طوري كه   جدا ميAB را برابر AD طول ،AC روي ضلع ABCدر مثلث   ـ10
  ي زير است؟  برابر كدام زاويهABIي ي زاويه  باشد، اندازهBCعمودمنصف 

1(DBC  2(( DBC)2  3(( DBC)1
2  4(( DBC)2

3  

ABو A ي زاويه ساز نيم AC، رو روبه شكل  در ـ11 AC CD  ي زاويه. است A است؟ چند درجه  
1(75    2(65  
3(6     4(72  

  

AB است كهاي گونه   بهAD روي Cي  نقطه.  قائمه استBي  ، زاويهABDدر مثلث   ـ12 BCو AC CD .ي زاويهDABچند درجه است؟   
1(5/67  2(60  3(45  4(5/22  

ABدهيم طوري كه  امتداد ميEي   تا نقطهBرف ط را از AB، ضلع ABCD ـ در چهار ضلعي 13 BEهاي  ، خطAC و CEي اند تا زاويه  رسم شده
ACEكه زاويه، قائمه باشد، لازم است كه چهارضلعي داراي كدام ويژگي زير باشد؟  براي اين. دست آيد  به  

)مسابقات دبيرستان آمريكا(  .و، برابر باشندد به  دوهايش زاويه) 2    . برابر باشندشا دو زاويه) 1
  .دو برابر باشند به هايش دو ضلع) 4    .دو ضلعش برابر باشند) 3

  
  

A B 

C D 

E 

O 

A

B C D

A  

B  C  
D  



  
  
  
  
  

   
 يكمهاي آزمون  تست پاسخ   

  
 با رأسي ساز خارجي زاويه الساقين نيم ي دانيم در مثلث متساو مي   ـ1

.داشت صحيح بود مي صفر وجود ي  اگر گزينه، پسقاعده موازي است
  

 حاصل ي پيدا كردن زاويهبراي
 يا Bساز خارجي  از برخورد نيم

C با ضلع مقابل، مطابق شكل 
 كنيم محل تلاقي رو فرض مي روبه
 با امتداد ضلع Cساز خارجي  نيم

AB،ي   نقطهDباشد، داريم :  
      ˆ ˆˆ ˆD B (C C )    1 2 180
      ˆ ˆD ( ) D           100 4040 40 180 30

2
  

 اين كهبا توجه به    ـ2
 ABCD و مربع BECمثلث

  واند  مشتركBCدر ضلع 
 اين دو شكل ها ضلعتمامي 
  :اند، پس اندازه  ديگر هم با يك

      
ˆ ˆAB BE A E

Â
ˆABE

         
     

1 1
180 150 15

290 60 150
           Â      2 90 15 75  

  

 مثلث ي هاي حاده اگر يكي از زاويه   ـ3
 حاده ديگر آن ي  باشد، زاويه52الزاويه قائم
اين در ضمن با توجه به .  خواهد بود38برابر
 در ، نصف وتر است، وارد بر وتري  ميانهكه

 AMC و AMBهاي   مثلث،شكل مقابل
  : پس،اند الساقين متساوي

  M B A B       2 1 2 2 38 )AMB خارجي مثلث ي زاويه( 76
  

 واند  متناسب2 و 3 ،5 مثلث با اعداد هاي زاويه اين كهبا توجه به    ـ4
 هستند، پسx2 وx5،x3ها زاويه اين ، است180مجموعشان برابر

x x x   2 3 5 x يا180 18اند از عبارتهازاويه؛ يعني90،54،

36 ،همان وتر مثلث،تر آن الزاويه است و ضلع بزرگ پس مثلث قائم 
، وارد بر وتر به وتري  نسبت ميانه،الزاويه دانيم در مثلث قائم است و مي

1برابر
2

  . است
  

در شكل مقابل    ـ5
ترين مثلث، مثلث  بزرگ
ABE هاي زاويه است كه 

  B، Eاند از  آن عبارت
A)و A )1 2.  

ˆ      :داريم ˆˆA B C        1 1
180 4242 69

2

      ĈˆÊ A /    1
2

69 34 5
2 2

  

 در نظر بگيريم، خواهيم را برابرA ي  زاويه،اگر در شكل مقابل   ـ6
  :داشت

  
  

      AM MN A N    1
      M A N   1 1 AMN خارجيي زاويه2

      MN NB M B    1 1 2
      N A B       2 1 2 ANB خارجيي زاويه3

      BN BC C N

C

            
2 3 3 30 1030

B     1 2 10 20  
  

     ـ7
  
  
  
  

ˆ ˆE D ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆD C D D D D C Cˆˆ ˆE C D

ˆ ˆ(D D ) A B

              
   

2 2 1 1 2 1
1

1 2 1

2 28 

ˆB̂ C
ˆ ˆˆC A B A


    1 128 28  

 ABDي خارجي زاويه

A

C 

D 

1    
1

2
B 

C

E 

A B

D

1

1
2

A 

B 

C 

M 1
1

2
2

1 

1

2

A

B 

C
M

N 

1 
1 
1 2 

A  

B C  D  

E  

1  

1  2

A

 21  پلكان آموزش
 

  30  هاي پلكان آموزش پاسخ تست
 

  34  پلكان آزمون
 

  39  هاي پلكان آزمون پاسخ

B  C  E
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مورب

طبق فرض:

ي خارجي زاويه

     ـ8
  
  
  
  

      
C D

ˆˆ ˆ ˆB C (D D )
B D

ˆ ˆˆA B C

        
  


     

1
1 3

3

180 2
360 2

180 2
80 100

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(D D ) D D D           1 3 1 3 2
260100 360 2 130 502

  
   ـ9
  
  
  

  

  

DE BC
M B

BM M B DM DB

BM B B

ME EC

  
   

        
 

1 2
1 1

1 2



 

  AD DM ME AE   محيط مثلثA DE


  AD DB EC AE AB AC        4 5 9  
  

 وارد بر وتر را رسم ي اگر ميانه     ـ10
  :كنيم، خواهيم داشت

  
  
  
  

BCAM BM A B
AD DM

ˆ ˆBMA M M
BDB̂ DM

          
        

   

1
1 1

302
120 90 120 30

30 2

  

  BDDM AD AB AD BD DM DM DM        2 32
      ABDM  3

  
 x را BAD ي اگر زاويه     ـ11

  :در نظر بگيريم، داريم
  
  

      AC CD A D
A B x

D B x

      
  

1 1
1

1
  

  A A x B x A B x
x x

A B

           
   

1 2
2 30 15

30
  

 ACB  رأس مثلثي اگر زاويه     ـ12

 در نظر بگيريم با توجه به را برابر
 و ACBهاي  الساقين بودن مثلث متساوي

ACDداريم :  
  

      ACB : x A

( )
ACD : A D





      
        

1

1

180 902 2
180 90 452 2

x A A ( ) ( )        1 90 45 452 2  
  

روني هر رأس مثلث برساز دروني و بي  نيماين كهبا توجه به      ـ13
الساقين الزاويه و البته طبق فرض متساوي قائم ADDهم عمودند، مثلث

  : پس،باشد نيز مي
  
  
  
  

      
ˆ ˆD D

AD̂ A C C

       

1
1 1

45

2
  

  Â ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆC A C A C C         45 2 90 902
  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA B C C B C B B C                90 180 90 90
  

 ي دازهان  را بهABدر شكل مقابل ساق      ـ14
.  برسيمDي  ايم تا به نقطه خودش امتداد داده

  :كنيم، داريم  وصل ميC به Dاز 

  ˆ ˆAC AD C D
ˆ ˆAC AB C B

   
   

1 1
2

  

  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆC D B C C C C       2 1 1 2 180  
      ˆ ˆ ˆ ˆ(C C ) C C      1 2 1 22 180 90
.الزاويه است  قائمBCDمثلث       

  
 ،الساقين وي در مثلث متسادانيم مي     ـ15

بر هم قاعده   وارد بري ساز و ميانه  نيم،ارتفاع
 در شكل AH هستند، با رسم ارتفاع منطبق
 c و a ،b منظور از اين كه توجه به ا ب ومقابل

 است، در AB و BC ،AC هاي ضلعترتيب  به
  :شكل مقابل داريم

      
BC a

A A BH aA sin sin A
AB AB c c

      1 1 2 2
2 2 2

      b A b a bsin
a a c c

     12 2 2 2

.شودترتيب ثابت مي به همين

  وارد بر وتريميانه

 ي خارجيزاويه

A 

B C
D 

E 
F 

1 
2

3

8   

A 

B C 

D M E 
11

2

A C 

B

D 

M 

1
1

3   

A B 

C 

D 
x 

1
1

A B 

E 

D 

C 

1 
x 

  

C
B D 

A 

D  

1 

1 

A

B C 

D

1 

1 

2 

A  

B C H  

1  

a
2

 a
2

 

b  c  
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ي خارجيزاويه

 نصف ساق مثلث BH ارتفاع ،طبق فرض     ـ16
  :، بنابراين داريماست

ˆ ˆBH AB A C         1 180 3030 752 2  

      x      90 75 15  
  

  

 دومهاي آزمون  تست پاسخ    

  
الزاويه است و در مثلث مورد نظر قائمروشن است مثلث    ـ1

ي  برابر تفاضل دو زاويه،تر بين ميانه و ارتفاع وارد بر وي الزاويه، زاويه قائم
 بين ميانه و ارتفاع وارد بري  در اين مثلث زاويه، پسديگر مثلث است

ابر بر،ترين ضلع بزرگ    55 35   .باشد  مي20
  

  : داريمA1 وB ي  دو زاويهيبا توجه به برابر   ـ2

  
C B A B

AC AD C D

   


   

2 1

2

2
  

  B DB D D , B
       902 60 30  

  C       1 180 2 30 120  
  

 هاي زاويه اين كهبا توجه به    ـ3
 1 و 1 ،3 با اعداد ABCمثلث

، 3صورت ها را به  آن،اند متناسب
و داريم. گيريم  در نظر مي:        3 180

      ˆ ˆB̂ C ,A         1 1 3
180 36 36 1085

  
ˆˆ ˆB A E

ˆ ˆA E
ˆ ˆBE BA A E

      
   

1 1
1

1

36
18  

  :اند از  عبارتAEF مثلث هاي زاويهبنابراين
      ˆEAF       18 108 18 144
      ˆAEF  18
      ˆAFE  18

144برابراش،  ترين زاويه وچك آن به كي ترين زاويه پس نسبت بزرگ 818
  .است

  

BCAMاين كهاز    ـ4    نتيجه،2
 A در رأس ABCگيريم مثلث  مي
  چرا كه تنها در مثلث،الزاويه است قائم
 الزاويه است كه ميانه، نصف ضلع قائم

  : داريم، بنابراينباشد مقابلش مي

  
ˆ ˆ ˆ ˆC A B B ˆ ˆB Bˆ ˆC B

         

1
1

90 5905 22
  

      ˆ ˆB B C      2
3 90 60 302

 در مثلث اين كهبا توجه به    ـ5
  بين ميانه و ارتفاعي الزاويه، زاويه قائم

 ي  برابر تفاضل دو زاويه،وارد بر وتر
Ĉ مثلث است وي حاده  60داريم ،:  

      ˆ ˆ ˆA C B       1 60 30 30

  
AMMH AM BCMHBCAM

   
 

2
2 4

2
  

  

Mچون   ـ6 B1پس ،AB AM .
  :از طرفي

  
  

    
M C A A B C

B BA
 

     
   

1 1 1

2
180 902 2

  

BA A C B C       1 2 90 90 90 22  
Bو چون C   B، پس90  C و60  BCAM، پس30 AB  2.  

  
هم   ارتفاع و ميانه برADBچون در مثلث    ـ7
 AHپس . الساقين است اند اين مثلث متساوي طبقمن
A يعني؛باشد ساز آن نيز مي نيم A1  A2 و چون2

 ، برابر استC1 يعني، پس با متمم آن، استBمتمم
Aپس  A C 1 2.  

 چون دو زاويهCDE و AHD دو مثلث هاي زاويه ي از طرفي در مقايسه
ها نيز  سوم آني د بايد زاويهن وجود دار90متقابل به رأس و دو زاويه

C يعني؛برابر باشد A2 BC ، در نتيجه برابر استC1 نيز باC2 پس،1

  . استACEي ساز زاويه نيم
  

ˆ       ـ8 ˆABD B sin B


    360 الاضلاع متساوي2

  AC BC
BC BC

      3 6 3 12 4 32 2 3
  

   ـ9
  
  
  
  

  C A B A A        4 ي خارجي  زاويه3
  N      1 3 2 ي خارجي  زاويه5

  AN NM M A    1
  ˆ ˆ ˆA N M             1 1

180180 5 180 7
  N̂     1

180 55 7 7

 ي خارجيزاويه

 ي خارجيزاويه
 طبق فرض

  30ي زاويهضلع مقابل به 
  وارد بر وتري ميانه

A 

B C

H
x

A 

B 

D 

C 
2

1
1

2

1
1 1

23
B C 

A 

E F 

A 

B 

M 

C 
12

A 

B C M H 

1 

1 

1 

2 

2 
A B  

D 
H 

E  

C  

B C 

A 

N 

M 

1 1 

3  4  2  

  AMCي خارجي  زاويه
C MB 

A

1 

1 2 
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طبق فرض:

 ي خارجي زاويه

   ـ10
  
  
  

  
PQ BC ˆ ˆO B ˆ ˆBO O B BP PO

ˆ ˆBO B B

QC OQ

           
 

1 2
1 1

2 1



  

  

   BP QC PO OQ PQ   
  

       ـ11
  ˆ ˆˆO B C   1 1180  

  ˆ ˆ ˆC C C      2 1180 180  
  ( )         0180 30180 180 75 1052  

  
  
  

       ـ12
  

Ĉ     1
80 50    خارجيي  نصف زاويه652

      ˆ ˆD̂ C A   1 1180  
             180 65 100 15  

  
  

  
   ـ13
  
  
  
  
  

  ˆ ˆ ˆ ˆD D D D              1 2 3 4360 360 90 60 90 120
  

 در  را برابرC و Bي  اگر دو زاويه     ـ14
 D2هاي زاويه اين كهنظر بگيريم، با توجه به 

  : هستند، داريم60 برابرF2و
  
  
  

  
b D b ( a) b a

a F a ( c) a c

             
             

1

1

120 180 120 60
120 180 120 60

      b a a c b c a      2

   ـ15
  
  
  
  

  
ˆ ˆ ˆC B B

BC ˆ ˆ ˆAM CM A C M

        
           

1

1 1

5634 56 282
34 34 34 682

ˆ ˆ ˆO M B           1 1180 180 68 28 84  
  

 سومهاي آزمون  تست پاسخ    

  
   ـ1

ˆ ˆ ˆC A D

ˆ ˆA D

   


 

1 1 1
1 1

60  

  ˆ ˆA D   1 1 30  
  

، كه نسبت30 و90 ،60اند از  عبارتABD مثلث هاي زاويهبنابراين
  .1 و 2 ،3آن برابر است با 

  

ترين   بزرگ،در شكل مقابل   ـ2
 ي  زاويهABED چهارضلعي ي زاويه

E3الساقين  ه به متساويبا توج.  است
 الاضلاع يو متسا وEBC  بودن مثلث
  : داريمDEC بودن مثلث

  

ˆ ˆC Cˆ ˆ ˆE B E

ˆ ˆC Cˆ ˆ ˆE D E

 
      





      

1 1
1 1 1

2 2
2 2 2

180 902 2
180 902 2

  
ˆ ˆC Cˆ ˆE E ( )
         1 2

1 2
90180 180 1352 2

  Ê      3 360 135 225
  

  :با توجه به شكل مقابل داريم   ـ3

  ˆ ˆ ˆA D B
ˆ ˆA D

  


 
1 1
1

  

  B̂ˆ ˆA D    1
1 302  

  
  :با توجه به شكل مقابل داريم   ـ4

  
AC AD C D

C B

ˆ ˆˆ ˆB C C D

  
 


    

2
1

1 2 180
  

  ˆ ˆ ˆ ˆC C C C     1 1 2 2 180  
  ˆ ˆC C     1 2

180 902  

 مورب
ساز است نيم

.شودترتيب ثابت مي به همين
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  43    پاسخ پلكان آزمون / 2 بخش  

 ي خارجي زاويه

طبق فرض: 

   ـ5
  
  
  
  

  AB DE ˆ ˆA D ˆˆAD D A AE ED
ˆ ˆAD A A

     
  

2 1
1 1

2 1


  

  
  :رو داريم مطابق شكل روبه   ـ6
  ˆABD A x متساوي الساقين است  

  B̂ x x x   1 2  
ˆˆBDC B C 1   متساوي الساقين است1

  Ĉ x 1 2  
  ˆ ˆC A x x x         1

8787 2 293
  
 مثلث، در اين كهبا توجه به   ـ7

 ي  ميانهالساقين است،  متساويAرأس 
AMباشد، پس مثلث  ، ارتفاع نيز ميBOM 
  : داريم والزاويه است قائم

    ˆ ˆB̂ C A    50 80 
      ˆˆ ˆB A B        1 190 90 80 10

  B̂ x            2 50 10 40 90 40 50
  
ACريم داACDي  الزاويه در مثلث قائم   ـ8 AD C، پس2  30

AB، داريمABDي  الزاويه و در مثلث قائم AD B، پس 2  45.   
BAC خواهيم داشتABCدر مثلث   105،بنابراين :  
      BAC

ACD
  


60 45 7
30 2

  
روشن است در شكل    ـ9

 هاي  مثلثهاي ضلع تمامي ،مقابل
ABO و ADE و مربع ABCD 
  : داريم،اندازه هستند هم

  

  ˆ ˆ ˆ ˆA A O O          1 2 1 2
180 3060 30 752

  
ˆ ˆ(A A )ˆAEO O

   
  2 32

180
.الساقين است متساوي2

  ( )ˆ ˆO O
           2 1

180 30 60 45 75 45 302
  
  
  

  روي عمودمنصفIچون      ـ10
BCاست، پس B B C ( ) 2 3 1 

ADو چون  AB ،بنابراين داريم 
D B B ( ) 1 1 2  D1از طرفي. 2

  است،BDCي خارجي مثلث  زاويه
      :پس  D B C ( ) 1 3 3  

          ( ),( ),( ) B B B B B    1 2 3 2 31 2 3
       B B 1 32  
      ABI DBC  2  

  
  را برابرD ي اگر زاويه     ـ11
در نظر بگيريم، خواهيم داشت :  
  

  

      
ˆ ˆˆA D A

ˆ ˆ ˆ ˆC A D B

     
     

1 2

1 1 2 2
  

ˆ ˆˆ ˆB A A D            2 1 2 180  
      180 365

  ˆ ˆ ˆA A A       1 2 72
  

الزاويه،   در مثلث قائمين كهابا توجه به      ـ12
  : داريم، وارد بر وتر نصف وتر استي ميانه

  
ADAC AC CD

AB BC AC
AB BC

     
 

2  

  
DAB پس، استالاضلاع  متساويABCبنابراين مثلث   60است .  

  
، ACEروشن است در مثلث      ـ13
 اين اين كهبراي .  ميانه استBCخط  پاره

الزاويه باشد، بايد  ائم قC مثلث در رأس
  يعني؛ نصف ضلع مقابلش باشدCB ي ميانه

AECB AB 2، پس در چهارضلعي 
ABCD دو ضلع AB و BCبايد برابر باشند .  
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