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 پاره هر ميدان يم. است راست خط كي بر واقع و متقاطع ريغ دو به دو راست خط پاره � شامل ،� ي مجموعه: سوال

 به متعلق آن يانتها دو كه داد قرار راست خط يرو يطور توان يم ندارد، واحد از شتريب يطول كه را يراست خط

 از اند، داده ليتشك را � كه يراست يها خط پاره طول مجموع ديكن ثابت. باشد � مجموعه
�
سوال . (ستين كمتر �

  )كتاب المپيادهاي شوروي 369

  

� حالت يبرا را مسئله • =   .ديكن حل �

 ميده نشان ميخواه يم .كنند صدق مسئله فرض در كه ندوش واقع يطور 
 خط يرو 	� و �� خط پاره دو ديكن فرض

�� + �	 ≥ 1

2
	� لزوما .  ≥  طول با � خط پاره. خواهد بود 1

1

2
 خط پاره نيا توان يم فرض طبق. ديريبگ نظر در را 

 پاره دو نيا از يكي يرو بتوان را � دو سر اگر. رنديگ قرار �� و 	� يرو � و  نقاط كه داد قرار خط يرو يطور را


 خط يرو را خط پاره نيا توان يم حتما صورت نيا در ،چنين كرد نتوان اگر حال. اثبات مي شودحكم  كهجاي داد  خط 
 �� خط پاره د،يكن يم مشاهده شكل در كه طور همان جهينت در. باشد 	� يرو � و باشد �� يرو  كه داد قرارطوري 

  . افتد يم � درون ملاكا

  

  

  

�� كه دهد يم جهينت نيا ≤ 1

2
  :داشت ميخواه بنابراين. 

�� + �	 = �	 − �� ≥ 1 − 1

2
= 1

2
 

  .شد خواهد ثابت حالت اين در ادعايمان نتيجه در و

�� تييضعو چه در ببينيم است خوب حال + �	 = 1

2
براي اين كه مجموع طول ها برابر . شود مي 

1

2
شد، بايد تمام با 

	�پس در اين حالت. نامساوي هايي كه منجر به اين نتيجه شدند نيز در حالت تساوي خود به سر برند = �� و 1 = 1

2
 

  :داشت خواهد ريز مانند يساختار جواب پس. ستا

  

   

 

 

 

�� ديكن فرض ≥  پاره تنها نيچن هم. نشاند ��يرو بر توان يم را � از كمتر طول با خط پاره هر كه است واضح . 	�

 از شيب طول با ييها خط
1

2
و  � نيب يطول با يها خط پاره مي توان ديد كه. داد قرار 	� و �� انيم توان يم را 

1

2
را نمي  

 ينم كه ييها طول ي بازه م،ييفزايب �� طول به و ميكن كينزد 	 به را � چقدر هر.  توان روي اين دو پاره خط جاي داد

,��( نشاند خط پاره دو نيا يرو بر توان 1

2
 نخواهد وجود يمشكل عملا ريز يحد حالت يبرا كه جايي تا شود يم كوچكتر )�

  . داشت
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� حالت يبرا را مسئله • =  .ديكن حل �

�1�3 كه گفت توان يم قبل همانند .اند گرفته قرار خطيك  يرو �3�3 و �2�2 ،�1�1 خط پاره سه حالت نيا در ≥ 1  .

 طول با � خط پاره بار، نيا. نه اي است كارساز زين حالت نيا در قبل قسمت دهيا مينيببداريم  يسع اول تلاش در
1

3
 دررا  

 نقطه دو فتد،ين اتفاق نيا اگر حال. است حل مسئله كه داد قرار خط پاره سه نيا از يكي يرو بتوان را � اگر. بگيريد نظر

 قبل مانند. داد قرار �2�2 يرو را � و �1�1 يرو را  بتوان ،ديكن فرض. رنديگ يم قرار مختلف خط پاره دو يرو � و 

�1�2 ،گرفت جهينت توان يم ≤ 1

3
  :دهد يم جهينتز ين نيا. 

�1�1 + �2�2 + �3�3 = �1�3 − �1�2 − �2�3 ≥ 1 − 1

3
− �2�3 = 2

3
− �2�3 

�2�3  هيمد نشان اگر حال. نشد حاصل ميخواست يم كه چه آن اما ≤ 1

3
 يم را يزيچ نيچنآيا  اما. بود خواهد حل مسئله 

 دهيا ،بنابراين. نباشد صادق ها آن يبراچيزي  نيچن كه پيدا كرد يحيصح يها مثال توان يم يراحت به داد؟ نشان توان

  .كرد استفاده يگريد دهيا از ديبا و بود نخواهد كارساز قسمت نيا يبرا قبل قسمت

  

  

  

  

 لااقل خط پاره سه نيا طول مجموع كه ميده نشانمي خواستيم 
1

3
 طول يتمام بتوان خط پاره سه نيا با ديكن فرض. است 

 از اين سه طول مجموع اما دآور دست به را 1 تا 0 يها
1

3
  يعني .باشد كمتر 

�1�1 + �2�2 + �3�3 ≤ 1

3
 

 طول با يها خط پاره مطمئنا وضعيت نيا در
1

3
جاي  �3�3 و �2�2 ،�1�1 هاي خط پاره از يكي يرو توان ينم را شتريب اي 

  . كرد استفاده مختلف خط پاره دو از ديبا ها، طول نيا آوردن دست به يبرا پس. داد

  .كرد دايپ مختلف خط پاره دو از استفاده با توان يم را ييها طول چه كه ميكن يم يبررس حال

�2] بازه در كه را ييها طول ميتوان يم �2�2 و �1�1 خط پاره دو كمك به − �1, �2 −  نيهم به. ميابيب ،هستند [�1

�3] بازه در كه را ييها طول �3�3 و �2�2 كمك به بيترت − �2, �3 −  را ييها طول �3�3 و �1�1 كمك به و [�2

�3] بازه در كه − �1, �3 −   .ميابي يم ،هستند [�1

1] اعداد ديبا .آمده، مسئله را حل كنيمبا استفاده از نتايج به دست  اكنون سعي مي كنيم

3
,  يمعرف كه يا بازه سه درون ،[1

  :گفت توان يم ياضير انيب به پس. شود اثبات مسئله حكم تا قرار بگيرند ميكرد

[1
3

, 1] ⊆ [�2 − �1, �2 − �1]⋃[�3 − �2, �3 − �2] ∪ [�3 − �1, �3 − �1] 
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 آن طولش از مجموع طول كه )ستين يكافاما ( است لازم باشد، گريد بازه سه اجتماعي  رمجموعهيز ،بازه كي كه نيا يبرا

  :يعبارت به اي نباشدسه بازه بيشتر 

2

3
= 1 − 1

3
≤ [��2 − �1� − ��2 − �1�] + [��3 − �2� − ��3 − �2�] + [��3 − �1� − ��3 − �1�]

= 2[��1 − �1� + ��2 − �2� + ��3 − �3� = 2[�1�1 + �2�2 + �3�3] 

   :داشت ميخواه نيبنابرا

�1�1 + �2�2 + �3�3 ≥ 1

3
 

 ازنمي تواند  خط پارهسه  نيا طول مجموع پس. است تناقض در ميكرد فرضدر ابتدا  چه آن با نامساوي نيا
1

3
 ،اشدب كمتر 

  .پس حكم مساله در اين حالت نيز ثابت مي شود

  

 .دهد نشان يكل حالت يبرا را حكم •

,�1�1 ،پاره خط مجزا �در اين مرحله  �2�2, ⋯ , در فرض مسئله گفته شد . داريمدر اختيار خط راست يك روي ،  � �

) پاره خط �اين ي مجموعه ( !روي مجموعه  �و  روي خط قرار داد كه طوري  را مي توان �به طول  �كه پاره خط 

  .قرار بگيرد #�#�روي  �و  "�"�ي رو فرض كنيد . دنواقع شو

خط اما احتمالا روي پاره  ،قرار داد !مجموعه اعضاي را روي  �و  مي توان باز هم  [0,1]در بازه  �با تغيير طبق فرض 

را بتوان روي  �اگر دو سر پاره خط به طول  كهنيم ك ميل عمنه گوين احال  .خواهند گرفتقرار  از اين مجموعه هاي ديگري

�زوج  [0,1]از بازه  �روي نقطه  گذاشت، #�#�و  "�"�يپاره خط ها$, %�  .)به شكل زير توجه كنيد(. مي نويسيمرا  

 ديده نشان، را اين گونه عدد گذاري كرد [0,1]كل اعداد بازه  بتوان اگر نكهيا با خواهد بود دلمعا فوق مسئله ،صورت نيا رد

كمتر از  ! يطول اعضا مجموع
1

  .نخواهد بود  

  

 

  

  

  

  

,�1�1 از يكي يرو بر كامل طور به بتوان كه را يطول حداكثر �2�2, ⋯ , ها  &�&� نيبلندتر ولط با برابر داد، قرار �3�3

 متفاوت خط پاره دو يرو برلزوما  ' از شتريب طول با ييها خط پاره سر دو نيبنابرا .)ديريبگ نظر در ' را طول نيا( است

 از هاولخد عضو دو. جاي داد ! مختلف دو عضو روي بر توان يم را ييها طول چه كه ميكن يم يبررس حال. دنريگ يم يجا

)� ي بينطول اب يخط پاره توان يم .ديريبگ نظر در را )�)� و &�&� مانند ،! − )� و &� −  دو نيا يرو يطور را &�

  .نشان مي دهيم &
را با  &�&�طول پاره خط  .رديگ قرار ها آن از يكي يرو بر سرش دو از كيهر كه گذاشت خط پاره
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  طول به يا بازه حداكثر ،!دو عضو  نيتوان گفت ا يم نيبنابرا

)�& − �(* − )�& − �(* = ��& − �&� + )�( − �(* = 
( + 
& 
   .ندپوشان يرا م [0,1] از

  باپوشانند برابر خواهد بود  يمآن را  ! يكه اعضا از بازه يحداكثر طول تينها در

max�
1, 
2, ⋯ , 
 � + . /)�( − �&* − )�( − �&*0
11&2(1 

= ' + . /��& − �&� + )�( − �(*0
11&2(1 

= ' + �� − 1� .��& − �&�
 

&31

= ' + �� − 1�[
1 + 
2 + ⋯ + 
 ] 

 

∑منظور از  /)�( − �&* − )�( − )�(تمام  مجموع  1)2&011*&� − �&* − )�( − كه  ها است *&�

1 ≤ 5 < 7 ≤ �,1,2}وعه دو عضوي از مدر واقع براي هر زير مج .باشد  ⋯ , � در مجموع فوق خواهيم يك جمعوند {

 (پس اين مجموع داراي . اشتد
2
  .عوند استجم *

  :ميصورت دار نيباشد، در ا 1 يا مساوي شتريب از  ديمقدار فوق با نينابراپوشانده شود، ب ديبا [0,1]كل بازه  چون


 + �� − 1�[
1 + 
2 + ⋯ + 
 ] ≥ 1 ⟹ 
1 + 
2 + ⋯ + 
 ≥ 1 − '
� − 1

 

∑ اگر حال 
& &31 ≥ 1

  ):خلف فرض(صورت نيا ريغ در است، اثبات مسئله كه  

' = max�
1, 
2, ⋯ , 
 � ≤ . 
&
 

&31

< 1

� 

  :داشت ميخواه فوق يهاينامساو به توجه با

1

� > 
1 + 
2 + ⋯ + 
 ≥ 1 − '
� − 1

≥
1 − 1

�
� − 1

= 1

� 

  .حكم مسئله ثابت مي شود نيبنابرا است، تناقض نيا كه

 برابر قايدق ! ياعضا مجموع كه يحالت يبرا يمثال ميتوان يم ايآ مينيبب ميخواه يم اكنون
1

  . نه اي ميكن دايپ باشد،  

' برابر پوشانند، يم [0,1] بازه از خط پاره � نيا كه يطول حداكثر ميدان يم + �� − 1�[
1 + 
2 + ⋯ + 
. است [ 

∑ م،يكرد فرض نيچن هم 
& &31 = 1

  :داشت ميخواه پس.  

' + �� − 1�[
1 + 
2 + ⋯ + 
 ] = ' + � − 1

� ≥ 1 

  :لذا

' ≥ 1

� 

�& �& �( �(  � 
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نمي تواند از  !پاره خط  �مجموع طول بنابراين 
1

  .پس حكم مسئله به كلي ثابت مي شود. كمتر شود  

 

پاره خط وجود دارد كه مجموع طول آن ها دقيقا  �آيا چينش مطلوبي از  •
�
 .شود �

از  تواند ينم، مجموع طول ها ! براي هر ساختار مطلوبي مانند ،ايمه ادد شاننن نوكا تتوجه كنيد 
1

اما ممكن . كمتر شود  

ها مجموع طول پاره خط كههيچ ساختار مطلوبي  لاثم كه ادد اننشن واتبت ممكن اس. وجود داشته باشد يزنكران بهتري  است

 زر امتك در آن
2

طول پاره خط ها در آن،  وعمجمو ارد د ودوج يوبلمط لتاحم هيد اننشر اگال ح .اردندد ووج ،شود  
1

، تاس  

 مازول رتصو يندر ا
1

جهت به دنبال ساختاري با مجموع طول  ينهمه ب .دبود هاخو ن ممكنران كريتهب  
1

  .هستيم  

 يم [0,1] بازه از !اعضاي كهطولي  حداكثردر گذشته گفتيم،  طبق چيزي كه. چينشي با اين خاصيت باشد !فرض كنيد 

' برابر پوشانند، + �� − 1�[
1 + 
2 + ⋯ + 
∑ م،يكرد فرض نيچن هم. است [  
&11&1 = 1

  :داشت ميخواه پس.   

' + �� − 1�[
1 + 
2 + ⋯ + 
 ] = ' + � − 1

� ≥ 1 

  :لذا

' ≥ 1

� 

'ي رفطاز  اما ≤ 1

' اينبربنا ،  = 1

 طول به خط پاره كي از ! صورت نيا در .  
1

� و   − ) صفر طول به خط پاره( نقطه 1

�همچنين به خاطر مي آوريم كه حالت تساوي در حالت . است شده ليتشك = ممكن است براي يافتن . ه چه شكل بودب 2

  .بدون نگاه به شكل زير ساختار را بيابيد ،سعي كنيد. چنين ساختاري كارساز باشد

 طول به خط پاره راست سمت در. كند ارضا را مسئله شرط كه ميده يم ارائه ينشيچ حال
1

 فاصله با را ها نقطه  
1

 يم هم از  

  .ميگذار

  

  

  

  

  

  

& ،� طول به خط پاره سر دو صورت، نيادر 
 ≤ � ≤ &<1

  .داد قرار �1�1 خط پاره و 1>&� نقطه يرو بر توان يم را ، 

  

يم ردكبت اثدا بتا �
1

ر برابع مومجين ا تي كهالح ايرب ليثام ركذ زاب سپس ،ستا ! ايعضا ولط عومجمي ارب نيارك  
1

  

 مكنم انكرن ريهتبن كردا يدپ السوت صورر داگر  سپ .درداند ووج وعممجين اي ابرر گترزبني كرايم دادن شان ،است

اب جو يمادد شانن كه هنوگ نامه ،شدمي ه ستاخو
1

 .دبو  

در مسايل بازه ها  اب ارك و خط و نقطه دننام، يبعدك ياندكي با ساختارهاي هندسي  در اين مقاله سعي داشتيم، �

  .تركيبياتي آشنا شويم
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