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:بحث مورد مطبلعه در این فصل   

ثشسسی ایٌىِ ثشای یه ضی دادُ ضذُ یه لبلت هٌبست ٍجَد داسد وِ ثتَاى ضی سا  

 :ثرای اشیبء فلسی  Castingمراحل 

 ثشاحتی اص لبلت خبسج وشد؟

 .دس ٍالغ دس ایي فػل یه ًوبی ٌّذسی اص سبخت اضیبء تَسف لبلت گیشی هكشح هی ضَد



 ٍ ضَد هی سیختِ لبلت دس هبیغ فلض اثتذا وِ است تشتیت ایي ثِ هشاحل لجل ضىل هَسد دس

 ثبیذ اهب.وٌین خبسج لبلت اص سا ضی آى ثبیذ ضذ تجذیل جبهذ حبلت ثِ هجذدا ایٌىِ اص پس

 است هوىي صیشا ًیست آیذ هی ًظش ثِ وِ آسبًی ایي ثِ ّویطِ آخش هشحلِ وِ وشد تَجِ

 خشٍج اهىبى وِ ثبضذ گشفتِ لشاس لبلت دس قَسی ػجبستی ثِ ٍ ثچسجذ لبلت ثِ ضی وِ

 .ضذ خَاّین لبلت ضىستي ثِ هججَس ًتیجِ دس ًذاسد ٍجَد

 استفبدُ دیگش لبلت یه اص تَاى هی اٍلبت ثبضذ،گبّی ًذاضتِ ٍجَد ضی خشٍج اهىبى اگش

 ٍجَد هٌبسجی لبلت وشُ سبخت ثشای هثلا.ًیست اهىبًپزیش وبس ایي اضیب ّوِ ثشای اهب وشد

 .ًذاسد



:محدودیت هبی مسئله   

ِ ضًَذ چٌذ ٍجْی ّستٌذ . 1  .اضیبئی وِ ثبیذ سبخت

 ثبضٌذ ثیطتش یب لكؼِ دٍ ضبهل ًجبیذ ّب لبلت ػجبستی ثِ ، ثبضٌذ لكؼِ یه ثبیذ ّب لبلت .2

  وِ وٌذ هی اهىبًپزیش سا وشُ هثل اضیبیی سبخت ثبضٌذ لكؼِ دٍ ضبهل وِ ّبیی لبلت اص استفبدُ).

 (.ًیست اهىبًپزیش ای لكؼِ یه لبلت یه ثب

ثِ ایي هؼٌب است وِ ًوی تَاى آى سا ثب پیچبًذى اص .دس اًتْب ضی ثبیذ ثب یه اًتمبل اص لبلت خبسج ضَد . 3
 .لبلت خبسج وشد



4.1        The Geometry of Casting 



 سبختِ ضَد ثبیذ  Castingثشای تػوین گیشی دس ایي هَسد وِ یه ضی هی تَاًذ ثب 

 . یه لبلت هٌبست ثشایص پیذا وٌین 

ضىل حفشُ داخل لبلت ثب تَجِ ثِ ضىل ضی تؼییي هی ضَد ٍ جْت ّبی هتفبٍت اص ضی  

 .لبلت ّبی هتفبٍتی سا ایجبد هی وٌذ

صیشا دس ثؼؿی حبلت ّب . اًتخبة چگًَگی لشاسگیشی ضی دس لبلت هی تَاًذ هطىل ثبضذ   

.خشٍج ضی اص لبلت اهىبى پزیش ًیست     

پس ثب تَجِ ثِ ایٌىِ وذام سكح ضی سا ثِ ػٌَاى سكح ثبلا دس ًظش ثگیشین لبلت ّبی 

 .هتفبٍتی خَاّین داضت



ثبضذ ٍ ثب سكَح لبلت توبس ًذاضتِ ( غبف)سكح ثبلایی ضی است وِ ثبیذ یه سكح افمی   

 .ثبضذ  xyثبضذ وِ دس ٌّگبم لشاس گیشی ضی دس لبلت ثبیذ هَاصی ثب غفحِ ی 

: Top facet 

 .گَیین اگش ثتَاًذ حذالل اص یىی اص جْت ّب  اص لبلت خبسج ضَد  castableیه ضی سا 

 .یه ضی ثبیذ ّوِ جْت ّب سا ثشسسی وٌین Castabilityثشای تػوین گیشی دس هَسد لبثلیت 



: (عبدی)  Ordinary Facet 

 یه سكح دس لبلت ٍجَد fًجبضذ وِ هتٌبظش ثب ّش ٍجِ ػبدی   top facetوِ  P  سكحی اص

 .ًطبى دادُ هی ضَد        داسد وِ ثب

.ضَدتؼییي جْت ثبیذ یه ثشای خبسج وشدى لكؼِ اص لبلت   

 دس ثبلای لبلت است،  (Top facet)وِ ثب لبلت توبس ًذاسد ضیء ثب تَجِ ثِ ایي وِ ٍجْی اص 

ثبضذ اهب ایي هحذٍدیت یه ( غؼَدی zهحَس یؼٌی دس ساستبی )سٍ ثِ ثبلا جْت اًتخبثی ثبیذ  

 .ضشـ لاصم است ٍ ثِ تٌْبیی ثشای داضتي یه جْت خشٍج هؼتجش وبفی ًیست



 سكح  اص سٍی fیه ٍجِ ػبدی اص ضی ثبضذ ، ثشای خبسج وشدى ضی اص لبلت ثبیذ  fفشؼ وٌیذ 

 . اص لبلت ثلٌذ ضَد یب سٍی آى ثلغضد       

 . یه چٌذ ٍجْی سِ ثؼذی ثبضذ  P  فشؼ وٌیذ وِ

 ثشای تؼییي صاٍیِ ثیي دٍ ثشداس ثبیذ اثتذا آى دٍ ثشداس سا قَسی دس ًظش ثگیشین وِ هجذا آًْب هجذا

دستگبُ هختػبت ثبضذ ، سپس ایي دٍ ثشداس دس غفحِ ی هتٌبظشضبى دٍ صاٍیِ داسًذ وِ اص ثیي آى دٍ  

 .ثبیذ صاٍیِ وَچىتش سا دس ًظش ثگیشین

            ٍ    یه ضشـ لاصم سٍی    ایي است وِ صاٍیِ ثیي
 . ثبضذ  90حذالل 

                : ثشداس ػوَد ثش سكحf  ثِ سوت خبسج ٍ. 



 هیتَاًذ اص لبلت خبسج ضَد        ثِ ٍسیلِ یه اًتمبل دس جْتP چٌذ ٍجْی :  4.1لم 

 . ثسبصد  P  ثب             ثِ اصای ّوِ سكَح 90اگش ٍ تٌْب اگش حذالل یه صاٍیِ 

:اثببت    

 صهبًی وِ اًتمبل دس جْت         90اگش       صاٍیِ ووتش اص ُ  دسجِ ثب         ثسبصد آًگب

 . ثب لبلت ثشخَسد هی وٌذ  fدس سكح  qثبضذ ّش ًمكِ  

 دس جْت       حشوت هیىٌذ ثب لبلت ثشخَسد وٌذ ،ثبیذ ًطبى دّین   Pفشؼ وٌیذ ٍلتی وِ 

 ًمكِ ای pفشؼ ضَد .سبختِ است      دسجِ ثب      90وِ دس ایي حبلت        صاٍیِ ووتش اص 

 تمشیجبً ثPِ   ثبضذ وِ ثب سكح      اص لبلت ثشخَسد وشدُ است ، ثِ ایي هؼٌبست وِ Pاص ضی  

 



دسجِ ثب     هی سبصد آًگبُ        90داخل لبلت حشوت وشدُ ، پس          یه صاٍیِ ثیص اص 

.ثب          خَاّذ سبخت  90صاٍیِ ای ووتش اص   



:ًتیجِ   

 ثتَاًذ تَسف دًجبلِ ای اص اًتمبل ّبی وَچه اص لبلت خبسج ضَد آًگبُ هیتَاى آًشا  P  اگش

 .تَسف یه اًتمبل ًیض خبسج وشد 

 ثؼذی سا هی تَاى تَسف یه ثشداس وِ اص هجذا ضشٍع هی ضَد، 3ّش جْت دس فؿبی 

 (هثجت  zسٍ ثِ ثبلا یؼٌی داسای هَلفِ .) ًوبیص داد 

 روند تجدیل مسئله فوق ثه یک مسئله هندسی: 



 ِّوچٌیي هیتَاى ّوِ جْت ّب سا ثِ ػٌَاى ًمبقی دس غفحz=1  دس ًظش گشفت. 

ًمكِ ی(x , y , 1)  یه ثشداس جْت(x , y , 1)  سا ًطبى هیذّذ . 

 ِثذیي تشتیت یه تٌبظش یه ثِ یه ثیي ًمبـ دس غفحz=1  ثشداسّبی جْت ٍ(x , y, 1) 
 .ثشلشاس هی ضَد 



ثشداس جْت            . فشؼ وٌیذ                                   ثشداس خشٍجی اص یه ٍجِ ػبدی ثبضذ   

دسجِ ثب ثشداس    هی سبصد اگش ٍتٌْب اگش ؾشة  90یه صاٍیِ حذالل                               

.داخلی آًْب هثجت ًجبضذ  

:ثٌبثشایي یه ٍجِ ػبدی یه هحذٍدیت ثِ ضىل صیش ایجبد هی وٌذ   

 ثشای فَق هؼبدلِ ًب). وٌذ هی تَغیف سا z=1 غفحِ سٍی غفحِ ًین یه فَق ًبهؼبدلِ

 : داسین حبلت ایي دس چَى ثبضذ ًوی دسست                       وِ افمی ّبی غفحِ

 . (هثجت ثبضذ zاهب ثیبى ضذ وِ ثبیذ هَلفِ 



تؼشیف هیىٌذ ، ٍ ّش ًمكِ  z=1یه ًین غفحِ سٍی غفحِ  Pثٌبثشایي ّش ٍجِ غیش افمی اص  

هی تَاًذ دس آى جْت اص  Pدس اضتشان ایي ًین غفحِ ّب هكبثك ثب یه ثشداس جْت است وِ  

 .لبلت خبسج ضَد 

 سا اص لبلت خبسج Pاضتشان ًین غفحِ ّب هوىي است تْی ثبضذ وِ دس ایي حبلت ًوی تَاى  

 .وشد  

 ثب تَجِ ثِ تَؾیحبت لجل هسئلِ اٍلیِ ثِ یه هسئلِ ٌّذسی دس غفحِ تجذیل هی ضَد. 



:مسئله هندسی   

 یه هجوَػِ اص ًین غفحِ ّب دادُ ضذُ است ٍ یه ًمكِ دس اضتشن آًْب سا ثبیذ پیذا وٌین 

.یب تطخیع دّین وِ اضتشاوطبى تْی است   

ضذُ دادُ چٌذٍجْی اگش n اص ثیص ٌّذسی هسئلِ آًگبُ ثبضذ داضتِ سكح n-1 ًین 

 ٍجِ ّش اصای ثِ ٍ ضَد هی گشفتِ ًظش دس Top Facet ػٌَاى ثِ سكح یه صیشا ًذاسد غفحِ

 .داضت خَاّین غفحِ ًین یه ػبدی

: 4.2قضیه   

   O(n)ٍ استفبدُ اص   O(n²)ٍجِ ثبضذ ،دس صهبى اًتظبس  nیه ضی ثب  Pفشؼ وٌیذ 

 P  ػلاٍُ ثش ایي اگش. است یب خیش  P ، Castable  رخیشُ سبصی هی تَاى تػوین گشفت وِ

 ،Castable ثبضذ یه لبلت ٍ یه ثشداس جْت هؼتجش ثشای خشٍج  P   ِدس صهبى هطبثِ هحبسج

 .هی ضَد 



 یب  castableثشای ایٌىِ تطخیع دادُ ضَد وِ یه ضی : توضیح در راثطه ثب قضیه قجل 

  اضتشان ثبیذ یه ّش اًتخبة ثب وِ داسد ٍجَد Top Facet ثشای اًتخبة n حذاوثش ، خیش

  خَاّذ اسائِ 4.4 ثخص دس وِ الگَسیتوی اص استفبدُ ثب وِ آیذ دست ثِ غفحِ ًین n-1 ثیي

 .است O(n²) ول صهبى ثٌبثشایي ٍ است هحبسجِ لبثل O(n) صهبى دس ضذ

 ًین غفحِ رخیشُ ضَد ، n-1حذاوثش ثبیذ  Top Facetثشای ّش یه اص حبلات اًتخبة ثشای 

 .رخیشا سبصی ًیبص داسد O(n)ثٌبثش ایي ثِ 



4.2         Half – Plane Intersection  



 فشؼ وٌیذ                               هجوَػِ ای اص هحذٍدیت ّب خكی ثب دٍ هتغیش ثِ ضىل 

 : صیش ثبضذ 

. وِ      ٍ      ٍ     ثبثت ّبیی ّستٌذ ثكَسیىِ حذالل یىی اص     یب     هخبلف غفش ثبضٌذ   

دس ِ  است وِ تَسف خف                                   R²اص لحبل ٌّذسی یه هحذٍدیت ثِ ػٌَاى یه ًین غفح
 .وشاى داس هی ضَد  



 ِهسئلِ پیذا وشدى هجوَػِ ّوِ ًمبـ                 است وِ دس ّوn  هحذٍدیت ثِ قَس 

 .ثبضذ هطتشن  Hهجوَػِ هیبى ًین غفحِ ّبی ػجبستی ًمبقی وِ ثِ ّوضهبى غذق وٌذ یب 

هحذة هجوَػِ یه ًیض هحذة ّبی هجوَػِ اضتشان ٍ است هحذة غفحِ ًین یه  

 . است غفحِ دس هحذة ًبحیِ یه ّب غفحِ ًین اص ای هجوَػِ اضتشان ثٌبثشایي ، است

 ثشخی ًین غفحِ ّب لشاس داسد ( وشاى ) ّش ًمكِ سٍی هشص ًبحیِ هطتشن سٍی خف هشصی. 

 خكَـ هشصی ًبحیِ هطتشن ضبهل خكَـ هشصی ًین غفحِ ّب خَاٌّذ ثَد. 

:مشترک ویژگی نبحیه   



 یبل وشاًذاس nًین غفحِ ، یه چٌذ ؾلؼی هحذة است وِ حذاوثش تَسف  nثخص هطتشن اص 
 .هی ضَد  

 ًبحیِ هطتشن هوىي است یه ًمكِ ثبضذ یب یه پبسُ خف یب تْی ثبضذ . 



 . یه ساُ آسبى ثشای هحبسجِ ًبحیِ هطتشن الگَسیتن تمسین ٍتسخیش است  



  تمسین هجوَػِ دٍ ثِ سا H هجوَػِ اثتذا اضتشان ًبحیِ هحبسجِ ثشای فَق الگَسیتن

  ٍ وٌذ هی ػول وَچه هجوَػِ دٍ اضتشان هحبسجِ ثشای ثبصگطتی غَست ثِ ٍ هیىٌذ

  ًبحیِ دٍ ثِ هشثَـ اضتشان ًبحیِ هحبسجِ ثشای ضطن خف دس ضذُ ثیبى سٍال سپس

 اًذ،فشاخَاًی آهذُ دست ثِ غحِ ًین n/2+1 حذاوثش اضتشان اص وذام ّش وِ چٌذؾلؼی

   .ضَد هی

 وشد استفبدُ هختلفی ّبی سٍش اص تَاى هی ضطن خف ثِ هشثَـ سٍال سبصی پیبدُ ثشای

 ثشای وِ است دٍم فػل دس ضذُ اسائِ الگَسیتن اص استفبدُ ّب سٍش ایي اص یىی وِ

 استفبدُ ًیض ّب چٌذؾلؼی اضتشان هحبسجِ ثشای ٍ ضذ ثیبى ًمطِ دٍ overlay هحبسجِ

 .ضذ



 :  2.7نتیجه _یبدآوری 

  n=n1+n2ساس ثبضذ ٍ  n2یه چٌذ ؾلؼی ثب  P2ساس ٍ  n1یه چٌذؾلؼی ثب  P1فشؼ وٌیذ 

 kهحبسجِ هی ضَد وِ  O( nlogn + klogn )دس صهبى  P1∩P2  ٍP1     P2  ٍP1\P2آًگبُ 

 . پیچیذگی خشٍجی است 

∩ 

 دس هَسد ثىبسگیشی ًتیجِ فَق ثشای هسئلِ هبى ثبیذ یِ ایي ًىتِ تَجِ وٌین وِ ًبحیِ ّب

ثِ ػجبستی ایي ًبحیِ ّب الضاهبً . هی تَاًٌذ ًبهحذٍد ثبضٌذ یب یه پبسُ خف ٍ یب یه ًمكِ ثبضذ 

 .چٌذ ؾلؼی ًیستذ 



 ِفشؼ وٌیذ وِ دٍ ًبحیC1  ٍC2  تَسف ثبصگطت هحبسجِ ضذُ اًذ ، ٍ چَى ّش دٍی آًْب

 . یبل داسًذ  n/2+1ًین غفحِ تؼشیف ضذُ اًذ ، حذاوتش  n/2 +1تَسف حذاوثش 

 الگَسیتن اسئِ ضذُ دس فػل دٍمOverlay ،C1 ٍ C2 سا دس صهبىO((n+k)log n) 

 .است  C1 ٍ C2تؼذاد ًمبـ هطتشن ثیي یبل ّبی  kهحبسجِ هی وٌذ وِ 



e1 

e2 

v 

V ثبیذ یه ساس اص اضتشانC1 ٍ C2  اص قشفی ٍC1∩C2  ًبحیِ هطتشنn  ًین غفحِ است

   k≤n:  ساس داسد ٍ ثِ ایي هؼٌبست وِ  nیبل ٍ   nثٌبثشایي حذاوثش 

O (nlogn+klogn) O (nlogn) 



:زمبن اجرای الگوریتم   

:پس   



 .است هحذة ًبحیِ یه ّب غفحِ ًین ثیي اضتشان ًبحیِ ضذ ثیبى لجلا وِ ّوبًكَس ٍالغ دس

  دٍ وٌین هحبسجِ سا آًْب ثیي اضتشان خَاّین هی وِ ّبیی ًبحیِ وِ ضَد هی فشؼ ایٌجب دس

 .ضَد هی ًظش غشف ثبضذ خف پبسُ یب ًمكِ ّب ًبحیِ وِ حبلاتی اص ٍ ّستٌذ ثؼذی

 ثیبى سا هحذة ًبحیِ یه ًوبیص چگًَگی ثبیذ ضَد هكشح جذیذ الگَسیتن ایٌىِ اص لجل پس

 .وٌین



 :C چگونگی نمبیش یک چند ضلعی محدة 

 هشصّبی چپ ٍ ساستC سا ثِ قَس جذاگبًِ دس دٍ لیست هشتت اص ًین غفحِ ّب لشاس 

 .هی دّین  

 اص ثبلا ثِ پبییي خكَـ هشصیC  دس لیست ّب ثِ تشتیت لشاس هی گیشد . 

L left (C) =           لیست هشتت اص خكَـ هشصی چپ

L right (C) =        لیست هشتت اص خكَـ هشصی ساست

 سئَس ثِ قَس غشیح رخیشُ ًوی ضًَذ ، هی تَاى آًْب سا تَسف 

ِ وشد   . تمبقغ ّبی هتَالی خكَـ هشصی هحبسج

فشؼ هی وٌین چٌذؾلؼی ؾلغ افمی ًذاسد. 



:الگوریتم جدید   

 هطبثِ الگَسیتنPlane Sweep  است  2اسائِ ضذُ دس فػل  . 

 یه خف افمی سا اص ثبلا ثِ پبیي حشوت هی دّین تب یبل ّبیC1 ٍ C2 تَسف آى لكغ 

 .ضًَذ  

 چَىC1 ٍ C2   یبل تَسف  4هحذة ّستٌذ حذاوثشSweep Line   ، لكغ هی ضًَذ

 :وِ ػجبستٌذ اص . یبل داضتِ ثبضین  4ثٌبثشایي فمف وبفی است وِ اضبسُ گشّبیی ثِ ایي 

Right_edge_C1, Left_edge_C1 

Right_edge_C2, Left_edge_C2 

 اگشSweep Line   هشص چپ یب ساست یه ًبحیِ سا لكغ ًىٌذ آًگبُ اضبسُ گش هٌكجك ثب آى

nil  هی ثبضذ. 





 فشؼ وٌیذy1  ِهَلفy  هشثَـ ثِ ثبلاتشیي ساس دسC1  ثبضذ ٍ اگشC1  اص ثبلا وشاًذاس ًجَد

y1=  ِثِ قَس هطبث ٍy2  ثشایC2  تؼشیف هی ضَد. 

 ystart = min(y1 , y2) 

 ِثشای یبفتي ًبحیِ هطتشن، الگَسیتن ثبیذ سٍی ثخطی اص غفحِ وy≤ystart اجشا ضَد   . 



:یبدآٍسی   

 .ّب ًیبص ثَد  event pointثِ یه غف ثشای رخیشُ وشدى  2دس الگَسیتن اسئِ ضذُ دس فػل 

ایٌجب دس event ّبی یبل پبیبى یب ضشٍع ًمبـ ّب C1 یب C2 ثب وِ ّستٌذSweep 

Lineثٌبثشایي. اًذ داضتِ ثشخَسد event پبییي ًمبـ ثیي اص ًمكِ ثبلاتشیي ثؼذی Sweep 

Line  تَسف وِ است ّبیی یبل اص Sweep Line  اًذ ضذُ لكغ . 



 ٍ ایٌىِ یه خف هشصی چپ C2است یب  C1اثتذا ثبیذ ثشسسی ضَد وِ هتؼلك ثِ  eثشای یبل 

 .است یب ساست ٍ سپس وبسّبی هشثَقِ اًجبم هی ضَد  

o فشؼ وٌیذe  یبل هشص چپC1  ٍ ثبضذp  ًمكِ ثبلایی آى ثبضذ ثٌبثشایيC  یىی اص ؾلغ ّبی
 :صیش سا خَاّذ داضت 

  ِیبلی وp  ًمكِ ثبلایی آى است . 

 یبل ّبیی وِ ًمكِ ی ثبلای آًْبe∩right_edge_C2  است. 

 یبلی وِ ًمكِ ی ثبلای آىe∩left_edge_C2  است. 



ثِ ػٌَاى یبلی اص  eلشاس داضتِ ثبضذ left_edge_C2  ٍ right_edge_C2دس ثیي pاگش 

C  ِهحسَة هی ضَد ٍ سپس ًین غفحِ ای وe ِخف وشاى آى هی ثبضذ ث L  left(C)   

 .  اؾبفِ هی ضَد 

e 

p 



 .یبل ّب اص ًمكِ ثشخَسد ضشٍع ضًَذ (1

 .لشاس داضتِ ثبضذ  right_edge_C2دس سوت ساست  Pایي اتمبق صهبًی هی افتذ وِ 

ثشخَسد داضتِ ثبضذ  right_edge_C2ثب  eاگش یبل 

هی ثبضذ ٍ ّش دٍ یبل Cآًگبُ ًمكِ ثشخَسد یه ساس اص

 ثَد وِ دٍ حبلت سخخَاٌّذ  Cثِ ػٌَاى یبل ّبیی اص 

 :هی دّذ 

ٍ ًین غفحِ تؼشیف  L  left(C) سا ثِ  eآًگبُ ثبیذ ًین غفحِ ی تؼشیف ضذُ تَسف 

 .   اؾبفِ وٌین   L  right(C) سا ثِ right_edge_C2ضذُ تَسف 

 



 .خَاّذ ثَد وِ دس ًمكِ ثشخَسد پبیبى هی یبثٌذ Cّش دٍ یبل ثِ ػٌَاى یبلی اص ( 2

 .لشاس داضتِ ثبضذ  right_edge_C2دس سوت چپ  pصهبًی ایي اتفبق هی افتذ وِ 

 . دس ایي حبلت وبسی اًجبم ًوی ضَد صیشا ایي یبل ّب لجلاً پیذا ضذُ اًذ 



است وِ یبل  Cثشخَسد داضتِ ثبضذ آًگبُ ًمكِ ثشخَسد ساسی اص  left_edge_C2ثب  eاگش 

C  ثب آى ضشٍع هی ضَد وِ ایي یبل ثخطی اصe  اص ٍ یب ثخطیleft_edge_C2 . 

 هی تَاى دس صهبى ثبثت یىی اص دٍ حبلت فَق سا اًتخبة وشد: 

لشاس داضتِ ثبضذ آًگبُ یبل هَسد  left_edge_C2دس سوت چپ  pاگش 

خَاّذ ثَد دس غیش ایي غَست ثخطی اص  eًظش ثخطی اص 

left_edge_C2  است. 
 

اؾبفِ  L left(C)سپس ثبیذ ًین غفحِ اًتخبة ضذُ سا ثِ 
 .  وشد 

 



 اضبفه شود ترتیت  L  rightیب  L  leftآیب زمبنی که ثبید دو نیم صفحه ثه 
 نیم صفحه هب درست است ؟

e 

Right_edge_C2 
e 

Left_edge_C2 

 ًین دٍ ثبیذ وذام ّش دّذ،دس سخ دیگش یه ثب سَم ٍ اٍل یب دٍم ٍ اٍل هطبثِ حبلات اگش

 هشتت غَست ثِ ّب غفحِ ًین ثبیذ ایٌىِ ثِ تَجِ ثب.ضَد اؾبفِ   L  right یب L  left ثِ غفحِ

 اؾبفِ دسست تشتیت ثب ًیض الگَسیتن دس ثبیذ ضًَذ رخیشُ هٌبست لیست دس پبییي ثِ ثبلا اص ٍ

 ثشسسی تشتیت ّوبى ثب ّب غفحِ ًین وشدى اؾبفِ تشتیت اگش ّب ضىل ثِ تَجِ ثب پس.ضًَذ

 .ضذ خَاّذ لحبل دسست تشتیت ّوبى ضَد اًجبم ضذ تَغیف لجل دس وِ



:ثررسی صحت الگوریتم   

 ثبیذ ًطبى داد وِ ًین غفحِ ّبی هشثَـ ثِ یبل ّبیC  ثب تشتیت دسستی اؾبفِ هی ضًَذ. 

اص یبل یه C وٌیذ ،فشؼ گیشین هی ًظش دس سا p ِآًگبُ ثبضذ آى ثبلای ی ًمك p ثبلایی ی ًمكِ یه 

 . است C1 ٍ C2 اص ’e ٍ e ّبی یبل ثشخَسد ی ًمكِ ػٌَاى ثِ یب ٍ است C2 یب C1 دس یبل یه اص

ی ًمكِ ثِ وِ صهبًی : اٍل حبلت دس  p اص یبل یه هیشسین C ضَد هی پیذا . 

ثبلایی ًمبـ ثیي اص تش پبییي ی ًمكِ ثِ وِ صهبًی : دٍم حبلت e ٍ e’ اص یبل یه ثشسین C  پیذا    

    . ضَد هی

 ّب وِ یبل ّبی ِ سا تؼشیف هی وٌٌذ اؾبفِ خَاّذ ضذ ٍ چَى ثشای پیذا وشدى  Cثٌبثشایي ّوِ ًین غفح

 .یبل ّب اص ثبلاتشیي ًمكِ ضشٍع هی وٌین ثٌبثشایي ثب تشتیت غحیح پیذا هی ضًَذ 



:4.3قضیه   

 .هحبسجِ هی ضَد  O(n)اضتشان دٍ چٌذ ؾلؼی هحذة دس غفحِ دس صهبى 

:زمبن اجرای الگوریتم   

: 4.4نتیجه   

 ٍ رخیشُ سبصی خكی هحبسجِ   O(nlogn)اضتشان یه هجوَػِ اص ًین غفحِ دس صهبى    

 .هی ضَد 



4.3      Incremental Linear Programming 



:اهداف   

تجذیل هسبلِ لبلت گیشی ثِ هسبلِ ثشًبهِ سیضی خكی 

حل هسبلِ ثشًبهِ سیضی خكی ثب ووه سٍش ّبی ٌّذسِ هحبسجبتی 

اسایِ یه الگَسیتن تػبدفی ثشای ثْجَد صهبى حل هسبلِ ثشًبهِ سیضی خكی 
 

 تب ثِ ایٌجب ًطبى دادین وِ چگًَِ اضتشان ًین غفحِ ّب سا ثذست آٍسین یب ثِ ػجبست دیگش هحبسجِ 

 .است  O(nlogn)هحذٍدیت وِ صهبى اجشای آى nّوِ جَاة ّبی یه هجوَػِ اص 

 دس هسئلِ لبلت گیشی ًیبص ًیست وِ ّوِ جَاة ّبی هجوَػِ هحذٍدیت ّبی خكی سا ثِ دست

 پس.آٍسین ، فمف یه جَاة وِ یه ًمكِ دس اضتشان ًین غفحِ ّب است ، وبفی هی ثبضذ  

 .هی تَاى الگَسیتن ثْتشی داضتِ ثبضین  



 دس ػول پیذا وشدى یه ًمكِ دس اضتشان ًین غفحِ ّب وبفی است. 

هسبلِ ی پیذا وشدى یه جَاة اص یه هجوَػِ هحذٍدیت ّبی خكی ، 

 . ًبهیذُ هی ضَد یب  

 ّذف پیذا وشدى یه جَاة خبظ ثشای هجوَػِ هحذٍدیت ّبست وِ یه تبثغ خكی

 .ًبهیذُ هی ضَد اص هتغیشّب هبوضیون وٌذ وِ ایي تبثغ ، 

 ثِ ػجبستی هسئلِ ثْیٌِ سبصی خكی ثِ غَست صیش است: 

 تبثع هدف

 محدودیت هب

 ِوci  ،aij  ٍbi  ٍ اػذادحمیمی ّستٌذd  ثؼذ هسئلِ است. 



 دس هسئلِ هَسد ثحث هبd=2  یؼٌی هسئلِ دٍ ثؼذی است. 

 اضتشان ًین غفحِ ّب هجوَػِ ًمبقی است وِ دس ّوِ هحذٍدیت ّب غذق هی وٌذ وِ 

 .ًبهیذُ هی ضَد   feasibleًبهیذُ هی ضَد ٍ ًمبـ ایي ًبحیِ ، ًمبـ  

 ًمبـ خبسج اص ًبحیِ سا ًمبـinfeasible  گَیین. 



ضذُ تؼشیف ّذف تبثغ      گشفت ًظش دس ثشداسجْت یه ػٌَاى ثِ تَاى هی سا ّذف تبثغ 

 دس ًمكِ دٍستشیي ،ثبیذ ّذف تبثغ وشدى هبوضیون ثشای ٍ .. دّذ هی ًطبى سا c ثشداس تَسف

  وشد پیذا سا داسد لشاس feasible ًبحیِ دس وِ C ثشداس جْت

 



هْن تشیي ایي . ثشای حل ایي هسبلِ دس تحمیك دس ػولیبت سٍش ّبی هختلفی ٍجَد داسد

 .است سٍش ّب وِ دس ػول ًیض ثسیبس هَسد استفبدُ لشاس هی گیشد، سٍش 

 :مراحل کبر 

ُتؼییي یه تبثغ ّذف دلخَا 

 حل هسئلِ خكی ثب تَجِ ثِ آى تبثغ ّذف ٍ هحذٍدیت ّب 



 هحذٍدیت خكی دس هسئلِ خكی دٍ هتغییشُ سا ثب                    nهجوَػِ 

 .ًطبى هی دّین 

 .ثشداس                   تبثغ ّذف سا تؼشیف هی وٌذ ٍ                                    است 

ّذف پیذا وشدى یه ًمكِ هبًٌذ              است ثِ قَسیىِ                  ٍ                    

 . هبوضیون ثبضذ 

 ِهسئلِ خكی سا ثب                ٍ ًبحیfeasible  سا ثبC  ًطبى هی دّین. 



:حبلت ولی ثشای جَاة هسئلِ ٍجَد داسد  4   



.i هسئلِ خكی غیش ضذًی است وِ جَاثی ثشای هجوَػِ هحذٍدیت ّب ٍجَد ًذاسد. 

.iiًِبحیِ ضذًی ثیىشاى است وِ دس ایي هَسد پشتَی        ٍجَد داسد وِ وبهلا دس ًبحی 

feasible  لشاس داسد ،ثِ قَسیىِ تبثغ ّذف دس جْت      هبوضیون خَاّذ ضذ. 

 .ثٌبثشایي دس ایي هَسد جَاثی وِ هَسد ًظش است تَغیف     هی ثبضذ 

iii.  ًِبحیfeasible  یه یبلe  داسد وِ جَاة ثشای هسئلِ خكی ٍجَد داسد اهب یىتب ًیست. 

Iv  اگش ّیچ یه اص سِ حبلت صیش سخ ًذّذ یه جَاة یىتب ٍجَد داسد وِ یه ساس اصC  

 .هی ثبضذ 

 

ρ 

ρ 

ρ 



  ایذُ ساُ حل ٌّذسی هسبلِ استفبدُ اص یه الگَسیتن افضایطی است. 

   ٌِدس ّش هشحلِ یه هحذٍدیت اؾبفِ هی ضَد ٍ ثشای هسبلِ جذیذ یه جَاة ثْی

 .ثٌبثشایي ًیبص است وِ جَاة ّشیه اص هسبئل هیبًی خَة ٍ یىتب ثبضذ .ثذست هی آیذ

هیبًی ، یه ساس ثْیٌِ یىتب داسد  feasibleثِ ػجبست دیگش فشؼ هی ضَد وِ ّش ًبحیِ

 .اهب هوىي ّویطِ ایي ضشـ ثشلشاس ًطَد( . iv)هثل ضىل



 ِثٌبثشایي ثشای تؿویي ایٌىِ هسئلِ وشاًذاس ثبضذ دٍ هحذٍدیت جذیذ ثِ غَست صیش اؾبف

 :هی وٌین 

 C0=m1∩m2ثستگی ًذاسًذ ًبحیِ  H وِ ثِ ًین غفحِ ّبی هجوَػِ  m1 ٍ m2ثب اًتخبة 

 . گَضِ داس است  یه ًبحیِ 

M ثبیذ ثِ اًذاصُ وبفی ثضسي ثبضذ وِ هحذٍدیت ّبی اؾبفِ ضذُ سٍی جَاة ثْیٌِ تبثیش

 .ًگزاسد 



  اگش هسبلِ ثی ًْبیت جَاة داضتِ ثبضذ، دس ایي حبلت وَچىتشیي ًمكِ دس تشتیت لبهَسی

 .خَاّذ ثَد 

 ثطذ یه جَاة یىتب داسد وِ ساس ًبحیِ  feasibleثب ایي دٍ لشاس داد ّشهسئلِ خكی وِ  

feasible  است وِ ایي ساس ، ساس ثْیٌِ ًبهیذُ هی ضَد . 



:فشؼ وٌیذ   

 ِجَاة یىتبی هشحلi  سا ثب𝑣𝑖  ًطبى هی دّین. 

:ٍ داسین   

 دس ًتیجِ اگش ثشای یهi ، 𝐶𝑖=∅   آًگبُ ثشای ّشj≥ i ،  𝐶𝑗=∅  

سا داضتِ  h1,h2,...,hnفشؼ وٌیذ              یه هسئلِ خكی ثبضذ ٍ ًین غفحِ ّبی 

هی ثبضذ ٍ  m1 ٍ m2هحذٍدیت اٍل ّوشاُ ثب دٍ هحذٍدیت  iهجوَػِ ای اص  Hiثبضین ٍ 

Ci  ًِبحیfeasible  تؼشیف ضذُ تَسف ایي هحذٍدیت ّب هی ثبضذ. 

 .ًطبى دادُ هی ضَد Viیه ساس ثْیٌِ یىتب داسد وِ ثب  Ciّش ًبحیِ ضذًی  C0ثب اًتخبة 



: 4.5لم   

ُ داسین  i≤n  ٍCi ٍvi≥1فشؼ وٌیذ   :ثِ غَست لجل تؼشیف ضذُ ثبضٌذ ، آًگب

.i                      ُآًگب 

.ii   ُاگش                     آًگب𝐶𝑖=∅   یب              وِ      خف وشاى      است. 

:اثجبت   

.i                                     ٍ                              فشؼ وٌیذ                     ، چَى

ثؼلاٍُ ًمكِ ثْیٌِ دس      ًوی تَاًذ ثْتش اص ًمكِ ثْیٌِ  . دس ًتیجِ                     

 .دس          چَى                    ، ثٌبثشایي        ساس ثْیٌِ دس      هی ثبضذ 



ii   )       ٍ فشؼ وٌیذ                      ، ثشای سسیذى ثِ تٌبلؽ فشؼ وٌیذ      تْی ًجبضذ

 .ًیض سٍی خف     لشاس ًگیشد ٍ پبسُ خف             سا دس ًظش ثگیشیذ 

 .ٍ چَى                   است ٍ ّوچٌیي داسین                                         

چَى             هحذة است ،پبسُ خف               داخل           لشاس داسد ٍ ًمكِ ی      

. ًمكِ ثْیٌِ          است ٍ تبثغ ّذف      دس جْت پبسُ خف              افضیص هی یبثذ 

 ( .حشوت اص     ثِ         )

 داسًذ صیشا                    ٍ                    qلكؼبً پبسُ خف              ٍ     ًمكِ ثشخَسدی هثل 

ًیض ثبیذ دس      لشاس داضتِ ثبضذ ،  qچَى پبسُ خف             دس داخل          لشاس داسد ًمكِ 

 اهب همذاس تبثغ ّذف دس قَل پبسُ خف             افضایص هی یبثذ 

 .ثٌبثشایي                              دس تٌبلؽ ثب تؼشیف        است 



دٍ حبلتی وِ پس اص اؾبفِ وشدى ًین غفحِ جذیذ سخ هی دّذ. 

ًین غفحِ اٍل ثذست هی آیذ ٍ ثب اؾبفِ وشدى ًین غفحِ  4ثؼذ اص اؾبفِ وشدى  v4ساس ثْیٌِ 

h5  ساس ثْیٌِ ّوبىv4  ثبلی هی هبًذ. 

لشاس ًویگیشد  ، ثٌبثشایي ثبیذ یه ساس ثْیٌِ   h6دس  h6ساس ثْیٌِ ثؼذ اص اؾبفِ وشدى ًین غفحِ 

 .جذیذ پیذا ضَد 

 .لشاس داسد ، وِ دس ضىل ًطبى دادُ ضذُ است  h6سٍی خف هشصی  v6ساس   4.5ثشقجك لن 



:پیدا کردن راس ثهینه   

لشاس ًذاسد ،هسئلِ )      ( فشؼ وٌیذ ساس ثْیٌِ جبسی             ثبضذ وِ دس ًین غفحِ ثؼذی    

:ثِ غَست صیش حل هی ضَد   

 سٍی      است ثكَسیىِ            هبوضیون ضَد ٍ pّذف پیذا وشدى ًمكِ 
 .     ثشای ّش             

ثشای سبدگی هسئلِ فشؼ هی ضَد وِ     ػوَدی ًجبضذ ثٌبثشایي هی تَاًین آًشا ثب یه  

 : ًطبى هیذّین ٍ تبثغ                        سا تؼشیف هی وٌین ثِ قَسی وِ xهختع 

 ثشای                                  

 



 هختعx  ًِمكِ ثشخَسد ًین غفحh  سا               هی ًبهین      ٍ. 

 اگش ثشخَسدی ٍجَد ًذاضتِ ثبضذ آًگبُ هی تَاى هسئلِ خكی ساinfeasible  گضاسش

 .وشد 

  اگش هحذٍدیتh  ثشای ّوِ ًمبـ سٍی       ثشلشاس ثبضذ هیتَاى آى هحذٍدیت سا

 . ًبدیذُ گشفت 

 :اص چپ وشاى داس ثبضذ   𝑙𝑖∩ℎاگش 

 :اص ساست وشاى داس ثبضذ   𝑙𝑖∩ℎاگش 

:هسبلِ ثِ غَست یه هتغیشُ صیش دس هی آیذ  



X left = max {                 :             اص چپ وشاًذاس ثبضذ } 𝑙𝑖∩ℎ 

X right = min {                 :             اص ساست وشاًذاس ثبضذ } 𝑙𝑖∩ℎ 

 ًِبحیfeasible  ُهسئلِ خكی یه هتغیشُ ثبص[xleft :xright]  ثٌبثشایي اگشxleft>xright  

  xrightیب  xleftاست ، دس غیش ایٌػَست ًمكِ ثْیٌِ سٍی     ، ًمكِ  infeasibleآًگبُ هسئلِ 

 .است وِ ثب تَجِ ثِ تبثغ ّذف تؼییي هی ضَد 
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 سخ  4.5یه هسئلِ خكی یه ثؼذی دس صهبى خكی حل هی ضَد ،ثٌبثشایي اگش هَسد دٍم  اص لن 

 سا هحبسجِ وشد یب تػوین گشفت  viهی تَاى ساس ثْیٌِ جذیذ O(i)دّذ آًگبُ دس صهبى 

  . است infeasibleوِ هسئلِ 
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هحذٍدیت ٍ دٍ هتغیش  nجَاة یه هسئلِ خكی وشاًذاس ثب  2DBOUNDEDLPالگَسیتن 

 .ٍ حبفظِ خكی هحبسجِ هی وٌذ  O(n²)سا دس صهبى 

: ثجبتا  

ثشای ایٌىِ ًطبى داد الگَسیتن ثِ دسستی جَاة سا پیذا هی وٌذ ثبیذ ًطبى داد وِ ثؼذ اص ّش 

 Ciثذست آهذُ ًمكِ ثْیٌِ ثشای  viًمكِ ( hiثؼذ اص اؾبفِ وشدى ًین غفحِ جذیذ ) هشحلِ 

 .ًتیجِ هی ضَد  4.5است وِ اص لن 

 تْی است ٍ  Ciثبضذ آًگبُ  Li ،infeasibleاگش هسئلِ خكی یه هتغیشُ سٍ 

  infeasibleدس ًتیجِ                            تْی است وِ ثِ ایي هؼٌبست وِ هسئلِ خكی 

 .است 



 ثبتَجِ ثِ ایٌىِ ًین غفحِ ّب یىی یىی اؾبفِ هی ضًَذn  هشحلِ داسین ٍ صهبًی وِ دس

 .است  O(i)ام غشف هی ضَد ثشاثش است ثب حل هسئلِ خكی یه هتغیشُ وِ   iهشحلِ 

:ثٌبثشایي صهبى اجشای الگَسیتن ثشاثش است ثب   

ِ  O(i)سا تَسف  iدس ٍالغ هب ّضیٌِ ّش هشحلِ  ِ ثِ ایي سمف ًویشسذ iوشاًذاس وشدین ،اهب صهبى هشحل  .ام ّویط

ام ثِ صهبى            ًیبص داسد ٍلی صهبًی وِ                      ثبضذ هشحلِ iصهبًی وِ                         هشحلِ 

i ام دس صهبى ثبثت حل هی ضَد. 

 .  ثٌبثشایي اگش ثتَاى صهبى تغییش ساس ثْیٌِ سا هحذٍد وشد هوىي است ثتَاى صهبى اجشای ثْتشی اسائِ وشد 



4.4      Randomized Linear Programming 



v2 

v3 

v4 
v5 

vn 

h1 

h2 

hn 

h5 
h4 

h3 v2 

h1 

h2 

hn 

h5 
h4 

h3 

h1 , ..., hn 

h1 ,h2,hn ..., h3 

 آیب تشتیت اؾبفِ وشدى ًین غفحِ ّب دس صهبى اجشای الگَسیتن هَثش است ؟ 

پس ثشای وبّص صهبى اجشای الگَسیتن ثبیذ تشتیت ًین غفحِ ّب اغلاح ضَد. 

اهب هی تَاى اص یه تشتیت تػبدفی استفبدُ وشد . یبفتي تشتیجی وِ گفتین سبدُ ًیست. 

 اؾبفِ هیىٌین ، ثب اؾبفِ وشدى ّش ًین غفحِ ساس h1,h2,h3...,hnدس تػَیشاٍل صهبًی وِ ًین غفحِ ّب سا ثبتشتیت

 ًین غفحِ ّب سٍ اؾبفِ وٌین ساس ثْیٌِ h1,h2,hn,hn-1,...h3ثْیٌِ تغییش هی وٌذ اهب دس تػَیش دٍم اگش ثِ تشتیت  

 .ػَؼ ًخَاّذ ضذ





Random(k)  یه تَلیذ وٌٌذُ ػذد تػبدفی است وِ ػذد غحیحk   سا ثِ ػٌَاى ٍسٍدی

 .دس صهبى ثبثت تَلیذ هی وٌذ  kتب  1هیگیشد ٍ یه ػذد غحیح تػبدفی ثیي 



چَى . داسد ثستگی ضَد هی هحبسجِ وِ تػبدفی تشتیت ثِ اجشا صهبى n داسین غفحِ ًین ،  

n! ػجبستی ثِ. داسد ٍجَد جبیگطت n! وذام ّش وِ داسد ٍجَد الگَسیتن اجشای ثشای حبلت 

 . داسًذ سا خَد ثِ هشثَـ اجشای صهبى

 چَى اًتخبة جبیگطت تػبدفی است احتوبل ّش وذام اص صهبى ّبی اجشا ثشاثش است. 

 ثٌبثشایي ثشای ثذست آٍسدى صهبى اجشای الگَسیتن ، هیبًگیي صهبى اجشا سٍیn!  تشتیت 

 . هختلف سا ثذست هی آٍسین ٍ آًشا صهبى هَسد اًتظبس اجشای الگَسیتن گَیین 
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است  O(n)هحذٍدیت ،صهبى هَسد اًتظبس اجشای الگَسیتن  nدٍ هتغیشُ ثب  ثشای هسئلِ خكی

 . ٍ ثِ حبفظِ خكی ًیبص داسد 

 یبدآٍسی اهیذ سیبؾی ٍ یب هیبًگیي هتغیش تػبدفی: 

𝑓(𝑥)  :تبثغ چگبلی احتوبل  



 صهبى اجشای الگَسیتن RANDOMPERMUTATION  ،O(n)  است. 

 .است  hnتب  h1ثٌبثشایي تٌْب هسئلِ تحلیل صهبى هَسد ًیبص ثشای اؾبفِ وشدى ًین غفحِ ّبی 

 اؾبفِ وشدى یه ًین غفحِ صهبًی وِ ساس ثْیٌِ تغییش ًىٌذ ثِ صهبى ثبثت ًیبص داسد. 

.صهبًی وِ ساس ثْیٌِ تغییش وٌذ ًیبص ثِ حل یه هسئلِ خكی یه هتغیشُ است       

:اثجبت   

 ثشای اؾبفِ وشدى غفحبت، هتغیش تػبدفی𝑋𝑖  سا ثذیي غَست تؼشیف هی وٌین: 



حل هی ضَد صهبى ،  O(i)هحذٍدیت دس صهبى  iچَى صهبى حل هسئلِ خكی یه هتغیشُ سٍی 

 :ثشاثش است ثب  hnتب  h1اجشای الگَسیتن ثؼذ اص اؾبفِ وشدى ّوِ غفحبت 

ثب تَجِ ثَدى ثِ خكی ثَدى اهیذ سیبؾی: 



E(Xi) چیست؟ 

.احتوبل ایٌىِ                         

 ثشای تحلیلE(Xi)  اص سٍضی ثِ ًبمBackWards Analysis  استفبدُ هی ضَد. 

 ٌِیؼٌی فشؼ هی ضَد وِ الگَسیتن اًجبم گشفتِ ٍ ساس ثْی𝑣𝑛  ِثذست آهذُ، حبل غفح
ℎ𝑛  سا حزف هی وٌین. 

ثب چه احتمبلی نقطه ثهینه تغییر می کند؟ 



 ِاص آًجب وِ ًین غفحِ ّب ثِ قَستػبدفی اؾبفِ ضذُ اًذ، احتوبل ایٌىℎ𝑛  ِیىی اص ًین غفح

 .هی ثبضذ n/2 حذاوثشثبضذ  𝑣𝑛ّبی تؼشیف وٌٌذُ 

𝑣𝑛  ساس𝐶𝑛  هی ثبضذ،حذالل تَسف دٍ تب اص ًین غفحِ ّب تؼشیف هی ضًَذ. 

 ٍلتی𝑣𝑛  تغییش هی وٌذ وِ ساسی اص𝐶𝑛−1  دس جْت افضایص ثشداس     ًجبضذ، ٍ ایي صهبًی

 .سا تؼشیف هی وٌذ  vnیىی اص ًین غفحِ ّبیی ثبضذ وِ  hnاهىبى پزیش است وِ  



 ًهوىي است دٍهب 𝑣𝑛    تَسفm1 ٍ𝑚2  تؼییي ضذُ ثبضذ وِ دس اًتخبة تػبدفیhn  لشاس

 .ًذاسًذ 

 ؟n/2چرا حداکثر 

 ًاگش  اٍلا𝑣𝑛   ِتَسف ثیص اص دٍ ًین غفحِ تؼشیف ضذُ ثبضذ، آًگبُ حزف یىی اص ًین غفح

 .ًویطَد  𝑣𝑛ّب ثبػث تغییش 

 .است  n/2حذاوثش  E(xi)احتوبل  :ًتیجِ 



 :دسًظش گشفتِ ضَد، ثبص ّن داسین 𝐻هؼبدلِ اٍل  i ثشای  Backwardsحبل اگش ّویي سًٍذ 

𝐸(𝑋𝑖) ≤ 2/ 𝑖 



4.5      Unbounded Linear Programs 



ٍهحذٍدیت اؾبفی وشاًذاس وشدین، اهب ایي  دس لسوت لجل ثشًبهِ خكی ًبهحذٍد سا ثب اػوبل د

یب ّوبى هشص ًبحیِ  ًیست ٍ حتی گبّی ثشًبهِ خكی هحذٍد هی ضَد ٍلی وشاى ّویطِ هوىي

 .وِ لبثل ضٌبخت ًیست هوىي ثسیبس ثضسي هی ضَد ثِ گًَِ ای

چگًَِ وشاًذاس ثَدى یب ًجَدى ثشًبهِ خكی سا               تطخیع ثذّین ؟ 

 feasibleسٍ ثِ ًبحیِ  hٍ ػوَد ثش وشاى  hثشداس ًشهبل ًین غفحِ :       
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یه هسئلِ خكی                غیشوشاًذاس است اگش ٍ فمف اگشیه ثشداس     ٍجَد داضتِ 

ثشای ّش                ٍ هسئلِ خكی                         ٍ                          ثبضذ ثكَسیىِ         

feasible وِ   است: 

:اثجبت   

ثِ گًَِ ایست وِ وبهل  ρثِ هؼٌی ٍجَد اضؼِ  Cلجلا گفتِ ضذ وِ ثیىشاى ثَدى : قشف سفت

 .همبدیش ثضسي دلخَاُ ثگیشد ρلشاس ثگیشد ٍ تبثغ ّذف دس قَل feasible دس ًبحیِ 

P ًمكِ ضشٍعρ است ٍ    ثشداس جْتρ  هی ثبضذ . 



: ثٌبثشایي هی تَاى      سا ثِ غَست سٍ ثشٍ ًوبیص داد   

تبثغ ّذف     ثطتشیي همذاس سا هی گیشد اگش ٍ تٌْب اگش             ثِ ػجبست دیگش                  

      .  

ρ   



 ٍجَد                  ًمكِ یه است feasible هسئلِ یه             چَى : ثرگشت طرف

               چَى . وٌین هی فشؼ سا                                           اضؼِ. داسد

                 چَى ثؼلاٍُ گیشد هی لشاس                ّش دس وبهلاً       اضؼِ            ثشای

 .داضت خَاّذ      قَل دس سا دلخَاُ ثضسي همبدیش        ّذف تبثغ

       پبساهتش یه وِ هیىٌذ ایجبة وِ                  داسین                  غفحِ ًین یه ثشای

 .                 ّش ثشای                           قَسیىِ ثِ ثبضذ داضتِ ٍجَد

 ٍ                                    وٌیذ فشؼ

دس ًتیجِ                                          وبهلاً دس ّش ًین غفحِ ی               لشاس هی 

 .  گیشد ، ثٌبثشایي               ثذٍى وشاى است 

  

    



اگش هختػبت سا قَسی دٍساى دّین وِ ثشداس    ثِ غَست ػوَدی ثِ سوت ثبلا ثبضذداسین 

c=(0,1) ّش ثشداس جْت ٍ d=(dx,dy) وِ سا هی تَاى ثِ غَست d=(dx,1) ًَضت وِ ثب

𝑑𝑥  سٍی خف𝑦=1 ًطبى دادُ هیطَد. 

ثٌبثشایي یه دستگبُ اص ًبهؼبدلِ خكی یب ثِ ػجبست دیگش یه هسئلِ خكی یه هتغیشُ      
.داسین      


