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  خطیخطیآشنایی با مبانی کنترل آشنایی با مبانی کنترل   ::بخش اولبخش اول33 )1

 مقدمه  -1-1

مهندسی کنترل خودکار در پیشرفت علوم . بخش مهم و ناگسستنی از فرایندهاي صنعتی امروزي، کنترل خودکار می باشد
نه از آنجا که پیشرفت نظریه کنترل خودکار و کاربردهاي آن عامل دستیابی به کارایی بهی. نقش حیاتی داشته است

سیستمهاي دینامیکی، افزایش بازده و تسهیل کارهاي دستی است، درك درست از مباحث کنترلی، آشنایی با روشهاي 
تحلیل سیستمهاي موجود و طراحی سیستم هاي جدید کنترلی بر مبناي خواسته هاي مطلوب، از مهمترین موضوعاتیست 

  .که مهندسین امروزي باید با آن آشنا باشند
تک خروجی لازم  –مباحث اصلی کنترلی که درك آنها براي تحلیل و طراحی سیستم هاي خطی تک ورودي  در این جزوه 

  . است تا حد ممکن گنجانده شده است

  :مهم تعاریف - 1-2

  :در ابتدا لازم است با تعاریف اصلی که در متن جزوه آمده است، آشنا شویم
متغیر تأثیرپذیر کمیت یا . می شوداندازه گیري یا شرطی است که  متغیر تحت کنترل، کمیت :متغیر کنترل و متغیر تاثیرپذیر  - 1

. است سیستم خروجیمعمولاً متغیر تحت کنترل . شرطی است که تغییر داده می شود تا بر متغیر تحت کنترل تاثیر بگذارد
مقدار مطلوب ت کنترل به منظور از کنترل، اندازي گیري متغیر تحت کنترل و تغییر متغیر تاثیر پذیر براي رساندن متغیر تح

  .است
بطور مثال کوره گرمایش، راکتور شیمیایی، (دستگاه می تواند بخشی از یک وسیله، یا هر جسم فیزیکی تحت کنترل  :دستگاه  -2

  .باشد ...)موتور و 
 .فرآیند مجموعه اعمالی است که بصورتی معین یکی پس از دیگري انجام شده تا هدف معینی برآورده گردد :یندآفر - 3
. سیستم تنها سیستم فیزیکی نیست. سیستم ترکیبی از اجزاست که با هم و براي انجام عملی خاص کار می کنند :سیستم - 4

 . نیز تعمیم داد... مفهوم سیستم را می توان به پدیده هاي پویاي انتزاعی، مثلا پدیده هاي اقتصادي، زیستی و 
 .شدبا هر کمیت متغیر نسبت به زمان سیگنال می :سیگنال -5
اگر اغتشاش در داخل یک سیستم . اغتشاش سیگنالیست که در جهت تغییر شدید خروجی یک سیستم عمل می کند :اغتشاش - 6

براي  )سیگنال تحریک( تولید شود آن را داخلی می نامیم، اغتشاش خارجی در خارج سیستم تولید می شود و یک نوع ورودي
 .سیستم محسوب می شود

 .یک سیستم به ورودي مشخص را پاسخ سیستم می نامند) عکس العمل(خروجی  :پاسخ - 7
منظور از کنترل با فیدبک، عملی است که می کوشد در حضور اغتشاش اختلاف بین خروجی سیستم و  :کنترل با فیدبک -8

  .ي مرجع را به حداقل ممکن برساندورود

  :یادآوري مبانی ریاضی سیستم هاي کنترلی -1-3

  :معادلات دیفرانسیلی -3-1- 1

 . که بر حسب یک متغیر و مشتقات مرتبه بالاتر آن بیان می گردند ت دیفرانسیل به معادلاتی گفته می شودمعادلا



    وه  س    رل   ی  وه  س    رل   ی

  4صفحه 

یک معادله  1- 1 رابطهبطور مثال . بزرگترین مرتبه مشتق متغیر مورد نظر، مرتبه معادله دیفرانسیل نامیده می شود
  .استn 1دیفرانسیل از مرتبه 

1-1  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 01 ...
n n

n nn n

d y t d y t dy t
a a a a y t f t

dt dt dt

−

− −+ + + + =  

)تابع  )f t اگر این تابع متحد با صفر باشد معادله دیفرانسیل . که تابع ورودي نامیده می شود نوع معادله را تعیین می کند
   .را همگن و اگر مقدار داشته باشد غیر همگن نامیده می شود

)دست آوردن ب(یکی از روش هاي حل معادله دیفرانسیل  )y t (استفاده از تبدیل لاپلاس می باشد.  

  لاپلاستبدیل  - 3-2- 1

تبدیل لاپلاس یک ابزار قدرتمند ریاضیست که در حل بسیاري از مسائل کاربردي رشته مهندسی کنترل مورد استفاده قرار 
  . می گیرد

0tدامنه  بر روي توابعی تعریف می گردد که در  2تبدیل لاپلاس اگر تابعی این شرط را داشته باشد، . تعریف شده باشند ≤
  . خواهد بود 2- 1 رابطهتبدیل لاپلاس آن بصورت 

1-2  ( ){ } ( ) ( )
0

stf t F s f t e dt
+∞

−= = ∫L  

}که در آن  }L  ،عملگر تبدیل لاپلاس( )F s  تابع تبدیل لاپلاس( )f t  وs  یک متغیر مختلط به فرمs jα ω= + 
  :با چند مثال به یادآوري مبحث تبدیل لاپلاس می پردازیم. می باشد

  

    1- 1مثال  3
  :تبدیل لاپلاس توابع زیر را محاسبه نمایید

  

( ) 1 0
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u t
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  :حل
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   :حل

...
( )tδ

t
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  :براي تابع ضربه می دانیم

                                                                                                                                                           
)ام یک سیگنال را به فرم nمشتق مرتبه   1 )1

1

n

n

d y t
dt

−

−
)یا   ) ( )ny t نمایش می دهند. 

 .که در واقع آنچه ما بعنوان تبدیل لاپلاس می خوانیم تبدیل لاپلاس یک طرفه نام دارد 2

 نامعلوم
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  :تبدیل لاپلاس آن برابر است با بنابراین
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تیم، دیگر براي توابع معروف می توانیم از جدول تبدیل لاپلاس استفاده اکنون که روش محاسبه تبدیل لاپلاس را یادگرف

  . نماییم
 جدول زوج تبدیلات لاپلاس 1-1 جدول

( )X s ( )x t    

1( )tδ  1   
1
s 

( )u t  2   

2

1
s . ( )t u t  3   

1

!
n

n
s + . ( )nt u t  4   
1

s a+ ( )ate u t−  5   

( ) 1

!
n

n
s a ++ . . ( )n att e u t−  6   

0
2 2

0s
ω

ω+ ( )0sin ( )t u tω  7   

2 2
0

s
s ω+ ( )0cos ( )t u tω  8   

( )2 2
0

s a
s a ω

+

+ + ( )0cos ( )ate t u tω−  9   

( )
0
2 2

0s a
ω

ω+ + ( )0sin ( )ate t u tω−  10   
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 جدول خواص تبدیل لاپلاس 2-1 جدول

( )X s  ( )x t  ردیف  
( ) ( )1 2F s F sα β+  ( ) ( )1 2f t f tα β+  1   
1 sF
α α

 
 
 

  ( )f tα  2   

( )0t se F s−  ( )0f t t−  3   

0( )F s s−  ( )0s te f t  4   

( ) ( )1
n
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n

d F s
dz

−  ( ).kt f t  7   
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1 2 1
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s F s s s s
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−
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−− − − −L   ( )n

n

d f t
dt

  7   

( )F s
s
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0

f t dt
∞

∫  8   

( ) ( )1 2F s F s  ( ) ( )1 2f t f t∗  9   

( ) ( )1 2
1

2

C j

C j

F p F s p dp
jπ

+ ∞

− ∞

−∫  ( ) ( )1 2f t f t  10  

  
  :با یک مثال این مبحث را یادآوري می نماییم

  

    2- 1مثال  3
  :تبدیل لاپلاس توابع زیر را محاسبه نمایید
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  :حل
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  :قضایاي تبدیل لاپلاس - 3-3- 1

  :قضیه اصلی تبدیل لاپلاس عبارتند ازدو 
  

  
  

    3- 1مثال  3
  :اگر داشته باشیم

( )
2

3

1
5

sF s
s s

+
=

+ +
   

)مقدار   )0f  و( )lim
t

f t
→∞

  :را محاسبه نمایید 
  

  :حل
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  :لاپلاسعکس تبدیل  - 3-4- 1

  :براي محاسبه تابع زمانی از روي تابع حوزه لاپلاس باید از عکس تبدیل لاپلاس استفاده نمود

1-3  ( ){ } ( ) ( )
0

1 0
2

stF s f t F s e ds t
jπ

+∞

= = ≥∫-1L  

از آنجا که رابطه انتگرالی عکس تبدیل لاپلاس، حل اینگونه مسائل را پیچیده می کند، براي محاسبه عکس تبدیل لاپلاس 
  . استفاده می کنیم 1- 1تاجاي ممکن از جدول 

می بینیم که تمامی توابع حوزه لاپلاس فرم کلی کسري دارند، بنابراین براي استفاده از  1- 1با یک نگاه دقیق به جدول 
  .، ابتدا باید تابع حوزه لاپلاس را به کسرهاي جزئی تفکیک نماییم1-1جدول 

  
  

v قضیه مقدار اولیه:  

( ) ( )0 lim
s

f s F s
→∞

=  

v قضیه مقدار نهایی:  

( ) ( )
0

lim lim
t s

f t s F s
→∞ →

=  
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    4- 1مثال  3
  :لاس توابع زیر را محاسبه نماییدعکس تبدیل لاپ

  

( ) 2

3
3 2

sF s
s s

+
=

+ +
 )1   

  :حل
  :ابتدا کسر را به کسرهاي جزئی تجزیه می کنیم

( ) 1 2
2

3
3 2 2 1

A AsF s
s s s s

+
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( ) ( )
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2 1 1
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21 2 2
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T
t te e u t
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 + 

+
-1L

  
  

( )
3 2

2

5 9 7
3 2

s s sF s
s s
+ + +

=
+ +

 )2   

   :حل
  :ت بنابراین ابتدا صورت را به مخرج تقسیم می کنیمدرجه صورت از مخرج بیشتر اس

v کسر به کسرهاي جزئیتجزیه  -یادآوري:  

اگر درجه صورت کسري از مخرج آن کوچکتر باشد؛ براي تجزیه آن کسر به کسرهاي جزئی بصورت زیر عمل می 
  :کنیم

)اگر کسر  -1 )F s  مرتبه اول(داراي عامل ساده (( )is p+  باشد، براي محاسبه ضریب این کسر در تجزیه به
 :اي جزئی بدین صورت عمل می کنیمکسره

( ) ( )lim
i

i is p
A s p F s

→−
= + 

)اگر کسر  -2 )F s  داراي عامل مکرر از مرتبهk از( )is p+  باشد، تابع بهk  کسر از این عامل تجزیه
)ل گردد که توان عام می )is p+  در مخرج کسرهاي تجزیه شدهj ( )1, 2,...,j k=براي . نامیده می شود

 :در مخرج از این عامل بدین صورت عمل می کنیم jمحاسبه ضریب هر کسر با توان 

( ) ( ) ( )( )1 lim
! i

k j
k

j ik js p

dA s p F s
k j ds
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−→−
= +

−
  

رجه صورت کسري از مخرج آن بزرگتر یا حتی مساوي باشد؛ براي تجزیه آن کسر به کسرهاي جزئی ابتدا اگر د
  .صورت را به مخرج تقسیم نموده و سپس از روش فوق براي کسر باقیمانده استفاده می کنیم
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   :حل
  :کسر متفاوت تولید می شود داریم، بنابراین براي این یک ریشه سه 3در این کسر یک ریشه مرتبه 
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1 1 2! 1
21 2! 1

t t t t

t

e e te t e u t
s ss s

t e
s s

− − −

−

−  + + + = + + − + −  + +

− − × −
= =

+ +

  
 
  
      
   
      

-1

-1 -1

L

L L
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  :حل معادلات دیفرانسیل با استفاده از تبدیل لاپلاس -1-4

  .تبدیل لاپلاس و عکس آن را فرا گرفتیم، به حل معادلات دیفرانسیلی با استفاده از تبدیل لاپلاس می پردازیماکنون که 
با مرتب سازي . ابتدا از طرفین معادله دیفرانسیل، تبدیل لاپلاس می گیریم  دیفرانسیلی از طریق لاپلاس،براي حل معادلات 

به مثال زیر . معادله و محاسبه لاپلاس تابع مجهول، از طریق عکس تبدیل لاپلاس، تابع زمانی معادل را محاسبه می کنیم
  :توجه کنید

  
    5- 1مثال  3

  :حل نمایید معادلات دیفرانسیلی زیر را
  

( )
( )

2 7 3 0
0 3

0 0

y y y
y

y

′′ ′+ + =

=

′ =

 )1   

  :حل
{ } { } { } { } { }

( ) ( ){ ( ){ ( ) ( ){ ( )

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

2

3 0 3

2

2

3 3

0.5

2 7 3 0 2 7 3 0

2 0 0 7 0 3 0

2 7 3 6 21

6 21 6 21
2 7 3 2 3 0.5 3 0.5

6 21lim 3 lim 0.6
2 0.5

lim 0.5 lim

s s

s

y y y y y y

s Y s s y y sY s y Y s

Y s s s s

s s A BY s
s s s s s s

sA s Y s
s

B s Y s

→− →−

→−

′′ ′ ′′ ′+ + = → + + =

   
′   → − − + − + =

   
   

→ + + = +

+ +
→ = = = +

+ + + + + +

+
= + = = −

+

= + =

L L L L L

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0.5

3 0.5

6 21 3.6
2 3

0.6 3.6 0.6 3.6
3 0.5

s

t t

s
s

Y s y t e e u t
s s

→−

− −

+
=

+

−
= + → = − +

+ +  
  

( )
( )

2 2

0 0

y y t

y

δ′+ =

=
 )2   

   :حل
{ } ( ){ } { } { }

( ) ( ){ ( ) ( )( )
0

2 2 1

0 2 1 2 1

y y t y y

sY s y Y s Y s s

δ′ ′+ = → + =

 
 → − + = → + =
 
 

L L L L
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( ) ( ) ( ) ( )21
2

tY s y t e u t
s

−→ = → =
+

  

  
( )

( )
( )

2 5 3

0 0

0 0

y y y t

y

y

δ′′ ′+ + =

=

′ =
 )3  

  :حل
{ } ( ){ } { } { } { }

( ) ( ){ ( ){ ( ) ( ){ ( )

( )( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )

2

0 0 0

2

22 2

2 5 3 2 5 3

0 0 2 0 5 3

2 5 3

233 2
2 5 1 2

3 sin 2
2

t

y y y t y y y

s Y s s y y sY s y Y s

Y s s s

Y s
s s s

y t e t u t

δ

−

′′ ′ ′′ ′+ + = → + + =

   
′   → − − + − + =

   
   

→ + + =

×
→ = =

+ + + +

=

L L L L L

 

 
  



 

 12صفحه 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ش  ش      ::ممدودو  
   د سازی ریا ی      ھای د نا ی ی د سازی ریا ی      ھای د نا ی ی

 
 
 



   وه  س    رل   ی  وه  س    رل   ی

 13صفحه 

  مدلسازي ریاضی سیستمهاي دینامیکیمدلسازي ریاضی سیستمهاي دینامیکی: : بخش دومبخش دوم33 )2

  :مقدمه  - 2-1

. دهد مدل ریاضی سیستم دینامیکی یک معادله ریاضیست که رفتار دینامیکی سیستم را دقیقاً یا حداقل به خوبی نمایش می
  . ختلف نمایش دادمدل ریاضی یک سیستم یکتا نبوده و آن را می توان به روش هاي م

( )x t ( )y t

  
)یک سیستم با ورودي :  1-2شکل  )x t  و خروجی( )y t  

اقتصادي یا حتی زیست محیطی را   الکترونیکی، حرارتی،   رفتار دینامیکی بسیاري از سیستم ها را، اعم از سیستم مکانیکی،
این معادلات را می توان با استفاده از قوانین فیزیکی حاکم بر سیستم، . بر حسب معادلات دیفرانسیلی توصیف نمودتوان  می

  .مثلاً قوانین نیوتن براي سیستم هاي مکانیکی و قوانین کیرشف براي سیستمهاي الکتریکی بدست آورد
  
  
  

  
  

  .چند تعریف آشنا می شویم پیش از بررسی روش هاي مدل سازي سیستم هاي حقیقی، ابتدا با

  :تعاریف مهم -2-2
سیستمی خطی است که خاصیت جمع آثار در مورد آن صادق باشد، یعنی پاسخ ناشی از  :سیستم هاي خطی و غیرخطی - 1

از نظر ریاضی، این مشخصه . ، برابر جمع پاسخ هاي ناشی از تک تک این ورودیها باشد)تحریک(اعمال همزمان چندین ورودي 
  :وان بصورت زیر بیان نمودسیستم را می ت

2 -1  
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2n n n n

n n

x t y t

x t y t
x t x t x t y t y t y t

x t y t

α α α α α α

→


→ → + + + → + + +

 →

L L
M

 

  
 خروجی سیستم هاي غیرخطی -انواع مشخصه ورودي :2-2شکل 

v یافتن یک مدل ریاضی مناسب، مهمترین بخش تحلیل یک سیستم می باشد: نکته.  
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سیستم در طی از نظر مفهومی، سیستم تغییر ناپذیر با زمان است اگر رفتار و مشخصه هاي : سیستم تغییرناپذیر با زمان -2
  :از نظر ریاضی، این مشخصه سیستم را می توان بصورت زیر بیان نمود. شندزمان ثابت با

2 -2  ( ) ( ) ( ) ( )0 0x t y t x t t y t t→ → − → −  

سیستمی که دو خصوصیت خطی بودن و تغییر ناپذیري با زمان را داشته باشد، سیستم : سیستم خطی و تغییرناپذیر با زمان - 3
 .خوانده می شود )LTI( 1خطی و تغییرناپذیر با زمان

سیستمی را بدون حافظه گویند اگر خروجی آن به ازاي هر مقدار از متغیر : سیستم بدون حافظه –ستم حافظه دار سی - 4
سیستمی که این خاصیت را نداشته باشد، . مستقل در یک زمان مفروض، فقط به ورودي در همان زمان بستگی داشته باشد

ظر با وجود مکانیزمی در سیستم است که اطلاعاتی را درباره مفهوم حافظه در یک سیستم، منتا. سیستم حافظه دار گویند
 .مقادیر ورودي در زمان هایی بجز لحظه جاري، نگهداشته یا ذخیره می کند

سیستمی را علی گویند اگر خروجی در لحظه فقط به مقادیر ورودي در لحظه کنونی و گذشته بستگی داشته : سیستم علّی -5
 . پیشگو گویند زیرا سیستم مقادیر آینده را پیش بینی نمی کندچنین سیستمی را اغلب غیر. باشد

کراندار ) یعنی مقدار ورودي بدون حد افزایش نیابد(یک سیستم به یک ورودي کراندار ) پاسخ(اگر خروجی : سیستم پایدار - 6
هاي کوچک به خروجی سیستم پایدار سیستمی است که در آن ورودي   به بیان غیر رسمی،. سیستم را پایدار می نامند باشد،

 . هایی منجر می شوند که همگرا باشند

  :مدل ریاضی یک سیستم -2-3

  :این روش ها عبارتند از. خروجی یک سیستم خطی را به چهار روش می توان توصیف نمود –رابطه ریاضی بین ورودي 

 معادلات دیفرانسیلی -1
 تابع تبدیل -2
 معادلات حالت -3
  دیاگرام بلوکی -4

در بخش اول جزوه، معادلات دیفرانسیل معرفی  .فی قابل تبدیل به روشهاي دیگر می باشندهر یک از این روش هاي توصی
  :بنابراین اکنون به بررسی سه روش دیگر می پردازیم. گردید

  :تابع تبدیل - 1- 2-3

تابع تبدیل یک سیستم خطی تغییرناپذیر با زمان، طبق تعریف نسبت تبدیل لاپلاس خروجی سیستم به تبدیل لاپلاس 
)بنابراین، اگر تابع تبدیل یک سیستم را با  .رودي آن می باشدو )G s نمایش دهیم داریم:  

2-3  ( ) ( ){ }
( ){ }

( )
( )

y t Y s
G s

X sx t
= =

L
L

 

)که در آن  )y t و( )x t به ترتیب خروجی و ورودي سیستم می باشند.  

                                                                                                                                                           
1 Linear Time-Invariant System (LTI System) 
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معادله دیفرانسیل توصیف . اکنون به بررسی ارتباط بین تابع تبدیل و معادله دیفرانسیل توصیف کننده سیستم می پردازیم
  :را بصورت زیر در نظر بگیرید 1-2کننده سیستم شکل 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 0 1 1 01 1... ...
n n m m

n n m mn n m m

d y t d y t dy t d x t d x t dx t
a a a a y t b b b b x t

dt dt dt dt dt dt

− −

− −− −+ + + + = + + + +
  

  

  :داریم 6شماره نکته  نبا اعمال تبدیل لاپلاس بر روي رابطه فوق و در نظر گرفت
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )

1 1
1 1 0 1 1 0

1 1
1 1 0 1 1 0

1
1 1 0

1
1 1 0

... ...

... ...

...

...

n n m m
n n m m

n n m m
n n m m

m m
m m

n n
n n

a s Y s a s Y s a sY s a Y s b s X s b s X s b sX s b X s

Y s a s a s a s a X s b s b s b s b

b s b s b s bG s
a s a s a s a

− −
− −

− −
− −

−
−

−
−

+ + + + = + + + +

→ + + + + + = + + + +

+ + + +
→ =

+ ++ + +

  

  .براي رسیدن از تابع تبدیل به معادله دیفرانسیل کافیست عکس روش فوق را بکار بگیریم
  

    1-2مثال  3
  :تابع تبدیل سیستم هاي توصیف شده زیر را بدست آورید

  
5 4 2 14y y y x x′′′ ′′ ′+ + = + )1   

  :حل
{ } { }5 4 2 14y y y x x′′′ ′′ ′+ + = +L L  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 25 4 2 14s Y s s Y s Y s s X s X s→ + + = +  

v نکات مهم:  
 

 .بع تبدیل به مشخصات سیستم بستگی دارد و مستقل از ورودي و خروجی استتا -1
در واقع توابع تبدیل چندین . تابع تبدیل هیچ اطلاعاتی در خصوص ساختار فیزیکی سیستم بدست نمی دهد -2

 .سیستم مختلف و کاملاً متفاوت می تواند یکسان باشد
 .هر ورودي را می توان محاسبه نموداگر تابع تبدیل یک سیستم مشخص باشد، پاسخ سیستم به  -3
خروجی هاي گوناگون  –بطور تجربی و بررسی ورودي ) که خطی نیستند،(تابع تبدیل سیستم هاي عملی  -4

  .بدست می آید

 :اگر ورودي سیستم سیگنال ضربه باشد، داریم -5

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ){

( )
1

1
Y s

x t t X s G s Y s
X s

δ= → = → = =  

  . است) لاپلاس پاسخ ضربه سیستم(ضربه بنابراین تابع تبدیل، همان لاپلاس خروجی سیستم به ورودي 

  .براي محاسبه تابع تبدیل یک سیستم، شرایط اولیه همواره صفر در نظر گرفته می شوند - 6
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( )( ) ( ) ( )
( )
( )

3 2

3 2

5 4 1 2 14

2 14
5 4 1

Y s s s s X s

Y s s
X s s s

→ + + = +

+
→ =

+ +

  

  
( ) ( )
( ) ( ) ( )3t t

x t t

y t e e u t

δ
− −

=


= −
 )2   

   :حل

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( )

3
2

2

2

1

1 1 1 3 2
3 1 3 1 4 3

2
24 3

1 4 3

t t

X sx t t
s sY sy t e e u t

s s s s s s

s sG s
s s

δ
− −

 ==  → + − − −   = − = == −    + + + + + + 
−

−+ +→ = =
+ +

  

( )2 5 3y y y x t′′ ′+ + = )3  
  :حل

{ } ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )

2

2

2

2 5 3

2 5 3

2 5 3

3
2 5

y y y x t

s Y s sY s Y s X s

Y s s s X s

G s
s s

′′ ′+ + =

→ + + =

→ + + =

→ =
+ +

L L

 

  

    2-2مثال  3
)با توجه به تابع تبدیل داده شده، پاسخ سیستم را به ورودي ) الف )x t محاسبه نمایید.  

( )

( ) ( ) ( )

2

5

10
5 6

1 t

G s
s s

x t e u t−

 = + +
 = −

 )1   

  :حل

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

5

0 0

10 10
5 6 2 3 10 5

2 3 51 1 5 51
5 5 5

50
2 3 5 2 3 5

lim lim

t

s s

Y s
G s

s s s s X s
Y s

s s s ss sX s e u t
s s s s s s

A B C DY s
s s s s s s s s

A sY s s

−

→ →


= = = + + + + → = × + + ++ − = − = − = =

 + + +

= = + + +
+ + + + + +

= =

L

50
s ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2

5
32 3 5

lim 2 lim 2
s s

s s s

B s Y s s
→− →−

=
+ + +

= + = +
( )

50
2s s + ( ) ( )

25
33 5s s

−
=

+ +
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( ) ( ) ( )
3 3

lim 3 lim 3
s s

C s Y s s
→− →−

= + = +
( ) ( )

50
2 3s s s+ + ( )

( ) ( ) ( )
5 5

25
35

lim 5 lim 5
s s

s

D s Y s s
→− →−

=
+

= + = +
( ) ( ) ( )

50
2 3 5s s s s+ + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 5

5
3

5 1 5 5 1 5 1 5 5
3 2 3 5 3

t t tY s y t e e e u t
s s s s

− − −

−
=

 
→ = − + − → = − + −  + + + 

  

  
  :پاسخ پله سیستم توصیف شده بصورت زیر را محاسبه نمایید) ب

( ) ( )
2

3
4 20

s s
G s

s s
+

=
+ +

 )2   

   :حل

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1x t u t X s
s
s

Y s G s X s

= → =

= =
( )

2

3 1
4 20
s

s s s
+

+ +
( )

2

2 2

3
4 20

4 20 0 4 80 0

s
s s

s s

+
=

+ +

+ + = → ∆ = − <

  

. می باشد 1-1جدول  10و  9ه عکس تبدیل لاپلاس هر زمان ریشه هاي مخرج موهومی بودند، فرم کلی پاسخ ردیف هاي در محاسب
  :براي محاسبه مقادیر مجهول، معیار را مخرج کسرها قرار می دهیم

( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 2 2 22 2 2 2 2

2 2 2

4 20 2

2 4 2 4 20 16 4
412 1 2 2 1 44

42 4 2 4 2 4 2 4 2 4

1 1cos 4 sin 4 cos 4 sin 4
4 4

t t t

s s s a s as a

a a a

s s s
Y s

s s s s s

y t e t e t u t e t t u t

ω ω

ω ω ω ω

− − −

+ + ≡ + + = + + +

→ = → = → + = + = → = → =

×  + + + +
= = + = +  

 + + + + + + + + + + 
   → = + = +   
   

  

  
  :پاسخ ضربه سیستم توصیف شده بصورت زیر را محاسبه نمایید) ج

( ) ( )
1

1
G s

s s
=

+
 )3   

   :حل
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 0

1
1

1 1

lim lim
s s

x t t X s
A BY s G s X s

s s s s

A sY s s

δ

→ →

= → =

= = = +
+ +

= =
1

s ( )
1

1s
=

+

  
( ) ( ) ( )

1 1
lim 1 lim 1
s s

B s Y s s
→− →−

= + = +
( )

1
1s s +

1= −  
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

tY s y t e u t
s s

−= − → = −
+

  

  :معادلات حالت - 2- 2-3

مدلسازي در فضاي حالت که نظریه نوین کنترل نام گرفته است، به منظور برآوردن قیدهاي سخت تر بر عملکرد سیستم 
در ابتدا لازم است با چند تعریف . دگی و سهولت دسترسی به کامپیوترها بکار گرفته شده استهاي کنترل، افزایش پیچی

شنا شویم   :اصلی در این خصوص آَ

معلوم باشند،  0tیک سیستم دینامیکی، کوچکترین مجموعه متغیرهایی است که اگر در لحظه  1منظور از حالت :مفهوم حالت - 1
0tدي در به همراه ورو t≥  0می توان رفتار سیستم درt t≥ را بطور کامل تحلیل نمود. 

یک سیستم دینامیکی، متغیرهایی هستند که کوچکترین مجموعه تعیین کننده حالت سیستم  2متغیرهاي حالت :متغیر حالت -2
 . را تشکیل می دهند

1متغیر  nدینامیکی حداقل  اگر براي توصیف کامل رفتار 2, ,..., nx x x  این لازم باشد، در صورتیکهn  با مشخص شدن متغیر
0tورودي رفتار سیستم را در هر لحظه  t≥ متغیرهاي حالت یک  .مین بزنند، متغیرهاي حالت سیستم را تشکیل می دهندتخ

که این یکی از مزیت هاي . (حتی این متغیرها می توانند فیزیکی نباشند. اندازه گیري باشند/ نباید قابل مشاهده لزوماًسیستم 
 .)مدلسازي حالت می باشد

1اگر :بردار حالت - 3 2, ,..., nx x x  1متغیرهاي حالت یک سیستم باشند، بردارnx ×

r تعریف شده بصورت زیر را بردار حالت گوییم: 

1

2

n

x
x

x

x

 
 
 =
 
 
 

r
M

  

1بعدي که محورهاي مختصات آن  nفضاي  :فضاي حالت - 4 2, ,..., nx x x هر حالت . باشند، فضاي حالت نامیده می شود
1,2,..., , ii n x= ضاي حالت می باشدبیانگر یک نقطه در ف. 

در تحلیل فضاي حالت، با سه نوع . مدلسازي معادلات حالت می پردازیماکنون با در دست داشتن این تعاریف، به معرفی فرم 
  :متغیر که در مدل کردن رفتار دینامیکی سیستم دخالت دارند، سر و کار داریم

 متغیرهاي ورودي •
 متغیرهاي خروجی •
 متغیرهاي حالت •

  :فرم کلی این معادلات بصورت زیر است  ورودي، mمتغیر حالت و nبا خطی براي یک سیستم
  

2-4  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1 1 1 1

n n n n n m m

n n m m

x t A t x t B t w t

y t C t x t D t w t
× × × × ×

× × × × ×

 = +


= +

r r r&
r r  

                                                                                                                                                           
1 State 
2 State Variables 
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)که در آن  )1mw t×

r  ،بردار متغیرهاي ورودي( )1 1y t×  متغیر خروجی و( )1nx t×

r ماتریس . بردار متغیرهاي حالت می باشند
)هاي  ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,n n n m n mA t B t C t D t× × × اگر سیستم  .ماتریسهایی هستند که به مشخصات سیستم وابسته می باشند ×
LTI باشد، ماتریسهاي ضرایب ثابت بوده و فرم کلی بصورت زیر تغییر خواهد کرد:  

2-5  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1 1 1 1

n n n n n m m

n n m m

x t A x t B w t

y t C x t D w t
× × × × ×

× × × × ×

 = +


= +

r r r&
r r  

 

را با  1- 2بار دیگر سیستم شکل . اکنون به بررسی ارتباط بین تابع تبدیل، معادله دیفرانسیل و معادلات حالت می پردازیم
  :معادله دیفرانسیل و تابع تبدیل زیر در نظر بگیرید

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

1 1 0 1 11 1

2
0 2 1

1
1 1

... ...

...
...

n n n n

n n n nn n n n

n n
n n n

n n
n n

d y t d y t dy t d w t d w t dw t
a a a y t b b b b w t

dt dt dt dt dt dt
b s b s b s bG s
s a s a s a

− −

− −− −

−
− −

−
−

+ + + + = + + + +

+ + + +
=

+ + + + +
  

  
  

دیفرانسیل به معادلات حالت به صورت زیر براي تبدیل معادله  ،اگر در معادله دیفرانسیل مشتقات ورودي ظاهر نشود •
  :کنیم عمل می

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 11

1

2 1

...
n n

n nn n

d y t d y t dy t
a a a y t w t

dt dt dt
x t y t

dy t
x t x t

dt

−

−−+ + + + =

=

= =&

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
{

( )
( )

{ ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2

2

1 2 2

1

1

1

1 11

1 1 2 1

...

...
n

n

n n n

n

n n

n n

n n nn n

x t
x tx t

n n n

d y t
x t x t

dt
d y t

x t
dt

d y t d y t dy t
x t a a a y t w t

dt dt dt

a x t a x t a x t w t

−

− − −

−

−

−

−−

−

= =

=

 
 

→ = = − − − − + 
  
 

= − − − − +

M

&

&
14243

  

  

  :بنابراین داریم

[ ]

1 1

2 2

1 1

1

2

0 1 0 0
0 0 0

1

1 0 0 0

n n n n

n

x x
x x

w

x a a a x

x
x

y w

x

−

       
       
       = +
       
       − − −       


 
 
  = + ×
 
 
 

& L
&
M M O M M
& K

L
M
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رانسیل به معادلات حالت به ظاهر شود، براي تبدیل معادله دیف ام mاگر در معادله دیفرانسیل مشتقات ورودي تا مرتبه  •
  :صورت زیر عمل می کنیم

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 0 1 11 1

1 0

2 1 1

1 1

1 1 2 1

... ...

...

n n n n

n n n nn n n n

n n n

n n n n n

d y t d y t dy t d w t d w t dw t
a a a y t b b b b w t

dt dt dt dt dt dt

x t y t w t

x t x t w t

x t x t w t

x t a x t a x t a x t w t

β

β

β

β

− −

− −− −

− −

−

+ + + + = + + + +

= −

= −

= −

→ = − − − − +

&
M

&

&

  

  :که در آن
0 0

1 1 1 0

1 1 1 1 0...n n n n n

b
b a

b a a a

β

β β

β β β β− −

=
 = −


 = − − − −

M
  

  :بنابراین داریم .می باشد

[ ]

1 1 1

2 2 2

0 1 1

1

2
0

0 1 0
0 0

1 0 0

n n n n

n

x x
x x

w

x a a a x

x
x

y w

x

β
β

β

β

−

       
       
       = +
       
       − − −       


 
 
  = +
 
 
 

& L
&
M M O M M
& K

L
M

  

دیفرانسیل با استفاده از  با داشتن تابع تبدیل، ابتدا از تابع تبدیل به معادله دیفرانسیلی معادل می رسیم و سپس از معادله
با اعمال . اما با داشتن معادلات حالت نیز می توان به تابع تبدیل رسید. را بدست می آوریمروش هاي فوق معادلات حالت 
  :داریم 5-2تبدیل لاپلاس به هر دو معادله 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

1

1

1

sX s AX s BW sx t A x t Bw t
Y s CX s DW sy t C x t D w t

X s sI A BW s X s sI A BW s

Y s C sI A BW s DW s

C sI A B D W s

Y s
G s C sI A B D

W s

−

−

−

−

 = += + → 
= += +  

→ − = → = −

→ = − +

= − +

→ = = − +

r r r&
r r

L

  



   وه  س    رل   ی  وه  س    رل   ی

 21صفحه 

    3-2مثال  3
  :لت زیربراي سیستم توصیف شده توسط معادلات حا) الف

[ ]

1 1

2 2

1

2

2 1 2
1 4 2

1 1 0

x x
u

x x

x
y u

x

−      
= +      −      

 
= + 

 

&
&

 

  

   تابع تبدیل) الف

[ ]

( ) ( )

( )

( )( )

( ) ( )

1

1 1
1

2

2 2

2 1 2
, , 1 1 , 0

1 4 2

1 0 2 1 2 1
0 1 1 4 1 4

4 1 4 11 1
1 2 1 22 4 1 6 7

4 1 21 11 1
1 2 26 7

A B C D

G s C sI A B D

s
sI A s

s

s s
s ss s s s

s
G s

ss s s

−

− −
−

−   
= = = =   −   

= − +

 −  + −     
→ − = − =      − − +      

+ +   
= =   + ++ + − + +   

 +    
→ = =    ++ + +    

( )

( )2 2

4 1 2
1 1

1 2 26 7

2 101 4 161 1
2 66 7 6 7

s
ss

s s
ss s s s

 +   
   ++    

 +   +
= =  ++ + + +  

  

  پاسخ پله ) ب
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

1.58 4.41

4 16 4 16 2.28 2.15 0.13
6 7 1.58 4.416 7

2.28 2.15 0.13t t

s sG s Y s
s s s s ss s s

y t e e u t− −

+ +
= → = = − −

+ + + ++ +

→ = − −

  

4پاسخ به ورودي ) ج ( )te u t− را محاسبه نمایید.  
( )

( )
( )

( ) ( )
( )2

2

4 16
4 44 166 7

1 4 6 7
4

sG s sss s Y s
s s sR s

s

+ = ++ + + → = =
+ + + =

 +
( )4s + ( )

( ) ( ) ( )

2

1.58 4.41

1.4 1.4
1.58 4.416 7

1.4 t t

s ss s

y t e e u t− −

= −
+ ++ +

→ = −

  

  
  

    4-2مثال  3
  :ه زیر را بدست آوریدمعادلات حالت سیستم هاي توصیف شد

  

( ) 2

10
5 6

G s
s s

=
+ +

 )1   

  :حل
  :ابتدا از تابع تبدیل معادله دیفرانسیلی معادل را بدست می آوریم
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( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

2

2

10
5 6

5 6 5 6 10

5 6 10

Y s
G s

s s W s

s s Y s s Y s sY s Y s W s

d y t dy t
y t w t

dt dt

= =
+ +

→ + + = + + =

→ + + =
-1L

  

  :اکنون معادلات حالت را بدست می آوریم
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
{

( )
( )

{ ( )
[ ]

1
2

1

1 1

2 2
2 1

12

22 2

0 1 0
6 5 10

1 0 0
5 6 10

x t
x t

x t y t

x x
wdy t x xx t x t

dt x
y wd y t dy t xx t y t w t

dt dt

 =


       
= +       − −       = = → 

   = +  = = − − +  


&
&&

&

  

  

( ) 2

12 59
6 8

sG s
s s

+
=

+ +
 )2   

   :حل
  :تابع تبدیل معادله دیفرانسیلی معادل را بدست می آوریم ابتدا از

( )
} }

{ {

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

2

2 2

2

2

12 59
6 8

6 8 6 59 12 59 12 59

6 8 12 59

b b

a a

Y ssG s
s s W s

s s Y s s Y s sY s Y s s W s s W s W s

d y t dy t dw t
y t w t

dt dt dt

+
= =

+ +

→ + + = + + = + = +

→ + + = +
-1L

  

  :اکنون معادلات حالت را بدست می آوریم
0 0

1 1 1 0

2

0
2 12

59 6 12 13

b
n b a

β
β β

β

= =
= → = − =
 = − × = −

  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1 1
1

2 2
2 1

1
2 1 2

2

0 1 12
8 6 13

12
1 0 08 6

x xx t y t w
x x

x t x t w t
x

y wx t x t x t w t
x

      = = +      − − −       = − → 
   = + ×= − − −     

&
&

&

&

  

  :دیاگرام بلوکی - 4- 2-3

  :ز نموداري موسوم به نمودار بلوکی استفاده می کنیمدر مهندسی کنترل براي نشان دادن عملی که هر عنصر انجام می دهد ا
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  :توضیحات بیشتر از طریق مثال بیان می گردد، به نمودار بلوکی زیر توجه کنید
  

∑ ( )G s

( )H s

( )R s ( )C s+

−

  
 یک نمودار بلوکی نمونه: 3-2شکل 

  :داریم 3- 2در نمودار بلوکی شکل 

• 1 ( )R s  2سیگنال ورودي و( )C s سیگنال خروجی است. 
 .جمع کننده نشان داده شده بسته به علامت روي هر پیکان سیگنال ها را جمع یا تفریق می کند •

( )1X s +

+

( )2X s

∑ ( ) ( )1 2X s X s+ ( )1X s +

−

( )2X s

∑ ( ) ( )1 2X s X s−

  

 :دهد  ی از این نقطه یک سیگنال را نشان مینقطه انشعاب به این معناست که ورودي به نقطه انشعاب و هر تعداد خروج •

( )Y s
( )Y s

( )Y s

( )Y s  
  

 :خروجی هر بلوك برابر ضرب ورودي آن در تابع تبدیل آن بلوك می باشد •
 

( )G s( )X s ( ) ( ) ( )Y s G s X s=

  
 :اگر یک سیگنال به دو بلوك پشت سر هم وارد شود، خروجی آن بصورت زیر خواهد بود •

 
                                                                                                                                                           
1 Referenced Signal  
2 Controlled signal 

v نمودار بلوکی:  
 

نمودار بلوکی یک سیستم نمایشی ترسیمی براي نمایش کاري است که هر عنصر انجام می دهد و مسیرهاي 
ف نمایش ریاضی محض؛ این مزیت را دارد که عبور سیگنال در نمودار بلوکی بر خلا. عبور سیگنالهاست

 .سیستم واقعی را بسیار محسوس تر نشان می دهد
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( )1G s( )X s ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2Y s G s G s X s=( )2G s

( ) ( ) ( )1 2G s G s G s=

  
 

• ( )G s و   1را که تابع تبدیل مسیر مستقیم است، تابع تبدیل مسیر پیش خورد( )H s  را که تابع تبدیل مسیر معکوس است
 .نامند) فیدبک( 2تابع تبدیل مسیر پس خورد) از خروجی به ورودي(

سیستم را ) مطابق شکل(و اگر وجود داشته باشد  3داشته باشد، سیستم را حلقه بازوجود ن 3-2اگر شاخه فیدبک در شکل  •
 .گویند 4حلقه بسته

 .گویند مثبتو اگر مثبت باشد، فیدبک را  منفیمنفی باشد، فیدبک را  3- 2اگر علامت شاخه فیدبک در شکل  •
)اگر  • ) 1H s   .می نامند واحدباشد، فیدبک را  =

  :قه بسته و محاسبه تابع تبدیل آن از روي نمودار بلوکیسیستم حل 3

توجه  3-2بار دیگر به شکل  .باشد، را سیستم حلقه بسته می نامند 5سیستمی را که نمودار بلوکی آن شامل یک حلقه بسته
   :کنید

∑ ( )G s

( )H s

( )R s ( )C s+

−

( )E s

  
 یک سیستم حلقه بسته: 4-2شکل 

می دانیم که تابع تبدیل یک سیستم نسبت لاپلاس خروجی به . حلقه بسته می پردازیم اکنون به محاسبه تابع تبدیل سیستم
  :بنابراین، لاپلاس ورودي می باشد

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

C s E s G s

E s R s C s H s C s G s R s G s C s H s

=

= − → = −
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1C s G s H s G s R s→ + =  

2-6  ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )1

C s G s
G s

R s G s H s
= =

+
 

  

                                                                                                                                                           
1 Feed Forward 
2 Feedback 
3 Open Loop System 
4 Close Loop System 

 .مسیري که ابتدا و انتهاي آن یکی باشد و از هر بلوك تنها یکبار عبور کنیم 5
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  :سیستم حلقه بسته داراي اغتشاش 3

این سیگنال نیز در نمودار بلوکی . نامیده می شود 1سیگنال ناخواسته که به یک سیستم وارد می شود، سیگنال اغتشاش هر
  :سیستم مدلسازي می شود

∑ ( )1G s

( )H s

( )R s +

−

+ ∑
+

( )C s

( )D s

( )2G s

  
 یک سیستم حلقه بسته با اغتشاش مدل شده: 5-2شکل 

کار داریم، خطی هستند، براي محاسبه تابع تبدیل چنین سیستمی  از آنجایی که تمام سیستم هایی که در این درس با آن سر و
  :از قانون جمع آثار استفاده می کنیم

)محاسبه تابع تبدیل تنها به ورودي   - 1 )R s:  

∑ ( )1G s

( )H s

( )R s +

−

+ ∑
+

( )1C s

( ) 0D s =

( )2G s

  
  :داریم 6-2با استفاده از 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2
1 1

1 2 1 21 1
C s G s G s G s G s

T s C s R s
R s G s G s H s G s G s H s

 
= = → =   + + 

  

)ا به ورودي  محاسبه تابع تبدیل تنه -2 )D s:  

)توجه کنید که مسیر مستقیم بین ورودي  )1G s  و خروجی مسیر و مسیر معکوس آن( ) ( )2G s H s  می باشد، بنابراین
  :داریم 6-2با استفاده از 

                                                                                                                                                           
1 Disturbance Signal 

). شاخه فیدبک براي مقایسه ورودي سیستم و خروجی آن بکار می رود )E s  ،که اختلاف ورودي و خروجی است
 . سیگنال خطا نامیده می شود
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( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2

1 2

2
2

1 2

1

1

C s G s
T s

D s G s G s H s

G s
C s D s

G s G s H s

= =
+

 
→ =   + 

  

  :ت بابنابراین، خروجی کل برابر اس

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 2
1 2

1 2 1 2

1 2 2

1 2

1 1

1

G s G s G s
C s C s C s R s D s

G s G s H s G s G s H s

G s G s R s G s D s
G s G s H s

   
= + = +      + +   

+
=

+

  

 :ساده سازي دیاگرام هاي بلوکی  3
براي محاسبه تابع تبدیل یک سیستم از روي نمودار بلوکی آن لازم است، روش هاي ساده سازي نمودارهاي بلوکی را 

تابع تبدیل را محاسبه  6-2می توان با استفاده از فرمول  4- 2با ساده سازي نمودارهاي بلوکی و تبدیل آن به شکل . فراگیریم
  .نمود

  روش هاي ساده سازي نمودار بلوکی: 1-2جدول 
  نمودار بلوکی هم ارز  نمودار بلوکی اصلی

  
( )2X s

∑ ( )G s ( ) ( ) ( )1 2X s G s X s−+

−

( )
1

G s

( )1X s

  

( ) ( )G s X s( )G s

( ) ( )G s X s

( )X s

  

( ) ( )G s X s

( ) ( )G s X s

( )X s
( )G s

( )G s
  

( ) ( )G s X s

( )X s

( )X s
( )G s

  

( ) ( )G s X s

( )X s

( )X s
( )G s

( )
1

G s  

∑ ( )1G s

( )2G s

( )X s +

−
( )Y s

  

∑ ( ) ( )1 2G s G s( )2

1
G s( )X s

+

−
( )Y s

  
  

    5-2مثال  3
  :تابع تبدیل پیاده سازي شده توسط نمودار بلوکی زیر را محاسبه نمایید

  

( )2X s

( ) ( ) ( )1 2X s G s X s−( )G s
( )1X s ∑+

−
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+ ∑
−

+ ∑
+

+ ∑
−

( )1G s ( )2G s ( )3G s

( )2H s

( )1H s

( )R s ( )C s

  
  :حل

)در آغاز جمع کننده میانی را به قبل از بلوك . ابتدا نمودار بلوکی را ساده می کنیم )1G s منتقل می کنیم:  
  

+ ∑
−

−
∑

+

+ ∑
+

( )1G s ( )2G s ( )3G s

( )
( )

2

1

H s
G s

( )1H s

( )R s ( )C s

  
  

  

  :عبارتست از 6-2تابع تبدیل این زیر سیستم طبق . است فیدبک مثبتناحیه هاشور خورده، یک زیر سیستم حلقه بسته با 
  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
1 2

1 2 11
G s G s

G s G s H s−
  

  :اکنون داریم

+ ∑
−

−
∑

+
( )1G s

( )
( )

2

1

H s
G s

( )R s ( )C s
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2

1 2 11
G s G s

G s G s H s−

  
  

 6-2تابع تبدیل این زیر سیستم طبق . ناحیه هاشور خورده، یک زیر سیستم حلقه بسته با فیدبک منفی استر میبینیم که بار دیگ
  :عبارتست از



 زر  ی  ادزر  ی  اد:         :          درس درس                                                                                                                                                                       د سازی ریا ی      ھای د نا ی ی د سازی ریا ی      ھای د نا ی ی      ::  ش دوم  ش دوم

 28صفحه 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2
3

1 2 1

1

1

1

G s G s
G s

G s G s H s

G s

 
 − 

+
( )

( ) ( ) ( )
( )
( )

2 2

1 2 1 11

G s H s
G s G s H s G s

 
 
 −
 

( )3G s
 
 
 
 

+ ∑
−

( )R s ( )C s

  
  :با ساده سازي تابع تبدیل مسیر مستقیم داریم

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
3

1 2 1 1 2 3

1 2 1 2 3 22 3 2

1 2 1

1
1

1
1

G s G s
G s

G s G s H s G s G s G s
G s G s H s G s G s H sG s G s H s

G s G s H s

 
 −  =

− + 
+  

− 

  

  :با فیدبک منفی استکه این سیستم نهایی یک سیستم حلقه بسته 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 1 2 3 2

1 2 3

1 2 1 2 3 2

1 2 3

1 2 1 2 3 2 1 2 3

1

1
1

1

G s G s G s
G s G s H s G s G s H s

T s
G s G s G s

G s G s H s G s G s H s

G s G s G s
G s G s H s G s G s H s G s G s G s

− +
=

+
− +

=
− + +

  

  
گرچه ما را به سمت تابع تبدیل نهایی سوق می دهد اما حتی براي سیستمهاي ساده نیز روشی بسیار  1- 2استفاده از جدول 

ارائه میسون روش به منظور تحلیل بهتر و محاسبه سریعتر تابع تبدیل از روي نمودارهاي بلوکی، روشی به نام . وقت گیر است
  .شد است

 :قاعده میسون براي ساده سازي دیاگرام هاي بلوکی 3

سپس تابع تبدیل سیستم را از روي ، نمودارهاي بلوکی را بصورت گراف رسم می نماییمابتدا   براي استفاده از قاعده میسون،
  :روابط گراف بصورت زیر تعریف می کنیم

2-7  
( )

j jM
M s

∆
=

∆

∑
 

2-8  ∆
2-9  ∆= 1 − +  مجموع بهره تک تک حلقه ها   −         مجموع ضرب هر دو حلقه غیر مشترك  + مجموع ضرب هر سه حلقه غیر مشترك  ⋯ 

  :که در آن
  

( )M s:  تابع تبدیل سیستم  
j:   مستقیم بین ورودي و خروجیتعداد مسیر  

jM:   بهره مسیر مستقیم شمارهj ام  
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   .می باشد
  

  
  
  

  :با چند مثال این روش را بررسی می کنیم
  

    6-2مثال  3
  :تابع تبدیل پیاده سازي شده توسط نمودار بلوکی زیر را محاسبه نمایید

  

+ ∑
−

+ ∑
+

+ ∑
−

( )1G s ( )2G s ( )3G s

( )2H s

( )1H s

( )R s ( )C s

  
  :حل

  :ابتدا نمودار بلوکی را به فرم گراف تبدیل می کنیم

( )R s
1 1 11( )1G s ( )2G s ( )3G s

( )2H s−

( )1H s

1−

( )C s

  
  :مسیر مستقیم از ورودي به خروجی وجود دارد، بنابراین 1این گراف تنها  در

( ) ( ) ( )1 1 2 31 1 1 1 1j M G s G s G s= → = × × × × × ×  
1jبراي حذف مسیر    :یر را حذف می کنیمتمام شاخه هاي این مس =

( )R s
1 1 11( )1G s ( )2G s ( )3G s

( )2H s−

( )1H s

1−

  
بنابراین ) به دلیل حذف گره ها(توجه کنید که با حذف مسیر نقطه چین فوق تمام شاخه هاي متصل به آن نیز حذف می گردند 

  . غیر مشترك، حلقه هایی هستند که هیچ گره یا مسیر مشترکی نداشته باشند منظور از حلقه •
  . منظور از حذف شاخه، حذف شاخه به همراه گره هاي دو سر آن می باشد •
 .اگر یک گره حذف گردد، تمام شاخه هاي متصل به آن حذف می گردند •
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  :داریم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 2 1 2 3 2 1 2 3

1 0 1

1 0 ....G s G s H s G s G s H s G s G s G s

∆ = − =

∆ = − − − + −
  

  :در نتیجه

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 1 2 3 2 1 2 31
G s G s G s

M s
G s G s H s G s G s H s G s G s G s

=
− + +

  
  

    7-2مثال  3
  :یاده سازي شده توسط نمودار بلوکی زیر را محاسبه نماییدتابع تبدیل پ

  

1G

2G 3G 4G 5G 1

2H− 3H−

4H−

1H−

7G

1X Y

  
  :حل
  :مسیر مستقیم از ورودي به خروجی وجود دارد، بنابراین 3این گراف  در

1 2 3 4 5

2 1 4 5

3 7

1 1 1
2 1 1
3 1 1

j M G G G G
j M G G G
j M G

= → = × × × × ×
= → = × × × ×
= → = × ×

  

1jبراي حذف مسیر    :یمتمام شاخه هاي این مسیر را حذف می کن =
1G

2G 3G 4G 5G 1

2H− 3H−

4H−

1H−

7G

1X Y

  
بنابراین ) به دلیل حذف گره ها(توجه کنید که با حذف مسیر نقطه چین فوق تمام شاخه هاي متصل به آن نیز حذف می گردند 

  :داریم
1 1 0 1∆ = − =  

2jبراي حذف مسیر    :تمام شاخه هاي این مسیر را حذف می کنیم =
1G

2G 3G 4G 5G 1

2H− 3H−

4H−

1H−

7G

1X Y

  



   وه  س    رل   ی  وه  س    رل   ی

 31صفحه 

2 1 0 1∆ = − =  
3jبراي حذف مسیر    :تمام شاخه هاي این مسیر را حذف می کنیم =

1G

2G 3G 4G 5G 1

2H− 3H−

4H−

1H−

7G

1X Y

  
( )3 4 2 4 21 1G H G H∆ = − − = +  

  :در آخر داریم
( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2 1 4 2 5 3 4 5 4

2 1 4 2 2 1 5 3 2 1 4 5 4

2 1 4 2 5 3 4 5 4 2 1 4 2 2 1 5 3 2 1 4 5 4

1

1

G H G H G H G G H

G H G H G H G H G H G G H

G H G H G H G G H G H G H G H G H G H G G H

∆ = − − − − −

+ − − + − − + − − =

= + + + + + + +

  

  :در نتیجه
  

( ) ( )2 3 4 5 1 4 5 7 4 2

2 1 4 2 5 3 4 5 4 2 1 4 2 2 1 5 3 2 1 4 5 4

1
1

G G G G G G G G G H
M s

G H G H G H G G H G H G H G H G H G H G G H
+ + +

=
+ + + + + + +

  
  

  

فرم  4- 2معادلات حالت و دیاگرام بلوکی می پردازیم، براي زوج معادلات حالت معادلات دیفرانسیل، اکنون به ارتباط بین 
  :دیاگرام بلوکی بصورت زیر خواهد بود

( )B t ∑ ∫ ∑( )C t

( )A t

∫( )D t

( )w t ( )y t
( )x t( )x t&+

+

+
+

  
 4-2دیاگرام بلوکی سیستم معادلات : 6-2شکل 

  :انسیل به فرم دیاگرام بلوکی بار دیگر دو حالت در نظر می گیریمبراي تبدیل معادله دیفر
 

به دیاگرام بلوکی بصورت زیر عمل معادلات دیفرانسیل  اگر در معادله دیفرانسیل مشتقات ورودي ظاهر نشود، براي تبدیل •
 :کنیم می

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 11

1

2 1

...
n n

n nn n

d y t d y t dy t
a a a y t w t

dt dt dt
x t y t

dy t
x t x t

dt

−

−−+ + + + =

=

= =&
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
{

( )
( )

{ ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2

2

1 2 2

1

1

1

1 11

1 1 2 1

...

...
n

n

n n n

n

n n

n n

n n nn n

x t
x tx t

n n n

d y t
x t x t

dt
d y t

x t
dt

d y t d y t dy t
x t a a a y t w t

dt dt dt

a x t a x t a x t w t

−

− − −

−

−

−

−−

−

= =

=

 
 

→ = = − − − − + 
  
 

= − − − − +

M

&

&
14243

 

∑ ∫∫∫∫

na∑

1na −

∑

2a

∑

1a
−

+

+ +
+ + + +

nx 1nx − 2x 1x y=w

  
 .دیاگرام بلوکی معادل معادله دیفرانسیل سیستمی که مشتقات خروجی در آن ظاهر نمی شود: 7-2شکل 

ظاهر شود، براي تبدیل معادله دیفرانسیل به دیاگرام بلوکی به  ام mاگر در معادله دیفرانسیل مشتقات ورودي تا مرتبه  •
  :صورت زیر عمل می کنیم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 0 1 11 1

1 0

2 1 1

1 1

1 1 2 1

... ...

...

n n n n

n n n nn n n n

n n n

n n n n n

d y t d y t dy t d w t d w t dw t
a a a y t b b b b w t

dt dt dt dt dt dt

x t y t w t

x t x t w t

x t x t w t

x t a x t a x t a x t w t

β

β

β

β

− −

− −− −

− −

−

+ + + + = + + + +

= −

= −

= −

→ = − − − − +

&
M

&

&

  

∑ ∫∫∫ ...

na∑

1na −

...∑

1a
−

+

+ + +

nx
2x 1xw ∑

y
∑ ∑

0β

−
+

1β

−
+

1nβ −

−
+

...

1β

  
 .دیاگرام بلوکی معادل معادله دیفرانسیل سیستمی که مشتقات خروجی در آن ظاهر می شود: 8-2شکل 
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1می توان از بلوك  ∫بجاي بلوك 
s

را به دیاگرام بلوکی تبدیل  3- 2د در مثال اکنون دو سیستم موجو. نیز استفاده نمود 
  :کنیم می

    8-2مثال  3
  :سیستم هاي توصیف شده زیر را بدست آورید دیاگرام بلوکی

  

( ) 2

10
5 6

G s
s s

=
+ +

 )1   

  :حل
  :داریم 3- 2با توجه به مثال 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
{

( )
( )

{ ( )
1

2

1

2 1

2

2 2 5 6 10
x t

x t

x t y t

dy t
x t x t

dt
d y t dy t

x t y t w t
dt dt

 =



 = =

 = = − − +


&

&

  
  :داریم 7-2با توجه به شکل اکنون 

  

∑ ∫∫

6∑

5

−

+

+ +

2x 1x y=w 10

  
  

  

( ) 2

12 59
6 8

sG s
s s

+
=

+ +
 )2   

   :حل
  :داریم 3- 2با توجه به مثال 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1 1
1

2 2
2 1

1
2 1 2

2

0 1 12
8 6 1

12
1 0 08 6

x xx t y t w
x x

x t x t w t
x

y wx t x t x t w t x

      = = +      − − −       = − → 
   = + ×= − − −     

&
&

&

&
  

  :داریم 8-2اکنون با توجه به شکل 
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∑ ∫∫

8∑

6

−

−

+ +

2x 1x
w

y
∑

12

+
+

  

 
  :مدلسازي چند سیستم فیزیکی نمونه - 2-4

  :مدل سازي سرو موتور -2-4-1

  :می پردازیمکه یکی از محرك هاي اصلی در کنترل می باشد، ساده  1موتورسرو در این بخش به مدل سازي یک 

  
  سروموتور: 9-2شکل 

)همانطور که از شکل فوق که مدل الکتریکی یک سروموتور را نشان می دهد، پیداست با اعمال یک ولتاژ  )v t  ،در ورودي
)گشتاور  )T t  اگر . بوجود می آیددر رتور( )tθ  را بعنوان خروجی تعریف کنیم )موقعیت شفت(می باشد زاویه شفت رتور که ،
  :داریم

  

( )
2

2

d dT t K i J b K i
dt dt

d di de K L Ri v Kdt dt dt

θ θ

θ θ

= + = → 
=  + = − 

  

  :بر روي روابط فوق داریم با اعمال تبدیل لاپلاس
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
s Js b s K I s V s Ks s

s Js b s K
Ls RLs R I s V s Ks s

θ θ
θ

θ

+ = − → + =
++ = −

  

                                                                                                                                                           
1 Servo Motor 
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( ) ( ) ( )
( )

( )
2 V sK ss s Js b K

Ls R Ls R
θ

 
→ + + =  + + 

  

( ) ( ) ( )
( )

2s Js b Ls R K s
s

Ls R
θ

+ + +
→

+
( )

( )
V s

K
Ls R

 
  =
  + 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

s K K
V s s Js b Ls R K s s Js b Ls R K
θ

→ = =
+ + + + + +

  

)سرعت، مشتق (اگر سرعت موتور بعنوان خروجی مد نظر باشد،  )tθ داریم)  می باشد:  
( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( )2

s s V s K
V s V s Js b Ls R K

θθ
= =

+ + +
  

  :RLCمدل سازي مدار  - 2-4-2

  :سري زیر را در نظر بگیرید RLCمدار 

C

R

( )v t

L
Ri Li

Ci

Cv
+

−

Lv+ −Rv+ −

  
  سري RLCمدار : 10-2شکل 

)گر با در نظر گرفتن ا )v t  بعنوان ورودي و( )Cv t ،داریم  بعنوان خروجی، معادلات مداري را بنویسیم:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

22

2

0
R L C

R L C R L C

L C C
L

C C
C

C
R R C

i i i
v t v t v t v t v t v t v t v t

di t di t d v t
v t L L L dv t d v tdt dt dt RC L v t v t

dt dtdv t
v t Ri Ri RC

dt

= =

− + + + = → + + =


= = = → + + =

 = = =

  

  :با اعمال تبدیل لاپلاس بر روي روابط فوق داریم
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2

2

1

1
1

C C C C

C

RCsV s Ls V s V s V s V s Ls RCs V s

V s
V s Ls RCs

+ + = → + + =

→ =
+ +

  

  :مکانیکی سئلهممدل سازي یک  - 2-4-2

و خروجی  MFاگر ورودي را نیروي . اکنون یک سیستم مکانیکی ساده که سیستم جرم و فنر و دمپر می باشد را در نظر بگیرید
  :در نظر بگیریم، با استفاده از قانون نیوتن داریم xرا جابجایی در اثر نیروي وارده یعنی 
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x

MF

kx cx&

  
  یک سیستم جرم و فنر و دمپر: 11- 2

F Ma=∑  

  :اریمد 11- 2بنابراین با توجه به شکل . شتاب آن می باشد aو  Mمجموع نیروهاي وارده بر جسم  ∑Fکه در آن 
M

M

F kx cx Ma
F kx cx Mx

a x
− − =

→ − − = =

&
& &&

&&
  

  :با اعمال تبدیل لاپلاس بر روي روابط فوق داریم
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )

2 2

2

1
M M

M

F s kX s csX s Ms X s F s X s Ms ks C

X s
F s Ms ks C

− − = → = + +

→ =
+ +

  

  



 

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ش  ش      :: وم وم  
   ر ی پا خ  ذرا  ر ی پا خ  ذرا 
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  تحلیل پاسخ گذراتحلیل پاسخ گذرا: : بخش سومبخش سوم33 )3

  :مقدمه -3-1

با دانستن مدل . سیستم می باشد در فصل قبل دیدیم که اولین قدم در تحلیل یک سیستم کنترلی، بدست آوردن مدل ریاضی
یک روش مناسب براي تحلیل و طراحی . ریاضی یک سیستم، روشهاي متعددي براي تحلیل آن سیستم وجود خواهد داشت

سیستم هاي کنترلی مقایسه عملکرد سیستم هاي مختلف می باشد که این امر با مقایسه پاسخ این سیستم ها به یک ورودي 
  . تست واحد می باشد

معمولاً یکی از سیگنالهاي زمانی پله، ضربه، شیب، شتاب و . گنال تست، باید رابطه ریاضی ساده اي با زمان داشته باشدسی
  .سینوسی بعنوان سیگنال تست مورد استفاده قرار می گیرد

  :تعاریف مهم -3-2

)( پاسخ گذرا - 1 )ty t( :پاسخ گذراي یک سیستم با میل . لیه می باشد، پاسخ سیستم به شرایط او1منظور از پاسخ گذرا
t →  . حذف خواهد شد ∞

)(پاسخ ماندگار -2 )ssy tپاسخ سیستم پس از گذشت زمان طولانی یعنی در  :)∞ → حالت ( 2ماندگاررا پاسخ  ∞
 .باشد tی تواند شامل جملاتی داراي توجه کنید که پاسخ ماندگار م. گویند)دائمی

 .پاسخ زمانی هر سیستم مجموع دو بخش گذرا و ماندگار می باشد: پاسخ کامل - 3
( ) ( ) ( )t ssy t y t y= + ∞ 

 :به شکل زیر توجه کنید 
 

  
  نمونه از پاسخ یک سیستم: 1-3شکل 

                                                                                                                                                           
1 Transient Response  
2 Steady State Response 

Step Response

Time (sec)

Am
pl

itu
de

0 1 2 3 4 5 6 7
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

-3

System: untitled1
Final Value: 0.000121
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می باشد، اما پاسخ کلی تا رسیدن به این  0.000121ین پاسخ برابر می بینیم که مقدار نهایی ا 1-3با توجه به شکل 
این تغییرات که شکل نوسانی دارند با گذشت زمان میرا شده و پاسخ به سمت مقدار . مقدار تغییرات زیادي داشته است

  .را پاسخ ماندگار می نامیم در این شکل بخش نوسانی شکل را پاسخ گذرا و مقدار نهایی. نهایی میل کرده است

 .ریشه هاي مخرج تابع تبدیل را قطب هاي تابع تبدیل گویند :قطب تابع تبدیل -4
 .ریشه هاي صورت تابع تبدیل را صفرهاي تابع تبدیل گویند :صفر تابع تبدیل - 5
لق، پایدار منظور از پایداري مط. مهمترین خصوصیت یک سیستم کنترلی، پایداري مطلق آن می باشد: پایداري مطلق - 6

گوییم اگر بدون حضور هر  1سیستم خطی و تغییرناپذیر با زمان را سیستم پایداریک . یا ناپایدار بودن سیستم می باشد
گوییم  2بطور غیر رسمی، سیستمی را ناپایدار .گونه ورودي و با تغییر شرایط اولیه سیستم ، خروجی سیستم تغییر نکند

اگر پاسخ سیستم به ورودي . زمان تغییر کند و این تغییرات هیچگاه میرا نشود که خروجی بدون تغییر در ورودي به
  . ثابت نوسانی بود و این نوسانات میرا نشود سیستم را پایدار مرزي گویند

درجه و مقدار پایداري یک سیستم را که به موقعیت قطب هاي تابع تبدیل در صفحه لاپلاس بستگی : پایداري نسبی -7
 .ي نسبی گوییمدارد را پایدار

 
 
 

  

)(خطاي حالت ماندگار -8 )sse . اگر سیستمی داراي فیدبک باشد، نقش فیدبک مقایسه ورودي و خروجی می باشد ):∞

∑ ( )G s

( )H s

( )R s ( )C s+

−

( )E s

  
 یک سیستم حلقه بسته: 2-3شکل 

)خروجی سیگنال جمع کننده در سیستم داراي فیدبک را خطا  )E s اگر سیستم پایدار باشد، خطاي حالت . می نامند
  :دائمی، اختلاف بین خروجی سیستم و خروجی مطلوب طراح خواهد بود

3-1  ( ) ( )
0

limss s
e s E s

→
∞ =  

  
  

  
  

                                                                                                                                                           
1 Stable System 
2 Unstable 

v نکته:  
 

  .خطاي حالت دائمی براي سیستم پایدار تعریف می گردد •
 .خطاي حالت دائمی می تواند ناشی از فرسودگی یا خطاي خطی سازي سیستم باشد •

v نکته:  
 

 .تم پایدار استفاده از شاخه فیدبک می باشدیکی از روشهاي مناسب براي تبدیل یک سیستم ناپایدار به سیس
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 خطاي حالت دائمی به ورودي رمپ: 3-3شکل 

  .م پایداري و خطاي حالت دائمی بیشتر آشنا می شویمقبل از آنکه به تحلیلی پاسخ گذراي سیستم بپردازیم، ابتدا با مفاهی

  :بررسی پایداري سیستم هاي کنترلی -3-3

با در دست داشتن تابع تبدیل سیستم، زمانی . مهمترین مدل ریاضی در درس کنترل خطی تابع تبدیل سیستم می باشد
  . شوند سیستم را پایدار گوییم که تمام قطب هاي تابع تبدیل در سمت چپ صفحه موهومی واقع

( )Im s

( )Re s

  
 sمحل قطب هاي پایدار و ناپایدار در صفحه : 4-3شکل 

 

 

v نکات:  
 

ارتی بصورت اگر تابع تبدیل سیستمی داراي قطبی در نیم صفحه راست باشد، پاسخ ضربه سیستم داراي عب •
, 0kte k  .این عبارت با افزایش زمان به سمت بینهایت رشد می کند و سیستم ناپایدار خواهد بود. خواهد بود <

 .اگر تابع تبدیل سیستمی داراي قطبی روي محور موهومی باشد، این سیستم پایدار مرزي خواهد بود •
 .باشد، پایداري نسبی سیستم بیشتر خواهد بودهر چه فاصله قطب ها از محور موهومی بیشتر  •
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بطور کلی روشهاي متعددي براي بررسی پایداري یک سیستم وجود دارد، که در این جزوه تنها به بررسی چهار روش اصلی آن  
  :می پردازیم

 1هورویتز –معیار پایداري روث  -1
 روش مکان ریشه ها -2
 روش منحنی نایکوئیست -3
 روش منحنی هاي بودي -4

هورویتز می پردازیم و سه روش باقیمانده در بخش هاي آتی مطرح خواهند  –در این بخش تنها به بررسی معیار پایداري روث 
  .شد

  :هورویتز –معیار پایداري روث  - 1- 3- 3

مخرج تابع تبدیل یک . به ریشه هاي مخرج تابع تبدیل سیستم می باشدیکی از روش هاي تعیین پایداري سیستم، محاس
)( سیستم 2سیستم را معادله مشخصه )s∆( فرم کلی معادله مشخصه یک سیستم را  .گویند  

( ) 1
0 1 ... 0n n

ns a s a s a−∆ = + + + =  
باشد، محاسبه ریشه هاي معادله  3درصورتیکه مرتبه معادله بیش از . می باشد nاین معادله یک معادله مرتبه . در نظر بگیرید

هورویتز یک معیار مناسب براي  –معیار پایداري روث . مشخصه و بررسی پایداري آن به روش هاي دستی امکان پذیر نمی باشد
  .تعیین تعداد ریشه هاي ناپایدار می باشد

  :ی مطابق جدول زیر تشکیل می دهیمبراي استفاده از این معیار ابتدا جدول

1 2 3

0 2 4
1

1 3 5

2 1 2 0 3 1 4 0 5 1 6 0 7

1 1 1

3 1 3 2 1 1 5 3 1 1 5 3 1

1 1 1

0

...

...

...

...

A

n

n

n

A A

n

s a a a
s a a a

a a a a a a a a a a a as
a a a

A a A a A a A a A a A as
A A A

s

−

−

−

× − × × − × × − ×

× − × × − × × − ×

1442443 1442443 1442443

M M M M M
M M M M

  

  
  .توجه کنید که این معیار خود ریشه هاي معادله را محاسبه نمی کند بلکه تنها تعداد ریشه هاي ناپایدار را مشخص می کند

  

                                                                                                                                                           
1 Routh-Hurwitz Criterion 
2   Characteristic Equation 

v نکات:  
 

 .یک شرط لازم براي اینکه تمام ریشه هاي معادله پایدار باشند اینست که تمام ضرایب معادله هم علامت باشند •
 .هورویتز برابر تعداد ریشه هاي ناپایدار سیستم می باشد –تعداد تغییر علامت ستون اول جدول روث  •
 .وان اعداد یک سطر را به یک عدد مثبت تقسیم و یا در یک عدد مثبت ضرب نمودبراي سادگی می ت •
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    1- 3مثال  3
  :تعداد ریشه هاي ناپایدار سیستم هاي زیر را بدست آورید

  
( ) 7 6 5 4 3 23 9 6 4 7 8 2 6 0s s s s s s s s∆ = + + + + + + + = )1   

  :حل
  :ابتدا جدول روث را تشکیل می دهیم

0

7

6

5

4.67 4.33

4

3

2

3 6 7 2
9 4 8 6

9 6 3 4 9 7 8 3 9 2 6 3 0
9 9 9

4.34 8 6 0
12.93 6.45 0 0

10.165 6 0 0
1.18 0 0 0

1 6 0 0 0

s
s

s

s
s
s
s

× − × × − × × − ×

−

−

14243 14243 14243

  
  .پس این سیستم چهار ریشه ناپایدار دارد. همانطور که از جدول پیداست چهار تغییر علامت داریم

  

( ) 5 4 3 22 6 3 4 3 9 0s s s s s s∆ = + + + + + = )2   
   :حل

  :ابتدا جدول روث را تشکیل می دهیم
5

4

3

10 0
6

2

2 3 3
6 4 9

6 3 4 2 6 3 9 2 0
6 6

4 9 0
15 0 0

1 9 0 0

s
s

s

s
s

× − × × − ×

−

14243 14243

  
  .ریشه ناپایدار دارد دوپس این سیستم . تغییر علامت داریم دوهمانطور که از جدول پیداست 

  
هورویتز، موارد خاصی هم ممکن است بوجود آید، که این موارد را با ذکر مثال توضیح می  –در محاسبه مقادیر جدول روث 

  :دهیم

 :وجود یک سطر تمام صفر - 1

  :به شکل هاي زیر توجه کنید. به معناي وجود ریشه هاي متقارن نسبت به مبدا استوجود یک سطر تمام صفر 
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××

×

× ×

×

×

×

  
 حالت هاي مختلف ریشه هاي متقارن نسبت به مبدا: 5-3شکل 

سمت در هر سه حالت فوق با تشکیل جدول روث به یک سطر تمام صفر بر می خوریم، اما تنها در حالت الف ریشه ها در 
  .حالت الف را حالت پایدار مرزي می نامیم. قرار ندارند) بخش ناپایدار(راست صفحه 

  

 
  

  :به مثال زیر توجه کنید
    2- 3مثال  3

  :تعداد ریشه هاي ناپایدار سیستم هاي زیر را بدست آورید
  

( ) 5 4 3 25 3 15 2 10 0s s s s s s∆ = + − − + + = )1   
  :حل

براي تشخیص تعداد ریشه هاي ناپایدار، ابتدا . مت موجود در ضرایب معادله فوق، این سیستم قطعاً ناپایدار استبا توجه به تغییر علا
  :جدول روث را تشکیل می دهیم

( )

5

4

3

0 0
2

1 3 2
5 15 10

5 3 15 1 5 2 10 1 0
5 5

1

s
s

s

s
s

−
−

× − − − × × − ×

1442443 14243  

عقب بر براي محاسبه ادامه جدول، یک مرحله به . اکنون در محاسبه ضرایب، در سطر سوم به یک سطر تمام صفر برخوردیم
  :گردیم و از معادله کمکی که از سطر قبل بدست می آید مشتق می گیریم می

4 2 35 15 10 0 20 30 0s s s s− + = → − =

  
  :اکنون بجاي ضرایب صفر سطر سوم، ضرایب بدست آمده از مشتق معادله فوق را جایگزین می کنیم

v نکته:  
 

هورویتز، ستون اول تغییر علامت نداشته باشد، سیستم پایدار مرزي  –اگر با وجود یک سطر تمام صفر در جدول روث  •
 . است

 .ناپایدار خواهد بودهورویتز داشته باشیم، سیستم  –اگر بیش از یک سطر تمام صفر در جدول روث  •
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1 3 2
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−

2
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s
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−
30

2010 0
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3

1 20 0 0

s

−

−

  
,5با محاسبه ریشه هاي این معادله به جواب هاي . ه ناپایدار می باشدتغییر علامت در ستون اول بیانگر دو ریش 2 1.41, 1− ± ± 

  .رسیم که به وضوح تقارن نسبت به مبدأ در آنها دیده می شود می
  

 

 :وجود یک عنصر صفر در ستون اول -2
گی بر عنصر اول تقسیم هورویتز، عدد صفر ظاهر شود، چون اعداد سطر بعدي هم –اگر در ستون اول جدول روث 

  :براي برطرف کردن این موضوع سه روش وجود دارد. گردند، این موضوع محاسبه ضرایب بعدي را دچار مشکل می کند می
  

0εعدد صفر را با  •  .صفر میل می دهیم را به سمت εکه عددي بسیار کوچک است جایگزین می کنیم و سپس در انتها  <

s ،1در معادله مشخصه بجاي  •
s

معادله بدست آمده داراي ریشه هایی برابر عکس ریشه هاي معادله . قرار می دهیم 
 .مشخصه اصلی است، اما تعداد تغییر علامت هر دو معادله یکی است

)معادله را در یک  • )1s )چون . ضرب می کنیم + )1s یک ریشه پایدار به معادله اضافه می کند، تغییر علامت معادله  +
 .متفاوت نخواهد بود

  :به مثال زیر توجه کنید
    3- 3مثال  3

  :تعداد ریشه هاي ناپایدار سیستم هاي زیر را بدست آورید
  

( ) 5 4 3 22 3 6 5 3 0s s s s s s∆ = + + + + + = )1   
  :حل

  :ابتدا جدول روث را تشکیل می دهیم
5

4

3

0 7
2

1 3 5
2 6 3

2 3 6 1 2 5 3 1
2 2

s
s

s × − × × − ×

14243
7

2

0

1

s
s

14243  

  :اکنون در محاسبه ضرایب، در سطر سوم به یک عنصر اول صفر برخوردیم
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0εعدد صفر را با  :روش اول را به سمت صفر میل  εکه عددي بسیار کوچک است جایگزین می کنیم و سپس در انتها  <
  :دهیم می

5

4

3

2

1 3 5
2 6 3

7 0
6 7 2

s
s
s

s

ε
ε

ε
× − ×

6 14 14

3 0

ε

ε
ε

− −

× −

;
14243

5

4

3

2
3

2

7

1 3 5
2 6 3

7 0
14 3
7 0 014 7 3 0 0

1 314

1 3

s
s
s
s
s

s

ε

ε
ε

ε
ε

ε

→
−

− × −
−

;

14243

1442443

  
  .تغییر علامت در ستون اول بیانگر دو ریشه ناپایدار می باشد 2
  

s ،1در معادله مشخصه بجاي  :روش دوم
s

  :قرار می دهیم 

( )
5 4 3 2

5 4 3 21 1 1 1 12 3 6 5 3 3 5 6 3 2 1 0s s s s s s
s s s s s

         ′∆ = + + + + + = + + + + + =         
         

  

  :وث را تشکیل می دهیماکنون جدول ر
5

4

3

3 6 2
5 3 1

21
5

s
s

s
3

7
5

1

2

0

4
3

s
4

1
3

0

5 0 0
4

1 3

s −

  
  .روش سوم بعنوان تمرین به دانشجویان واگذار می شود

  
  
 

    4- 3مثال  3
  :سیستم زیر پایدار خواهد بود kبه ازاي چه مقداري از 

  
( ) 4 3 2 0s s s s s k∆ = + + + + = )1   

  :حل
  :هیمابتدا جدول روث را تشکیل می د
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4

3

2

1

1 1
1 1 0

1 1 1 1 0
1 01 0 1 0

01 1 00 0

1 0 0

k

s k
s

s k k k kk
kk ks

k

ε

ε

ε
ε ε

ε
ε
−

× − ×
 <− > → < → < → → →  >× − × >

14243 ;

14243

  
  

  :محاسبه خطاي حالت دائمی -3-4

  :را در نظر بگیرید 2- 3شکل دیگر سیستم حلقه بسته  ربا

∑ ( )G s

( )H s

( )R s ( )C s+

−

( )E s

  
  سیستم حلقه بسته: 6-3شکل 

  :اگر تابع تبدیل سیستم را به کلی ترین فرم ممکن بصورت زیر تعریف کنیم

3-2  ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

...
...

dT sm
N

n

k s z s z s z
G s e

s s p s p s p
−+ + +

=
+ + +

 

در مخرج تابع تبدیل را  sهمچنین بالاترین توان . را که مرتبه تکرار قطب در مبدأ می باشد را نوع سیستم می نامند Nآنگاه 
  :گردیم بر می 1اکنون به محاسبه خطاي حالت دائمی. مرتبه سیستم می نامند

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1
1 1

1

E s R s H s C s

G s
C s R s

H s G s

G s H s H s G s
E s R s R s R s

H s G s G s H s

H s G s H s G s
R s

 = −



= +
 

→ = − = −  + + 

+ −
=

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
R s

G s G s H s

   
  =    + +  

  

                                                                                                                                                           
1 Steady State Error 
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3-3  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

1lim lim
1ss s s

e sE s s R s
G s H s→ →

 
∞ = =   + 

 

  

بسته به نوع ورودي، خطاي حالت دائمی را . می بینیم که خطاي حالت دائمی به ورودي بستگی دارد 2- 3با دقت در فرمول 
  :محاسبه می کنیم

( ) ( )
0

1 limss s
R s e s

s →
= → ∞ =

1
s ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

2 0

1 1lim
1 1

1 lim

s

ss s

G s H s G s H s

R s e s
s

→

→

    
=       + +    

= → ∞ =
2

1
s ( ) ( ) ( ) ( )0

1 1lim
1 sG s H s sG s H s→

     =       +    

  

( ) ( )3

1 limssR s e s
s

= → ∞ =
30

1
s s→ ( ) ( ) ( ) ( )20

1 1lim
1 sG s H s s G s H s→

     =       +      
 

  :آمده است 1- 3خلاصه اي از روابط فوق در جدول 

  2روابط مربوط به خطاي حالت دائمی براي سیستم هاي نوع صفر تا  -1-3جدول 

  خطاي حالت دائمی در پاسخ به  سیستم
  ورودي شتاب  ورودي شیب  ورودي پله

  نوع صفر
0

1 , lim ( ) ( )
1 P s

p

K G s H s
K →

=
+

  ∞ ∞ 

0  0  نوع یک

1 , lim ( ) ( )v s
v

K sG s H s
K →

=  ∞  

2 0 0  نوع دو

0

1 , lim ( ) ( )a s
a

K s G s H s
K →

=  

pK  ،را ثابت خطاي پلهvK  را ثابت خطاي شیب وaK درصورتیکه فیدبک سیستم واحد باشد،  .گویند 1را ثابت خطاي شتاب
  :داریم

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ){ ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

1

1 1

1
1

1 1

H s

E s R s C s

G s G s
C s R s R s

H s G s G s

G s G sG s G s
E s R s R s R s R s

G s G s

= →

= −

= =
+ +

+ − 
→ = − = − =  + +  ( ) ( ) ( )

1
1 1

R s
G s G s

   
  =    + +  

 

3-4  ( ) ( ) ( )
1

1
E s R s

G s
 

=   + 
 

                                                                                                                                                           
21توجه کنید که ورودي شتاب بصورت استاندارد بصورت  1

2
t تعریف می گردد. 
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  :با فیدبک واحد را محاسبه می کنیم Nخطاي حالت دائمی سیستم نوع  3- 3اکنون با توجه به تعریف 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1
...

1
...

dT s
m

N
n

E s R s
k s z s z s z e
s s p s p s p

−

 
 
 =  + + +

+  + + + 

  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1 2

1 2 1 2

1 2

0 0
1 2 1 2

0

...
... ...

...
lim lim

... ...

lim

d

d

N
n

T sN
n m

N
n

ss T sNs s
n m

N

s

s s p s p s p
R s

s s p s p s p k s z s z s z e

s s p s p s p
e sE s sR s

s s p s p s p k s z s z s z e

sR s K s

−

−→ →

→

 + + +
=   + + + + + + + 

 + + +
∞ = =   + + + + + + + 

= =

  

3-4  ( ) ( ) ( )
1 1 2

0
1 2

...lim ,
...

N m
ss s

n

p p pe K s R s K
k z z z

+

→
∞ = =  

بهترین حالت براي  .با فیدبک واحد، به ورودي و نوع سیستم بستگی دارد 3- 3بنابراین، خطاي حالت دائمی براي سیستم 
سیستم خطاي حالت دائمی را به ورودي هاي  اکنون بسته به نوع یک سیستم، داشتن خطاي حالت دائمی صفر می باشد،

  :پله، شیب و شتاب بررسی می کنیم
  

0N( اگر سیستم نوع صفر باشد :سیستم نوع صفر) الف   :داریم 4-3براي سه ورودي پله، شیب و شتاب و با توجه به  ،)=

( ) ( ) ( )1 0 1

0 0

1 lim limN
ss s s

R s e K s R s K s
s

+ +

→ →
= → ∞ = =

1
s

( ) ( ) ( )1 0 1
2 0 0

1 lim limN
ss s s

K

R s e K s R s K s
s

+ +

→ →

 
= 

 

= → ∞ = =
2

1
s

( ) ( ) ( )

0

1 0 1
3 0 0

lim

1 lim lim

s

N
ss s s

K
s

R s e K s R s K s
s

→

+ +

→ →

  = = ∞ 
 

= → ∞ = =
3

1
s 20

lim
s

K
s→

  = = ∞ 
 

  

1N( صفر باشداگر سیستم نوع  :یکسیستم نوع ) ب   :داریم 4- 3براي سه ورودي پله، شیب و شتاب و با توجه به  ،)=

( ) ( ) ( )1 1 1

0 0

1 lim limN
ss s s

R s e K s R s K s
s

+ +

→ →
= → ∞ = =

1
s

( ) ( ) ( )1 1 1
2 0 0

0

1 lim limN
ss s s

R s e K s R s K s
s

+ +

→ →

 
= 

 

= → ∞ = =
2

1
s

( ) ( ) ( )1 1 1
3 0 0

1 lim limN
ss s s

K

R s e K s R s K s
s

+ +

→ →

 
=  

 

= → ∞ = =
3

1
s 0

lim
s

K
s→

  = = ∞ 
 

  

2N( اگر سیستم نوع صفر باشد :دوسیستم نوع ) ج   :داریم 4- 3براي سه ورودي پله، شیب و شتاب و با توجه به  ،)=

( ) ( ) ( )1 2 1

0 0

1 lim limN
ss s s

R s e K s R s K s
s

+ +

→ →
= → ∞ = =

1
s

( ) ( ) ( )1 2
2 0 0

0

1 lim limN
ss s s

R s e K s R s K s
s

+

→ →

 
= 

 

= → ∞ = = 1
2

1
s

+ 0
 

=  
 

  



   وه  س    رل   ی  وه  س    رل   ی

 49صفحه 

( ) ( ) ( )1 2 1
3 0 0

1 lim limN
ss s s

R s e K s R s K s
s

+ +

→ →
= → ∞ = =

3

1
s

K
 

=  
 

  

  

  
  
  

  :به مثال زیر توجه کنید
  

    5- 3مثال  3
  :باشد %10برابر  را طوري تعیین کنید که خطاي حالت دائمی به ورودي شیب  kمقدار 

  

∑ ( )
( ) ( ) ( )

5
6 7 8
k s

s s s s
+

+ + +
( )R s

( )C s
+

−

( )E s

  
  :حل

ي حالت دائمی ابتدا باید پایداري سیستم مورد بررسی قرار گیرد، به منظور بررسی پایداري ابتدا معادله مشخصه را براي بررسی خطا
  :جدول روث را تشکیل می دهیممحاسبه نموده و 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )4 3 2

5
6 7 8 5

51 6 7 8 51
6 7 8

6 7 8 5 21 146 336 5

k s
G s s s s s k s

T s
k sG s s s s s k s

s s s s

s s s s s k s s s s k s k

+
+ + + +

= = =
++ + + + + +

+
+ + +

→ ∆ = + + + + + = + + + + +

  

  

( )

( )

4

3

2730

2

1 146 5
21 336 0

21 146 336
21

k

s k
s k

k
s

−

+

× − +
644474448 105

21 5
21

k

k×
678

( ) ( )

( ) ( )
2730 0

0 2730 336 125 21 0
105 0

2730 336 105 21
0 0

2730
1 105 0 0

k
k k k

kk k k
s

k
k

− >
→ − × + − × >
 >− × + − ×

−

  

  :بنابراین

2

2730
189 917280 0

0

k
k k

k

<
→ − + + >
 >

  

v نکته:  
 

 .خطاي حالت دائمی براي سیستم پایدار تعریف می گردد
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  :معادله دوم ابتدا باید ریشه هاي آن بدست آیدبراي تعیین علامت 
2 231 917280 0 1080.1,849.1k k k− − + = → = −  

849.11080.1−

+ −−  
  :بنابراین

2730
1080.1 849.1 0 849.1

0

k
k k

k

<
→ − < < → < <
 >

  

بدست آمده باید در شرط فوق صدق  kر مقدا. محاسبه می کنیم %10را براي رسیدن به خطاي حالت دائمی  kاکنون مقدار 
  .کند

( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

0 0

1
1 1 1

5 51 1
6 7 8 6 7 8

6 7 81
6 7 8 5

lim limss s s

R s
s

E s R sk s k sG s sG s
s s s s s s s s

s s s s
E s

s s s s s k s

e sE s s
→ →

  =      → = =   +  ++  = +  + + + + + +  
 + + +

→ =   + + + + + 

→ ∞ = =
2

1
s

s ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

6 7 8 336
6 7 8 5 5

336 1 672
5 10

s s s
s s s s k s k

k
k

 + + +
=  + + + + + 

→ = → =

  

0که این مقدار در شرط  849.1k<   .صدق می کند بنابراین این مقدار قابل قبول است >
  

    6- 3مثال  3
  :باشد  0.02ي حالت دائمی به ورودي پله را طوري تعیین کنید که خطا kمقدار 

  

∑ ( )2
k

s +
( )R s

( )C s
+

−

( )E s

( )
2

4s +

  
  :حل

براي بررسی خطاي حالت دائمی ابتدا باید پایداري سیستم مورد بررسی قرار گیرد، به منظور بررسی پایداري ابتدا معادله مشخصه را 
  :محاسبه نموده و جدول روث را تشکیل می دهیم

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( )( )

2 4
21 2 4 21

2 4

k
G s s k s

T s kG s H s s s k
s s

+ +
= = =

+ + + ++
+ +
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( ) ( )( ) ( )22 4 2 6 8 2s s s k s s k→ ∆ = + + + = + + +  
2 1 8 2

6 0 8 2 0 4
1 8 2 0

s k
s k k

k

+
→ + > → > −

+

  

  
دق بدست آمده باید در شرط فوق ص kمقدار . محاسبه می کنیم 0.02را براي رسیدن به خطاي حالت دائمی  kاکنون مقدار 

  .کند

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0 0

1
2lim lim2 2 4 4

2 4

1 1 4 0.02 0.02 4 4 0.02 195
1 41

4

p s s

ss
p

R s
s k kK GH sk s sGH s

s s

e k kkK k

→ →

 =   → = = =   + +  =
+ +

→ ∞ = = = = → = − × → =
+ ++

  

4kکه این مقدار در شرط  >   .بنابراین این مقدار قابل قبول است ،صدق می کند −
  

از آنجا که اکثر سیستم هاي مورد استفاده مرتبه اي . اکنون با این داشته ها می توانیم به بحث پاسخ گذراي سیستم بپردازیم
  :رند، براي درك بهتر این موضوع، سیستم هاي مرتبه یک و دو را بطور مجزا بررسی می نماییمدا 3کمتر از 

  :بررسی پاسخ گذرا -3-5

، در طراحی سیستم هاي کنترلی، از مهمترین عوامل مورد بررسی است، 1گرچه مقدار نهایی پاسخ و اختلاف آن با پاسخ مطلوب
باید بگونه اي باشند که از ) نوسانات میرا(تغییرات پاسخ . اي ما اهمیت دارداما نحوه رسیدن پاسخ سیستم به این مقدار نیز بر

محدوده مجاز قابل تحمل سیستم فراتر نروند، همچنین هر چه دوره زمانی پاسخ گذرا کوتاه تر باشد، سرعت عملکرد سیستم 
  .ار گیردبدین منظور، پاسخ گذراي سیستم ها باید به خوبی مورد بررسی قر. بالاتر خواهد بود

  :سیستم هاي مرتبه اول -5-1- 3

  ، سیستمی است که داراي نمونه یک سیستم مرتبه اول
  

∑ 1
Ts

( )R s ( )C s
+

−

( )E s
k

  
  سیستم مرتبه اول: 7-3شکل 

  تابع تبدیل حلقه بسته این سیستم بصورت

3-5  ( )
1

1 11

kTsT s k
Ts

Ts

= =
++

 

  .خواهد بود
                                                                                                                                                           
1 Set Point 



 زر  ی  ادزر  ی  اد:         :          درس درس                                                                                                                                                                     ر ی پا خ  ذرا  ر ی پا خ  ذرا       ::  ش  وم  ش  وم

 52صفحه 

  :ا بررسی می کنیماکنون شکل عمومی پاسخ پله این سیستم ر 

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1 11
1

1
t

T

R s k k k ks C s
k s Ts sTs s sT s

T TTs

c t k e u t
−

 = → = = = − +     + +=     +    

 
→ = − 

 

  

1، اگر ثابت زمانی سیستم خوانده می شود Tکه در آن  0
T
−

با توجه به پاسخ بدست آمده . باشد، سیستم پایدار خواهد بود >
  :می توان بخش گذرا و پاسخ مقدار نهایی را بدست آورد

( ) ( ) ( )
( )

{ ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1
ss t

t t
T T

y y t

t
T

t

ss

c t k e u t ku t ke u t

y t ke u t

y ku t

− −

∞

−

 
= − = − 

 

= −

∞ =

14243

 

  :شکل عمومی پاسخ پله سیستم مرتبه اول بصورت زیر خواهد بود واحدبراي بهره 
  

  
1kپاسخ پله سیستم مرتبه اول با : 8-3شکل  =  

  
  

  
  

  .داراي تابع تبدیل مرتبه اول می باشند RL،  RCمدارهاي بطور مثال 

v نکات:  
 

 .برابر ثابت زمانی پاسخ تقریبا به مقدار نهایی خود نزدیک می شود 5الی  4پس از گذشت زمانی حدوداً،  •
این . (دي پله برابر صفر استسیستم مرتبه اول تعریف شده نوع یک می باشد، بنابراین خطاي حالت دائمی آن به ورو •

 )موضوع به خوبی در شکل دیده می شود
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    7- 3مثال  3

  که در اکثر وسائل نقلیه وجود دارد، داراي تابع تبدیل حلقه باز به فرم vسیستم کنترل سرعت

( ) ( )
( )

1V s
G s

R s ms b
= =

+
  

پاسخ پله حلقه بسته این سیستم با فیدبک . دضریب اصطکاك می باش bو جرم وسیله نقلیه  mمی باشد، که در آن 

واحد را براي  
.

1000 , 50
N s

gr mm b=   .بررسی نمایید =
  

bv r

  
  :حل

  :ابتدا تابع تبدیل حلقه بسته را محاسبه می کنیم

( )
1

11000 50
1 1000 511

1000 50

sT s
s

s

+= =
++

+

  

  :بنابراین پاسخ پله این سیستم عبارتست از

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0.051 0.051

0.051

1
1

1 1000 0.051 0.051
1000 51

1 1lim lim 0.0196
1000 0.051 51

1 1lim 0.051 lim 0.0196
1000 51

1 1 1 0.0196 1
51 0.051

s s

s s

t

R s A Bs V s
s s s sT s

s

A sV s
s

B s V s
s

V s v t e u t
s s

→ →

→− →−

−

 = → = = + + + =
 +

= = = =
+

= + = = − = −

 → = − → = − + 

  

1ثابت زمانی این سیستم برابر  19.6
0.051

T = 4می باشد، بنابراین انتظار داریم در زمانی برابر  = 19.6 76.4s× پاسخ سیستم  =
  :به پاسخ نهایی نزدیک شده باشد
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  :سیستم هاي مرتبه دوم - 5-2- 3

  اي نمونه، سیستمی است که دار دومیک سیستم مرتبه 

∑ ( )
2

2
n

ns s
ω

ζω+
( )R s ( )C s

+

−

( )E s
k

  
  سیستم مرتبه دوم: 9-3شکل 

  تابع تبدیل حلقه بسته این سیستم بصورت

3-6  ( ) ( )

( )

2

2

2 2 2

2
21

2

n

n n

n n n

n

s s kT s k
s s

s s

ω
ζω ω

ω ζω ω
ζω

+
= =

+ ++
+

 

 :بنابراین. خواهد بود
  

3-7  ( ) 2 22 0n ns s sζω ω∆ = + + =  

3-8  2
1,2 1

d

n ns j
ω

ζω ω ζ= − ± −14243  

  

  . نامیده می شوند 2فرکانس طبیعی nω، 1یرایینسبت م ζکه در آن 
  

  

  :در صورتی پایدار خواهد بود که 6- 3سیستم مرتبه دوم 
0 0n nζω ζω− < → >  

0ζاز آنجا که فرکانس طبیعی همواره مثبت است، سیستم مرتبه دوم در صوتیکه    . د بودباشد، پایدار خواه <

                                                                                                                                                           
1 Damping Ratio 
2 Natural Frequency 

Step Response

Time (sec)
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System: T
Settling Time (sec): 76.7

System: T
Final Value: 0.0196
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×

×

θ
nζω−

djω

djω−

2

cos

sin 1

θ ζ

θ ζ

=


= −

  
 Sمکان ریشه هاي سیستم مرتبه دوم در صفحه : 10-3شکل 

  :اکنون شکل عمومی پاسخ پله این سیستم را بررسی می کنیم

  
  شکل عمومی پاسخ پله یک سیستم مرتبه دوم: 11-3شکل 

لیل پاسخ گذراي مربوط به آن نیز از اهمیت زیادي از آنجا که پاسخ پله مهمترین فاکتور براي بررسی سیستم ها می باشد، تح
  :پارامترهاي مهم این پاسخ را بعنوان تعریف ارائه می کنیم 11- 3با توجه به شکل . برخوردار است
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. را پارامترهاي پاسخ گذرا می نامند 5و زمان نشست 4، ماکزیمم فراجهش3، زمان اوج2، زمان صعود1پنج پارامتر زمان تأخیر
21d(مشخصات پاسخ گذرا با فرض  nω ω ζ=  :بصورت زیر بدست می آید) −

  

3-9  1 0.7
d

n

t ζ
ω

+
≅  

3-10  
1cos

r
d

t π ζ
ω

−−
=  

3-11  P
d

t π
ω

=  

3-12  21 100PM e
ζπ

ζ
−

−= ×  

3-13  4
s

n

t
ζω

=        )2(% 3.2
s

n

t
ζω

= )5(%  

  
شکل بسته به مقادیر مختلف آن . بستگی دارد ζمی بینیم که مقدار فراجهش سیستم تنها به پارامتر  12-3با توجه به فرمول 

  :پاسخ سیستم می تواند هر یک از شکلهاي زیر باشد

                                                                                                                                                           
1 Delay Time 
2 Rise Time 
3 Peak Time 
4 Maximum Peak (Over Shoot) 
5 Settling Time 

v تعاریف مهم: 
  

 .زمانی است که طول می کشد تا پاسخ براي اولین بار به نصف مقدار نهایی خود برسد ):dt(زمان تاخیر  - 1
در بعضی از . (درصد مقدار نهایی خود برسد 100تا پاسخ از صفر تا مدت زمانی که طول می کشد ): rt(ن صعود زما -2

 .)هم آمده است% 95تا % 5یا % 90تا % 10متون 
/(ماکزیمم فراجهش   - 3 .PM O S :( اندازه گیري می شود 1مقدار اوج فراجهش که نسبت به مقدار. 
 .اتفاق می افتد) فراجهش(که اولین ماکزیمم زمانی است  ):Pt(  زمان اوج - 4
مقدار نهایی برسد و % 5تا  2زمانی که طول می کشد تا پاسخ به تغییرات قابل قبولی در حدود ): st(زمان نشست  -5

 .در آن محدوده نیز باقی بماند
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 انواع پاسخ پله سیستم مرتبه دوم: 12-3شکل 

بصورت یک جدول مجزا نمایش داده شده  12- 3پاسخ سیستم، حالت هاي مختلف شکل  و شکل ζدرك بهتر رابطه بین براي 
  .است

  و نوع پاسخ پله سیستم ζارتباط بین  2-3جدول 
مقدار 

ζ  
  شکل عمومی پاسخ  پاسخو فرم نام  

0ζ <  
  پاسخ ناپایدار

( ) 1
1( ), 0c ty t ke u t C= >  

  

0ζ =  
  پاسخ نوسانی نامیرا

( ) ( ) ( )1 1 2 2sin cosy t k C t k C t u t= +

  

0 5 10 15
0
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5

0 100 200 300 400 500 600 700 800
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0 1ζ< <
  

  پاسخ میراي نوسانی
( ) ( ) ( )1

1 1 2 2

1

sin cos
0

c ty t e k C t k C t u t
C

−= +

>

  

  

1ζ =  
  پاسخ میراي بحرانی

( ) ( )1
11 ( ) , 0c ty t k e u t C−= − >  

  

1ζ >  
  پاسخ میراي شدید

( ) ( )1
11 ( ) , 0c ty t k e u t C−= − >  

  
 

    8- 3مثال  3
  با تابع تبدیل حلقه باز DCیک موتور 

( ) ( )
( ) 2

0.01
0.005 0.006 0.01

v s
G s

V s s s
θ= =

+ +
  

  :اي پاسخ گذرا را براي این سیستم حلقه بسته شامل فیدبک واحد محاسبه نماییدپارامتره. را در نظر بگیرید
  :حل

  :ابتدا تابع تبدیل حلقه بسته را محاسبه می کنیم

( )
2

2 2

2

0.01
0.01 20.005 0.006 0.01

0.01 0.005 0.006 0.02 1.2 41
0.005 0.006 0.01

s sT s
s s s s

s s

+ += = =
+ + + ++

+ +

  

  :مقادیر میرایی و فرکانس طبیعی بدست می آیند 7-3 رابطهاز مقایسه معادله مشخصه این سیستم با 
  

2 2 2
2

2 1.2 0.3
1.2 4 2 1.9

24
n

n n d
nn

s s s s
ζω ζ

ζω ω ω
ωω

= = + + ≡ + + → → → = 
== 

  
  

  :پاسخ گذراي مربوطه را محاسبه می کنیماکنون پارامترهاي . پاسخ، میراي نوسانی خواهد بود ζبا توجه به مقدار 
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Step Response
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2
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1 1

1

1 0.7 0.605

cos cos 0.3 0.98

1.64

100 37%
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1cos ζ−

  

  
  

    9- 3مثال  3
  در سیستم فوق پارامترهاي مجهول را بگونه اي بیابید که 

( )

5%
1

0

P
s

s

ss

M
t
e

>


<
 ∞ =

  

  .باشد

Step Response
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System: ans
Settling Time (sec): 5.61

System: ans
Time (sec): 0.591
Amplitude: 0.502

System: ans
Time (sec): 0.989
Amplitude: 1

System: ans
Peak amplitude: 1.37
Overshoot (%): 36.8
At time (sec): 1.57
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∑ 2

k
s as b+ +

( )R s ( )C s+

−

( )E s

0.5
  

  :حل
  :ابتدا تابع تبدیل حلقه بسته را محاسبه می کنیم

( ) ( )
2

2

2
0.5 0.51

k
ks as bT s k s as b k

s as b

+ += =
+ + ++

+ +

  

  :مقادیر میرایی و فرکانس طبیعی بدست می آیند 7-3 رابطهاز مقایسه معادله مشخصه این سیستم با 
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 − − − 
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+
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∞ = → ∞ =

;

  

  
  :سیستم نوع صفر است، تنها به ورودي پله می تواند خطاي حالت دائمی ثابت داشته باشد

  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim limss s s s
c sC s sR s T s s

→ → →
∞ = = =
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×
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b
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= =  + + + + 

→ = + → = → =

== × × = =     → → → =   = += += +    =

  

  
مشخصات زمانی پاسخ گذراي این سیستم همانطور که در شکل هم دیده می . پاسخ پله این سیستم در صفحه بعد رسم شده است

  .اردشود، با مشخصات مطلوب همخوانی د
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    10- 3مثال  3
1kبا  9- 3براي سیستم مرتبه دوم شکل    ، محل قطب هاي حلقه بسته را چنان تعیین کنید که=

4.32%
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  .باشد
  :حل

( )
2

2 22
n

n n

T s
s s

ω
ζω ω

=
+ +
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 − 
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= < → × × > → > → =

→ = − ± − = − ±

  

  
مشخصات زمانی پاسخ گذراي این سیستم همانطور که در شکل هم دیده . ده استپاسخ پله این سیستم در صفحه بعد رسم ش

  .شود، با مشخصات مطلوب همخوانی دارد می

Step Response
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Final Value: 1
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  :را نشان می دهد sشکل هاي زیر مکان هاي ثابت در صفحه 
  

nω

ζnζω

nω

{ }Im s{ }Im s

{ }Im s{ }Im s

{ }Re s { }Re s

{ }Re s { }Re s

  
 sمکان هاي ثابت در صفحه : 13-3شکل 
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  :سیستم هاي مرتبه بالاتر - 5-3- 3

تحلیل سیستم هاي مرتبه بالاتر، به دلیل پیچیدگی روابط موجود به راحتی سیستم هاي مرتبه یک و دو نبوده و معمولاً براي 
  . ی شودبررسی چنین سیستم هایی بجز مواردي که بتوان مرتبه سیستم را کاهش داد، از روش هاي دستی استفاده نم

می توان  )پنج تا ده برابر بزرگتر یا کوچکتر(اگر موقعیت قطبی نسبت به دیگر قطب هاي سیستم پنج تا ده برابر متفاوت باشد، 
  .تاثیر آن در تابع تبدیل را حذف نمود

  

  
    

  :بطور مثال 
  

( )
( )( )

( )
( )

2

2

10
10 2 2 1

2 210: 0 0.5
10 2

G s
s s s

G s
s s

DC Gain G

 = + + + ′→ = + + = = ×

v نکته:  
 

0sمقدار تابع تبدیل یک سیستم در فرکانس صفر یعنی  در ساده سازي تابع تبدیل یک . سیستم گویند DCرا بهره  =
 .سیستم نباید تغییر کند DCسیستم بهره 



 

 

  
  
  

ش  ش      :: ھارم ھارم  
ری     م  ی    ر یری     م  ی    ر یپایدا پایدا  ر ی  ر ی 
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  بررسی پایداري سیستم هاي کنترلیبررسی پایداري سیستم هاي کنترلی: : بخش چهارمبخش چهارم33 )4

  :مقدمه -4-1

هورویتز، تنها پایداري مطلق  –در روش روث . در فصل گذشته یکی از روشهاي بررسی پایداري سیستم هاي کنترلی را آموختیم
شوند، براي بررسی پایداري مطلق و  سه روش باقیمانده که در این فصل آموزش داده می. یک سیستم را می توان بررسی نمود

  . نسبی بکار می روند
سه روش مکان ریشه ها، دیاگرام نایکوئیست و نمودارهاي بودي، سه روش اصلی و اساسی تحلیل و طراحی سیستم هاي کنترلی 

  .به شمار می روند

  :بررسی پایداري به روش مکان ریشه ها - 4-2

اسخ گذراي یک سیستم حلقه بسته، به محل قطب هاي آن وابسته همانطور که در بخش قبل دیدیم، مشخصات اساسی پ
اگر سیستم بهره متغیري داشته باشد، محل قطب هاي حلقه بسته به مقدار بهره انتخاب شده براي حلقه بستگی خواهند . است
براي مهندسین  چگونه تغییر می کند sپس دانستن این که با تغییر بهره حلقه محل قطب هاي حلقه بسته در صفحه . داشت

  .طراح بسیار مهم است
به این . از دید طراحی، در بعضی از سیستمها یک اصلاح ساده بهره می تواند قطب هاي حلقه بسته را به محل مطلوب ببرد

اگر اصلاح بهره به تنهایی نتواند به نتیجه مطلوب منجر شود، . ب مسئله طراحی به انتخاب مناسب بهره حلقه می انجامدتیتر
  .زودن یک جبرانساز به سیستم ضروري خواهد بوداف

، ریشه هاي معادله مشخصه سیستم حلقه بسته به ازاي یک پارامتر مجهول که معمولاً بهره سیستم 1در روش مکان ریشه ها
  :بار دیگر دیاگرام بلوکی سیستم حلقه بسته را در نظر بگیرید. است، رسم می گردند

∑ ( )k G s

( )H s

( )R s ( )C s+

−

( )E s

  
  دیاگرام بلوکی سیستم حلقه بسته: 1- 4کل ش

  :معادله مشخصه چنین سیستمی بصورت

( ) ( )
( ) ( )1

KG s
T s

KG s H s
= →

+
  

4-1  ( ) ( ) ( )1 0s KG s H s∆ = + =  

یا منفی  بسته به مثبت. بستگی دارد Kبنابراین همانطور که مشخص است، جایگاه ریشه هاي حلقه بسته به مقدار  .خواهد بود
  .شروط مربوط به رسم مکان ریشه ها متفاوت خواهد بود Kبودن مقدار 

                                                                                                                                                           
1 Root Locus 
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0Kقواعد رسم مکان ریشه براي  -4-2-1 >  

0Kبراي    :را می توان بصورت دو شرط کلی بیان نمود 1-4رابطه  <
4-2  1( )F z

K
=  

4-3  ( )( ) 2 1 0,1,2,...F z k kπ= + =R  
که هر دو شرط را برآورده نمایند ریشه هاي  sمقادیري از . را شرط زاویه گویند 3- 4 رابطهرا شرط اندازه و  2- 4 رابطهکه 

0Kمراحل رسم مکان ریشه براي  .معادله مشخصه سیستم حلقه بسته می باشند   :بصورت زیر است <

)ابتدا براي تابع تبدیل  • )T s  محل قطب ها و صفرها را در صفحهs تعیین می کنیم. 
داد قطب برابر اختلاف تع تتعداد صفر و قطب در بینهای. را مشخص می کنیم) تعداد مجانب مربوطه(تعداد قطب و صفر بینهایت  •

n(و صفر  m− (است. 
 .مکان ریشه ها از قطب شروع و در صفر پایان می یابد •
 .مکان روي محور حقیقی جایی است که سمت راست آن تعداد فردي قطب یا صفر وجود داشته باشد •

)محل تلاقی مجانب ها • )σ و زاویه مجانبی( )ϕ بصورت زیر بدست می آیند 

4-4  i ip z

n m
σ

−
=

−

∑ ∑
 

4-5  ( )2 1k
n m

π
ϕ

+
=

−
 

هرگاه دو قطب یا دو صفر در کنار هم و روي ( .نقاط شکست مکان جایی وجود دارند که مکان بین دو قطب یا دو صفر قرار گیرد •
 :این نقاط از حل معادله زیر بدست می آیند ).شکست خواهیم داشتمحور حقیقی قرار گیرند همواره در بین آن دو نقطه 

4-6  
( )
1 0d

ds F s
 −

=  
 

 

 :در هر نقطه از مکان از رابطه زیر بدست می آید Kمقدار پارامتر  •

4-7  1 2

1 2

...
...

n

m

d d d
l l l

 

  .فاصله از صفر هاست ilفاصله نقطه مورد نظر از قطب و  idکه در آن  •
 :زاویه  خروج از قطب مختلط بصورت زیر بدست می آید •

4-8  θ + − مجموع زوایاي قطب مختلط با دیگر قطبها  = مجموع زوایاي قطب مختلط با دیگر صفرها  180 

 .مکان ریشه ها نسبت به محور حقیقی، متقارن خواهد بود •
    1- 4مثال  3

0Kستمی با معادله مشخصه زیر را براي مکان ریشه هاي سی   .رسم نمایید <

( ) ( )
11

2
s K

s s
∆ = +

+
  

 :حل
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  :گانه فوق را به ترتیب انجام می دهیم 9براي رسم مکان ریشه ها مراحل 

( ) ( )
1

2

01
22

p
T s

ps s
=

= →  = −+ 
  

( )Im s

( )Re s

2
π

ϕ =

3
2
π

ϕ =

  
  :دو زاویه مجانبی لازم داریم3 2= تعداد مجانب= تعداد صفر بینهایت 

( )
{ {

( )

0 1

2 1 0 23, , 1
2 2 2 2

i i

k k

p zk
n m

π π π
ϕ σ

= =

  −+ + − = = = = = − 
−  

∑ ∑
  

  .مکان نیست3 )زوج(هیچ قطب و صفري وجود ندارد  1سمت راست ناحیه 
  .نقطه شکست داریم 3بین دو قطب 3 .مکان هست3 )فرد(یک قطب وجود دارد  2سمت راست ناحیه 
  .مکان نیست3 )زوج(دو قطب وجود دارد  3سمت راست ناحیه 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 2
2

2 2 2 0

2 2 0 1

T s s s
s s T s

d s s s
ds
s s

= → − = − +
+

→ − + = − + =

→ + = → = − R

  

  .بنابراین مکان ریشه هاي سیستم مربوطه بصورت زیر خواهد بود
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    2- 4مثال  3
0Kمکان ریشه هاي سیستمی با معادله مشخصه زیر را براي    .رسم نمایید <

( ) 21
2 5
ss K

s s
∆ = +

+ +
  

 :حل
  :گانه را به ترتیب انجام می دهیم 9ا مراحل براي رسم مکان ریشه ه

( )
1

2 2
1,2

0

2 4 20 2 42 5 2 5 0 1 2
2 2

z
sT s js s s s p j

=
= →  − ± − − ±+ + + + = → = = = − ±

  

( )Im s

( )Re s
ϕ π=

1ϕ
2ϕ

  
  :و محل برخورد مجانب ها دیگر معنی ندارد زاویه مجانبی لازم داریم یک3 1=تعداد مجانب = تعداد صفر بینهایت 

( )
{

0

2 1
1 k

k π
ϕ π

=

+  
= =  

 
  

  .مکان نیست3 )زوج(ري وجود ندارد هیچ قطب و صف 1سمت راست ناحیه 
   .مکان هست3 )فرد(وجود دارد  صفریک  2سمت راست ناحیه 

  .ستهمکان 3 )فرد(و قطب وجود دارد سه صفر  3سمت راست ناحیه  
  .نقطه شکست داریم 3، مکان بین دو صفر قرار دارد3و  2بین دو ناحیه 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

22

2

1 2 5
2 5

2 2 2 52 5 0

2

s s sT s
s s T s s

s s s sd s s
ds s s

+ +
= → − = −

+ +

 + − + + + +  → − = − =      

→ 2 2s s+ 2s− 2s− 2 5
5 0 5 0

5
s s

− = → − = → = 
− R

  

  :ز داریم، زاویه خروج از قطب نیز باید محاسبه گردداز آنجا که قطب مختلط نی
1

1
1 2

90 180
90 117 180 2072180 180 tan 180 63.4 117

1

θ ϕ
θ θ

ϕ ϕ −

+ ° − = °
 ° → + ° − ° = ° → = °  = ° − = ° − = ° − ° =   

  

  :یستم مربوطه بصورت زیر خواهد بودبنابراین مکان ریشه هاي س
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    3- 4مثال  3
0Kمکان ریشه هاي سیستمی با معادله مشخصه زیر را براي    .رسم نمایید <

( ) ( )( )
11

1 2
s K

s s s
∆ = +

+ +
  

 :حل
  :گانه را به ترتیب انجام می دهیم 9براي رسم مکان ریشه ها مراحل 

( ) ( )( )

1

2

3

0
1 1

1 2
2

p
T s p

s s s
p

=
= → = −+ +  = −

  

( )Im s

( )Re s

3
π

ϕ =

1ϕ

5
3
π

ϕ =

ϕ π=

  
  :زاویه مجانبی لازم داریمسه 3 3=تعداد مجانب = تعداد صفر بینهایت 

( )
{

{
{

( ) ( )
1

0 2

2 1 0 1 25, , , 1
3 3 3 3

i i

k
k k

p zk
n m

π π π
ϕ π σ

=
= =

  −+ + − + − = = = = = − 
− 

 

∑ ∑
  

  .مکان نیست3 )زوج(یچ قطب و صفري وجود ندارد ه 1سمت راست ناحیه 
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  .نقطه شکست داریم 3بین دو قطب 3 .مکان هست3 )فرد(یک قطب وجود دارد  2سمت راست ناحیه 
  .مکان نیست3 )زوج(دو قطب وجود دارد  3سمت راست ناحیه 
  .مکان هست3 )فرد(سه قطب وجود دارد  4سمت راست ناحیه 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )3 2 2

2

1 1 1 2
1 2

1 2 3 2 3 6 2 0

1.58
3 6 2 0

0.423

T s s s s
s s s T s

d ds s s s s s s s
ds ds

s s s

= → − = − + +
+ +

→ − + + = − + + = − + + =

−
→ + + = → = − R

  

  .بنابراین مکان ریشه هاي سیستم مربوطه بصورت زیر خواهد بود

    

0Kقواعد رسم مکان ریشه براي  - 4-2-2 <  

0Kبراي    :را می توان بصورت دو شرط کلی بیان نمود 1-4رابطه  >
4-9  ( ) 1F s

K
=  

4-10  ( ) 2 0,1, 2, ...F s k kπ= =R  
0Kمراحل رسم مکان ریشه براي  0Kتنها در چند مورد با  >   :تفاوت دارد <

 .مکان ریشه ها از صفر شروع و در قطب پایان می یابد •
 .ود داشته باشدمکان روي محور حقیقی جایی است که سمت راست آن تعداد زوجی قطب یا صفر وج •

)زاویه مجانبی • )ϕ بصورت زیر بدست می آیند: 

4-11  
2k
n m

π
ϕ =

−
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    4- 4مثال  3
0Kمکان ریشه هاي سیستمی با معادله مشخصه زیر را براي    .رسم نمایید >

( ) ( )2

11
12 45

s K
s s s

∆ = +
+ +

  

 :حل

( )
1

2 2
2,3

0
1

12 144 180 12 6( 12 45) 12 45 0 6 3
2 2

p
T s js s s s s p j

=
= →  − ± − − ±+ + + + = → = = = − ±

  

( )Im s

( )Re s
ϕ π=

1ϕ
2ϕ

2
3
π

ϕ =

4
3
π

ϕ =

0ϕ =

  
  :سه زاویه مجانبی لازم داریم3 3=تعداد مجانب = تعداد صفر بینهایت 

{
{ {0

1 2

2 2 40 , ,
3 3 3k

k k

kπ π π
ϕ

=
= =

 
 = =  
 
 

  

  .ستهمکان 3 )زوج(هیچ قطب و صفري وجود ندارد  1سمت راست ناحیه 
  . ستنیمکان 3 )فرد(یک قطب وجود دارد  2سمت راست ناحیه 

  .ستنیمکان 3 )فرد(سه قطب وجود دارد  3ت ناحیه سمت راس 
  .نقطه شکست داریم 3، مکان بین دو صفر قرار دارد3و  2بین دو ناحیه 

  
  :از آنجا که قطب مختلط نیز داریم، زاویه خروج از قطب نیز باید محاسبه گردد

1

1
1 2

90 0
3180 180 tan 180 26.52 153.43
6

90 153.43 0 63.4

θ ϕ

ϕ ϕ

θ θ

−

+ ° − = °

  = ° − = ° − = ° − ° = °   
→ + ° − ° = ° → = °

  

 :واهد بودبنابراین مکان ریشه هاي سیستم مربوطه بصورت زیر خ
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v نکات:  
 

باشد، براي رسم نمودار مکان ریشه ها از تقریب پاده استفاده می  −Tseاگر تابع تبدیل سیستم شامل جمله تاخیر  •
 :کنیم

1
2

1
2

Ts

T s
e T s

−
−

≈
+

  

 .افزودن صفر به تابع تبدیل یک سیستم، مکان ریشه ها را به سمت چپ جابجا می کند •
 .افزودن قطب به تابع تبدیل یک سیستم، مکان ریشه ها را به سمت راست جابجا می کند •
ین بهره را مقدار ا. محل برخورد نمودار مکان ریشه ها با محور موهومی، بهره پایداري مرزي را مشخص می کند •

 .هورویتز محاسبه نمود –توان از جدول روث  می
 . را نشان می دهد Kجهت فلش ها در نمودار مکان ریشه جهت افزایش  •
)اگر پارامتر متغیر در تابع تبدیل بهره نباشد، باید معادله مشخصه را به فرم  • )1 0kF s+ مرتب نموده و سپس  =

 :مکان ریشه ها را رسم نماییم

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2

2
2

11 0 1 1 0 1 0
1

1
1 1 0 1 0

1

s s k s s s ks k
s k s

s
s s k s k

s s

∆ = + = → + + + = → + + + + =
+ +

+
→ + + + + = → + =

+ +
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    5- 4مثال  3
  .مشخص نمایید Kمحدوده پایداري سیستم را به ازاي تغییرات پارامتر  

( ) ( )2

21
3

s Ks
s s

+
∆ = +

+
  

 :حل
  :بنابراین ابتدا باید معادله مشخصه را به فرم استاندارد تبدیل نماییم. می باشدبهره سیستم ن Kدر این مثال پارامتر 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 3 2
2

2

21 0 3 2 0 3 2 0
3

13 2 0 1 0
1 2

s Ks s s s s K s s s s K
s s

s s s s K s K
s s s

+
∆ = + = → ∆ = + + + = → ∆ = + + + =

+

→ ∆ = + + + = → ∆ = + =
+ +

  

  .را مورد بررسی قرار می دهیم Kدر اینجا فقط تغییرات . رسم شده است 3- 4مکان ریشه هاي این سیستم در مثال 

  
. د نمودار مکان ریشه ها با محور موهومی که در شکل فوق مشخص شده اند، مرز پایداري سیستم را نشان می دهدمحل برخور

  :هورویتز مشخص می شود–مقدار بهره در مرز پایداري با استفاده از جدول روث 
3

2

1 2
3

6 0 66 0
3

1 0

s
s K

K KKs

K

→ − = → =−  

  

6Kبنابراین به ازاي . را نشان می دهد Kجهت فلش ها در نمودار مکان ریشه جهت افزایش    .سیستم پایدار خواهد بود >
6Kبه ازاي    :ریشه هاي متناظر با این بهره از حل معادله کمکی سطر قبل بدست می آید. سیستم پایدار مرزي خواهد بود =

2 23 3 6 0 2s K s s j+ = + = → = ±  
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  :بررسی پایداري به روش دیاگرام نایکوئیست -4-3

در روش مکان ریشه ها، براي بررسی پایداري سیستم هاي داراي تاخیر، مجبور به استفاده از تقریب پاده بودیم که لزوماً 
براي بررسی پایداري سیستم هاي  است که روش معیار پایداري نایکوئیست یک روش نیمه ترسیمی. تقریب مناسبی هم نیست

  .اما این روش مکان و محل ریشه ها را تعیین نمی کند. دار مناسب می باشد اخیرت
)معیار پایداري نایکوئیست، رابطه پاسخ فرکانسی حلقه باز  ) ( )G j H jω ω  با تعداد قطب ناپایدار سیستم حلقه بسته را

ن به روش ترسیمی و با توجه به منحنی هاي پاسخ مطلق سیستم حلقه بسته را می توا يبا این روش پایدار .مشخص می کند
  .بدون آنکه نیاز به محاسبه قطب هاي سیستم حلقه بسته باشد. تعیین کرد )منحنی نایکوئیست( فرکانسی حلقه باز

ناحیه (چنان برمی گزینیم که تمام نیم صفحه راست  sبراي تحلیل پایداري سیستم هاي کنترلی، یک مسیر بسته در صفحه 
  )جهت مسیر ساعتگرد است. (این مسیر را مسیر نایکوئیست می نامند. را در بر داشته باشد) ريپایدا

( )Im s

( )Re s

∞

  
  مسیر نایکوئیست: 2- 4شکل 

  
در داخل ) ناپایدار(مسیر نایکوئیست تمام نیم صفحه راست را در بردارد و تمام صفر و قطب هاي داراي بخش حقیقی مثبت 

)اگر . ارندآن قرار د ) ( )1 G s H s+  ریشه اي در نیم صفحه راست نداشته باشد سیستم حلقه بسته در نیم صفحه راست قطب
مسیر بسته نایکوئیست را به گونه اي انتخاب می کنیم که از هیچ کدام از صفر و قطب هاي . ندارد و سیستم پایدار است

( ) ( )1 G s H s+ ریشه هاي . عبور نکند( ) ( )1 G s H s+ از حل معادله  
( ) ( ) ( ) ( )1 0 1G s H s G s H s+ = → = −  

1بنابراین نقطه . بدست می آیند 0 j−   .در منحنی نایکوئیست نقطه بحرانی به حساب می آید +
  

)اگر سیستم حلقه باز  ) ( )G s H s در نظر می  2-4نایکوئیست را همانند شکل  مسیرد، روي محور موهومی ریشه نداشته باش
)گیریم، اما اگر سیستم حلقه باز  ) ( )G s H s هاي  روي محور موهومی ریشه داشته باشد، از آنجا که می خواهیم تمام قطب

1εشعاع بسیار کوچک  نایکوئیست پایدار باشند، ریشه هاي روي محور موهومی را با نیم دایره هایی به موجود در مسیر << 
  :نایکوئیست جدا می کنیممسیر از 
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( )Re s

  
  مسیر نایکوئیست اصلاح شده: 3- 4شکل 

  
  :قواعد رسم منحنی نایکوئیست - 1- 4-3

  :قه باز می باشد، مراحل زیر را انجام می دهیمبراي رسم منحنی نایکوئیست که همان منحنی فرکانسی سیستم حل

)ابتدا تابع تبدیل حلقه باز  -1 ) ( )G j H jω ω را تشکیل می دهیم. 
 .با توجه به قطب هاي تابع تبدیل حلقه باز مسیر نایکوئیست را رسم می نماییم -2
)اندازه و زاویه تابع مختلط  -3 ) ( )G j H jω ω مرا محاسبه می کنی. 
)قسمت حقیقی و موهومی تابع مختلط  -4 ) ( )G j H jω ω را محاسبه می کنیم. 
)نقاط برخورد با محور حقیقی از حل معادله  -5 ) ( ){ }Im 0G j H jω ω   .بدست می آیند =
)نقاط برخورد با محور موهومی از حل معادله  - 6 ) ( ){ }Re 0G j H jω ω  .بدست می آیند =
)اندازه و زاویه  -7 ) ( )G j H jω ω  0را براي نقاطω += ،ω =  .محاسبه می کنیم 5و نقاط بدست آمده از مرحله  ∞+

)منحنی نایکوئیست را براي  -8 )0 ,ω +∈  :و شکل هاي زیر رسم می نماییم 7با توجه به مرحله  ∞+

v معیار پایداري نایکوئیست:  
)تعداد ریشه هاي اگر مسیر نایکوئیست تمام نیم صفحه راست را در برداشته باشد،  ) ( )1 G s H s+  در نیم

)با تعداد دور ساعتگرد منحنی فرکانسی   sصفحه راست صفحه  ) ( )G j H jω ω  1حول نقطه بحرانی 0 j− و +
  :برابر است sتعداد قطب هاي سیستم حلقه باز  در نیم صفحه راست صفحه 

RZ N P= +  
  :که در آن

Z  : تعداد ریشه هاي( ) ( )1 G s H s+  در نیم صفحه راست صفحهs    
RN:  تعداد دور ساعتگرد منحنی فرکانسی( ) ( )G j H jω ω  1حول نقطه بحرانی 0 j− +  
P:  تعداد قطب هاي سیستم حلقه باز  در نیم صفحه راست صفحهs  

0Z سیستم حلقه بسته زمانی پایدار است که. می باشد   .باشد =
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  فرکانس بالا) ب(فرکانس پایین ) الف(ایکوئیست در منحنی ن: 4- 4شکل 

 .منحنی نایکوئیست نسبت به محور حقیقی متقارن است -9
0ωبراي رسیدن از   -10 0ωبه  =− تگرد و به شعاع بی نهایت نیم دایره در جهت ساع N ،Nبراي سیستم نوع  =+

  .کشیم می

    6- 4مثال  3
  .حلقه بسته آن را بررسی نمایید يدیاگرام نایکوییست سیستم حلقه باز زیر را رسم نموده و پایدار

( ) 1
1

GH s
s

=
+

  
 :حل

  :سیستم حلقه باز فوق نوع صفر است و تعداد ریشه هاي ناپایدار آن صفر است بنابراین
1 0 1 0s s P+ = → = − → =  

  :گانه فوق را به ترتیب انجام می دهیم 10اکنون مراحل 

( )
( )

( )

( )
( ){ } ( ){ }

( ){ }

2

1 1

2 2 2

Re Im

2

1 1
11 1

1
0 tan tan

1
1 1 1 1

1 1 1 1 1

Im 0 0 0
1

GH j GH j

GH j
j

GH j
j

GH j

j jGH j j
j j

GH j

ω ω

ω
ω ωω

ω ω
ω ω

ω ω ω
ω

ω ω ω ω ω

ω
ω ω

ω

− −

 = = + += → +   = − = −   
− − −

= × = = +
+ − + + +

−
→ = → = → =

+

R

123 123

( )Im s

( )Re s

∞

)اکنون اندازه و زاویه  )GH jω  0را براي نقاطω += ،ω =   :محاسبه می کنیم ∞+

( )

( )
( )

( ) ( )

2

11

10 1 1 01 00 ,
0 0 tan 900 0 tan 0
1

GH j
GH j

GH jGH j
ω ω

+

+

−+ −

 = =  ∞ = =+  ∞= → = +∞ → 
   ∞ = − ∞ = − °= − =    

RR
  

  :ابراین نمودار نایکوئیست بصورت زیر خواهد بودبن
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  :با توجه به منحنی نایکوئیست داریم

0
0

0R

P
z

N
=

→ = =
  

  .بنابراین سیستم حلقه بسته پایدار است
  
  

    7- 4مثال  3
  .رسی نماییدحلقه بسته آن را بر يدیاگرام نایکوییست سیستم حلقه باز زیر را رسم نموده و پایدار

  

( ) ( )
1

4
GH s

s s
=

+
  

 :حل
  :است و تعداد ریشه هاي ناپایدار آن صفر است بنابراین یکسیستم حلقه باز فوق نوع 

  
( )4 0 0, 4 0s s s P+ = → = − → =

  
( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( ){ }

( )
( ){ }

( ){ } ( )

2

1

2 2

2 2 4 2 4 2

Re Im

4 2

1 1
4 161

4
0 90 tan

4

1 1 4 4
4 4 4 16 16

4Im 0 0 0
16

GH j GH j

GH j
j j

GH j
j j

GH j

jGH j j
j j j j

GH j

ω ω

ω
ω ω ω ω

ω
ω ω ω

ω

ω ω ω ω
ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω
ω ω

ω ω

−

 = = + += → +   = − ° −    
− − − −

= = × = +
+ − + − − + +

−
→ = → = → =

+

R

14243 14243
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( )Im s

( )Re s

∞

  
)اکنون اندازه و زاویه  )GH jω  0براي نقاط راω += ،ω =   :محاسبه می کنیم ∞+

( )
( )

( )

( )

( ) ( )11

1 1 00 0 40 ,
0 90 tan 1800 90 tan 0 90

GH j GH jj j
GH jGH j

ω
ω ω

ω

+ ++

−−

 = = ∞ ∞ = = + ∞= → = +∞ → 
  ∞ = − ° − ∞ = − °= − ° − = − °

RR

  

0ωرسیدن از بنابراین براي . سیستم نوع یک می باشد 0ωبه  =− ت نیم دایره در جهت ساعتگرد و به شعاع بی نهای ، یک=+
  :بنابراین نمودار نایکوئیست بصورت زیر خواهد بود. کشیم می

  
  :با توجه به منحنی نایکوئیست داریم

0
0

0R

P
z

N
=

→ = =
  

  .بنابراین سیستم حلقه بسته پایدار است
  

    8- 4مثال  3
  .سته آن را بررسی نماییدحلقه ب يدیاگرام نایکوییست سیستم حلقه باز زیر را رسم نموده و پایدار

( ) ( )2

1
1 2

GH s
s s

=
+

  

 :حل
  :است و تعداد ریشه هاي ناپایدار آن صفر است بنابراین دوسیستم حلقه باز فوق نوع 
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( )2 1 2 0 0,0, 0.5 0s s s P+ = → = − → =  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ){ ( ) ( )

( ){ }

( )
( ){ }

( ){ } ( )

2

2 2 2

2

1

2 2 2 2

Re Im

2

1 1
1 42 11

2 1 20 180 tan
1

1 2 1 1 1 1 2
2 1 1 4 1 42 1

2Im 0 0
1 4

GH j GH j

GH j
j j

GH j
j j

GH j

jGH j j
jj j

GH j

ω ω ω

ω
ω ωω ω

ω
ω ω ω

ω

ω
ω

ω ω ωω ωω ω

ω
ω ω

−

−

 = = ++= → 
+   = − ° −    

− + − − −
= × = + ×

− + + ++

→ = → ≠
+

R

1442443 1442443

( )Im s

( )Re s

∞

)اکنون اندازه و زاویه  )GH jω  0را براي نقاطω += ،ω =   :محاسبه می کنیم ∞+

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )11

1 1 0
00 ,

0 180 tan 2700 180 tan 0 180

GH j GH j

GH jGH j

ω
ω ω

ωω

+

−−

 = = ∞ ∞ = =  ∞= → = +∞ → 
  = − ° − ∞ = − °= − ° − = − °  RR

  
0ωرسیدن از بنابراین براي . سیستم نوع دو می باشد 0ωبه  =− ی نهایت نیم دایره در جهت ساعتگرد و به شعاع ب 2، =+

  .کشیم می
  :بنابراین نمودار نایکوئیست بصورت زیر خواهد بود

0ω += ω = +∞

  
  :با توجه به منحنی نایکوئیست داریم

0
2

2R

P
z

N
=

→ = =
  

.بنابراین سیستم حلقه بسته ناپایدار است
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    9- 4مثال  3
  .حلقه بسته آن را بررسی نمایید يه و پایداردیاگرام نایکوییست سیستم حلقه باز زیر را رسم نمود

∑
10

k
s +

( )R s
( )C s+

−

( )E s
( )

1
1s s +

  
 :حل

  :است و تعداد ریشه هاي ناپایدار آن صفر است بنابراین یکسیستم حلقه باز فوق نوع 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2

3

0
1 1 10 0 1 0

10 1
10

p
kG s H s s s s p P

s s s
p

=
= × → + + = → = − → =+ +  = −

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )
( )

( ){ }

3 2

2 2

1 1

2 3

2 3 2 3

2

3 2

Re

1 10 11 10

1
1 10 1 100

0 90 tan tan
1 10

11 10

11 10 11 10

11
11 10

GH j

k kGH j
j j j j j

kGH j
j j s j

GH j

jkGH j
j j

k j
j j

ω

ω
ω ω ω ω ω ω

ω
ω ω ω ω ω ω

ω ω
ω

ω ω ω
ω

ω ω ω ω ω ω

ω ω
ω ω ω

− −

= =
+ + − − +

 = = + + + +→ 
    = − ° − −       

− − − +
= ×

− + − + − − − +

−
= +

− − +

R

144424443
( ){ }

( ){ } ( )

3

3 2

Im

3 2

10
11 10

0

Im 0 10 0 10 0 10

10

GH j

j j

GH j

ω

ω
ω ω ω

ω

ω ω ω ω ω ω

ω

 
 

− 
 − − +
  
 

=


→ = → − = → − = → = +
 = −

144424443

R

( )Im s

( )Re s

∞

)اکنون اندازه و زاویه  )GH jω 0ا براي نقاط رω += ،ω =   :محاسبه می کنیم ∞+

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

11

110

1 1

0
00 ,

0 90 2 tan 2700 90 2 tan 0 90

11010 1 10 110
10

100 90 tan 10 tan 180
10

k kGH j GH j

GH jGH j

k kGH j

GH j

ω
ω ω

ωω

ω

ω

ω

+

−−

− −

 = = ∞ ∞ = =  ∞= → = +∞ → 
  = − ° − ∞ = − °= − ° − = − ° 

 = = += → 
  

= − ° − − = − °     

RR

14243

R

0ωرسیدن از بنابراین براي . می باشد یکسیستم نوع  0ωبه  =− تگرد و به شعاع بی نهایت ساعنیم دایره در جهت  2، =+
  :نمودار نایکوئیست بصورت زیر خواهد بودکشیم و  می
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0Pچون  0Zاگر بخواهیم با توجه به منحنی نایکوئیست است،  = 0RNباشد، باید  = بنابراین نقطه . باشد =

110
k−  باید

  :را در برنگیرد −1جایی باشد که تعداد دورها نقطه 

1 1 110
110 110

k k k−
> − → < → <  

  :محاسبه پارامترهاي اصلی پایداري در حوزه فرکانس با استفاده از  منحنی نایکوئیست - 2- 4-3

س طراحی هاي حوزه فرکانسی سیستم هاي کنترلی می باشند را می توان با که اسا 2حد فازو  1حد بهرهدو پارامتر اصلی 
  :در این بخش با این دو پارامتر و نحوه محاسبه آنها آشنا می شویم. استفاده از منحنی نایکوئیست بدست آورد

  
)فرکانس قطع فاز : فرکانس قطع فاز )Cωبراي محاسبه . گردد °180تبدیل برابر  ، فرکانسی است که در آن زاویه تابع

)فرکانس قطع فاز می توان نقطه اي که در آن بخش موهومی  )GH jω صفر می شود را نیز محاسبه نمود.  
  :حد بهره بصورت زیر محاسبه می گردد :حد بهره

 4 -12  120log
( )C

GM
GH jω

=  

)فرکانس قطع بهره  هرهبفرکانس قطع  )gω گردد 1، فرکانسی است که در آن اندازه تابع تبدیل برابر.  
 :حد فاز بصورت زیر محاسبه می گردد فازحد 

4-13  ( ) 180gPM GH jω= ±R  

و  2، نقاط bنمودار براي . می باشدgωو  Cωبه ترتیب برابر  3و  1، نقاط aبراي نمودار . توجه کنید 5- 4به شکل 
  .می باشدgωو  Cωرابر به ترتیب ب 4

                                                                                                                                                           
1 Gain Margin 
2 Phase Margin 
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3

4

2

1
1−

a

b

  
  مفاهیم حد فاز و حد بهره 5- 4شکل 

حتی اگر یکی از این مقادیر منفی باشند سیستم . باشند مثبتبراي پایداري یک سیستم مقادیر حد فاز و حد بهره هر دو باید 
  .بود ناپایدار خواهد

  .براي درك بهتر این موضوع به شکل زیر توجه کنید

  
  نحوه تشخیص علامت جبري حدفاز و حدبهره از روي دیاگرام نایکوییست 6- 4شکل 

  

    10- 4مثال  3
  :با استفاده از تعاریف حد فاز و حد بهره پایداري سیستم زیر را تعیین کنید

( ) ( )( )
1

1 2
GH s

s s s
=

+ +
  

 :حل
  :را محاسبه می کنیم بهره، ابتدا فرکانس قطع فازاسبه حد براي مح
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( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( ){ }

( )
( )

( ){ }

3 2

2 2

2 2 2 2

3 2

22

2 2 2 2

Re Im

3 21( )
1 2 3 2 3 2

23
3 2 3 2

j j

GH j GH j

jkGH j
j j j j j

j
j j

ω ω ω

ω ω

ω ω ω
ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ωω

ω ω ω ω ω ω

− − +

− − −
= = ×

+ + − + − − − −

− −−
= +

− − − − − −

144424443

144424443 144424443

  

( ){ } ( )2

0

Im 0 2 0 2 2

2
CGH j

ω

ω ω ω ω ω

ω

=


→ = → − = → = → =
 = −

R  

  :حد بهره را محاسبه می کنیم 12-4اکنون با استفاده از رابطه 

( ) ( )2 2

2

120log
( 2)

20 log 6 15.56
1 1( 2)

61 4
C

dB

C C C

GM
GH j

GM
GH j

ω
ω ω ω

=

 =
 → = =
 = =

+ +

  

  :براي محاسبه حد فاز، ابتدا فرکانس قطع بهره را محاسبه می کنیم

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

2 2

2 2

2 2 2

1( ) 1 1 1 4 1
1 4

1 4 0 0.446

g g g g

g g g

g g g g

GH jω ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω ω

= → = → + + =
+ +

→ + + = → =

  

  :حد فاز را محاسبه می کنیم 13-4اکنون با استفاده از رابطه 

1 1

( ) 180
180 126.6 53.40.446 0.446( 0.446) 0 90 tan tan 126.6

1 2

gPM GH j
PM

GH j

ω

− −

= ±
 → = ° − ° = °    = − ° − − = − °       

R

R
  

  .حد فاز و حدبهره هر دو مثبت هستند بنابراین سیستم پایدار است

  
  

    11- 4مثال  3
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  ه اي تعیین کنید که را به گون kبراي سیستم زیر، مقدار 
6dBGM) الف =  
45PM) ب = °  

( ) ( )( )2 10
kGH s

s s s
=

+ +
  

 :حل
  :براي محاسبه حد بهره، ابتدا فرکانس قطع فاز را محاسبه می کنیم) الف

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( ){ }

( )
( )

( ){ }

3 2

2 2

2 2 2 2

12 20

22

2 2 2 2

Re Im

12 201( )
2 10 12 20 12 20

2012
12 20 12 20

j j

GH j GH j

jkGH j
j j j j j

j
j j

ω ω ω

ω ω

ω ω ω
ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ωω

ω ω ω ω ω ω

− − +

− − −
= = ×

+ + − + − − − −

− −−
= +

− + − − + −

144424443

14444244443 14444244443

  

( ){ } ( )2

0

Im 0 20 0 20 20

20
CGH j

ω

ω ω ω ω ω

ω

=


→ = → − = → = → =
 = −

R  

  :حد بهره را محاسبه می کنیم 12-4طه اکنون با استفاده از راب

( ) ( )2 2

20

240log 0.3

1( 20) 20 log 6
2404 100

240
240 240log 0.3 10 10 1.9953 120.28

C

dB

C C C

k

k kGH j GM k

k
k k

ω
ω ω ω

=

= = → = =
+ +

→ = → = → = → ;

  

  
  :براي محاسبه حد فاز، ابتدا فرکانس قطع بهره را محاسبه می کنیم) ب

Nyquist Diagram
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At frequency (rad/sec): 4.47
Closed Loop Stable? Yes
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( )

( ) ( )

1 10 90 tan tan
2 10 1.48

180 45 135

g g
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PM GH j GH j

ω ω
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ω

ω ω

− −    
= − ° − −    

→ =   
 = + ° = ° → = − °
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
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( ) 1 1 4 100
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1.48 4 1.48 100 1.48 37.2

g g g g

g g g

kGH j k

k k

ω ω ω ω
ω ω ω

= → = → + + =
+ +

→ = × + + → ;

  

  

  :بررسی پایداري به روش نمودار هاي بودي -4-4

)دو تابع اندازه و فاز تابع تبدیل حلقه باز ، 1در روش ترسیمی منحنی هاي بودي )GH jω  بصورت لگاریتمی در نمودارهایی
)بیان استاندارد لگاریتم اندازه . جداگانه بر حسب لگاریتم فرکانس رسم می شوند )GH jω ،( )20log GH jω  است که بر

  . دحسب دسیبل بیان می گرد

   : قواعد رسم نمودارهاي بودي -4-4-1

  فرم کلی تابع تبدیل حلقه باز را بصورت

4-14  ( )
( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 1 ... 1

1 1 ... 1
m d

n

z z z T s
N

p p p

k T s T s T s
GH s e

s T s T s T s
−

+ + +
=

+ + +
 

  . در نظر بگیرید
براي ترسیم نمودارهاي بودي،  تک تک عوامل تشکیل دهنده تابع تبدیل حلقه باز را به ترتیب معرفی نموده و سپس 

از آنجا که در قواعد لگاریتمی، ضرب به جمع . از را بصورت جداگانه براي آنها رسم می نماییمنمودارهاي لگاریتمی اندازه و ف

                                                                                                                                                           
1 Bode 

Nyquist Diagram
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System: sys
Phase Margin (deg): 45.1
Delay Margin (sec): 0.532
At frequency (rad/sec): 1.48
Closed Loop Stable? Yes
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برابر مجموع نمودار هاي ) یعنی خود تابع تبدیل حلقه باز(، نمودار هاي لگاریتمی ضرب این عوامل 1تبدیل می گردد
  :عبارتند از 14- 4یل حلقه باز با توجه به عوامل مهم تشکیل دهنده تابع تبد. لگاریتمی تک تک این عوامل خواهد بود

 بهره ثابت -1
 صفر و قطب حقیقی -2
 صفر و قطب مزدوج مختلط -3
 صفر و قطب در مبدأ -4
 تأخیر -5

اکنون تک تک این عوامل را به ترتیب معرفی نموده و سپس نمودارهاي لگاریتمی اندازه و فاز را بصورت جداگانه براي آنها 
  .رسم می نماییم

  
  
  

 :بهره ثابت - 1
  :ي هر عدد ثابتی که در تابع تبدیل ضرب شود داریمبرا

20log 0 1 0 0
,

020log 0 0 1

k k k
kk k π

 > > >
  << < < 

  

  
  :نمودارهاي لگاریتمی اندازه و فاز آن بصورت زیر خواهد بودبنابراین 

0 1k< <

1k >

0k >

0k <

  
  kنمودارهاي بودي براي بهره  7- 4شکل 

 : قطب و صفر حقیقی -2
1حقیقی به فرم براي صفر  zj Tω+ داریم:  

20log 1 20log1 0 1
20log 1

20log 1 20log 1
z z

z
z z z

j T T
j T

j T T T

ω ω
ω

ω ω ω

 + = <<+ = 
+ >>

;

;
  

                                                                                                                                                           
)می دانیم که  1 ) ( ) ( )log log logab a b= + 

  .تبدیل شود 14- 4توجه کنید که براي رسم نمودارهاي بودي حتما باید تابع تبدیل به فرم 
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1Tωفرکانسی که در آن  نمودارهاي لگاریتمی اندازه و فاز آن بصورت بنابراین  .گویند 1را فرکانس گوشه T می شود =
  :زیر خواهد بود

1zTω =0.1zTω = 10zTω =

20dB

  
1ارهاي بودي براي صفر نمود 8- 4شکل  zj Tω+  

1براي قطب حقیقی به فرم  pj Tω+ داریم:  
120log 20 log1 0 1

1
20log 1

120log 20 log 1 20 log 1
1

z
p

z

p p z
p

T
j T

j T

j T T T
j T

ω
ω

ω

ω ω ω
ω


= <<

+
+ = 


= − + − >> +

;

;

  

  :نمودارهاي لگاریتمی اندازه و فاز آن بصورت زیر خواهد بودبنابراین 

1zTω =0.1zTω = 10zTω =

20dB−

  
1نمودارهاي بودي براي قطب  9- 4شکل  pj Tω+  

                                                                                                                                                           
1 Cut-Off Frequency 
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 : مختلط مزدوجقطب و صفر  - 3
  :از آنجا که عامل مرتبه دوم بیشتر در مخرج تابع تبدیل ظاهر می شود، تنها به بررسی قطب مختلط می پردازیم

2 2 2
2

22 0 1 0n n n
n n

ss s sζ
ζω ω ω

ω ω

  
+ + = → + + =     

  

,بر اساس اینکه مقادیر  nζ ω و زاویه یکی از نمودارهاي زیر خواهد بود چه مقداري باشند، نمودار اندازه:  

  
  مزدوج مختلط نمودارهاي بودي براي قطب  10- 4شکل 

 : قطب یا صفر در مبدأ -4
  :براي صفر در مبدأ داریم

( )
( )

( )

20 log 20 log

2

N

N

N

j N
j

j N

ω ω
ω π

ω

 =


→ 
 =

R

  

1Nبنابراین بطور مثال براي    :خواهد بود نمودارهاي لگاریتمی اندازه و فاز آن بصورت زیر =

1ω =

20dB
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  :براي قطب در مبدأ داریم

( )
( )

( )

20log 20 log

2

N

N

N

j N
j

j N

ω ω
ω π

ω

−

−

−

 = −


→ 
 = −

R

  

1Nبنابراین بطور مثال براي    :نمودارهاي لگاریتمی اندازه و فاز آن بصورت زیر خواهد بود =

20dB−

1ω =
  

 :−Tse عامل تأخیر - 5
  .جابجا می کند −Tωاگر تابع تبدیل عامل تأخیر داشته باشد، تنها زاویه فاز را به اندازه 

1Tj
Tj

Tj

e
e

e T

ω
ω

ω ω

−
−

−

 =→ 
= −R

  

  :اکنون با مثال رسم این نمودارها را آموزش می دهیم
    11- 4مثال  3

  .نمودار هاي بودي سیستم زیر را رسم کنید

( ) ( )( )
20

1 10
sGH s

s s
=

+ +
  

  :حل
  :ابتدا تابع تبدیل را به فرم استاندار نمودارهاي بودي تبدیل می کنیم

( ) ( ) ( )
20 2 0

1 10
sGH s

s s
= =

+ + 10
s

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 0.11 1 0.1
s

s ss s
=

+ ++ +
  

  

  :اکنون براي تک تک عوامل تشکیل دهنده این تابع تبدیل، اندازه و فاز را جداگانه محاسبه نموده و رسم می کنیم

( ) ( ) ( )

2
2

11 1 0.1
1 0.1

ssGH s
ss s

s



= →  ++ + 
 +  
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( ) ( )
20log 20log20log 2 6

2 : , :
2 0 90

1 1 1 10
1 : 1 0.1 0.1 , 1 0.1 : 0.1 0.1 1

10 10 10 100

dB j
j

j

T T
j T T j T T

T T

ω ω
ω

ω

ω ω ω ω
ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

 = = 
 

= ° = °  
= → = = → = 

 + = → = → = + = → = → = 
 = → = = → = 

R R
  

20dB

6 2

2

110− 010 110 210 310

jω

1 jω+ 1 0.1j ω+

1 jω+

1 0.1j ω+

20dB− 20dB−

  
  :اکنون این نمودارها را جمع می زنیم

6

110− 010 110 210 310

  
  :البته این نمودار تقریبی است و اصل نمودار که توسط نرم افزار متلب می توان رسم نمود بصورت زیر می باشد
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    12- 4مثال  3
  .را رسم کنید نمودار هاي بودي سیستم زیر

( ) ( )
( ) ( )
100 10

2 5
s

GH s
s s s

+
=

+ +
  

  :حل
  :ابتدا تابع تبدیل را به فرم استاندار نمودارهاي بودي تبدیل می کنیم

( ) ( )
( )( )
100 10 100 0

2 5
s

GH s
s s s

+
= =

+ +
( )1 0.1

10
s+

( )( )
( )

( )( )
100 1 0.1

1 0.5 1 0.21 0.5 1 0.2
s

s s ss s s
+

=
+ ++ +

  
  

  :اکنون براي تک تک عوامل تشکیل دهنده این تابع تبدیل، اندازه و فاز را جداگانه محاسبه نموده و رسم می کنیم

( ) ( )
( ) ( )

100

100 1 0.1
1 0.1

1 0.5 1 0.2
1 0.5
1 0.2

s
s

GH s s
s s s

s
s



+ = → ++ +  +

+  
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( )
20log100 40

100 :
100 0

120 log 20log
1 :

1 90

1 10
1 0.1 : 0.1 0.1 1

10 100

1 2
1 0.5 : 0.5 0.1 0.2

10 20

1 5
1 0.2 : 0.2 0.1
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T
j T T
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ω ω
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  :محاسبه پارامترهاي اصلی پایداري در حوزه فرکانس با استفاده از  منحنی هاي بودي - 4-4-2

. یص دادمقادیر فرکانس هاي قطع فاز و بهره و حد فاز و حد بهره را به راحتی می توان از روي نمودارهاي بودي تشخ
)فرکانس قطع فاز، فرکانسی است که در آن زاویه  )GH jω  براي محاسبه حد بهره به ازاي این . می باشد °180برابر

)فرکانس، اختلاف نمودار اندازه  )GH jω  0را باdB 0اگر این مقدار زیر محور . اندازه می گیریمdB  باشد، حد بهره مثبت و
  .در غیر اینصورت منفی خواهد بود

)فرکانس قطع بهره، فرکانسی است که در آن اندازه  )GH jω  0برابرdB براي محاسبه حد فاز به ازاي این . خواهد شد
)، اختلاف نمودار فاز فرکانس )GH jω  180را با محور− −180اگر این مقدار بالاي خط . اندازه می گیریم ° باشد، حد  °

  .فاز مثبت و اگر خلاف آن باشد منفی خواهد بود
  :به شکل زیر توجه کنید

  
  بري حدفاز و حدبهره از روي نمودارهاي بودي نحوه تشخیص علامت ج 11- 4شکل 
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به نمودارهاي زیر توجه نموده و سعی . براي درك بهتر این موضوع، مجدداً به نمودارهاي بودي مثالهاي قبل باز می گردیم
  :کنید مقادیري که از حدفاز و حدبهره بدست می آورید را با مقادیر نمودار مطابقت دهید
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  :تعریف این بحث را به پایان می بریم در آخر با ارائه یک
  

  
  

  :به مثال زیر توجه کنید

  
11.9بنابراین پهناي باند این سیستم برابر  0.846 11.054−  .می باشد =

  

  : پهناي باند
اندازه محدوده فرکانسی که سیستم سیگنالهاي مربوطه به آن محدوده را از خود عبور می دهد را پهناي باند 

)ند یک سیستم محدوده فرکانسی است که در آن اندازه پهناي بابر طبق تعریف . گویند )GH jω 3به اندازهdB 
  . افت داشته باشد

 



 

 

  

  
  
ش  ش      ::   م   م  

 ی  وزه زمان و   کا س ی  وزه زمان و   کا س  نده   نده     ا ی    رل  ا ی    رل
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  ::هاي حوزه زمان و فرکانسهاي حوزه زمان و فرکانسکننده کننده   طراحی کنترلطراحی کنترل: : بخش پنجمبخش پنجم )5

  :مقدمه -5-1

اکنون که تحلیل یک سیستم با استفاده از روش هاي حوزه زمانی و فرکانسی را آموختیم، براي دستیابی به یک پاسخ مطلوب 
  .یعنی پاسخی که داراي مشخصات عملکردي مطلوب باشد، نیاز به آموختن روشهاي کنترل یک سیستم داریم

  :ت عملکردي مطلوب به چند دسته تقسیم می شوندمشخصا

 )درصد فراجهش، زمان صعود، زمان مستقر شدن(مشخصات مربوط به پاسخ پله  .1
 )پایداري نسبی، خطاي حالت دائمی، حساسیت کم نسبت به پارامترهاي پاسخ گذرا(مشخصات کلی سیستم  .2
 )، پهناي باندحد بهره، حدفاز(مشخصات حوزه فرکانسی  .3

طراحی کنترل کننده عموماً به دو . سی به این مشخصات، باید یک کنترل کننده مناسب براي سیستم طراحی گرددبراي دستر
  :روش انجام می شود

 )تعیین محل قطب ها به روش مکان ریشه ها(روش طراحی در حوزه زمان  -1
 )نایکوئیست، بودي و زیگلر نیکولز(روش طراحی در حوزه فرکانس  -2

کنترل کننده حالت اول را . قرار دارد ام بلوکی یا بصورت سري با دستگاه می باشد و یا در شاخه فیدبککنترل کننده در دیاگر
  .کنترل کننده سري و حالت دوم را کنترل کننده پس خوردي می نامند

  :کنترل کننده هاي متداول در حوزه زمان -5-2

 : )P( کنترل کننده تناسبی - 1- 2- 5
کنترل کننده تناسبی . کنترل کننده و سیگنال خطا یک بهره ثابت می باشدرابطه بین خروجی  1کننده تناسبیکنترل در 

  .در واقع یک تقویت کننده با بهره قابل تنظیم است

5-1  ( )C PG s K=  

∑ PK( )R s
( )C s+

−

( )E s

( )CG s

  
  کنترل کننده تناسبی: 1-5شکل 

  :تلف نشان می دهدکنترلر تناسبی را به روش هاي مخ 2شکل هاي زیر پیاده سازي

                                                                                                                                                           
1 Proportional 
2Implementation 
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  چند نمونه از پیاده سازي کنترل کننده تناسبی: 2-5شکل 

  :خصوصیات کنترلر تناسبی

  . کنترلر تناسبی به دلیل کاهش ثابت زمانی سیستم سبب افزایش سرعت سیستم می شود •
 .این کنترلر بهترین گزینه براي کنترل سطح سیال می باشد •
 .رلر براي سیستم هاي مرتبه پایین مناسب استاین کنت •
 .باعث کاهش خطاي حالت دائمی می گردد با بهره بزرگ این کنترلر •
  .حساسیت بالایی دارد این کنترلر پهناي باند را افزایش داده و  نسبت به نویز •

 :)PD(مشتق گیر  -کننده تناسبیکنترل  -2- 2- 5

بین خروجی کنترل کننده و سیگنال خطا یک بهره ثابت  و یک مشتق گیر رابطه  1مشتق گیر –کننده تناسبی کنترل در 
  . می باشد

5-2  ( )C P PG s K K s= +  

∑ P DK K s+( )R s
( )C s+

−

( )E s

( )CG s

  
  مشتق گیر - کنترل کننده تناسبی: 3-5شکل 

  :را به روش هاي مختلف نشان می دهد مشتق گیر -کنترلر تناسبی شکل هاي زیر پیاده سازي
 

                                                                                                                                                           
1 Proportional-Derivative 
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  مشتق گیر–چند نمونه از پیاده سازي کنترل کننده تناسبی : 4-5شکل 

  :مشتق گیر -خصوصیات کنترلر تناسبی

 .این کنترلر یک صفر به تابع تبدیل حلقه باز اضافه نموده و سبب افزایش پایداري حلقه بسته می گردد •
 .ي می کنداین کنترلر از تغییرات ناگهانی ورودي جلوگیر •
 .مناسب می باشد... این کنترلر براي کنترل اجسام متحرك نظیر وسائل نقلیه، کشتی، راکتهاي فضایی و  •
 .این کنترلر پهناي باند را افزایش داده و نویز سیستم را زیاد می کند •
 .این کنترلر روي خطاي حالت دائمی تاثیري ندارد •

 

 :)PI(انتگرالگیر  -کننده تناسبیکنترل  - 3- 2- 5

رابطه بین خروجی کنترل کننده و سیگنال خطا یک بهره ثابت  و یک انتگرالگیر  1انتگرالگیر –کننده تناسبی کنترل در 
  . می باشد

5-3  ( ) I
C P

KG s K
s

= +  

∑ I
P

KK
s

+( )R s
( )C s+

−

( )E s

( )CG s

  
  انتگرالگیر - کنترل کننده تناسبی: 5-5شکل 

  :را به روش هاي مختلف نشان می دهد انتگرالگیر -یکنترلر تناسب شکل هاي زیر پیاده سازي
 

                                                                                                                                                           
1 Proportional-Integrator 
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  انتگرالگیر–چند نمونه از پیاده سازي کنترل کننده تناسبی : 6-5شکل 

  :انتگرالگیر -خصوصیات کنترلر تناسبی

 .این کنترلر یک صفر به تابع تبدیل حلقه باز اضافه می نماید •
 .دن یک قطب در مبدا به تابع تبدیل حلقه باز پایداري سیستم را کاهش می دهداین کنترلر به دلیل افزو •
 .جلوگیري می کندکنترلر از نوسانات ورودي این  •
 .دبیشتر در صنعت استفاده می گرداین کنترلر  •
 .نویز فرکانس بالا را حذف می کنداین کنترلر  •
 .این کنترلر سرعت سیستم را کاهش می دهد •
 .را کاهش می دهدخطاي حالت دائمی  افزایش نوع سیستم، ر به دلیلاین کنترل •
  

 

 :)PID(انتگرالگیر  -مشتق گیر -کننده تناسبیکنترل  -4- 2- 5

رابطه بین خروجی کنترل کننده و سیگنال خطا یک بهره ثابت، یک  انتگرالگیر - مشتق گیر –کننده تناسبی کنترل در 
  . مشتق گیر و یک انتگرالگیر می باشد

5-4  ( ) I
C P D

KG s K K s
s

= + +  

∑( )R s ( )C s+

−

( )E s

( )CG s

I
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KK K s
s

+ +

  
  انتگرالگیر  -مشتق گیر- کنترل کننده تناسبی: 7-5شکل 

  :را به روش هاي مختلف نشان می دهد انتگرالگیر - مشتق گیر –تناسبی  کنترلر شکل هاي زیر پیاده سازي
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  انتگرالگیر -مشتق گیر –تناسبی کنترل کننده چند نمونه از پیاده سازي : 8-5شکل 

  :انتگرالگیر -مشتق گیر –خصوصیات کنترلر تناسبی 

 .این کنترلر در برابر تغییرات ورودي، عکس العمل سریعی دارد •
 .این کنترلر خطاي حالت دائمی را کاهش می دهد •
 .اري سیستم را افزایش می دهدبا انتخاب صحیح ثابت زمانی انتگرال گیر و بهره تناسبی، این کنترلر پاید •
  

  :کنترل کننده هاي متداول حوزه فرکانسی -5-3

  :کنترل کننده پس فاز - کنترل کننده پیشفاز -3-1- 5

  کنترل کننده اي با فرم کلی

5-5  ( ) ( )
( )

1
1
C

C

K Ts
G s

Tsα
+

=
+

 

یک صفر  5- 5توجه به رابطه  این کنترل کننده ها با. باشند 2و یا پس فاز 1بسته به موقعیت صفر و قطب می توانند پیش فاز

1sدر 
T
−

1sو یک قطب در  =
Tα

−
  .دارند =

                                                                                                                                                           
1 Lead Controller 
2 Lag Controller 
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1αاگر مقدار  باشد یعنی صفر کنترلر نسبت به قطب آن به مبدا نزدیک تر است و  <
کنترلر را پیش فاز  در این صورت. زاویه فازي که کنترل کننده دارد مثبت خواهد بود

  .حوزه زمان است PDاین نوع کنترل کننده معادل کنترل کننده  .می نامیم
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1αاگر مقدار  تر است و زاویه دورمبدا  ازباشد یعنی صفر کنترلر نسبت به قطب آن  >
فاز  سدر این صورت کنترلر را پ. خواهد بود منفیننده دارد فازي که کنترل ک

  .حوزه زمان است PIاین نوع کنترل کننده معادل کنترل کننده  .نامیم می
 

  :فرکانس متناظر با حدفاز مطلوب سیستم باشد ′gωاگر 
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  :پس فاز - کنترل کننده پیشفاز - 3-2- 5

 PIDاین نوع کنترل کننده معادل کنترل کننده . ترکیب دو کنترل کننده فوق می باشدپس فاز  –کنترل کننده پیش فاز 
  .حوزه زمان است

  

    1-5مثال  3
  :سیستم حلقه باز زیر را در نظر بگیرید

( ) ( )
4

2pG s
s s

=
+  

1ستم طراحی کنید بطوریکه خطاي حالت دائمی به ورودي شیب برابر جبرانساز پیشفازي براي این سی
20

گردد و  
  .باشد °50 حداقل حاشیه فاز سیستم
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  :اکنون به طراحی کنترل کننده پیش فاز می پردازیم
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    2-5مثال  3
  :سیستم حلقه باز زیر را در نظر بگیرید
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1فازي براي این سیستم طراحی کنید بطوریکه خطاي حالت دائمی به ورودي شیب برابر سجبرانساز پ
100

گردد و  
  .باشد °45حاشیه فاز سیستم 
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