
1 

 

 

 

1 ( )M x

EI
=

2

22

3 2 22

1

1

d y

d ydx

dxdy

dx


= 
  
+  
   

 

 

Q

( ) 1

0

x
dy

EI EI M x dx C
dx

  = +

Q

 

 

 



2 

 

 

0, 0A By y= =

 

0, 0A Ay = =

 

w

( ) ( )
2

2

dM d M dV
V x w x

dx dxdx
= = = −

( ) ( ) 3 21 1
1 2 3 46 2

EI y x dx dx dx w x dx C x C x C x C= − + + + +   

 

 

D 

PDM(x)

ADDB 

ADDB 

AD(x<L/4)  



3 

 

 

EADAE
1

3

4

P
M x= 

 

)x(1yAD 

3

1 1 2

1

8
EIy Px C x C= + +21

1 1

3

8

dy
EI EI Px C

dx
 = = +

DB(x>L/4)  

EDBDE 

 

2

3 1 1

4 4 4 4

P L
M x P x Px PL

 
= − − = − + 

 

)x(2yDB 

 

22

2 3

1 1

8 4

dy
EI EI Px PLx C

dx
 = = − + +

3 2

2 3 4

1 1

24 8
EIy Px PLx C x C= − + + +

 

 

 1 20 0 0x y C= → =  =



4 

 

 

 

2C3C4C 

1C

 

 

D 

  2 2

1 2 1 3

3 7
4

123 128
x L PL C PL C = → =  + = +

  3 3

1 2 1 3 4

1 11
4

512 4 1536 4

L L
x L y y PL C PL C C= → =  + = + +

 

 

2 2 3

1 3 4

7 11
, ,

128 128 384

PL PL PL
C C C= − = − = −

 

2
3

1

1 7

8 128

PL
EIy Px x= −

2
2

1

3 7

8 128

PL
EI Px = −

2
2

2

1 1 11

2 4 128

PL
EI Px PLx = − + −

 

 

 



5 

 

 

D4/L=x 1θ1y2θ2y

2

32
D

PL

EI
 = −

DθD 

 

 

 

( )

0
0

0 0
0

2
  when 2 32

3
3

0                               when 2 3

L
w x w x LL

w x w x

x L

  
− =   = − =   




 

 

( ) ( )
0

0 0 1

2 2

3 3

L L
V x w x dx w x dx w x C= − = − − = − − + 

 

( ) ( )
2

0 1 0 1 2

2 1 2

3 2 3

L L
M x V x dx w x C dx w x C x C

 
= = − − + = − − + + 

 
 

 

1C2C 

x =0x =LM 

2 0C =



6 

 

 

 

( )
2

0 1 1 0

1 2 1
0

2 3 18

L
w L C L C w L

 
− − + =  = 

 
  ( )

2

0 1

1 2
0 0

2 3

L
x L M w L C L= → =  − − + =

 

( ) 0 0

2 1

3 18

L
V x w x w L= − − +

 

 

 

 

 

( )
0

1

3 3

4 4 4 4

L L
M V x dx P P x dx Px P x C

 
= = − − = − − + 

  
 

 

=01C 

2

2

3

4 4

d y L
EI M Px P x

dx
= = − −



7 

 

 

3

3

2 3

1 1

8 6 4

L
EIy Px P x C x C= − − + +

 

 

3 0C =  ( ) ( )
3

3

2 3

1 1
0, 0 0 0 0 0

8 6 4

L
x y P P C C= =  = − − + +

 

2

2

7

128

PL
C = −  ( ) ( )

3
3

2

1 1
, 0 0

8 6 4

L
x L y P L P L C L= =  = − − +

2 2
23 1 7

8 2 4 128

L PL
EI Px P x = − − −

 

D 

2 2 23 1 7

8 4 2 4 4 128
D

L L L PL
EI P P

 
= − − −  

 

3 3 2 31 1 7 3

8 4 6 4 4 128 4 256
D

L L L PL L PL
EIy P P y

EI

   
= − − −  = −   

    

 

M

( )
2

2

d y
EI M x

dx
=

ADE 

M

AE 



8 

 

 

M

ED 

 

 

 

ABAB 

 

 

 

 

 

( ) 1 2

0 0

x x

EI y dx M x dx C x C= + + 

1C2C 

AB

 

 

 

A

A 



9 

 

 

DAB 



2

01
0

2 3
A

w x x
R x M

L

 
− − = 

 
0DM =

 

5

3 0

1 2

1

6 120
A

w x
EI y R x C x C

L
= − + +

4

2 0

1

1

2 24
A

w xdy
EI EI R x C

dx L
= = − +

 

2 0C = 0 0x y= → =

 

 

 0x L = → =

 

4

3 0

1 2

1
0

6 120
A

w L
R L C L C− + + =

 


 

 0x L y= → =

 

 

3

1 0

1

120
C w L=

 
0

1

10
AR w L=

 


 

3 4

0

1 1
0

3 30
AR L w L− =

 

 

 

5

3 30

0 0

1 1 1

6 10 120 120

w x
EI y w L x w L x

L

   
= − −   

    

 

 



10 

 

 

 

A( )
3

00
120

A

w L
x

EI
 = = = − 

 

 

 

 

III

 

III 



11 

 

 

 

I B

( )
4

8
B I

wL
y

EI
= −( )

3

6
B I

wL

EI
 = −

 

II C 

( )
3

48
C II

wL

EI
 =

 

 

IIBC

 

 

( )2

2
0 ConstantII II

II

M xd y dy

EI dxdx
= =  = =

 

B

( )
4 3 47

128 48 2 384
B II

wL wL L wL
y

EI EI EI

 
= + = 

  


 

( ) ( ) ( )II

B C B CII II

dy
y y x x

dx
= + −

 

B 

( ) ( )
33 3 7

48 486
B B BI II

wL wL

EI

wL

EIEI
   + −= + = − =

 

( ) ( )
4 447 41

38 3 4 48 8
B B BI II

wL wL
y y

wL

EI EI
y

EI
= + = − + −=

 



12 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

B

BR 

B

BR 

( )
4 3

4
3

2 2
2

24 3 3

2
0.01132

3

B w

w
y L L L

EI

wL
L L

EI

   
= − −   

   

 
+ = − 

 

 



13 

 

 

BR 

B

B 

 

0.688BR wL= 

 


 

34

0.01132 0.01646 0BR LwL

EI EI
− + =

 


 

 

A 

( )
3 3

0.04167
24

A w

wL wL

EI EI
 = − = −

 

( )
2 3

20.0688
0.03398

6 3 3
A R

wL L L wL
L

EIL EI


    
= − =    

      

( ) ( )
3 3 3

0.04167 0.03398 0.00769A A Aw R

wL wL wL

EI EI EI
  = + = − + = −

 
 

AC

D 

0 , 0B DR R= =

 



14 

 

 

 

( ) 00 2x a M x M  → = −

 

 

 

( )
2

0

0 02
2

d y
EI M x M M x a

dx
= = − + −

 

1

0 0 12
dy

EI M x M x a C
dx

= − + − +

 

22

0 0 1 2

1 1
2

2 2
EIy M x M x a C x C= − + − + +

 

 

  ( ) ( )
2 2

0 0 1 2

1 1
3 , 0 3 3 0

2 2
x a y M a M a C a C= = → − + + + =

 

  

 

  2

0 1 2

1
, 0 0 0

2
x a y M a C a C= = → − + + + =

 

  

2

1 0

7
2

2
aC M a→ =

 

2 2

2 0 1 0

1 5

2 4
C M a aC M a→ = − = −

 
1 0

7

4
C M a→ =

 

 

22 20 1 1 7 5
2

2 2 4 4

M
y x x a ax a

EI

 
= − + − + − 

  

 

10 7
2

4

Mdy
x x a a

dx EI

 
→ = − + − + 

  



15 

 

 

( )
2 2

0 05 5
, 0 0 0 0

4 4
A

M a M a
y x y

EI EI

 
= → = − + + − = − 

  

( ) ( ) ( )
2 2

20 01 7 5 1
, 2 2 0 2

2 4 4 4
C

M a M a
y x a y

EI EI

 
= → = − + + − = 

  

 

 

C 

A BR R=

0 2 0y A B AF R R wa R wa= → + − = → =
 

 

 

( )
0 0

3
dV

w x w x a w x a
dx

→ = − = − − + −

 

 

 

 

2 2 2 21 1 1 1
3 3

2 2 2 2
A A AM M R x w x a w x a R x w x a w x a= + − − + − = − − + −

 
2

2 2

2

1 1
3

2 2

d y
EI M wax w x a w x a

dx
→ = = − − + −

 

3 32

1

1 1 1
3

2 6 6

dy
EI wax w x a w x a C

dx
→ = − − + − +

 



16 

 

 

4 43

1 2

1 1 1
3

6 24 24
EIy wax w x a w x a C x C→ = − − + − + +

 

 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )
3 4 4

1

1 1 1
4 , 0 4 3 4 0

6 24 24
x a y wa a w a w a C a= = → − + + =

 

3 3 3

1 1

64 81 1 22 11
4

6 24 24 3 6
C wa wa C wa

 
= − + − = − → = − 

  

 

4 43 31 1 1 11
3

6 24 24 6

w
y ax x a x a a x

EI

 
= − − + − − 

  

 

C 

( ) ( ) ( ) ( )
4 4

3 41 1 11 19
, 2 2 1 0 2

6 24 6 8
C

wa Wa
y x a y

EI EI

 
= → = − + − = − 

  

 

C 

 

0 0
2

3 3
A

dM L L
V R P x P x

dx
= = − − − −

 
1 12

2

2

3 3
A

d y L L
EI M R x P x P x

dx
→ = = − − − −

 
2 2

2

1

1 1 1 2

2 2 3 2 3
A

dy L L
EI R x P x P x C

dx
→ = − − − − +

 

 

3 3

3

1 2

1 1 1 2

6 6 3 6 3
A

L L
EIy R x P x P x C x C→ = − − − − + +

 



17 

 

 

  2 20, 0 0 0 0 0 0 0x y C C= = → + + + + = → =

 
2 2

2

1

1 1 2 1
, 0 0 0

2 2 3 2 3
A

dy L L
x L R L P P C

dx

     
= = → − − + + =    

      

 

 

 
3 3

3 21 1 2 1 1 5
, 0 0 0

6 6 3 6 3 2 9
A A

L L
x L y R L P P P R L L

     
= = → − − + − + =     

      

3 31 1 1 5 1 8 1 1

2 6 2 9 6 27 6 27
AR L PL

           
→ − = − −           

            

1 2 2

3 9 3
A AR P R P→ = → =

 

 

C 

 

3 3

2

3

2 1 1 2 2 1 1 2
, 0

3 6 3 3 6 3 18 3

16 1 2

486 162 54

c

L L L L
y x y P P PL

EI

PL

EI

          
= → = − − − =         

          

 
− − = 

 

 

 

AD

BA 

 

0 36 36 0y A DF R R = → + − − =

 
 



18 

 

 

 

2
1 1 0 0

2
36000 36000 0.3 36000 0.6 10800 0.3 10800 0.6

d y
EI M x x x x x

dx
= = − − − − − − + −

 

2 2 1 12

118000 18000 0.3 18000 0.6 10800 0.3 10800 0.6
dy

EI x x x x x C
dx

→ = − − − − − − + − +

 

3 3 2 23

1 26000 6000 0.3 6000 0.6 5400 0.3 5400 0.6EIy x x x x x C x C→ = − − − − − − + − + +

 
 

 

 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

3 3 3

2 2

1 1

0.9, 0 6000 0.9 6000 0.6 6000 0.3

5400 0.6 5400 0.3 0.9 0 0 1620

x y

C C

= = → − − −

+ + + = → = − 

 

B 

( ) ( )( ) ( )( )
3

3

3

, 0.3 6000 0.3 0 0 0 0 1620 0.3

324
324 1.5 10 m

216 10

B

B

y x EIy

y −

= → = − − − + −

= − → = − = − 


 

 

A

3

1 3

1620
, 0 1620 7.50 10 rad

216 10
A A

dy
x EI C

dx
  − 

= → = = − → = − = −  
  

A 

 

BDABDE



19 

 

 

C3mm w 

0.4 m , 200 GPaL E= = 

ABBD 

 
2

2
B D

wL
R R wL= = =

 

 

23

2 2
A B

L
M wL R L wL=  +  =

 

AB1xA

( )
2

2 2 21

1 1 1 1 12

1

1 3 1
2

2 2 2
A A

d y
EI M x M R x wx wL wLx wx

dx
= = − + − = − + −

 

2 2 31

1 1 1 1

1

3 1

2 6

dy
EI wL x wLx wx C

dx
→ = − + − +

 

2 2 3 4

1 1 1 1 1 1 2

3 1 1

4 3 24
EIy wL x wLx wx C x C→ = − + − + +

 

 

1

1 1 1 2

1

0 , 0 , 0 0
dy

x y C C
dx

= = = → = =

 

 

BD2xB

( )
2

2 22

2 2 2 2 22

2

1 1

2 2
B

d y
EI M x R x wx wLx wx

dx
= = − = −

 

2 32

2 2 3

2

1 1

2 6

dy
EI wLx wx C

dx
→ = − +

 

C 



20 

 

 

3 3 32

2 3 3

2

1 1 1
, 0 0

2 6 3

dy
x L wL wL C C wL

dx
= = → = − + → = −

 

 

 

4CABBDB

 

4 4 4 4

4

3 1 1 11

4 3 24 24
C wL wL wL wL→ = − + − = −

 

BDC 

3 4 3 4

2 2 2 2

1 1 1 11

6 24 3 24
EIy wLx wx wL x wL= − − −

 
4

3 4 3 41 1 1 11 2

6 24 3 24 3
c

wL
EIy wLL wL wL L wL= − − − = −

 
 

( ) ( )( ) ( )
( )

4
4

3
9 3 3 3

2 0.42 1
200 10 24 10 12 10 3 10

3 12 3
c

wwL
EIy − − −−  

= →    −  = − 
  

121.5 N mw = 

 

P0δAC

BPC

1 mm
0 0.5 mm , 200 GPa , 0.5 0.2 0.7 mE L = = = + = 

PB 

 



21 

 

 

 

 

3

3
c

PL
y

EI
= − 

( )( )
3

9 3 3 51
200 10 60 10 60 10 2.16 10

12
EI − − 

=    =  
  

1mm

 

B 

( )( ) ( )( )( )
3 2 4

5

1 1 1
1889.2 0.5 1889.2 0.7 0.5 5.83 10 m 0.583mm

6 22.16 10
By − 
=  − = −  = − 

   

 

B0δ

 

 

 
2

2
0.5A A B

d y
EI M R x R x

dx
= − + + −

 
22

1

1 1
0.5

2 2
A A B

dy
EI M x R x R x C

dx
→ = − + + − +

 
32 3

1 2

1 1 1
0.5

2 6 6
A A BEIy M x R x R x C x C→ = − + + − + +

 
 



22 

 

 

( ) ( )

32 3

32 3

1 1 1
0.5

2 6 6

1 1 1
0.7 0.5 0.5

2 6 6

A A B

B B B

EIy M x R x R x

P R x P R x R x

= − + + − =

− − + − + − 

B0δ 

( ) ( )2 3

0

1 1
0.7 0.5

2 6
B B B BEI P R x P R x = − − + −

 

( ) ( )( ) ( )( )
2 35 3 1 1

2.16 10 0.5 10 0.7 0.5 0.5 0.5
2 6

B BP R P R−→  −  = − − + −

 

  

 

C1mm

( ) ( )
32 31 1 1

0.7 0.5 0.5
2 6 6

C B C B C B CEIy P R x P R x R x= − − + − + −

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 3 35 3 1 1 1

2.16 10 1 10 0.7 0.5 0.7 0.7 0.7 0.5
2 6 6

B B BP R P R R−→  −  = − − + − + −

 

  

5630 N , 6420 NBP R= = 

 

AB

maxy
4 43 10 m , 200GPa

220KN , 4.5m , 1.2m

I E

P L a

−=  =

= = =
 

AB

 A

Pa
R

L
= 

 

 



23 

 

 

ADAB 

 

3

1 2

1

6

a
EI y P x C x C

L
= − + +

2

1

1

2

dy a
EI P x C

dx L
= − +

2

2

d y a
EI P x

Ldx
= −

 

 

  20 0 0x y C= → =  =

 
 

3

1 1

0

1 1
0

6 6

x L y

a
P L C L C PaL

L

= → = 

= − +  = 

 

2

21 1
1 3

2 6 6

dy a dy PaL x
EI P x PaL

dx L dx EI L

  
= − +  = −  

    

31 1

6 6

a
EI y P x PaLx

L
= − + 

 

 

2

1 3 0 0.577
6 3

m

m

xdy PaL L
x L

dx EI L

  
= − =  = =  

    

maxymx=x 

 

 
( )

2
3

max 0.577 0.577
6

PaL
y

EI
 = −
 

 
 

 

( )( )( )

( )( )

23

max 9 4

220 10 1.2 4.5
0.0642

6 200 10 3 10
y

−


= 

  


