
 

 



ي صفحه ـ معادله1
: لازم استي پايه قضيه در هندسهي صفحه، ذكر يكيين معادلهعبراي ت

 بر هر نقطه واقع بر يك خط راست يا در خارج آن، يك صفحه و فقط يك صفحه عمود بر:قضيه«
».كندآن خط مرور مي

 عمود بر استاير يك نقطه روي آن و يك  دانستن صفحه نياز بهيعني براي مشخص كردن يك
:آن داريم، بنابراين

pي دلخواهِ روي آن، مانندتوانيم با يك نقطه را مي�3 در فضايRهر صفحه مانند  (x ,y ,z )0 0 0 0

nو يك بردار دلخواهِ عمود برآن، مانند (a,b,c)====مشخص كنيم .

همانند بردار هادي (در مورد اين بردار نيز . گويندمي» ردار نرمال صفحهب« را اصطلاحاً nبردار 

 نيز يك بردار نرمال همان rn يك بردار نرمال صفحه باشدn اهميت دارد، لذا اگر تنها راستا) خط
r)صفحه خواهد بود { })∈ − 0�.

ي صفحه ـ بيان جبري معادله1 ـ 1

p، فرض كنيد»1«با توجه به شكل  (x , y ,z )0 0 0 n وRي  يك نقطه روي صفحه0 (a,b,c)= يك 
 قرار دارد، اگر و فقط اگر Rي  روي صفحهp(x,y,z) يك نقطه مانند.بردار عمود برآن صفحه باشد

p بر امتداد پيكانnبردار  p0
����

).رو ذكر شده استي روبهعلت اين موضوع در قضيه( عمود باشد 

a).(a,b,c):بنابراين داريم x , y y ,z z )⇒ − − − =0 0 0 0n.p p ====0 0
����������������

:پس از بسط و مرتب كردن داريمكه 
d

ax by cz ax by cz+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +0 0 0

����������������������������

.اي بردار نرمال صفحه هستنده مؤلفه،ترتيبي صفحه، به در معادلهz و y و xيعني، ضرايب 

)اي كه از نقطهي صفحه ـ معادله1 , , )10 vگذرد و بر مي3 ( , , )==== 1 3  عمود است، 2

)67سراسري ـ (كدام است؟

1(x y z+ + =3 2 42(x y z+ + =3 2 7
3(x y z+ − =2 2 4 44(x y z+ − =2 2 4 7

ي صفحه، همواره نياز به يك نقطه روي آن و يك بردار براي نوشتن معادله دانستيمكهگونههمان

.عمود بر آن داريم

»1«شكل 

 هرگاه يك خط بر يك صفحه :قضيه
ي خطوط آن صفحه عمود  بر كليهعمود باشد،

.است

صفحه ي شكل نوشتاري معادلهتوجه كنيد كه؛
.  استفرددر فضا منحصربه) ي خطبرخلاف معادله(

 انتخابn(a,b,c)يعني اگر بردار نرمال صفحه را
d از صفحه، مقدار يي دلخواهكنيم، به ازاي هر نقطه

.يكسان خواهد بود
ته دو طرف تساوي، با توجه به ضريب بردارالب
.توانند در يك عدد ثابت ضرب شوند مينرمال،

…Z∞u
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ي ساده قابل شود يا با يك محاسبه به وضوح داده ميصفحه ياي روي در مسائل مختصات نقطه

ي دلخواه روي ي معلوم است، هر نقطهل يك خط با معادلهمثلاً وقتي كه صفحه شام. محاسبه است

.اي روي صفحه خواهد بودخط، نقطه

ا مسائل را با توجه به نوع م است و لذا ي اوليه محاسبهبردار نرمال معمولاً نياز به يكدر مورد 

 خارجي دو نياز به ضرباي كه  دسته ـ1: كنيمي كلي تقسيم مي به دو دسته،ي بردار نرمالمحاسبه

.دارند دو بردار ديگر نياز به ضرب خارجياي كه  ـ دسته2. ندارند ديگر بردار

يخصوص در مورد دستهبه(ها ي آناما بيان اوليه. ها خود انواع ديگري دارندهر كدام از اين دسته

ميدهترجيح ميلذا گيرند، ها امكان تفكر در مسئله را از شما ميو سپس طرح مسائل مربوط به آن) دوم

انخواهشم. ميي همان تست در مورد آن توضيح ده يك تست حل شود و سپس در حاشيهمدليبراي هر 

در . حاشيه را مطالعه نكنيد) ي مطالب اين كتابمانند همه(از شما نيز اين است كه قبل از حل مسئله 

.اندم شدههاي مربوط به هريك از اين انواع معمولاً در پاسخ به تست رسضمن شكل

� � � � �� ����	
  �� �� ���� ��
�� ����� ���� ���� �� �� ������ �

.كنيم اين دسته را بررسي ميا چند تستب: ���� ������

ها اي جديد دارد، توضيحي كلي از آن دسته از تستي هر تست كه ايده در حاشيهتوجه كنيد كه؛

.ستبيان شده ا

)Aي ـ خطي كه از دو نقطه2 , , )−−−−1 )B و11 , , )2 0 . عمود استPي گذرد بر صفحه مي2

)73آزاد ـ ( كدام است؟pي بردار نرمال صفحه

1(( , , )− − −1 1 12(( , , )− −11 1

3(( , , )− −1 104(( , , )−11 1

)يي گذرا از نقطهي صفحه ـ معادله3 , , )−−−−1 1 x و عمود بر خط به معادلات2 y z= = −= = −= = −= = −1

)86سراسري ـ (گذرد؟از كدام نقطه به مختصات زير مي

1(( , , )−1 4 32(( , , )−1 4 2

3(( , , )1 4 24(( , , )1 4 3

)A نقاط ـ4 , , )− −− −− −− −2 1 )B و2 , , )1 2 خطي عمودمنصف پارهي صفحهمعادله. مفروضند0

AB63آزاد ـ (: برابر است با(

1(x y z− + =3 2 22(x y z− − =3 2 2

3(x y z+ − = −3 2 24(x y z+ − =3 2 2

.عنوان يك مكان هندسي بعداً بحث بيشتري خواهيم كردخط، بهدر مورد عمودمنصف پاره

)Aاي كه از نقطهي صفحه معادله ـ5 , , x به موازات صفحه111( y z+ + =+ + =+ + =+ + =2 3  رسم 0

)70آزاد ـ(ت؟شود، كدام اس

1(x y z+ + = 32(x y z+ + = −2 3 6

3(x y z+ + − =2 3 6 04(x y z− + =2 0

توان با توجه را مي1تست ي صفحه در معادلهمثلاً 
nبه بردار نرمال ( , , )= 2 6 :رب كرد ض2 در عدد 4

x y z+ + =2 6 4 14

ي صفحهلههايي از معاد حالتتوجه كنيد كه؛
ها نياز به مقدماتي نيز وجود دارند كه بررسي آن

.ها خواهيم پرداختي فصل به آندارد كه در ادامه

اي عمود باشد، بردار بر صفحهخطي اگر )الف
.هادي خط، همان بردار نرمال صفحه خواهد بود

خط  پارهي عمودمنصفصفحه بردار نرمال )ب

ABان، همان پيكAB
����

ي روي صفحه نيز، و نقطه
. استABخط مختصات وسط پاره

ي ديگر باشد،  موازي صفحهايصفحه اگر )ج
.ها نيز يكسان خواهند بودبردارهاي نرمال آن
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� � � � " � ����	
 ���� ��
�� ����� ���� ���� �� �� ������ � �� ��
 برداري است )v2 وv1مثلاً(و بردار غيرموازي ضرب خارجي ددانيم كه حاصليم:  ���� �����

.هاي آندهندهي تشكيلها و در نتيجه عمود بر صفحهعمود بر آن

توانند روي و البته در حالت خاص مي( باشند Rبنابراين اگر دو بردار، موازي يك صفحه مانند 

توان،بنابراين مي. ها برداري عمود بر صفحه خواهد بودضرب خارجي آنحاصل، )خود صفحه باشند

n).»2«شكل (را بردار نرمال صفحه دانست ضرب  حاصلآن v v= ×= ×= ×= ×1 2

 به شوند، بلكه ما با توجهمي ذكر نv2 وv1 معمولاً در مسائل صريحاً بردارهايتوجه كنيد كه؛

.ها را كشف كنيمتوانيم آندرك هندسي از مسئله مي
مثلاً با بردارهاي هادي دو خط متقاطع و يا دو خط متنافر كه خود موازي يك صفحه هستند، 

توان بردار نرمال صفحه را پيدا كرد اما با بردارهاي هادي دو خط موازي كه خود موازي صفحه مي
.توان به اين مقصود رسيدهستند، نمي

)Aياي كه از نقطهي صفحه ـ معادله6 , , )−−−−3 4 v گذشته و با بردارهاي5 ( , , )−−−−1 3 1 1

vو ( , , )−−−−2 1 2 )73آزاد ـ ( موازي باشد، كدام است؟1

1(x y z+ − − =3 2 3 02(x y z+ + − =2 0

3(x y z+ − − =4 7 8 04(x y z+ + + =4 7 16 0

)Aياي كه از نقطهي صفحهمعادله ـ 7 , ,  دو خط متقاطع  باگذرد و موازي مي111(

x y z−−−− = − = += − = += − = += − = +1 2 1
2

yx و z−−−−
− = =− = =− = =− = =

5
3

 است، كدام است؟

1(x y z+ − + =2 3 7 2 02(x y z− − + =2 3 7 8 0

3(x y z+ − + =3 1 04(x y z− + − =3 3 0

:ي شامل دو خط به معادلاتي صفحه معادله ـ8 (x t ,y t ,z t)∆ = = + =∆ = = + =∆ = = + =∆ = = + =2  و 1

: (x t , y t , z t)′′′′∆ = = + =∆ = = + =∆ = = + =∆ = = + =1 )71سراسري ـ( كدام است؟2

1(x y z− − + =3 1 02(x y z− + + =3 3 0

3(x y z− − + =3 1 04(x y z− − + =1 0

:اي كه دو خط صفحه ـ9 (x , y z )∆ = + =∆ = + =∆ = + =∆ = + =0 : و0 (y , x z )′′′′∆ = − =∆ = − =∆ = − =∆ = − =1  روي آن2

گذرد؟، از كدام نقطه ميقرار دارند

1(( , , )−2 112(( , , )3 123(( , , )− −3 1 24(( , , )−2 12

)Aي از نقطهRي  صفحه ـ10 , , :xگذرد و موازي دو خط مي110( y z−−−−∆ = − = +∆ = − = +∆ = − = +∆ = − = +1 2 1
2

:yxو z++++′′′′∆ = = −∆ = = −∆ = = −∆ = = −
1

3 2
 قراردارد؟Rي كدام نقطه روي صفحه.  است

1(( , , )−2 112(( , , )−01 23(( , , )2 1 34(( , , )− −1 1 3

:yxاي كه شامل خط صفحه ـ11 z−−−−∆ = =∆ = =∆ = =∆ = =1
2 3

:y بوده و با خط x z−−−−′′′′∆ + = = −∆ + = = −∆ + = = −∆ + = = −
−−−−
11 12

گذرد؟موازي است، از كدام نقطه مي

1(( , , )−4 1 22(( , , )−3 1 33(( , , )−2 1 34(( , , )3 10

ياي ديگر كه عمود بر صفحهگاهي اوقات از بردار نرمال صفحه

ي مجهول استفاده فحهي بردار نرمال صمجهول است، در محاسبه

بديهي است در اين موارد بردارهاي نرمال دو صفحه بر هم .كنيممي

موازي ) در شكل′n(ي معلوم بردار نرمال صفحهعمود بوده و لذا

.است) در شكلR(ي مجهول صفحه

»2«شكل 

 هستند، بنابراين Rي وازي صفحه مv2 وv1بردارهاي

Rي ي تشكيل شده توسط دو بردار موازي صفحهصفحه

. خواهد بودRها، عمود بر ضرب خارجي آنو حاصل

 دو خط  بااي كه موازي بردار نرمال صفحه)الف
ضرب خارجي بردارهايمتقاطع است، برابر با حاصل

.هاستهادي آن
ي  باشد، هر نقطهاگر صفحه شامل آن دو خط نيز

توان به عنوان مي روي يكي از آن خطوط رادلخواه
ي صفحهي معادلهي روي صفحه، در محاسبهنقطه

.استفاده كرد

 دو خط  بااي كه موازي بردار نرمال صفحه)ب
ضرب خارجي بردارهايمتنافر است، برابر با حاصل

چه در مورد دو خط همانند آن(هاست هادي آن
).طع ديديممتقا

 شامل يكي از آن دو خط نيز باشد، هر،اگر صفحه
توان به عنواني دلخواه روي همان خط را نيز مينقطه
ي صفحهي معادلهي روي صفحه، در محاسبهنقطه

.استفاده كرد
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Rي بر صفحهRي هفح ـ ص12 xيه به معادل′′′′ y z− + =− + =− + =− + =2 4  عمود است و از خط 4

: x y z∆ + = − = −∆ + = − = −∆ + = − = −∆ + = − = −1 1  قرار دارد؟Rي كدام نقطه روي صفحه. كند عبور مي3

1(( , , )1 4 32(( , , )2 2 3

3(( , , )−2 124(( , , )−12 2

Rي وجهه ـ معادل13 x، از مكعب زير′′′′ y z− + =− + =− + =− + =2 3 R و وجه2 ′′′′′′′′، x y z+ − =+ − =+ − =+ − =2 4

)Aاگر. است , , )2  قرار دارد؟ Rي باشد، كدام نقطه روي امتداد صفحه00

1(( , , )−2 11

2(( , , )−2 1 1

3(( , , )−0 11

4(( , , )− −2 1 1

شود و يا با توجه به ها ذكر ميكه مستقيماً مختصات آن(در برخي از مسائل، نقاطي از صفحه 

ي هايتوان پيكانها ميوجود دارند كه با استفاده از آن) خطوط روي صفحه قابل شناسايي هستند

گونه مسائل، ساير مراحل محاسبه، پس از ساختن اين پيكان در اين. ي مجهول ساختموازي صفحه

هر «مثلا؛ً . از بارزترين اين مسائل در حقيقت تعاريف هندسي صفحه هستند. مشابه موارد قبلي است

 و هر خط«و يا » .كنندي غيرواقع بر يك استقامت، يك و تنها يك صفحه را مشخص ميسه نقطه

».كندي خارج آن، يك و تنها يك صفحه را مشخص مينقطه

)Aي با سه نقطه،ي زير ـ كدام نقطه14 , , )1 2 )B و1 , , )C و011( , , )− −− −− −− −1 1  در يك صفحه2

قرار دارند؟

1(( , , )−3 1 32(( , , )−3 1 23(( , , )−2 1 34(( , , )− −2 1 3

هاي مختلفينقطه راهصفحه بودن چهاربراي بررسي هم: نقطهصفحه بودن چهاربررسي هم

ي مفروض يك صفحه بسازيم و مختصات ي آن اين است كه با سه نقطهيك راه ساده. وجود دارد
. كنيمي چهارم را در آن آزمايشنقطه

نقطه استفاده كنيم، چه عملياتيصفحه بودن چهاراگر بخواهيم از ضرب مختلط براي هم

لازم است انجام دهيم؟ 

xيي گذرنده از خط به معادله ـ صفحه15 y z+ = − = ++ = − = ++ = − = ++ = − = +1 2 1 ي به مختصات و نقطه1

( , , )76ي ـ سراسر(گذرد؟ از كدام نقطه مي111−−−−(

1(( , , )−00 42(( , , )− −10 1

3(( , , )2 004(( , , )0 2 0

.كند دو خط موازي، يك و تنها يك صفحه را مشخص مي:$#��

.كندخص مييك و تنها يك صفحه را مش)  بحث شد»الف«كه در نوع (البته دو خط متقاطع نيز 

اي معلومي مجهولي عمود بر صفحه وقتي صفحه)ج
يي معلوم موازي صفحهاست، بردار نرمال صفحه

.گيريمحال دو نوع مسئله را در نظر مي. مجهول است
 اگر خط ديگري موازي :12 تست حالت اول؛
با كه عمود بر شرط آنبه(ي مجهول باشد صفحه
، ) نباشد و موازي بردار نرمال آني معلومصفحه
ضرب خارجي بردار هادي خط و بردار نرمالحاصل
اهدي مجهول خوي معلوم، بردار نرمال صفحهصفحه
.بود

دادن به لطفاً پس از پاسخ (13 تست حالت دوم؛
ي ديگرياگر صفحه): تست اين مطلب را بخوانيد

كه شرط آنبه(نيز عمود بر صفحه مجهول باشد 
ضرب ، حاصل)ي معلوم موازي نباشنددو صفحه

يها، بردار نرمال صفحهخارجي بردارهاي نرمال آن
.مجهول خواهد بود

ي اي كه سه نقطهي صفحه نوشتن معادله براي)د
سازيم دو پيكان ميآن مشخص است، با سه نقطه

.كه ضرب خارجي آن دو، بردار نرمال صفحه است

ي شامل يك خطي صفحه براي نوشتن معادله)هـ
ي گذرد، با يك نقطهكه از يك نقطه خارج آن مي
، يك  شدهي مشخصدلخواه روي خط و نقطه

ضرب خارجي پيكان و حاصل. سازيميكان ميپ
.بردار هادي خط، بردار نرمال صفحه خواهد بود

1111
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yxL دو خط شاملاي كهي صفحه ـ معادله16 : ( , z )++++−−−− = == == == =1
11 1

2 3
 و 

yxL : ( ,z )−−−−
= == == == =

− −− −− −− −2
2 44 گذرد؟ از كدام نقطه ميباشدمي6

1(( , , )3 122(( , , )−12 33(( , , )−3 124(( , , )12 3

:ي زير توجه كنيدبه قضيهابتدا 

 صفحه وجود دارد كه از يكي بگذرد و موازي خط دوم باشدشماربي اگر دو خط موازي باشند، :$#��

).»3«شكل (

 كه B و Aيا دو نقطه مانند  (∆ با استفاده از يك خط روي صفحه مانند، قضيهبا توجه به اين

ABها پيكاني مانندنآبتوان با 
����

ي توان معادلهنمي) يا موازي پيكان(و يك بردار موازي خط )  ساخت

 و يا توسط يك ∆تواند توسط يك خط موازياين بردار موازي مي. يك صفحه را مشخص كرد

يا  (∆اگر يك صفحه شامل يك خط ماننداما . ي موردنظر ما مشخص شودي عمود بر صفحهصفحه

ABيا پيكان(باشد و يك بردار موازي صفحه و غيرموازي با خط ) B و Aدو نقطه مانند 
����
داشته ) 

.ي صفحه را مشخص كنيمتوانيم معادلهباشيم، مي

:yxارد كه از خطاي قرار دي زير روي صفحه ـ كدام نقطه17 ( , z )−−−−∆ = =∆ = =∆ = =∆ = =
−−−−
1 22 2

yx و با خطگذردمي z: ++++−−−−′′′′∆ = =∆ = =∆ = =∆ = =
− −− −− −− −

21
1 22

 موازي است؟

1(( , , )−2 2 42(( , , )− −2 2 4

3(( , , )−1 124(( , , )112

xيعادلهي به مي عمود بر صفحهي صفحه ـ معادله18 y z+ + =+ + =+ + =+ + ي  كه از دو نقطه0=

( , , ) و101( , , )−−−−1 2 )70سراسري ـ ( بگذرد، كدام است؟0

1(x y z+ − + =3 4 1 02(x y z+ − − =3 2 2 1 0

3(x y z+ − =4 2 4 04(x y z+ − + =4 2 2 0

�� "����	
 � ��%
 �� &���'(� �� ���� ��)*� �(�+, ��,

 روي آن و يك بردار عمود p0ي صفحه را با استفاده از يك نقطه مانند معادله ،1 ـ 1در قسمت 

 كه در آن استp(x,y,z)به اين ترتيب صفحه، مكان هندسي نقاطي مانند.  شناختيمuبر آن مانند 

pپيكان p0
����

n.p: عمود باشد، يعنيn بر بردار  p =0 0
����

ي بيان صفحه به صورت يك مكان هندسي نيست و با تعاريف مختلفي از  تنها شيوه راه،اما اين

.را مشخص كردي آنتوان صفحه و در نهايت معادلهمكان هندسي مي

)A ـ 19 , , )−−−−1 1 )B و2 , , )3 مكان هندسي نقاطي از فضا. ي مفروض هستند دو نقطه01

|ي كه در رابطهMمانند  AM | | BM  صدق كنند، كدام است؟====|

1(x y z+ + = 22(x y z+ + =2 2

3(x y z+ − =24(x y z+ − =2 2

ي شامل دو خط ي صفحه براي نوشتن معادله)و
ي دلخواه روي هر خط انتخاب موازي، يك نقطه
ضربحاصل. سازيمها يك پيكان ميكرده و با آن

خارجي پيكان و يكي از بردارهاي هاديِ دو خط،
.ردار نرمال صفحه استب

»3«شكل 

′∆ ∆�

ي شامل يك ي صفحه براي نوشتن معادله)ز
، ) B و A مانند يا شامل دو نقطه (∆خط مانند

به شرط  (، استvكه موازي يك بردار مانند
ي يا مواز( موازي بردار هادي خط vكه بردار آن
ABپيكان

����
نباشد، كافي است ضرب خارجي بردار) 

vيا (∆ و بردار هاديAB
����
دست آوريم كه را به) 
.ي مجهول خواهد بودهمان بردار نرمال صفحه

تواند توسط يك خط  ميv بردارتوجه كنيد كه؛
ي عمود  مجهول يا يك صفحهيموازي صفحه
.ي مجهول مشخص شودبر صفحه

مكان هندسي نقاطي از فضا كه از دو 
به يك فاصله است،) يا دو نقطه(خط سر يك پاره

.خط است آن پارهمنصفي عمودصفحه

2222
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)A ـ 20 , , )−−−−1 1 )B و2 , , )3 مكان هندسي نقاطي از فضا. ي مفروض هستندو نقطه د01

AB.AMي كه در رابطهMمانند  ==== 3
���� ��������� ��������� ��������� �����

 صدق كنند، كدام است؟

1(x y z+ + = 22(x y z+ + =2 2

3(x y z+ − = 24(x y z+ − =2 2

|ترتيب از راست به چپ، معادلات ـ به21 x | | y | | z |+ + =+ + =+ + =+ + | و0= x | | y | | z |+ + =+ + =+ + =+ + =1

مكان هندسي چه اشكالي هستند؟

 صفحه8يك نقطه ـ ) 2 صفحه4يك نقطه ـ ) 1

 صفحه8يك صفحه ـ ) 4 صفحه4 يك صفحه ـ )3

ي دلخواه روي يك صفحه و محل تقاطع با محورها ـ نقطه3 ـ 1

ي صفحه، برخلاف هر دو نوعِ  در معادله:ي دلخواه روي يك صفحه ـ نقطه1 ـ 3 ـ 1

واه رويي دلخي خط، رابطه بين سه متغير در يك تساوي برقرار است، لذا اگر بخواهيم يك نقطهمعادله

دهيم و متغير سومي آن به دو متغير دلخواه عددي نسبت مي مشخص كنيم، در معادلهRاي مانند صفحه

.كنيممعمولاً براي سادگي به دو متغير عدد صفر را نسبت داده و متغير سوم را محاسبه مي. كنيمرا پيدا مي

,A(a,b ـ22 xياي است كه روي صفحه نقطه1( y z+ + =+ + =+ + =+ + ي آن قرار داشته و فاصله1=

 كدام است؟a.  است3از مبدأ مختصات 

1(±12(±2

صفر) ±34)3

ي صفحه را گاهي معادله
ي پارامتريشكلي همانند معادلهنيز با 
:كنندرت زير تعريف ميصوخط به

x t

R : y t

z (at bt d)
c

=

′=

− ′= + −









1

دهد كه متغير اين مدل نيز نشان مي
تابعي از دو متغير) zجا در اين(سوم 

.ديگر است

 بررسي وضعيت يك نقطه نسبت به يك :وضعيت قرارگيري دو نقطه نسبت به يك صفحه

جزو اهداف كتاب ) برندنام ميكه از آن به عنوان قوت نقطه نسبت به صفحه نيز (صفحه 

 يك تست از آن در كنكور آزاد براي 1376اما در سال . ي نظام جديد نيستدرسي در دوره

اي را در لذا ما هم بدون وارد شدن به جزئيات و بدون اثبات، نكته. نظام جديد مطرح شد

.كنيماين مورد مطرح مي

طرف متغيرها منتقل شده دد ثابت آن، بهكه عي صفحه را در صورتيبراي اين منظور معادله

ax:گيريم، يعنياست در نظر مي by cz d+ + − =0

ي خواه روي صفحه قرار داشته باشد، مختصات آن در معادلهي دلحال اگر يك نقطه

طرف اول تساوي عددي . ولي اگر نقطه روي صفحه قرار نداشته باشد. كندصفحه صدق مي

حال اگر طرف اول تساوي را به صورت يك تابع سه . است) ثبت يا منفيم(مخالف صفر و 

p:متغيره در نظر بگيريم، داريم ax by cz d= + + −= + + −= + + −= + + −

 هر دو B و A هم علامت باشند p مقادير B و Aاگر با قراردادن مختصات دو نقطه مانند 

واضح . ار دارنددر يك طرف صفحه و اگر مختلف العلامت باشند در دو طرف صفحه قر

 اما در حالت دوم با صفحه ،كند صفحه را قطع نميABخط است كه در حالت اول پاره

.متقاطع است

 وضعيت يك نقطهبررسيدر 
در نسبت به نمودارهاي مقاطع مخروطي

تري خواهيم جامعاتفصل بعد توضيح
.داشت
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pي ـ صفحه23 : x y z+ − + =+ − + =+ − + =+ − + =2 2 )Aي و دو نقطه0 , , )1 2 )B و3 , , , )3 1 .اند مفروض2

)76آزاد ـ (كدام گزينه صحيح است؟

1 (A و B در يك طرف p2. قرار دارند (p از وسط ABگذرد مي.

3 (A و B در دو طرف p4. قرار دارند (A روي pقرار دارد .

� � � � ��� �	
� ����� � ������ ���اي يك واضح است كه وقتي صفحه: �	�

بنابراين.  محور، صفر خواهد بودنامناهمي كند، در محل برخورد، دو مؤلفهمحور مختصات را قطع مي

ي صفحه دو ، در معادله)و در نهايت مختصات محل برخورد(نام محور ي همبراي پيدا كردن مؤلفه

مثلاً در تقاطع يك صفحه با . كنيمي موردنظر را محاسبه مي مؤلفهنام را صفر قرارداده ومتغير ناهم

.كنيم را محاسبه ميyي  را صفر قرار داده و مؤلفهz و xهاي ي صفحه مؤلفه، در معادلهoyمحور 

xي ـ صفحه24 y z+ − =+ − =+ − =+ − =2 2 Bي  را در نقطهoz و محور Aي  را در نقطهox محور 4

|.كندقطع مي AB قدر است؟ چه|

1(5
2

2(53(2 54(3 5

)ي خط واصل بين دو نقطهمنصف پارهي عمود ـ صفحه25 , , )1 2 ) و0 , , )−−−−5 2 6

)77سراسري ـ (كند ؟ ها را با كدام طول قطع ميxمحور 

1 (5/22 (43 (64 (5/7

xي ـ صفحه26 y z+ + =+ + =+ + =+ + =2 3  قطع C و B و A ، محورهاي مختصات را در نقاط 6

)79آزاد ـ ( كدام است؟ABCمساحت . كندمي

1(6 142(3 143(144(14
3

xيي به معادله ـ حجم محدود به صفحه27 y z+ + =+ + =+ + =+ + =2  و صفحات مختصات كدام 1

)81سراسري ـ (است؟

1(1
12

2(1
10

3(1
9

4(1
8

 قطع كند،c و ارتفاع b و عرض aاي محورهاي مختصات را در نقاط به طول اگر صفحه

قدر است؟حجم هرم محدود به اين صفحه و صفحات مختصات چه

.

| abc |==== 1
⇒⇒⇒⇒vهرم6

 و -2 و عرض 1طول ترتيب در نقاط بهاي كه محورهاي مختصات را به ـ صفحه28

گذرد؟ي زير مي قطع كند، از كدام نقطه4ارتفاع 

1(( , , )− −2 1 22(( , , )−2 1 2

3(( , , )− −2 1 24(( , , )−2 1 2

�	
� �� �� �� براي رسم يك صفحه :

 كافي است سه نقطه از آن را پيدا �3در فضاي
رت يكرا به صوكرده و آن

بهتر . مثلث نمايش دهيم
ي نقطهاين است كه سه 
صفحه موردنظر، محل تقاطع
. باشدبا محورهاي مختصات

38قبلاً در پاسخ تست 
 بيان 1 از فصل 3مربوط به بخش 

ي مساحت كرديم كه براي محاسبه
مثلثي كه رئوس آن روي محورهاي 
مختصات است فرمولي وجود دارد 

ي كلي ن شيوهكه در حقيقت هما
حل مسئله است كه با استفاده از 

هاي غيرعددي محاسبه شده عبارت
.است و نيازي به حفظ كردن ندارد

 را oxاي كه محور ي صفحهمعادله
اي به عرض  را در نقطهoy و aطول اي بهدر نقطه

b و ozاي به ارتفاع  را در نقطهcكند،  قطع مي
:عبارت است از

yx z
a b c
+ + =+ + =+ + =+ + = 1R :

منديد،هاگر علاق. اثبات اين معادله بسيار ساده است

3333
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ي صفحه معادلههاي خاص ـ حالت2

ي گذرا از مبدأ ـ صفحه1 ـ2

nاي با بردار نرمالي صفحهمعادله (a,b,c)=گذرد عبارت است از كه از مبدأ مي:

ax by cz+ + =+ + =+ + =+ + =0ax by cz a( ) b( ) c( )+ + = + + ⇒0 0 0
dي چنين صفحاتييعني در معادله . است0=

)A ـ اگر29 , , )−−−−1 1 )B و2 , , )−−−−3 2 اي كه از مبدأ مختصات بگذرد ي صفحه ، معادله1

)69سراسري ـ ( عمود باشد، كدام است؟AB و برخط 

1(x y z+ − =3 2 3 02(x y z+ + =3 2 3 0

3(x y z+ + =2 3 3 04(x y z+ − =2 3 3 0

 مختصات)عمود بر صفحاتو  (ها ـ صفحات موازي محور2 ـ 2

.ي هندسي زير توجه كنيدقبل از شروع بحث به قضيه

 با ي خطوط موازي عمود باشد، بر كليهاي خطي بر صفحهاگر:قضيه

.صفحه نيز عمود خواهد بود

R

R

∆ ⊥  ′⇒ ∆ ⊥ ∆
′∆ �

»4«شكل 

اي موازي يك محور مختصات باشد، بردار نرمال صفحه بر آن محور عمود صفحهبنابراين اگر 

. با محور، در بردار صفر خواهد بودنامهمي است، بنابراين مؤلفه

n موازي باشد، در بردار نرمالoxاي با محور  اگر صفحهمثلا؛ً (a,b,c)=،a )»5«شكل ( است 0=

R:و داريم :by cz d (I)+ =+ =+ =+ =

تقسيم كنيم خواهيم) yمثلاً بر ضريب (حال اگر دو طرف اين تساوي را برضريب يكي از متغيرها 

c:داشت dR : y z
b b

+ =

cحال اگر m
b
d و= n

b
R: در نظر گرفته شوند، داريم= : y mz n (II)+ =+ =+ =+ =

ي چنين صفحاتي تنها به شود كه در پيدا كردن معادله باعث مي(II)ي صفحه به شكل بيان معادله

. بگرديمn و mي دو مجهول دنبال محاسبه

صورتدر اين.  تقسيم كنيمzتوانستيم دو طرف تساوي اول را بر ضريب  اولا؛ً ميتوجه كنيد كه؛

mاي مانندبه معادله y z n′ ′+ ثانيا؛ً بردار نرمال اين صفحه .  استm معكوس ′mرسيديم كه مي=

n ( , ,m)= nو يا  (01 ( ,m , )′= 0 .است) 1

 يكي از محورهاي مختصات باشد، اين صفحه از مبدأشاملبديهي است اگر صفحات موردنظر 

.، صفر خواهد بودdاهد گذشت، لذا در اين معادلات عدد ثابت نيز خو

: باشد، داريمoxاي شامل محور مثلاً اگر صفحه
(I)R :by cz+ =+ =+ =+ =0(u ( ,b,c) , d )= = ⇒0 0

(II)R : y mz+ =+ =+ =+ =0

. ..............بنويسيد) II و Iبه دو شكل ( را oz و oyي صفحات شامل محورهاي معادله

.آن را در زير اثبات كنيد

ي اول تست همانند شيوه
,A(a نقاط،28 , )0 )B و0 ,b, )0  و0

C( , ,c)0 ي گرفته و معادله را در نظر0
.صفحه را پيدا كنيد

»5«شكل 

ي صفحات موازي محورهاي معادله

oy و oz به دو شكل ( راI و II (بنويسيد.

چه ذكر شدهمانند آن
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)خط واصل بين دو نقطهي عمود منصف پاره ـ صفحه30 , , )−−−−1 2 ) و1 , , )1 0  موازي 1

)78سراسري ـ (كدام است؟

ozمحور ) oy2محور ) 1

xozي صفحه) xoy4ي صفحه) 3

)ياي كه از نقطهي صفحه ـ معادله31 , , )1 1 ي اول در ساز ناحيه گذشته و بر نيم1

)74سراسري ـ ( عمود باشد، كدام است؟xoyي صفحه

1(x y− =02(x y+ =2

3(x y z+ + = 34(x y z+ − =1

)Aيهاي كه از دو نقطي صفحه ـ معادله32 , , )1 1 )B و0 , , )0 0 ox موازي محور 2

)69آزاد ـ (گذرد، كدام است؟مي

1(x y z+ + =2 12(y z+ − =2 2 0

3(x y z+ + = 24(y z+ − =2 0

)Aيا و نقطه هyاي كه شامل محور  ـ صفحه33 , , )1 3 ي زير عبور است، از كدام نقطه2

كند؟مي

1(( , , )−2 1 42(( , , )2 1 4

3(( , , )4 1 24(( , , )−4 1 2

yx بوده و موازي خطozاي كه شامل محور ي صفحه ـ معادله34 z−−−− −−−−= == == == =
1 1

2 3 4
 است،

كدام است؟

1(x y+ =3 2 02(x y− =3 2 0

3(x y+ =2 3 04(x y− =2 3 0

�  � �  ����	
 ���� ����
 ���� � ) ������
 �� ���� �

����	
(

ي موازي عمود باشد بر گر خطي بر يكي از دو صفحها«خاطر داريم كه ي پايه بهاز هندسه

يعني با هر (ي مختصات موازي است اي با يك صفحه، بنابراين وقتي صفحه»ديگري نيز عمود است

در ). چرا؟(نام آن صفحه عمود است ، بر محور غيرهم)ي صفحه موازي استدهندهدو محور تشكيل

نام با همو نا (ي مختصاتنام با صفحههمي دو مؤلفهي موردنظر، اين صورت در بردار نرمال صفحه

. خواهد بودصفر) محور عمود بر صفحه

 عمود خواد بود و در نتيجه بردار oz موازي باشد، بر محور xoyي اي با صفحه؛ اگر صفحهمثلاً

nنرمال صفحه ( , ,c)= 0 ).»6«شكل ( خواهد بود 0

z m====
�
m

dz
c

⇒ = ⇒cz d====R :

)nطور سادهتوانستيم بردار نرمال صفحه را به ميتوجه كنيد كه؛ , , )0 0  منظور كرده و مستقيما1ً

z m=را نتيجه بگيريم .

 عمود است همواره ozاي بر محور نيز قابل تصور است كه وقتي صفحهطور هندسي در ضمن به

.تمام نقاط آن، ارتفاع ثابتي خواهند داشت

»6«شكل 

xozي صفحات موازي صفحات معادله

.را بنويسيد) ox و oyبر محورهاي و عمود  (yozو 



خط و صفحه138

ها صفر  در آنmكنند، بنابراين بديهي است، عدد ثابت صفحات مختصات از مبدأ عبور مي

z: عبارتند ازها آن معادلاتاست، لذا »xoyي صفحهي معادله« : 0=

»xozي ي صفحهمعادله«.......... : 

»yozي ي صفحهمعادله«.......... : 

)Aياز دو نقطهاي كه ي صفحهمعادله ـ 35 , , )1 1 )B و1 , , )−−−−1 1  ها y موازي محور 2

)76آزاد ـ (بگذرد، كدام است؟

1(y =12(x y+ = 2

3(x z+ = 34(x =1

m(mي، صفحهmازاي چند مقدار به ـ 36 m )x y z m m++++− + + = +− + + = +− + + = +− + + = +4 2 3 21
2

 شامل 

؟نيست عمود oy است و بر محور oxمحور 

1(12(2

 هيچ مقدار)34)3

Aيرابطه ـ 37 {(x,y ,z) | x , y , z }= − ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤= − ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤= − ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤= − ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤1 2 0 3 0 .  مفروض است2

قدر است؟ چهحجم شكل حاصل از آن

1(32(9

3(184(27

 ـ وضعيت نسبي دو صفحه در فضا3

يدانيم دو صفحهاما مي.  باشندمتقاطع يا موازيدو صفحه، در حالت كلي ممكن است نسبت به هم 

خاص ممكن است ي متقاطع هم در حالت  و دو صفحهمنطبقموازي، در حالت خاص ممكن است 

. باشندمتعامد

ي موازي ـ دو صفحه1 ـ 3

راستا باشند ها هماز لحاظ جبري، دو صفحه وقتي با هم موازي هستند كه بردارهاي نرمال آن

n و�∋rبنابراين اگر). همانند دو خط موازي( (a ,b ,c )=1 1 1 n و1 (a ,b ,c )=2 2 2 ردارهاي نرمال ب2

a):اين دو صفحه باشند داريم ,b ,c ) r(a ,b ,c )⇒ =1 1 1 2 2 2n rn====1 2

:هاي بردارها نرمال صفر نباشند، خواهيم داشتيك از مؤلفهحال اگر هيچ
a b c

r
a b c

= = == = == = == = =1 1 1

2 2 2

، بايد براي نرمال صفر باشدهاي متناظر هر دو بردار در حالت خاصي كه يكي از مؤلفه

مثلاً؛ي ديگر برقرار باشد، موازي بودن صفحات، اين نسبت بين دو مؤلفه
b c

a a r
b c

= = ⇒ = =1 1
1 2

2 2
0

ي متناظر در هر دو بردار نرمال صفر باشند، قطعاً دو صفحه،  در حالت خاصي كه دو مؤلفهاما

مثلاً؛. نام بوده و در نتيجه موازي هستندعمود بر محور غيرهم

a a , b b= = = =1 2 1 20 0
zي اين دو صفحهواضح است كه معادله m=و z m′=است .

»6«شكل 

(R || R ) n r n⇒ =1 2 1 2

ي غيرمتناظربديهي است كه وقتي دو مؤلفه
در دو بردار نرمالِ دو صفحه صفر باشند، اين دو 

.صفحه قطعاً موازي نيستند
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xدو صفحه به معادلات ـ 38 y az+ + =+ + =+ + =+ + =2 x و0 by z− + − + =− + − + =− + − + =− + − + =1 .اند با يكديگر موازي0

a و b66سراسري ـ (اند؟ كدام(

1(a , b= − =1 2
2

2(a , b= =1 2
2

3(a , b= = −12
2

4(a , b= = 12
2

|يمكان هندسي نقاطي از فضا كه در رابطه ـ 39 x y z |+ + <+ + <+ + <+ + < كنند، كدام صدق مي3

گزينه است؟

 يك هرم)1

 دو هرم)2

.ي موازي نامتناهي هستندي كه بين دو صفحه مجموعه نقاط)3

.هستندي موازي نامتناهي  بين دو صفحهي خارج از فاصله مجموعه نقاطي كه)4

ي مشترك موازي در صورتي كه يك نقطهي دو صفحه:ي منطبقه ـ دو صفح1 ـ 1 ـ 3

براي بررسي ) همانند بررسي منطبق بودن دو خط راست(بنابراين . داشته باشند، منطبق خواهند بود

صات ي دلخواه روي يكي انتخاب كرده و مختتوان يك نقطهي موازي نيز ميمنطبق بودن دو صفحه

گر در دومي نيز صدق كرد منطبق هستند، در غير اين صورت موازي ا. كنيمآن را روي دومي بررسي 

.و متمايز خواهند بود

فرد است و دو منحصربه) ي خطبرخلاف معادله(ي صفحه جا كه شكل نوشتاري معادلهاما از آن

ضربي حقيقي از دومي م،ي واحد هستند، قطعاً يكي از معادلاتي منطبق در واقع يك صفحهصفحه

Rيبراين در صورتي دو صفحهبنا. است : a x b y c z d+ + =1 1 1 1 R و1 : a x b y c z d+ + =2 2 2 2  بر ،2

مقداري ثابت ) در صورت غيرصفر بودن(هم منطبق هستند كه نسبت ضرايب متغيرها و اعداد ثابت 

:باشند، يعني داشته باشيم
a b c d
a b c d

= = == = == = == = =1 1 1 1

2 2 2 2

xياگر دو صفحه ـ 40 my z n+ − =+ − =+ − =+ − =2 x و2 y pz+ + =+ + =+ + =+ + =2 3 2  بر هم منطبق 2

pباشند، حاصل n m+ ++ ++ ++  كدام است؟4+

1(+2 2 12(−3 2 13(3 24(2 2

 متقاطعي ـ دو صفحه2 ـ 3

بنابراين ما با بررسي. انددر بررسي جبري، اگر دو صفحه نسبت به هم موازي نباشند، قطعاً متقاطع

صفحات متقاطعچه در بررسي آن. كنيمموازي بودن دو صفحه عملاً متقاطع بودن آن را نيز تحقيق مي

.اهميت دارد، حالت خاص آن، يعني متعامد بودن دو صفحه است

 بديهي است وقتي دو صفحه بر هم عمودند،: ـ بررسي متعامد بودن دو صفحه1 ـ 2 ـ 3

).»7«شكل (ها صفر خواهد بود ها نيز عمود بوده و لذا ضرب داخلي آنبردارهاي نرمال آن

n .n ====1 2 0

ي موازي  صفحه دوواضح است كه در
:متمايز خواهيم داشت

a b c d
a b c d

= = ≠1 1 1 1

2 2 2 2

»7«شكل 
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x به معادلاتدو صفحه ـ 41 y z+ + =+ + =+ + =+ + =2 x و1 my z+ + = −+ + = −+ + = −+ + = −2  كدامm بر هم عمودند، 1

)76سراسري ـ (است؟

1(4-2(3-3(2-4(1-

xيرابطه ـ 42 y− =− =− =− =2 2 ي چه اشكالي است؟دهنده نشان0

ي موازي دو صفحه)2 دو خط راست)1
ي متقاطع متعامد دو صفحه)4رمتعامدي متقاطع غي دو صفحه)3

ي بين دو صفحه ـ زاويه3 ـ 3

.ي بين آن دو صفحه استسطحهمي ي حادهي بين دو صفحه، طبق تعريف، زاويهزاويه

كنيمها استفاده ميي بين بردارهاي نرمال آني بين دو صفحه، از زاويهي زاويهبراي محاسبه

نيزها ممكن است منفرجه ي بين آناي نرمال دلخواه است و زاويهاما چون جهت برداره. )»7«شكل (

:، يعني)ي بين دو خطهمانند زاويه(دهيم  در محاسبه، ضرب داخلي را در داخل قدرمطلق قرار مي،باشد
| n .n |cos
| n || n |

′′′′
θ =θ =θ =θ = ′′′′

p وpي ي بين دو صفحهي حاده ـ زاويه43 xدلات به معا′′′′ y+ =+ =+ =+ y و1= z+ =+ =+ =+ =1

)64سراسري ـ (كدام است؟

1(π
2

2(π
3

3(π
4

4(π
6

xيي بين دو صفحه ـ زاويه44 ==== x و2 y− + − =− + − =− + − =− + − =2 2  كدام است؟0

1(Arcsin 1
3

2(Arcsin 5
5

3(Arccos 5
5

4(Arccos 1
3

 دو خطو يا(گاهي معادلات دو صفحه 
 ممكن است در هم را) يا هر دو نمودار ديگري

در . ضرب كرده و در قالب يك رابطه بيان كنند
در صورتي (ي عبارت جبري اين صورت با تجزيه

توان به مي) كه طرف دوم تساوي عدد صفر باشد
.معادلات اوليه رسيد

»7«شكل 

د،ن بساز60°°°°ي زاويهxoyي  ها بوده و با صفحهxي صفحاتي كه شامل محور  ـ معادله45

كدام گزينه است؟

1(y z± =2 02(y z± =2 03(y z± =3 04(y z± =3 0

ي يك نقطه از يك صفحه ـ فاصله4

ي بين نقطه تا آن فاصلهترينكوتاه، )Rمانند (از يك صفحه ) Aمانند (ي يك نقطه  فاصله:تعريف

.صفحه است

.  رسم كنيمRي ، عمودي بر صفحهAي  بايد ازنقطهلحاظ هندسيبراي پيدا كردن اين فاصله از 

و ناميده » پاي عمود«را ) Hمثلاً (، محل تقاطع )ي نقطه از خطصلههمانند فا(در اين صورت نيز 

. خواهد بودRي  از صفحهAي ي نقطه، فاصلهAHخط طول پاره

ي يك نقطه از يك صفحهي جبري فاصله ـ محاسبه1 ـ 4

Aيي نقطهخواهيم فاصلهمي A AA(x , y ,z Rي را از صفحه( : ax by cz d+ + .دست آوريم به=

Bي دلخواهي مانندبراي اين منظور نقطه B BB(x ,y ,z  انتخاب كرده و سپس Rي  روي صفحه(

A)»8«شكل  (:دهيم يك پيكان تشكيل ميB و Aبا  B A B A BBA (x x , y y , z z )= − − −
����

ين صورتدرا ب» پاي عمود« گاهي يد كه؛توجه كن
نيمم كه ميRي اي از صفحهنقطه«: كنندمعرفي مي

.» داردAي فاصله را از نقطه

»8«شكل 

4444
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nحال اگر (a ,b,c)=ي ، بردار نرمال صفحهR شود كهمي فرض شود، اثبات:

| BA.n |AH D
| n |

= == == == =

����������������

.كند كاربرد اين فرمول را بررسي مي1مثال 

:، داريمAHBي الزاويهدر مثلث قائم» 8«با توجه به شكل 

D | BA | cos (I)= θ
����

|در) با توجه به حكمي كه به دنبال اثبات آن هستيم( را Iاگر دو طرف تساوي  n |

|:ضرب كنيم، داريم n | D | n || BA | cos= θ
����

BA و پيكانnي بين بردار نرمال  زاويهθ»8«واضح است كه در شكل 
����

بنابراين.  نيز هست

:با توجه به تعريف ضرب داخلي داريم

BA.n| n | D BA.n D
| n |

= ⇒ =

��������

BAي آن با در جهتي در نظر گرفته شده بود كه زاويهnون بردار نرمال جا، چدر اين
����

nي بين اما اگر جهت آن بالعكس بود، زاويه.  مساوي شدθحاده بود، اين زاويه با

BAو
����

)cosدر اين صورت چون. بود مكمل آن ميθ منفرجه بوده و ) cosπ − θ = − θ

ي طول، قدرمطلق آن را منظور كنيم، لذا حكم عددي منفي است لازم است براي محاسبه

:كلي عبارت خواهد بود از

| BA.n |D
| n |

====

����������������

θدر ضمن در مورد πθ و0= =
2

.ي نهايي واضح است و نتيجهIي  نيز درستي رابطه

| و قدرمطلق ضرب داخلي مقداري نقطه از صفحه،اگر در فرمول فاصله n با استفاده از  را |

Rي  از صفحهAي ي نقطه در حالت كلي محاسبه كنيم، خواهيم ديد كه فاصلههاي ذكر شدهمؤلفه

:آيدآشناي زير در ميصورت به

A A A| ax by cz d |
D

a b c

+ + −+ + −+ + −+ + −
====

+ ++ ++ ++ +2 2 2

اين موضوع اهميت.  است�2ي نقطه از خط در فضاي اين رابطه بسيار شبيه فاصلهكنيد كه؛توجه مي

 شبيه روابط�2زيادي دارد، زيرا بعدها نيز خواهيد ديد برخي از روابط موجود در مورد خط در فضاي

.كندخاطرسپاري مطالب ياري مي است و لذا ما را در كشف و به�3موجود در مورد صفحه در فضاي

.كند كاربرد اين فرمول را بررسي مي2مثال 

:ي نقطه از صفحهفاصله

A B A B A B| a(x x ) b(y y ) c(z z ) || n.BA |D
| n | a b c

− + − + −
= =

+ +2 2 2

����

A A A B B B| ax by cz (ax by cz )

a b c

+ + − + +
=

+ +2 2 2

B: قرار دارد، بنابراين داريمRي  روي صفحهBي دانيم نقطهاما مي B Bax by cz d+ + =

A A A| ax by cz d |
D

a b c

+ + −
⇒ =

+ +2 2 2

)Aيي نقطهفاصله , , )2 3  از 4

Rيصفحه : x y z− + =− + =− + =− + =2 2 قدر است؟ چه10

يهي دلخواهي روي صفح نقطه:ي يكمپله

Rكنيم انتخاب مي.

(x , y z z)= = ⇒ = ⇒ =0 0 2 10 5

B( , , )⇒ 0 0 5

ABپيكان:ي دومپله
����

:دهيم را تشكيل مي

( , , )AB − −= 2 3 1
����

با توجه به بردار نرمال حال :ي سومپله
n ( , , )= −1 2 ABضرب داخلي حاصل،2

����
 را n و 

AB.n.كنيممحاسبه مي − + + == 2 6 2 6
����

|2:ي چهارمپله AB.n |
D

| n |
= = =

+ +
6

1 4 4

����

)Aيي نقطهفاصله , , )2 3  از 4

xيصفحه z+ =+ =+ =+ =4 قدر است؟ چه23

| ( ) ( ) ( ) ( ) |
D

+ + −
=

+ +

3 2 0 3 4 4 2
9 0 16
4D⇒ = =20

5

يي فاصلهي محاسبهي ساده شيوهتوجه كنيد كه؛
بررسي شود كه نياز به نقطه از صفحه باعث مي

.ي نقطه از صفحات خاص نداشته باشيمفاصله

1111

2222
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xيي به معادلهي مبدأ از صفحهفاصله ـ 46 y+ =+ =+ =+ )75سراسري ـ ( كدام است؟1=

1(2
2

2(1

3(24(2

)Aيي نقطهفاصله ـ 47 , , )1 1 pي از صفحه1 : x y z′′′′ + + =+ + =+ + =+ + =2 2 )68آزاد ـ (: برابر است با0

1(52(1

3(3
5

4(5
3

مبدأ مختصاتي واضح است كه فاصله
axيصفحهاز  by cz d+ + : عبارت است از=

| d |
OD

a b c
====

+ ++ ++ ++ +2 2 2

ي موردنظر از آن صفحهي نقطهي صفحه را محاسبه كرده و سپس فاصلهگاهي لازم است، ابتدا معادله

.دست آوردرا به

يخط واصل بين دو نقطهي عمود منصف پارهي مبدأ مختصات از صفحهفاصله ـ 48

( , , )−−−−1 2 ) و1 , , )3 2 )84سراسري ـ ( كدام است؟1

1(12(2

3(24(2 2

)Aيي نقطهفاصله ـ 49 , , )1 11
2 2

ترتيب در  را بهz و x ، yاي كه محورهاي  از صفحه

است؟قدر كند، چه قطع مي1 و 2، 1نقاط 

1(12(1
3

3(2
3

4(4
3

ABهاي اگر پيكان. الاضلاع مفروض استي متوازي ـ يك هرم با قاعده50 ( , , )= −= −= −= −1 1 1
����������������

ACو ( , , )==== 2 0 1
����������������

د و نالاضلاع باشي اين متوازيهاي متناظر با اضلاع قاعده پيكان

)Mينقطه , , )−−−−1 2 )Pي روي قاعده بوده و نقطه2 , , )− −− −− −− −1 1  رأس اين هرم باشد،2

قدر است؟حجم آن چه

1(1
6

2(1
3

3(1
2

4(2
3

zxاي كه بر خطي صفحه ـ معادله51 y ++++− = − =− = − =− = − =− = − = 11 1
2

ي مبدأ  عمود است و فاصله

2مختصات از آن تواند باشد؟ است، كدام مي6

1(x y z− + =2 2 22(x y z+ + = −2 6

3(x y z− + =2 124(x y z+ + = −2 12

xي ـ چند نقطه روي صفحه52 y z− + + =− + + =− + + =− + + =2 4 4 ها از ي آن وجود دارد كه فاصله6

)Aينقطه , , )−−−−1 1  باشد؟2 برابر با 2

1(12(2

شمار بي)4 هيچ)3

كه چند نقطه رويشود وقتي سؤال مي
يها از نقطهي آنيك صفحه وجود دارد كه فاصله

A مقدار ثابت ،r است، در واقع تداخل دو مكان 
براي . هندسي، يعني كره و صفحه مدنظر است

 را از صفحه محاسبه Aي اين منظور فاصله
rحال اگر. (h)كنيم مي h>،كره، صفحه را  باشد 

5555
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� � �����	 � �
�� � ������ �

R وRي موازي ي بين دو صفحه فاصله:����� ي فاصله) ي دو خط موازيهمانند فاصله (′
.ي دوم استها، از صفحهي دلخواه از يكي از آنيك نقطه

� � � � � � ����	�
�� � ���يي محاسبهتعريف، شيوه با توجه به :� ������ 

صفحه را مشخص كرده و روي يك) Aمثلاً (ي دلخواه اين فاصله چنين است كه مختصات يك نقطه
ه حساب كنيمز صفح اي نقطهي فاصلهي دوم، با استفاده از فرمول محاسبهي آن را از صفحهفاصله

).»9«شكل (

ياگر ضرايب متغيرها در دو صفحهشود كه اما اگر مسئله را در حالت كلي حل كنيم به سادگي اثبات مي

Rيي دو صفحه، فاصلهرا يكسان كنيم) هايعني بردارهاي نرمال آن (موازي : ax by cz d+ +  و=

R : ax by cz d′ ′+ + : از بودخواهد عبارت =
| d d |D
a b c

′′′′ −−−−
====

+ ++ ++ ++ +2 2 2

Aي دلخواهي نقطهزيرا فاصله A AA(x , y ,z Rي روي صفحه( : عبارت است ازRي  از صفحه′

d

A A A| ax by cz d |
D

a b c

′

+ + −
=

+ +2 2 2

���������

شمار و در نتيجه بيكند در يك دايره قطع مي
rاگر. نقطه با اين ويژگي وجود دارد h= ،باشد 

كره بر صفحه مماس است و يك نقطه و اگر 
r h<كند و هيچ  باشد، كره صفحه را قطع نمي
.اي با اين ويژگي وجود نداردنقطه

rشمار نقطهبي h> ⇒> ⇒> ⇒> ⇒

rيك نقطه h= ⇒= ⇒= ⇒= ⇒

r نقطههيچ h< ⇒< ⇒< ⇒< ⇒

»9«شكل 

xي دو صفحه به معادلاتفاصله ـ 53 y z+ + =+ + =+ + =+ + x و1= y z+ + =+ + =+ + =+ + =2 2 2  كدام است؟3

1(2
6

2(3
6

)75سراسري ـ (

3(2
3

4(3
2

x وجه يك مكعب3ي  معادلهچهچنان ـ 54 y z+ + =+ + =+ + =+ + =2 2 x و5 y z+ + =+ + =+ + =+ + = 11
2 2

 و

y z− =− =− =− = ي حجم مكعب كدام است؟ باشد، اندازه4

1(12(2 23(3 34(8

� � � � � � ������
�� �� �� ���
�� �����	 �� �� � �� !"#� k

 هستند، kي  به فاصلهRي مشخص  واضح است مكان هندسي نقاطي كه از صفحه:)'&%$

ي موازي در حل اين ي بين دو صفحهي فاصلهبنابراين استفاده از رابطه. اي است موازي با آنصفحه

.مسائل راهگشاست

شويد و رو ميگونه مسائل هستند روبهها كه در مورد اينهايي از تستجا ابتدا شما با مدلايندر 

لطفاً قبل . هايي مشاهده خواهيد كردگونه مسائل را در قالب نكتهي حل اينها شيوهپس از اين تست

.ها را نخوانيدها، نكته آناز تفكر در مورد تست و حل

xي كه از دو صفحهستمكان هندسي نقاطي از فضاكدام گزينه  ـ 55 y z− + =− + =− + =− + =2 4

xو y z− + − =− + − =− + − =− + − =2 2 4 اند؟ به يك فاصله10

1(x y z− + + =2 2 4 1 02(x y z− + − =2 2 4 1 0

3(x y z− + − =2 14(x y z− + − = −2 1
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axي موازي از دو صفحههاي آن فاصلهمكان هندسي نقاطي از فضا كه by cz d′+ + =

axو by cz d′′+ + :ي آن عبارت است ازها كه معادلهاي است موازي آن، صفحهبه يك اندازه است=
d dax by cz ′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′+++++ + =+ + =+ + =+ + =

2

xياش از صفحه ـ كدام صفحه، فاصله56 y z+ + =+ + =+ + =+ + =2 اش از  دو برابر فاصله11

xيصفحه y z+ + =+ + =+ + =+ + =2 )83آزاد ـ (باشد؟ مي6

1(x y z+ + =2 162(x y z+ + =3 6 3 10

3(x y z+ + =3 6 3 234(x y z+ + =3 6 3 5

xيي به معادله از صفحهي آن فاصلهاي كهي صفحه ـ معادله57 y z− + =− + =− + =− + =2 2 برابر4

x است به شكل2با y z d− + − =− + − =− + − =− + − =4 4 تواند باشد؟ كدام ميd.  است2

1 (2-2 (23 (4-4 (4

Rيمكان هندسي نقاطي از فضا كه از صفحه axي به معادله′ by cz d′+ + ي  به فاصله=
واضح است كه بردار . ي موازي با اين صفحه است كه در دو سوي آن واقع است است، دو صفحهkثابت 

nتواننرمال اين دو صفحه را مي (a ,b,c)= در نظر گرفت و تنها لازم است عدد ثابت d را محاسبه 
: استپذيرامكانصورت زير ي موازي بهي دو صفحه با استفاده از فرمول فاصلهdي اسبهمح. كنيم

| d d | k
a b c

′′′′−−−−
====

+ ++ ++ ++ +2 2 2

.آيددست مي بهdدر اين محاسبه همواره دو مقدار براي 

ي متقاطع دو صفحهسازِ ـ صفحات نيم3 ـ 4

سازطع به يك فاصله هستند، صفحات نيمي متقادانيم مكان هندسي نقاطي از فضا كه از دو صفحهمي

ساز هستند ي نيمي متقاطع داراي دو صفحه هر دو صفحهدانيم كه در ضمن مي.اين دو صفحه است

R«ي متقاطع  دو صفحهاكنون).  دو خط متقاطعسازهاي نيمهمانند خط( : ax by cz d+ + و » =

»R : a x b y c z d′ ′ ′ ′ ′+ + ,M(xاگر. گيريميرا در نظر م» = y,z)د، داريمساز باشاي روي اين نيم نقطه:

Rي از صفحهMي ي نقطهفاصله« »Rي  از صفحهMي ي نقطهفاصله «=» ′

| ax by cz d | | a x b y c z d |

a b c a b c

′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′+ + − + + −+ + − + + −+ + − + + −+ + − + + −
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =

′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +2 2 2 2 2 2

آيد كهدست ميساز بهي مختلف براي نيمرمطلقي، دو معادلهبنابراين با مرتب كردن اين تساوي قد

.هر دو قابل قبول هستند

xيساز دو صفحهي صفحات نيممعادله y z+ + =+ + =+ + =+ + =2 2 x و2 y z− + =− + =− + =− + =2 2 اند؟ كدام3

| x y z | | x y z |+ + − − + −
=

+ + + +

2 2 2 2 2 3
1 4 4 4 4 1

x y z x y z x y z

x y z ( x y z ) x z

+ + − = − + − ⇒ − − =⇒ 
+ + − = − − + − ⇒ + =

2 2 2 2 2 3 4 1

2 2 2 2 2 3 3 3 5

كه انجام محاسبات ساده باشد، معادلات صفحات خاص مورد پرسشولاً براي اين معمتوجه كنيد كه؛

.گيرندقرار مي

 بدين 6ي  گاهي مطلب نكتهتوجه كنيد كه؛
مكان هندسي نقاطي از «: شودطرح ميمصورت 

.» هستندkي ي موازي به فاصلهفضا كه از دو صفحه
ي دو در اين صورت تنها در صورتي كه فاصله

ندسي موردنظر  باشد، مكان هk2صفحه برابر با 
.آيددست ميذكر شده بهي با استفاده از رابطه

6666

7777

3333
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yيي مكان هندسي نقاطي كه از دو صفحه ـ معادله58 x====و x  به يك 0====

)64سراسري ـ (اند، كدام است؟فاصله

1(y x± =2 12(y x z= =2

3(x y z= =24(y ( )x= ±1 2

)Aيي نقطه ـ فاصله59 , , )1 2  كدام yoz وxoyي دو صفحهسازِي نيم از صفحه3

تواند باشد؟مي

1(32(2 3

3(2 24(3 2

.ساز صفحات زير را محاسبه كنيدنيم

xoy الف (xoz و:

yoz ب (xoz و:



x) ـ1 ,y ,z ) ( , , ) , n (a,b,c) ( , , )= = =0 0 0 1 0 3 1 3 2

ax by cz ax by cz+ + = + +0 0 0

x y z+ + =+ + =+ + =+ + =3 2 7x y z ( )( ) ( ) ( )⇒ + + = + + ⇒
7

3 2 1 1 3 0 2 3
���������

AB پيكان:اندازچشم ـ2
����

، بردار هادي خط 

عمود بر صفحه و در نتيجه بردار نرمال صفحه 

.است

n:بنابراين داريم AB ( , , )= = 111
����

از بردار  » -1«، مضرب 1ي گزينه:نتيجه

.محاسبه شده است

 بردار هادي خط همان بردار نرمال صفحه است، بنابراين :ي يكمپله ـ3

u:داريم n ( , , )= = 1 1 1

)ياي كه از نقطهي صفحه معادله:ي دومپله , , )−1 1  با بردار نرمال 2

n ( , , )= 1 1 :نويسيمگذرد مي مي1

( )x ( )y ( )z ( )( ) ( )( ) ( )( ) x y z+ + = + − + ⇒ + + =1 1 1 1 1 1 1 1 2 2

دهيم ي صفحه قرار ميها را در معادله مختصات نقاط گزينه:ي سومپله

:كند، يعني در اين معادله صدق مي1ي هگزيني كه تنها نقطه

( )+ + − =1 4 3 2

AB پيكان، با توجه به شكل:اندازچشم ـ4
����

يعني Mي همان بردار نرمال صفحه و نقطه

.ي روي صفحه است، نقطهABوسط 

AB:ي يكمپله n ( , , )= = −1 3 2
����

A BM M( , , )+= ⇒ −3 1 1
2 2 2

x:ي دومپله y z ( )( ) ( )( ) ( )( )− + + = − + + −3 13 2 1 3 2 1
2 2

x y z⇒ − + + = −3 2 2
ها دو طرف تساوي را در يك منفي ضرب  با توجه به گزينه:نتيجه

x:كنيممي y z− − =− − =− − =− − =3 2 2

 وقتي دو صفحه موازي هستند :اندازچشم ـ5

.ها يكسان استبردار هادي آن
n:ي يكمپله n ( , , )= =2 1 1 2 3

له

پ

x:ي دوم y z ( )( ) ( )( ) ( )( )+ + = + +2 3 1 1 2 1 3 1 »

x»3ي گزينه y z+ + =+ + =+ + =+ + =2 3 6⇒

v:ي يكمپله ـ6 ( , , )= −1 3 1 1

v ( , , )= −2 1 2 1

n v v ( , , ) ( , , )= × = − − − ≈1 2 1 4 7 1 4 7

x:ي دومپله y z ( )( ) ( )( ) ( )( )+ + = + + −4 7 1 3 4 4 7 5

x y z+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =4 7 16 0⇒

ضرب خارجي بردارهاي هادي دو خط، بردار  حاصل:ي يكمپله ـ7

.نرمال صفحه است
u ( , , )
u ( , , )
=
= −

1

2

2 1 1
1 3 1

n u u ( , , ) ( , , )= × = − − ≈ −1 2 2 3 7 2 3 7
x:ي دومپله y z+ − = + −2 3 7 2 3 7

x y z+ − + =+ − + =+ − + =+ − + =2 3 7 2 0
به تست ي يكم براي پاسخ دادن ي پله تنها محاسبهتوجه كنيد كه؛

 است كه بردار نرمال درست مطرح 1ي كند، زيرا تنها در گزينهكفايت مي

.كنند عبور ميAي ها از نقطهي صفحات گزينه همهدر ضمن. شده است

 در  دو خط موازي نيستند و چون:اندازچشم ـ8

 غير از حال.اندمتقاطع قرار دارندصفحه

ي بردار نرمال با استفاده از ضرب محاسبه

خارجي بردارهاي هادي دو خط، اين بار 

خطوطي دلخواه روي يكي از توانيم يك نقطهمي

. ي روي صفحه محاسبه كنيمرا نيز به عنوان نقطه
u:ي يكمپله ( , , )= 1 2 1

u ( , , )′ = 11 2

n (u u ) ( , , )′= × = − −3 1 1
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ي روي صفحه و معادله نهايي ي نقطهو بدون محاسبهپله در همين 

 محرز است، زيرا تنها بردار نرمال آن صفحه 3ي صفحه، درستي گزينه

:اما براي حل كامل مسئله داريم.  استراستابا بردار نرمال ما هم

.گيريم را در نظر مي∆ روي خطAخواه ي دلنقطه: ي دومپله

t A( , , )= ⇒0 0 1 0

:ي سومپله

x y z− − + =− − + =− − + =− − + =3 1 0x y z− − = − + ⇒3 0 1 0

هاي ها راه براي حل اين تست با توجه به گزينهتوجه كنيد كه؛

 زيرا ، شما راه اصلي را فراگيريدميكنديگري نيز وجود دارد اما توصيه مي

اي طرح هاي خط و صفحه در كنكورهاي اخير عموماً به گونهتست

طور كامل معادلات خط و يا صفحه را شوند كه لازم است شما بهمي

 در هر دو تست خط و صفحه، 86مثلاً در كنكور سراسري . محاسبه كنيد

مورد نظر قرار ي سوال شده است كه كدام نقطه روي خط و يا صفحه

ها پاسخ را ده از گزينهتوان به راحتي با استفادارد كه بدين ترتيب نمي

.) همين بخش3رجوع كنيد به تست  (پيدا كرد

اند  دو خط موازي نيستند، و چون در يك صفحه:ي يكمپله ـ9

.اندمتقاطع
u ( , , )
u ( , , )
= −
′ =

0 1 1
1 0 1

n»بردار نرمال« u u ( , , )′= × = − −1 1 1

:»ي روي صفحهنقطه« y z z A( , , )∆ = ⇒ + = ⇒ = ⇒0 0 0 0 0 0 0

x:ي دومپله y z− − = + +
0

0 0 0
���

ي صفحه، ها در معادله با قرار دادن مختصات نقاط گزينه:ي سومپله

.كند در معادله صدق مي2ي گزينهشويم كه فقط متوجه مي

ست، با اين تفاوت  ا7 اين تست تا حدودي شبيه تست :اندازچشم ـ10

در . كه مشخص نكرده است كه دو خط نسبت به هم چگونه است

ي روي صفحه مشخص است ها كه نقطهحقيقت در اين گونه تست

اند يا متنافر، فقط كند كه دو خط موازي صفحه، متقاطعفرقي نمي

 چرا كه در هر دو صورت ضرب خارجي ،كافي است موازي نباشند

. بردار نرمال صفحه خواهد بودها،بردارهاي هادي آن
u:ي يكمپله ( , , )= 2 1 1

u ( , , )′ = −3 2 1

n u u ( , , )′= × = −3 5 1

x:ي دومپله y z− + + = − + +
2

3 5 3 5 0
�����

ي صفحه، ها در معادله با قرار دادن مختصات نقاط گزينه:ي سومپله

.كند در معادله صدق مي3ي هگزين كه فقط يابيمدرمي

 در اين تست نيز همانند تست :اندازچشم ـ11

بته فقط شرط موازي كه ال(قبلي دو خط متنافرند 

، اما يكي از خطوط )كندنبودن براي ما كفايت مي

ي بردار بنابراين غير از محاسبه. روي صفحه است

نرمال با استفاده از ضرب خارجي بردارهاي 

ي دلخواه روي توانيم از يك نقطههادي، مي

.ي روي صفحه استفاده كنيم به عنوان نقطه∆خط
u:ي يكمپله ( , , )= 2 3 1

u ( , , )′ = 1 2 1

n u u ( , , )′= × = −1 11

::ي دومپله t A( , , )∆ = ⇒0 1 0 0

x:ي سومپله y z− + = − +
1

1 0 0
���

ي صفحه قرار ها را در معادله مختصات نقاط گزينه:ي چهارمپله

.كند در آن صدق مي1ي ينهگزفقط . دهيممي

 و (u) بردار هادي خط :اندازچشم ـ12

n)يبردار نرمال صفحه )R′ هر دو موازي ′

. هستند) و خود غيرموازي (Rي صفحه

ها بردار نرمال بنابراين ضرب خارجي آن

. خواهد بودRي صفحه

n: ي يكمپله ( , , )′ = −1 2 4
u ( , , )= 1 1 1

n n u ( , , ) ( , , )′= × = − ≈ −6 3 3 2 11

: است، داريمRي  روي صفحه∆ چون خط:ي دومپله

R «tي ي روي صفحهنقطه« A( , , )= ⇒ −0 11 3

x:ي سومپله y z− + + = + +
6

2 2 1 3
�����

.كندي صفحه صدق مي در معادله4ي گزينه تنها مختصات :ي چهارمپله

Rي دو صفحه:انداز چشم ـ13  بر ′′R و′

ها  بنابراين بردارهاي نرمال آن. عمودندRي صفحه

 بوده و در نتيجه ضرب Rي موازي صفحه

. خواهد بودRي ها، بردار نرمال صفحهخارجي آن
n:ي يكمپله ( , , )′ = −1 2 3

n ( , , )′′ = −2 1 1

n n n ( , , )′ ′′= × = −1 7 5

x:ي دومپله y z− + + = −7 5 2

 صدق Rي ي صفحه در معادله3ي گزينه تنها مختصات :ي سومپله

. استRي كند، لذا اين نقطه روي امتداد صفحهمي
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. از مكعب قرار نداردR اين نقطه الزاماً روي وجه توجه كنيد كه؛

 با سه نقطه، دو پيكان :اندازچشم ـ14

ها، بردار نرمال ضرب خارجي پيكان. سازيممي

.صفحه خواهد بود

توانيم در  از يكي از نقاط نيز مي كهبديهي است

.ي صفحه استفاده كنيمنوشتن معادله

AB:ي يكمپله ( , , )= − −1 1 0
����

AC ( , , )= − −0 3 3
����

n AB AC ( , , ) ( , , )= × = − ≈ −3 3 3 1 11
���� ����

)Bي با توجه به نقطه:ي دومپله , , )0 1 :نويسيمي صفحه را مي معادله1

x y z− + = − +
0

0 1 1
���

. كندي صفحه صدق مي در معادله2ي گزينه تنها مختصات :ي سومپله

)ييعني نقطه , , )−3 1  در يك صفحه قرار C و B و Aي  با سه نقطه2

.دارند

Bي دلخواه مانند يك نقطه: اندازچشم ـ15

ي مشخص با نقطه. كنيم انتخاب مي∆روي خط

Aي دلخواه  و نقطهBپيكان يك AB
����

. سازيم مي

ABضرب خارجي پيكانحاصل
����

 و بردار هادي 

. بردار نرمال صفحه خواهد بود(u)خط 

t:ي يكمپله B( , , ) , A( , , )= ⇒ − − −10 1 1 111
2

AB ( , , ) ( , , )= − − ≈10 2 0 1 4
2

����

u ( , , ) ( , , )= ≈11 1 2 1 2
2

):ي دومپله , , )0 1 4
( , , )2 1 2

n ( , , ) ( , , )= − − ≈ −2 8 2 1 4 1

x:ي سومپله y z
−

− + = − − +
4

4 1 4 1
�����

.كندي صفحه صدق مي در معادله1ي گزينه تنها مختصات :ي چهارمپله

: دو خط موازي هستند، زيرا داريم:ي يكم پله ـ16
u ( , , )

u ( , , )

=

= − −

1

2

2 3 0

4 6 0

⇒ =
− −
2 4
4 4

 را به ترتيب روي B و Aي دلخواه  دو نقطه، با توجه به شكل:اندازچشم

ABها پيكانگيريم و با آننظر مي در L2 وL1خطوط
����

. سازيم را مي

ABضرب خارجيحاصل
����

بردار ) u1مثلاً (دي در يكي از دو بردار ها

ي روي  نيز به عنوان نقطهB يا Aيكي از نقاط . نرمال صفحه خواهد بود

.گيرداده قرار ميصفحه مورد استف
:ي دومپله

AB ( , , )⇒ = −1 3 3
����L : t A( , , )

L : t B( , , )

= ⇒ −

= ⇒

1

2

0 1 1 1

0 0 2 4

):ي سومپله , , )−1 3 3
( , , )2 3 0

n ( , , ) ( , , ) , B( , , )= − − ≈ −9 6 9 3 2 3 0 2 4

x:ي چهارمپله y z ( ) ( ) ( )− + = − +
8

3 2 3 3 0 2 2 3 4
���������

.كندي صفحه صدق مي در معادله4ي زينهگ تنها مختصات :ي پنجمپله

ي يكم دو خط متقاطع بودند، چگونه عمل اگر در پله

كرديد؟مي

زيرا اگر موازي( مطابق انتظار دو خط موازي نيستند :اندازچشم ـ17

، )فرد نيستي صفحه منحصربهباشند معادله

بنابراين ضرب خارجي بردارهاي هادي دو خط، 

حال اگر يك . فحه خواهد بودبردار نرمال ص

) Aمثلاً ( انتخاب كنيم ∆ي دلخواه روينقطه

. مجهول قابل محاسبه استيي صفحهمعادله
u:ي يكمپله ( , , ) ( , , )= − ≈ −2 2 0 1 1 0

u ( , , ) ( , , )′ = − − ≈ −1 2 2 1 2 2

):ي دومپله , , )−1 1 0
( , , )−1 2 2

n ( , , )= +2 2 1

::ي سومپله t A( , , )∆ = ⇒0 1 0 2

x:ي چهارمپله y z+ + = + +
4

2 2 2 0 2
�����

.كندي صفحه صدق مي در معادله1ي گزينه تنها مختصات :ي پنجمپله

ي معلوم چون صفحه:انداز چشم ـ18

(R  (R)ي مجهول  عمود بر صفحه′(

ي است، بردار نرمال آن موازي صفحه

.مجهول است

Aترتيب ها را بهي روي صفحه كه ما آنقطهاز طرفي قاعدتاً اگر با دو ن

ABناميم پيكان ميBو 
����

ي  را تشكيل دهيم، نبايد بردار نرمال صفحه

ABمجهول و
����

ي صفحه زيرا در اين صورت معادله( باشند راستا هم

ي مال صفحهبنابراين ضرب خارجي بردار نر). فرد نيستمنحصر به
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n)متعامد AB و پيكان′(
����

 را مشخص (n)ي مجهول ، بردار نرمال صفحه

.كندمي

������ �:AB ( , , ) , n ( , , )′= − − =2 2 1 1 1 1
����

���
�� �:( , , )− −2 2 1
( , , )1 1 1

n ( , , )= −3 1 4

شود، توجه كنيد كه؛ در همين مرحله پاسخ تست مشخص مي

 بردار محاسبه شده وجود راستاي بردار نرمالي هم1ي گزينهزيرا تنها در 

هاي قبلي نياز به كنيم كه مانند بسياري از تستاما فرض مي. دارد

.دهيمي صفحه داريم و پاسخ را ادامه ميي كامل معادلهمحاسبه

���
) اگر يكي از دو نقطه، مثلاً:� � , , )1 0 : را در نظر بگيريم، داريم1

x y z+ − + =+ − + =+ − + =+ − + =3 4 1 0x y z
−

+ − = + − ⇒
1

3 4 3 0 4
�����

توجه كنيد كه؛ طراح تست توجه داشته است كه مختصات دو 

. گزينه صدق كند4نقطه در معادلات هر 

 دو سر يك  ازمكان هندسي نقاطي از فضا كهدانيم  مي:�������� ـ19

ي عمود منصف به يك فاصله هستند، صفحه) يا دو نقطه(خط پاره

خط است كه اين تست همين مطلب را با زبان رياضي بيان كرده پاره

.است

.حال براي حل اين تست سه شيوه وجود دارد

AB، با استفاده از بردار نرمال4 همانند تست ::::	 ���	 ���	 ���	 �������������������
����

ي  و نقطه

حل مسئله به اين طريق به (نويسيم ي صفحه را مي معادلهABوسط 

).ي خودتانعهده

1 ـ 1ي صفحه در قسمت چه در اثبات معادله همانند آن::::	 ���	 ���	 ���	 �������������������

.كنيمديديد عمل مي

,x) به مختصاتMي كلي نقطه y,z)و تعريف مكان گيريم را در نظر مي 

.كنيمهندسي را براي آن اعمال مي

| AM | | BM | (x ) (y ) (z )= ⇒ − + + + −2 2 21 1 2

(x ) y (z )= − + + −2 2 23 1

: رساندن دو طرف تساوي و ساده كردن هر طرف داريم2با به توان 

x y z x y z x y z x z⇒ + + − + − + = + + − − +2 2 2 2 2 22 2 4 6 6 2 10

x y z+ − =+ − =+ − =+ − =2 2x y z⇒ + − = ⇒4 2 2 4

������������������ 	�� 	�� 	��ها گزينهصفحات موجود دري دلخواه روي  يك نقطه::::	 

|انتخاب كرده و تساوي AM | | BM .كنيم بررسي ميها را روي آن=|

: داريم4ي مثلاً در مورد گزينه

M(x , y , z )= = =1 0 0

| AM | , | BM |= + + = = + + =0 1 4 5 4 0 1 5

ي دوم يا اول، از حل به  حل كلي اين مسئله به شيوه؛توجه كنيد كه

به خصوص اگر بدشانس باشيم و . گيرتر نيستاي آن وقتي گزينهشيوه

ي اول بيش از دو گزينه به تساوي صحيح برسند، بايد نقاط در مرحله

.ي مورد نظر آزمايش كنيمديگري از صفحات را نيز در رابطه

,x) به مختصاتMي كلي  نقطه ـ20 y,z)داريم. گيريم رادر نظر مي:

AB ( , , ) , AM (x , y , z )= − = − + −2 1 1 1 1 2
���� �����

AB.AM x y z= ⇒ − + + − + =3 2 2 1 2 3
���� �����

x y z+ − =+ − =+ − =+ − =2 2⇒

 همان 20ي تست صورت تصادفي صفحه كاملاً بهتوجه كنيد كه؛

AM شد، زيرا اگر مثلاً به جاي19ي تست صفحه
�����

BM، ما
�����

 داشتيم و يا 

ي اين صفحه  بود معادله3ضرب داخلي برابر با هر عددي غير از حاصل

.با تست قبلي متفاوت بود

جمع چند دانيم اگر حاصلي اول، مي در مورد معادله:� ������ ـ21

. ها صفر هستندي آنعدد نامنفي، صفر باشد، همه

| x | | y | | z | x , y , z+ + = ⇒ = = =0 0 0 0

. استيك نقطهي مبدأ مختصات، يعني دهنده نشاندر نتيجه اين معادله

���
 را به z و x، yاگر هر يك از متغيرهاي ي دوم، در معادله:� ��

شرط نامنفي و يا منفي بودن در نظر بگيريم و علامت قدرمطلق را 

:مثلاً. شود حاصل ميصفحهبرداريم، در هرحالت يك 

(x , y , z ) x y z≥ ≥ < ⇒ + − =0 0 0 1

×8و چون هر متغير دو حالت دارد، طبق اصل ضرب × =2 2  حالت 2

 البته توجه داريد كه تمامي .شودي صفحه حاصل ميمختلف از معادله

ها محدود اين صفحات، با توجه به محدوديت علامت متغيرهاي آن

. بودخواهند

. صحيح است2ي گزينه:�����

كه دانستيم، مختصات يك نقطه روي يك صفحه  چنان:�������� ـ22

. توان مشخص كردنمي) zجا در اين(ن آي را تنها با دانستن يك مؤلفه

يم ر داb و aهاي لذا نياز به اطلاعات ديگري براي مشخص كردن مؤلفه

. نظر استي مورد داده،ي آن از مبدأكه فاصله

������ �:A(a ,b, : روي صفحه قرار دارد، بنابراين داريم1(

a b a b a b (I)+ + = ⇒ + = ⇒ = −1 1 0

���
�� �:| AO | a b= ⇒ + + =2 23 1 3

a b a b (II)⇒ + + = ⇒ + =2 2 2 21 9 8

���
� �:a = ±= ±= ±= ±2(I, II) a ( a ) a⇒ + − = ⇒ = ⇒2 2 28 4
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)A ـ23 , , ) p ( )⇒ = + − + = >1 2 3 2 1 2 3 2 3 0

B( , , ) p ( )⇒ = + − + = >3 1 2 2 3 1 2 2 7 0

 مثبت p مقدار  ،B و Aي  چون به ازاي مختصات هر دو نقطه:�����

.)1ي گزينه( قرار دارند pهر دو در يك طرف شد دو نقطه 

در مورد گرفتند، چگونه  قرار ميpاگر دو نقطه در دو طرف 

؟ كرديدقضاوت مي3 يا 2هاي  گزينهدرستي

ox:(y برخورد با محور  ـ24 ,z ) x x= = ⇒ + − = ⇒ =0 0 0 0 4 4

:ozبرخورد با محور 

(x , y ) z x= = ⇒ + − = ⇒ = −0 0 0 0 2 4 2

2 5
A( , , )

| AB |
B( , , )

⇒ = + + = =
− 

4 2 0
16 0 4 20

0 0 2

براي اين . نويسيمي عمود منصف را ميي صفحه معادله:� ������ ـ25

:منظور داريم
A( , , )

n AB ( , , ) ( , , )
B( , , )

⇒ = = − ≈ −
− 

1 2 0
4 4 6 2 2 3

5 2 6

����

A BM ( , , )+= = 3 0 3
2

»ABي وسط نقطه«: 

x y z ( ) ( )⇒ − + = − +
15

2 2 3 2 3 0 3 3
�������

���
�� �:x /==== 7 5(y ,z ) x= = ⇒ − + = ⇒0 0 2 0 0 15

ي مساحت مثلث  براي محاسبه:�������� ـ26

ABC نخست محل تقاطع با محورها را ،

محاسبه كرده و سپس با اين سه نقطه دو پيكان 

ضرب خارجي ي حاصلنصف اندازه. سازيممي

.ها مساحت مثلث خواهد بوداين پيكان
������ �:(y ,z ) x A( , , )= = ⇒ = ⇒0 0 6 6 0 0

(x ,z ) y y B( , , )= = ⇒ = ⇒ = ⇒0 0 2 6 3 0 3 0

(x , y ) z y C( , , )= = ⇒ = ⇒ = ⇒0 0 3 6 2 0 0 2

���
�� �:AB ( , , )= −6 3 0
����

AC ( , , )= −6 0 2
����

AB AC ( , , ) ( , , ) | AB AC |× = = ⇒ × =6 12 18 6 1 2 3 6 14
���� ���� ���� ����

�����:3 14S | AB AC |= × =1
2
���� ����

 ابتدا محل برخورد صفحه با محورها را مشخص :�������� ـ27

.حاصل چيستكنيم تا ببينيم شكل مي

������ �:(y ,z ) x A( , , )= = ⇒ = ⇒0 0 1 1 0 0

(x ,z ) y B( , , )= = ⇒ = ⇒0 0 1 0 1 0

(x , y ) z C( , , )= = ⇒ = ⇒1 10 0 0 0
2 2

بنابراين صفحه هر سه محور را قطع كرده و 

هرم  حجم محصور يك ،با توجه به شكل

.است

���
ي القاعده اين هرم يك هرم مثلث:� ��

 است، OC و ارتفاع آن OABالزاويه ثلث قائممي آن قائم است كه قاعده

:بنابراين حجم آن عبارت است از

OABS (OA)(OB) ( )( )= = =1 1 11 1
2 2 2

»مساحت قاعده« : 

1
12OABS .OC ( )( )= = =1 1 1 1

3 3 2 Vهرم2

ي محورهاي مختصات را قطع كند اي همه هرگاه صفحه كنيد كه؛توجه

ي موردنظر و صفحات مختصات هرم است اما حجم محدود بين صفحه

. شودي محورها را قطع نكند، اصلاً حجم محدودي تشكيل نمياگر همه

.هاي خاص صفحات بررسي خواهيم كرداين موضوع را در حالت

)Aنقاط:��������::::	 ���	 ���	 ���	 ������������������� ـ 28 , , )1 0 )B و0 , , )−0 2 )C و0 , , )0 0 4

ي صفحه را روي صفحه قرار دارند، لذا با استفاده از اين سه نقطه معادله

.نويسيممي

:ي صفحه نوشتن معادله:� ������

AB ( , , )

AC ( , , )

= − −

= −

1 2 0

1 0 4

����

����

n (AB AC) ( , , ) ( , , )= × = − − ≈ −8 4 2 4 2 1
���� ����

A( , , )
x y z− + =

1 0 0
4 2 4

���
.كند در اين معادله صدق مي4ي گزينه تنها مختصات :� ��

ي همين  كه در حاشيه3ي  با توجه به نكته:��������::::	 ���	 ���	 ���	 �������������������

:كنيد داريمتست مشاهده مي
yx z

a b c
+ + =1

yx z(a ,b ,c )= = − = ⇒ + + =
−

1 2 4 121 4

x y z− + =4 2 4

���
.ي قبلي است مانند شيوه:� ��

 براي نوشتن معادلات صفحات عبوري از مبدأ، چون :�������� ـ29

d . است تنها نياز به تشخيص بردار نرمال صفحه داريم0=

x y z+ − =+ − =+ − =+ − =2 3 3 0n AB ( , , )= = − ⇒2 3 3
����

استفاده ازبا 

با ضرب طرفين تساوي 

 داريم4در عدد 
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ي ها، تنها محاسبهرسد كه با توجه به گزينهنظر مي به:�������� ـ30

بردار نرمال صفحه كه همان پيكان تشكيل شده توسط دو نقطه است 

. براي رسيدن به پاسخ كافي باشد

AB: بناميم داريمB و A را اگر دو نقطه n ( , , )= = −2 2 0
����

ي فحهي سوم بردار نرمال صفحه صفر است، ص چون مؤلفه:�����

.است) xoyي و عمود برصفحه (ozموازي محور نظر مورد

 عمود است xoyي ي موردنظر بر صفحه صفحه:����� ��� ـ31

ي سوم در  بوده و انتظار داريم مؤلفهozبنابراين موازي محور ). چرا؟(

 صحيح 2 و 1هاي لذا قطعاً يكي از گزينه. بردار نرمال آن صفر باشد

ي  نياز به محاسبه،تخاب پاسخ صحيح از بين آن دواما براي ان. است

و (صفحه در اين دو گزينه ي روي بردار نرمال داريم، زيرا نقطه

.كندصدق مي) 4 و 3هاي ور گزينهطهمين

 ، بردار نرمال xoyي ي اول صفحهساز ناحيه بردار هادي نيم:� ������

u:صفحه است، بنابراين داريم n ( , , )= = 110

���
�� �:x y+ =+ =+ =+ = 2x y ( ) ( )+ = + ⇒
2

11 11
�����

توانيم با دو كه قبلاً دانستيم ميچنان آن:��������::::	 ���	 ���	 ���	 ������������������� ـ32

AB ، پيكانB و Aي نقطه
����

را  را تشكيل داده و سپس ضرب خارجي آن

ترتيب بدين. دست آوريم است بهoxر  كه بردار هادي محوiبا بردار 

.بردار نرمال صفحه را خواهيم داشت

������ �:AB ( , , )= − −1 1 2
����

i ( , , )= 1 0 0

n AB i ( , , )= × = 0 2 1
����

���
�� �:y z+ − =+ − =+ − =+ − =2 2 0y z ( )+ = + ⇒2 2 1 0

ox دانستيم وقتي يك صفحه موازي محور :��������::::	 ���	 ���	 ���	 �������������������

yصورتتوان بهرا ميي آناست معادله mz n+ حال چون .  نوشت=

گذرد، با قراردادن مختصات موردنظر  ميB و Aي اين صفحه از دو نقطه

ي صفحه  و در نتيجه معادلهn و mي ذكر شده، مقادير مجهول در معادله

.كنيمرا محاسبه مي

n ====1A( , , ) m( ) n⇒ + = ⇒110 1 0

m ==== 1
2

A( , , ) m( )⇒ + = ⇒0 0 2 0 2 1

y z+ − =+ − =+ − =+ − =2 2 0y z⇒ + = ⇒1 1
2

وقتي . من از روش ديگري براي پاسخ به اين سوال استفاده كردم::::����������������

.  نداريمxي صفحه  است پس ما در معادلهoxر موازي ي موردنظصفحه

بنابراين با قراردادن .  صحيح است4 يا 1هاي يعني يكي از گزينه

1ي شويم كه گزينهها متوجه مي در معادلات اين گزينهB و Aمختصات 

.صحيح است

هاي كلي اما پس از درك روش. روش شما روش درستي است

ي دوم ر ضمن روش كلي بخصوص در شيوهد. يدها استفاده كنآناز 

.اي نيستتر از بررسي گزينهچندان طولاني

 هاست yاي كه شامل محور  صفحه:��������::::	 ���	 ���	 ���	 ������������������� ـ33

xاش معادله mz+  را Aي بنابراين كافي است مختصات نقطه.  است0=

.دست آيد بهmدر آن قراردهيم تا مقدار 

x z− =− =− =− =2 0A( , , ) m( ) m x z⇒ + = ⇒ = − ⇒ − = ⇒1 11 3 2 1 2 0 0
2 2

 حاصل 2ي گزينه درستي ،ها با قراردادن مختصات نقاط گزينه:�����

.شودمي

ي چه در مورد حالت خط و نقطه همانند آن:��������::::	 ���	 ���	 ���	 �������������������

ي توانيم با در نظر گرفتن نقطهخارج آن روي يك صفحه بررسي شد، مي

OA، پيكان)Oي مثلاً نقطه (oyحور دلخواهي روي م
����

 را ساخته و ضرب 

.دست آوريم بهjرا در بردار هادي محور، يعني خارجي آن

. ، همان مبدأ مختصات استoyروي دلخواه ي  بهترين نقطه:� ������

OA ( , , )= 1 3 2
����

j ( , , )= 0 1 0

n OA j ( , , )= × = −2 01
����

���
�� �:x z− + =2 0

���
ي ها را روي معادله مختصات گزينه،ي اول همانند شيوه:� �

.كنيمصفحه آزمايش مي

ي وم نقاط روي صفحه، تابعي از دو مؤلفهدي  مؤلفهتوجه كنيد كه؛

.لذا هر عددي براي آن قابل قبول است. ديگر نيست

 عبارت ozي شامل محور ي صفحه معادله:� ������::::	 ���	 ���	 ���	 ������������������� ـ34

x:است از my+ =0

���
ضرب  است، بنابراين، حاصل∆ اين صفحه موازي خط:� ��

. صفر خواهد بود،داخلي بردار نرمال صفحه و بردار هادي خط

m ==== 2
3

n.u m⇒ = ⇒ − = ⇒0 2 3 0
n ( ,m, )

u ( , , )

=

= −

1 0

2 3 4

x y+ =+ =+ =+ =3 2 0x y⇒ + = ⇒2 0
3

∆و خط) oz) k ضرب خارجي بردارهاي هادي محور ::::	 ���	 ���	 ���	 �������������������

:بردار نرمال صفحه است، بنابراين داريم

j ( , , )= 0 0 1

u ( , , )= −2 3 4

n j u ( , , )= × = 3 2 0

: عبارت است ازگذرد، معادلهي موردنظر از مبدأ ميچون صفحه

x y+ =+ =+ =+ =3 2 0
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y است بايد ضريب oy چون اين صفحه موازي محور :�������� ـ35

 و 3ي صفر باشد، لذا يا گزينه) هي متناظر بردار نرمال صفحيعني مؤلفه(

 صدق 3ي  در گزينهA صحيح است و چون مختصات 4ي يا گزينه

اما اگر بخواهيم بدون .  صحيح خواهد بود4ي كند حتماً گزينهنمي

:ها به نتيجه برسيم، داريماستفاده از گزينه

������ �:AB ( , , )= −0 2 1
����

i ( , , )= 0 1 0

n AB j ( , , )= × = −10 0
����

���
ي آن  داريم و معادلهoxاي عمود بر محور  يعني صفحه:� ��

:عبارت است از

x ====1x− = − ⇒1

x باشد بايد ضريب oxحور مكه صفحه شامل  براي اين:� ������ ـ36

:ي صفحه صفر باشد، بنابراين داريمو مقدار ثابت در معادله

m m m (m ) m , m (I)− = ⇒ − = ⇒ = = ±4 2 2 20 1 0 0 1

m m m (m ) m , m (II)+ = ⇒ + = ⇒ = = −3 2 20 1 0 0 1

���
 عمود نباشد لازم است، oyكه صفحه بر محور  براي اين:� ��

: صفر نباشد، بنابراين داريمz ، ضريب xهمزمان با صفر بودن ضريب 

m m (III)+ ≠ ⇒ ≠ −1 0 1
2

mبه ازاي تنها :�����  و مقدار ثابت همزمان x است كه ضريب 0====

. صحيح است1ي گزينهيعني .  صفر نيستyصفر هستند، اما ضريب 

 اين حجم در واقع يك :�������� ـ37

مكعب است كه بين صفحاتي موازي 

. صفحات مختصات محصور شده است

 نياز به طول ،بنابراين براي محاسبه

:هاي مكعب داريمالي

| ( ) |= − − =2 1 xطول يال بين صفحات«3 = x و2 = −1«

| |= − =3 0 yطول يال بين صفحات«3 = y و3 =0«

| |= − =2 0 zطول يال بين صفحات«2 = z و2 =0«

�����:18= × × =3 3 »حجم مكعب«2

: بردارهاي نرمال دو صفحه عبارتند از ـ38

n ( , ,a) , n ( ,b, )= = − −1 22 1 1 1

:يد برابر باشند بنابراين داريمهاي نظير اين دو بردار بانسبت مؤلفه

b = −= −= −= − 1
2b

= ⇒
−
2 1
1

a ==== 2a= ⇒
− −
2
1 1

x:با توجه به مفهوم قدرمطلق داريم ـ 39 y z− < + + <3 3

xيبنابراين، اين نقاط بين دو صفحه y z+ + = x و3 y z+ + = −3

.قرار دارند

:ها، داريمدر بررسي ساير گزينه

| ماي اين گزينه صحيح بود كه رابطهدر صورتي x y z |+ + > 3

.بود

در صورتي اين گزنيه صحيح بود كه 

شرط محدوديت نقاط در بين صفحات مختصات 

xصورتنيز، مثلاً به >0 ،y z و0<  ذكر 0<

).يعني هر سه متغير مثبت باشند(شد مي

|در صورتي اين گزينه صحيح بود كه x y z |+ + <  همراه با 3

 يا هر سه متغير مثبت و يا هر يعني. شد ديگر در نظر گرفته ميدو شرط

. متغير توأمان منفي باشندسه

: با توجه به شرط منطبق بودن دو صفحه داريم ـ40

m m , p
p
−= ⇒ = = ⇒ = −2 2 23 2 1

32 2
n n= ⇒ =2 4

2 2 2
�����:3 2p n m+ + =4

n:داريم ـ41 ( , , ) , n ( ,m, )= =1 22 11 1 2

m = −= −= −= −4n .n m= ⇒ + + = ⇒1 2 0 2 2 0

 ملاحظه كرديد، چون 4ي چه در نكته با توجه به آن:�������� ـ42

ي طرف اول، كنيم با تجزيهطرف دوم تساوي عدد صفر است سعي مي

ها را نسبت به هم بررسي  سپس وضعيت آن.نيممعادلات اوليه را پيدا ك

.كنيممي

������ �:x y (x y)(x y)− = ⇒ − + =2 2 0 0

x y+ =+ =+ =+ x     يا     0= y− =− =− =− =0⇒

���
بودند  صفحه هستند، زيرا اگر دو خط ميها معادلات دو اين:� ��

حال در بررسي . داشتيمها اطلاعاتي مي آنzبايد راجع به وضعيت 

.كنيمها را بررسي ميحه ابتدا موازي بودن آنوضعيت اين دو صف

���
� �:c c ,= = ≠
−1 2

1 10 11
.اندبنابراين دو صفحه متقاطع

���
n بررسي متعامد بودن؛:� ���� .n = − =1 2 1 1 0

ي متقاطع و متعامددو صفحهي ي معادلهدهنده نشان، رابطه:�����

.است
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n با توجه به بردارهاي نرمال ـ43 ( , , )= n و110 ( , , )′ = : داريم011

ππππθ =θ =θ =θ =
3

| |cos
( )( )

+ +
θ = = ⇒

+ +

0 1 0 1
21 1 1 1

n با توجه به بردارهاي نرمال ـ44 ( , , )= n و100 ( , , )′ = −12 : داريم0

Arccosθ =θ =θ =θ = 5
5

| |cos
( )
− + +

θ = = ⇒
+

1 0 0 1
1 1 4 5

 محاسبه شده ي گاهي ممكن است زاويهتوجه كنيد كه؛

 در .سب كسينوس را برحسب سينوس از ما بخواهندبرح

 سينوس رحسب ب كسينوس زاويهسازيمعادلصورت با اين

:مثلاً در اين تست داريم. رسيمبه نتيجه مي

sin cos sinθ = − θ⇒ θ = − =2 2 2 1 41 1
5 5

sin Arcsin⇒ θ = = ⇒ θ =2 2 5 2 5
5 55

شد  ها باxاي كه شامل محور ي صفحهدانيم معادله مي:� ������ ـ45

y:عبارت است از mz+ =0

���
ي  و صفحهRي ي بين صفحه ، از زاويهmي  براي محاسبه:� ��

xoy) يعنيz :كنيماستفاده مي) 0=

| m | mcos
m( )( m )

+ +
= = ⇒ =

++

2

22

0 0 1 160
2 411 1

�

m m⇒ = ⇒ = ±2 33 1
3

���
y«ي اين صفحات معادله: � � z± =3 0
3

 اما با ضرب ،است» 

y: داريم3 دركردن معادله z± =± =± =± =3 0

 چون طرف دوم تساوي برابر با صفر است توجه كنيد كه؛

y z± + =3 . نيز قابل قبول است0

ي ي نقطه صفحه، فاصلهي نقطه از با توجه به فرمول فاصله ـ46

O( , , xي از صفحه000( y+ n با بردار نرمال،1= ( , , )= d و110 =1

:عبارت است از

2
2

| ( )( ) ( )( ) ( )( ) |D D+ + −
= ⇒ = =

+ +

1 0 1 0 0 0 1 1
1 1 0 2

5 ـ47
3

| ( )( ) ( )( ) ( )( ) |D + + −
= =

+ +

2 1 1 1 2 1 0
4 1 4

 به ABخط ي عمودمنصف پارهي صفحه محاسبه:� ������ ـ48

)Aمختصات  , , )−12 )B و1 , , )3 2  ؛1

AB n ( , , )= = 2 0 2
����

M ( , , )= 2 2 »ABمختصات وسط «:0

R : x z ( ) x z+ = ⇒ + =2 2 2 2 2

���
| :Rي ي مبدأ از صفحه فاصله:� �� |D = == == == =
++++

2 2
1 1

 در همين بخش آموختيم، 3ي چه در نكته مطابق آن:� ������ ـ49

:ي صفحه عبارت است ازمعادله
y yx z x zR :

a b c
+ + = ⇒ + + =1 1

1 2 1
R: داريم2حال با ضرب طرفين تساوي در عدد  : x y z+ + =2 2 2

���
 ؛Rي  از صفحهAي  فاصله:� ��

1
3

| ( ) ( ) ( ) |
D

+ + −
= =

+ +

1 1
2 2

2 11 2 2

4 1 4

:دانيم حجم يك هر عبارت است از مي:�������� ـ50

V Sh= 1
3

در اين مسئله ما يك .  ارتفاع هرم استh مساحت قاعده و Sكه در آن 

ABالاضلاع داريم كه دو پيكانمتوازيي هرم با قاعده
����

AC و
����

ع آن  اضلا

.ي ضرب خارجي آن دو خواهد بود اندازههستند، بنابراين مساحت آن

 از pي ي نقطهي ارتفاع، لازم است فاصلهاز طرفي براي محاسبه

ي آوريم، لذا نياز به محاسبهدست ي قاعده را بهدهندهي تشكيلصفحه

واضح است كه بردار نرمال آن همان ضرب . ي آن صفحه داريممعادله

ABخارجي
����

AC و
����

. روي آن قرار داردMي  است و از طرفي نقطه

ABي آن؛ ضرب خارجي و اندازه:� ������ ( , , )= −1 1 1
����

AC ( , , )= 2 0 1
����

| AB AC |⇒ × = + + =1 9 4 14
���� ����

AB AC n ( , , )× = = − −1 3 2
���� ����

���
ي قاعده؛ي صفحه معادله:� ��

x y z
−

− − = − +
1

3 2 1 6 4
�����

���
؛ از صفحهpي  ارتفاع هرم، يعني فاصله:� �
| |h − + − +

= =
+ +

1 3 4 1 1
1 9 4 14

���
1 حجم هرم؛:� ����
3

V ( )( )( )= =1 114
3 14

 واضح است كه بردار نرمال صفحه همان بردار هادي :� ������ ـ51

uخط، يعني n ( , , )= = −1 ي صفحه عبارت است  است، بنابراين معادله12

��:R : x y z d− + =2

ي مبدأ ت ديگر مسئله، يعني فاصلهعا اطلاdي  براي محاسبه:��������

.مختصات از صفحه راهگشا است

���
�� �:| d |D | d | d= = ⇒ = ⇒ = ±
+ +

2 6 12 12
1 1 4
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هابا توجه به گزينه

 قابل قبول است و در واقع دو صفحه با d هر دو مقدار :�����

بينيم،  مي3ي ها را در گزينهده داريم، كه يكي از آنهاي ذكر شويژگي

:يعني

x y z− + =− + =− + =− + =2 12

 را از Aي ي نقطه ديديد، فاصله5ي چه در نكته با توجه به آن ـ52

:كنيمصفحه محاسبه مي
| |h − + − −

= =
+ +

2 4 8 6 2
4 16 16

h چون:����� r= =  روي صفحه با اين شرايط  نقطهتنها يك است، 2

.موجود است

 موازي هستند، لذا با ضرب كردن طرفين  صفحهو د:� ������ ـ53

:كنيم، ضرايب متغيرها را يكسان مي2ي اول در عدد ي صفحهمعادله

x y z x y z+ + = ⇒ + + =1 2 2 2 2

���
ي موازي؛ي دو صفحه فاصله:� ��

3
6

| |D −
= = = =

+ +

3 2 1 1
4 4 4 12 2 3

Rكه دو وجه به اين با توجه:�������� ـ54 : x y z+ + =2 2  و 5

xR : y z′ + + = 11
2 2

ها، ي آني موازي هستند، فاصله دو صفحه

.ي طول ضلع مكعب خواهد بوددهندهنشان

������ �:x y z x y z+ + = ⇒ + + =11 2 2 11
2 2

���
�� �:| |D −
= = =

+ +

11 5 6 2
31 4 4

���
8V حجم مكعب؛:� � a ( )= = =3 32

Rيدو صفحه: �������� ـ55  واضح . با هم موازي هستند′′R و′

با اين دو اي است موازي است كه مكان هندسي موردنظر نيز صفحه

ي آن اگر با ضرب و يا تقسيم مناسب، ضرايب اما در مورد معادله. صفحه

Rيمعادلات دو صفحه  را كه همان بردار نرمال صفحات هستند ′′R و′

 نيز با Rي مورد بررسي، يعني مساوي هم قرار دهيم، بردار نرمال صفحه

.ساوي خواهد بود مهاآن

 در آن معادله است كه با استفاده از dبنابراين هدف ما يافتن مقدار ثابت 

.پذير استي موازي امكاني بين دو صفحهي فاصلهرابطه

ش را يبراض» -2«ي دوم بر ي صفحهبا تقسيم طرفين معادله: � ������

:دهيممساوي اولي قرار مي
R : x y z
R : x y z

′′ − + = −
 ′ − + =

2 5
2 4

���
x راRي ي صفحهمعادله: � �� y z d− + . گيريم در نظر مي2=

R ازRي فاصله : مساوي است، بنابراين داريم′′R و′

| d ( ) || d | | d | | d | d (d )− −−
= ⇒ − = + ⇒ − = − +

+ + + +

54 4 5 4 5
1 1 4 1 1 4

d −⇒ = = − 14 5
2 2

dكهجا واضح است در اين( d− = −4  منجر به يك تساوي نادرست 5

.)شودمي

 :Rي ي صفحه معادله:�����

x y z− + + =− + + =− + + =− + + =2 2 4 1 0x y z −− + = 12
2

ي اين تست آمده است،  كه در ادامه6ي  با توجه به نكتهتوجه كنيد كه؛

با توجه به اعداد  (dي اسبه براي مح،ي دومكافي است در پلهپس از اين 

d:بنويسيم) ي ديگر در دو صفحه′′d و′dثابت dd ′ ′′+=
2

ي مسئله و صفحهوكه د با توجه به اين:��������::::	 ���	 ���	 ���	 ������������������� ـ56

ي صفحات ي همه فاصلهيمتوان مياندها موازيصفحات تمام گزينه

ي براي اين منظور صفحه. دست آوريمها را از صفحات موردنظر بهگزينه

Rاول را  در نظر Rها را  و صفحات گزينه′′Rي دوم را و صفحه′

.گيريممي

 را 3 و 1هاي خاطر طولاني بودن، تنها گزينهجا بهما در اين

.ايمسبه كردهمحا

| |−
= =

+ +

16 11 5
1 4 1 6

R ازRي فاصله « ′«

| |−
= =

+ +

16 6 10
1 4 1 6

»′′R ازRي فاصله «

 ، دو برابر ′′R ازRي ي مسئله، فاصلهواضح است كه برخلاف خواسته

Rز اRي فاصله . است، لذا صحيح نيست′

R: داريم3با تقسيم طرفين معادله بر  : x y z+ + = 232
3

| |−
= =

23
3

11 10
6 6

R ازRي فاصله « ′«

| |−
= =

23
3

6 5
6 6

R ازRي فاصله « ′«

صحيح مشخص است كه اين گزينه شرايط مسئله را تأمين كرده، لذا 

.است

 پاسخ دادن به اين مسئله با اولاً؛كه  با توجه به اين::::	 ���	 ���	 ���	 �������������������

اي  ممكن بود مسئله به گونهثانياً؛گير بوده، ها وقتي گزينهمحاسبه

كهاي صفحه«؛ مثلاً. ها مقدور نبودشد كه استفاده از گزينهطراحي مي

، لازم است روش كلي حل » گذرد؟از كدام نقطه مي..... .................

.مسئله را نيز بدانيم
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Rي از صفحهاشاي كه فاصله صفحه:اندازچشم اش از  دو برابر فاصله′

ي آن لهبنابراين معاد. هاست باشد، موازي هر دوي آن′′Rيصفحه

:صورت زير استبه

x y z d+ + =2

 را dي موازي مقدار ي دو صفحهبنابراين با توجه به تعريف فاصله

:كنيممحاسبه مي
| d | | d | | d | | d |− −

= ⇒ − = −
+ + + +

11 2 6 11 2 6
1 4 1 1 4 1
d d d

d ( d ) d

− = − ⇒ =⇒  − = − − ⇒ =

11 2 12 1
2311 2 12
3

d هر دو مقدار:نتيجه d و1==== ==== 23
3

 قابل قبول هستند اما با توجه به 

با نوشتن معادلات به دو و 4 و 3 و 2هاي گزينهضرايب متغيرها در 

xصورت  y z+ + =3 6 3 x و3 y z+ + =+ + =+ + =+ + =3 6 3 شويم كه  متوجه مي23

. موجود است3ي گزينهدومي در 

بنابراين . ي هستند است كه اين دو صفحه موازروشن: اندازچشم ـ57

ها را ي آن مساوي كردن ضرايب دو معادله، كافي است فاصلهپس از

.قرار دهيم» 2 «برابر با

ضرايب دو معادله » -2«ي اول در عدد  با ضرب كردن معادله:ي يكمپله

:كنيمرا يكسان مي
R : x y z
R : x y z d

′′ − + − = −
 ′ − + − =

4 4 2 8
4 4 2

:دهيمقرار مي» 2« مساوي ي موازي راي اين دو صفحه فاصله:ي دومپله

d d| d ( ) | | d |
d d
+ = ⇒ =− − 

= ⇒ + = ⇒ 
+ = − ⇒ = −+ + 

8 12 48 2 8 12
8 12 2016 16 4

dدر حقيقت، دو صفحه با اين ويژگي داريم كه: نتيجه ==== ي  در گزينه4

. موجود است4

ساز است، بنابراين ي نيم مكان هندسي موردنظر صفحه:اندازچشم ـ 58

.ند، قابل قبول نيستي خط هستدهنده كه نشان3 و 2هاي گزينه

xيهرحال با توجه به دو صفحهبه y− x و0= : داريم0=

| x y || x | | x y | | x | x y x−
= ⇒ − = ⇒ − = ±

+
2 2

1 1 1

y ( )x= ±= ±= ±= ±1 2⇒

zسازي صفحات نيم معادله:ي يكمپله ـ 59 x و0= دست  را به0=

:آوريممي

z x x z| x | | z |
z x x z

= ⇒ − == ⇒ 
= − ⇒ + =

0
1 1 0

)Aيي نقطه فاصله:ي دومپله , , )12  از اين دوصفحه را محاسبه 3

:كنيممي

| |AH −
= = =

+

1 3 2 2
1 1 2

يا

| |AH +
= = =

+

1 3 4
1 1 2

2 2

.صحيح است3ي گزينه:نتيجه




