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(انتگرال) اول درس

نمودارهای زیر مساحت و ͳهندس ش΋ل های مساحت محاسبه ی انتگرال ͳکل هدف

در که کنیم محاسبه را f تابع نمودار زیر مساحت مͳ خواهیم ش΋ل مطابق است. ∫توابع b

a

f(x)dx نماد با را مساحت این است. شده داده نشان قهوه ای رنگ با ش΋ل

معمولا˦ که است لاتین S حرف بزرگ شده ی حقیقت در
∫

علامت مͳ دهیم نشان

این که است این b و a از مقصود مͳ دهند نشان S حرف با ͳریاض در را مساحت

که است این f(x)dx از منظور و مͳ شود حساب [a, b] فاصله ی یا بازه  در ∫مساحت b

a

f(x)dx نماد به مͳ شود. محاسبه xها محور و f(x) تابع نمودار بین مساحت

مͳ گویند. نیز معین انتگرال

مشتق دیΎر عبارت به F ′(x) = f(x) هرگاه مͳ نامیم f تابع نامعین انتگرال یا اولیه تابع را F تابع صورت این در باشد تابع Έی f کنید فرض .١ تعریف

مͳ دهند. نمایش نیز
∫

f(x)dx نماد با را اولیه تابع مͳ دهند.) نشان لاتین الفبای بزرگ حروف با را اولیه تابع (معمولا˦ باشد. f برابر F تابع

است. F (x) = ۲x برابر f(x) = ۲ اولیه تابع .٢ مثال

است. F (x) = x۲ برابر f(x) = ۲x اولیه تابع .٣ مثال

است. F (x) = sinx برابر f(x) = cosx اولیه تابع .۴ مثال

است. F (x) = tanx برابر f(x) = ۱ + tan۲ x =
۱

cosx
اولیه تابع .۵ مثال

است. F (x) = arcsin برابر f(x) =
۱

√
۱ − x۲

اولیه تابع .۶ مثال

مشهور انتگرال و دیفرانسیل حساب ͳاساس قضیه ی به قضیه این
∫ b

a

f(x)dx = F (b)−F (a) این صورت در باشد f اولیه تابع F کنیم فرض .٧ قضیه

است.

بیابید. [۲, ۳] بازه ی در را f(x) = ۲x تابع نمودار زیر مساحت .٨ مثال

١
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٢ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

است. F (۳) − F (۲) = ۳۲ − ۲۲ = ۹ − ۴ = ۵ برابر مساحت این بنابراین F (x) = x۲ چون حل:

است. sinx برابر cosx اولیه ی تابع که باشید داشته توجه
∫ π

۲

۰
cosxdx = sin(

π

۲
) − sin(۰) = ۱ − ۰ = ۱ .٩ مثال

∫ π
۳

π
۴

۱ + tan۲ xdx = tan(
π

۳
) − tan(

π

۴
) =

√
۳ − ۱ .١٠ مثال

که است این اولیه  تابع محاسبه ی روش های از ͳ΋ی کنیم. محاسبه را اولیه  تابع باید مساحت محاسبه ی برای مͳ شود مشخص بالا مثال های به توجه با

آید. دست به توابع این برای نامعین انتگرال همان یا اولیه  تابع تا شده عکس به مشتق فرمول های زیر جدول در کنیم. به عکس را مشتق فرمول های

اولیه  تابع F (x) تابع f(x)
۱

r + ۱
xr+۱ xr r ̸= −۱

− cosx sinx

sinx cosx

tanx ۱ + tan۲ x =
۱

cos۲ x

− cotx ۱ + cot۲ x =
۱

sin۲ x

اولیه  تابع F (x) تابع f(x)

lnx x−۱ =
۱

x

arcsinx
۱

√
۱ − x۲

arctanx
۱

۱ + x۲
=

۱

x۲ + ۱

ex ex

ax

ln a
ax

مͳ کند. بیان ما برای را زیر فرمول های بالا جدول حقیقت در

∫
x−۱dx =

∫
۱

x
dx = lnx

∫
xrdx =

۱

r + ۱
xr+۱ r ̸= −۱∫

۱
√

۱ − x۲
dx = arcsinx

∫
sinxdx = − cosx∫

۱

۱ + x۲
dx =

∫
۱

x۲ + ۱
dx = arctanx

∫
cosxdx = sinx∫

exdx = ex
∫

۱ + tan۲ xdx =

∫
۱

cos۲ x
dx = tanx∫

axdx =
ax

ln a

∫
۱ + cot۲ xdx =

∫
۱

sin۲ x
dx = − cotx∫

x۳dx =
۱

۳ + ۱
x۳+۱ =

۱

۴
x۴ .١١ ∫مثال

x۵dx =
۱

۵ + ۱
x۵+۱ =

۱

۶
x۶ .١٢ ∫مثال

xdx =
۱

۱ + ۱
x۱+۱ =

۱

۲
x۲ .١٣ ∫مثال

۱

x۳
dx =

∫
x−۳dx =

۱

−۳ + ۱
x−۳+۱ =

۱

−۲
x−۲ =

۱

−۲x۲
.١۴ ∫مثال

۱

x۵
dx =

∫
x−۵dx =

۱

−۵ + ۱
x−۵+۱ =

۱

−۴
x−۴ =

۱

−۴x۴
.١۵ ∫مثال √

xdx =

∫
x

۱
۲ dx =

۱
۱
۲
+ ۱

x
۱
۲+۱ =

۱
۳
۲

x
۳
۲ =

۲

۳
x

۳
۲ =

۲

۳

√
x۳ .١۶ مثال

∫
۵√xdx =

∫
x

۱
۵ dx =

۱
۱
۵
+ ۱

x
۱
۵+۱ =

۱
۶
۵

x
۶
۵ =

۵

۶
x

۶
۵ =

۵

۶

۵√
x۶ .١٧ مثال
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٣ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

∫
۱

√
x
dx =

∫
x

−۱
۲ dx =

۱
−۱
۲

+ ۱
x

−۱
۲ +۱ =

۱
۱
۲

x
۱
۲ = ۲x

۱
۲ = ۲

√
x .١٨ مثال

∫
۱

۵√x
dx =

∫
x

−۱
۵ dx =

۱
−۱
۵

+ ۱
x

−۱
۵ +۱ =

۱
۴
۵

x
۴
۵ =

۵

۴
x

۴
۵ =

۵

۴

۵√
x۴ .١٩ مثال

∫
۱

۵√
x۷

dx =

∫
x

−۷
۵ dx =

۱
−۷
۵

+ ۱
x

−۷
۵ +۱ =

۱
−۲
۵

x
−۲
۵ =

−۵

۲
x

−۲
۵ =

−۵

۲

۱
۵√
x۲

.٢٠ مثال

بیابید. [۱, ۴] بازه ی در را f(x) =
√
x تابع نمودار زیر مساحت .٢١ مثال

و است F (x) =
۲

۳

√
x۳ برابر اولیه  تابع داریم ١۶ مثال بنابر چون حل:

F (۴) − F (۱) =
۲

۳

√
۴۳ −

۲

۳

√
۱۳ =

۲

۳

√
۶۴ −

۲

۳

√
۱ =

۲

۳
× (۸ − ۱) =

۱۴

۳

است. نپر عدد e آن در که بیابید. [۱, e] بازه ی در را f(x) =
۱

x
تابع نمودار زیر مساحت .٢٢ مثال

F (e) − F (۱) = ln e − ln ۱ = ۱ − ۰ = ۱ و است F (x) = ln(x) برابر اولیه  تابع داریم جدول بنابر چون حل:

C که شود گذاشته +C علامت است بهتر نامعین انتگرال پایان در بنابراین نیست فرد به منحصر تابع، Έی انتگرال که مͳ شوم متذکر درس این پایان در

باشد. مͳ تواند دل خواه ͳحقیق عدد هر

تمرینات

کنید. حل را زیر نامعین و معین ∫انتگرال های
۱

۵√
x۹

dx (۶
∫

۱
٩√
x۵

dx (۵
∫

۱
√
x۵

dx (۴
∫

٩√
x۵dx (٣

∫ √
x۵dx (٢

∫
x۷dx (١∫ ۸

۱

٣√xdx (١٢
∫ ۱

۰
exdx (١١

∫ ۱

۰

۱

x۲ + ۱
dx (١٠

∫ ۱

۱
۲

۱
√

۱ − x۲
dx (٩

∫ π

۰
sinxdx (٨

∫
۱

x۹
dx (٧



..

so
hr

ab
i١

٣٨
٣.

bl
og

.ir

انتگرال گیری) (قوانین دوم درس

مͳ شود. بیان انتگرال گیری مهم قانون سه بخش این ∫در
kf(x)dx = k

∫
f(x)dx ͳیعن مͳ شود. ضرب نیز انتگرال  در شود ضرب تابع در عددی اگر اول: ∫قانون

۵x۲dx = ۵

∫
x۲dx = ۵ ×

۱

۳
x۳ =

۵

۳
x۳ .٢٣ ∫مثال

۵ sinxdx = ۵

∫
sinxdx = ۵ × (− cosx) = −۵ cosx .٢۴ ∫مثال

۸
√

۱ − x۲
dx = ۸

∫
۱

√
۱ − x۲

dx = ۸ arcsinx .٢۵ ∫مثال
۸

۱ + x۲
dx = ۸

∫
۱

۱ + x۲
dx = ۸ arctanx .٢۶ مثال

کنید. محاسبه را f(x) =
۳

۲

√
x اولیه ی تابع .٢٧ ∫مثال

۳

۲

√
xdx =

۳

۲

∫ √
xdx =

۳

۲
×

۲

۳

√
x۳ =

√
x۳ مͳ نویسیم بنابراین

∫ √
xdx =

۲

۳

√
x۳ داریم ١۶ مثال بنابر چون حل:

ͳیعن مͳ شود تفریق و جم΄ نیز آن ها انتگرال  شوند تفریق و جم΄ تابع چند یا دو اگر دوم: ∫قانون
f + g(x)dx =

∫
f(x)dx +

∫
g(x)dx∫

f − g(x)dx =

∫
f(x)dx −

∫
g(x)dx∫

x + ۵ dx =

∫
x dx +

∫
۵ dx =

۱

۲
x۲ + ۵x .٢٨ ∫مثال

x۳ − ۹ dx =

∫
x۳dx −

∫
۹ dx =

۱

۴
x۴ − ۹x .٢٩ ∫مثال

ex + sinx dx =

∫
exdx +

∫
sinx dx = ex − cosx .٣٠ ∫مثال

tan۲ x dx =

∫
۱ + tan۲ x − ۱ dx =

∫
۱ + tan۲ x dx −

∫
۱ dx = tanx − x .٣١ مثال

∫
x۳ + ۲

۵
dx =

۱

۵

∫
x۳ + ۲dx =

۱

۵

(∫
x۳dx +

∫
۲dx

)
=

۱

۵

(
۱

۴
x۴ + ۲x

)
=

۱

۲۰
x۴ +

۲

۵
x .٣٢ ∫مثال

۵ + tan۲ x dx =

∫
۱ + tan۲ x + ۴ dx =

∫
۱ + tan۲ x dx +

∫
۴ dx = tanx + ۴x .٣٣ مثال

۴
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۵ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

مͳ شود. نوشته زیر صورت به است مشهور زنجیره ای قاعده ی به که قانون این سوم: قانون
(F (u))′ = u′F ′(u) = u′f(u) =⇒

∫
u′f(u)dx = F (u)

مͳ کند. تبدیل زیر جدول به را اول درس جدول بالا قانون

اولیه  تابع F (x) تابع f(x)
۱

r + ۱
ur+۱ u′ur r ̸= −۱

− cosu u′ sinu

sinu u′ cosu

tanu u′(۱ + tan۲ x) =
u′

cos۲ u

− cotu u′(۱ + cot۲ u) =
u′

sin۲ u

اولیه  تابع F (x) تابع f(x)

lnu u′u−۱ =
u′

u

arcsinu
u′

√
۱ − u۲

arctanu
u′

۱ + u۲
=

u′

u۲ + ۱

eu u′eu

au

ln a
u′au

کرد. تبدیل بالا صورت های به را آن u برابر انتگرال  از ͳقسمت گرفتن با مͳ توان فرمول ها این از استفاده با

آورید. دست به را f(x) = ۲x sinx۲ اولیه ی تابع .٣۴ مثال

مͳ آید. دست به و است.) u مشتق u′ ) u′ = ۲x داریم و u = x۲ مͳ دهیم قرار ∫حل:
۲x sinx۲dx =

∫
u′ sinu dx = − cosu = − cosx۲

آورید. دست به را f(x) = ۲xex۲ اولیه ی تابع .٣۵ ∫مثال
۲xex

۲

dx =

∫
u′eudx = eu = ex

۲

مͳ آید. دست به و u′ = ۲x داریم و u = x۲ مͳ دهیم قرار حل:

آورید. دست به را f(x) = sin ۲x اولیه ی تابع .٣۶ مثال

تابع در را معکوسش هم عدد هم مͳ توانیم شد عدد u مشتق ͳوقت همیشه نیست. موجود تابع در ۲ عدد اما u′ = ۲ داریم و u = ۲x مͳ دهیم قرار حل:

بیاید. وجود به u′ تا کنیم ∫ضرب
sin ۲x dx =

۱

۲

∫
۲ sin ۲x dx =

۱

۲

∫
u′ sinu dx =

۱

۲
× (− cosu) =

۱

۲
× (− cos ۲x) = −

۱

۲
cos ۲x

کنیم. استفاده انتگرال  ها این جهت زیر فرمول های از مͳ توانیم و است برقرار همیشه e و cos ax ،sin ax توابع برای بالا مثال .٣٧ تذکر

∫
eax dx =

۱

a
eax

∫
cos ax dx =

۱

a
sin ax

∫
sin ax dx = −

۱

a
cos ax

آورید. دست به را f(x) = ۳x۲(x۳ + ۵)۱۰۰ اولیه ی تابع .٣٨ مثال

مͳ آید. دست به و u′ = ۳x۲ داریم و u = x۳ + ۵ مͳ دهیم قرار ∫حل:
۳x۲(x۳ + ۵)۱۰۰dx =

∫
u′u۱۰۰dx =

۱

۱۰۰ + ۱
u۱۰۰+۱ =

۱

۱۰۱
u۱۰۱ =

۱

۱۰۱
(x۳ + ۵)۱۰۱

آورید. دست به را f(x) =
۳x۲

(x۳ + ۵)۱۰۰
اولیه ی تابع .٣٩ مثال
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۶ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

مͳ آید. دست به و u′ = ۳x۲ داریم و u = x۳ + ۵ مͳ دهیم قرار ∫حل:
۳x۲

(x۳ + ۵)۱۰۰
dx =

∫
۳x۲(x۳ + ۵)−۱۰۰dx =

∫
u′u−۱۰۰dx =

۱

−۱۰۰ + ۱
u−۱۰۰+۱ =

۱

−۹۹
u−۹۹

=
۱

−۹۹
(x۳ + ۵)−۹۹ = −

۱

۹۹(x۳ + ۵)۹۹

آورید. دست به را f(x) =
۳x۲

x۳ + ۵
اولیه ی تابع .۴٠ مثال

مͳ آید. دست به و u′ = ۳x۲ داریم و u = x۳ + ۵ مͳ دهیم قرار ∫حل:
۳x۲

x۳ + ۵
dx =

∫
۳x۲(x۳ + ۵)−۱dx =

∫
u′u−۱dx = lnu = ln(x۳ + ۵)

آورید. دست به را f(x) = ۳x۲
√
x۳ + ۵ اولیه ی تابع .۴١ مثال

مͳ آید. دست به و u′ = ۳x۲ داریم و u = x۳ + ۵ مͳ دهیم قرار ∫حل:
۳x۲

√
x۳ + ۵dx =

∫
۳x۲(x۳ + ۵)

۱
۲ dx =

∫
u′u

۱
۲ dx =

۱
۱
۲
+ ۱

u
۱
۲+۱ =

۱
۳
۲

u
۳
۲ =

۲

۳
u

۳
۲ =

۲

۳

√
u۳ =

۲

۳

√
(x۳ + ۵)۳

آورید. دست به را f(x) =
۳x۲

√
x۳ + ۵

اولیه ی تابع .۴٢ مثال

مͳ آید. دست به و u′ = ۳x۲ داریم و u = x۳ + ۵ مͳ دهیم قرار ∫حل:
۳x۲

√
x۳ + ۵

dx =

∫
۳x۲(x۳ + ۵)

−۱
۲ =

∫
u′u

−۱
۲ dx =

۱
−۱
۲

+ ۱
u

−۱
۲ +۱ =

۱
۱
۲

u
۱
۲ = ۲u

۱
۲ = ۲

√
u = ۲

√
x۳ + ۵

آورید. دست به را f(x) = x۲(x۳ + ۵)۱۰۰ اولیه ی تابع .۴٣ مثال

صورت این به کنیم ضرب
۱

۳
و ۳ اعداد در را انتگرال باید u′ تولید برای مͳ شویم متوجه u′ = ۳x۲ داریم و u = x۳ + ۵ مͳ دهیم قرار ∫حل:

x۲(x۳+۵)۱۰۰ =
۱

۳

∫
۳x۲(x۳+۵)۱۰۰dx =

۱

۳

∫
u′u۱۰۰dx =

۱

۳
×

۱

۱۰۰ + ۱
u۱۰۰+۱ =

۱

۳
×

۱

۱۰۱
u۱۰۱ =

۱

۳۰۳
(x۳+۵)۱۰۱

آورید. دست به را f(x) =
ex

ex + ۱
اولیه ی تابع .۴۴ مثال

مͳ آید. دست به و u′ = ex داریم و u = ex + ۱ مͳ دهیم قرار ∫حل: ex

ex + ۱
dx =

∫
ex(ex + ۱)−۱dx =

∫
u′u−۱dx = lnu = ln(ex + ۱)

آورید. دست به را f(x) =
ex

e۲x + ۱
اولیه ی تابع .۴۵ مثال

آن مناسب ترین کند پیدا تغییر u باید بنابراین نمͳ باشد موجود تابع در که مͳ شود u′ = ۲e۲x آن گاه u = e۲x + ۱ دهیم قرار مثال این در اگر ∫حل: ex

e۲x + ۱
dx =

∫ ex

(ex)۲
+ ۱

dx =

∫
u′

u۲ + ۱
dx = arctanu = arctan(ex) مͳ آید. دست به و u′ = ex داریم که است u = ex

آورید. دست به را f(x) =
ex

√
۱ − e۲x

اولیه ی تابع .۴۶ مثال

آن مناسب ترین کند پیدا تغییر u باید بنابراین نمͳ باشد موجود تابع در که مͳ شود u′ = −۲e۲x آن گاه u = ۱ − e۲x دهیم قرار مثال این در اگر حل:

مͳ آید. دست به و u′ = ex داریم که است u = ex∫ ex
√

۱ − e۲x
dx =

∫ ex√
۱ − (ex)۲

dx =

∫
u′

√
۱ − u۲

dx = arcsinu = arcsin(ex)
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آورید. دست به را f(x) = x۲(x۳ + ۵)۱۰۰ اولیه ی تابع .۴٧ مثال

صورت این به کنیم ضرب
۱

۳
و ۳ اعداد در را انتگرال باید u′ تولید برای مͳ شویم متوجه u′ = ۳x۲ داریم و u = x۳ + ۵ مͳ دهیم قرار ∫حل:

x۲(x۳+۵)۱۰۰ =
۱

۳

∫
۳x۲(x۳+۵)۱۰۰dx =

۱

۳

∫
u′u۱۰۰dx =

۱

۳
×

۱

۱۰۰ + ۱
u۱۰۰+۱ =

۱

۳
×

۱

۱۰۱
u۱۰۱ =

۱

۳۰۳
(x۳+۵)۱۰۱

آورید. دست به را f(x) =
x

۱ + x۲
اولیه ی تابع .۴٨ مثال

صورت این به کنیم ضرب
۱

۲
و ۲ اعداد در را انتگرال باید u′ تولید برای مͳ شویم متوجه u′ = ۲x داریم و u = ۱ + x۲ مͳ دهیم قرار ∫حل:

x

۱ + x۲
dx =

۱

۲

∫
۲x

۱ + x۲
dx =

۱

۲

∫
u′u−۱dx =

۱

۲
lnu =

۱

۲
lnx۲

آورید. دست به را f(x) =
x

۱ + x۴
اولیه ی تابع .۴٩ مثال

آن مناسب ترین کند پیدا تغییر u باید بنابراین نمͳ باشد موجود تابع در که مͳ شود u′ = ۴x۳ آن گاه u = ۱ + x۴ دهیم قرار مثال این در اگر حل:

مͳ آید. دست به و u′ = ۲x داریم که است u = x۲∫
x

۱ + x۴
dx =

∫
x

۱ + (x۲)
۲dx =

۱

۲

∫
۲x

۱ + (x۲)
۲dx =

۱

۲

∫
u′

۱ + u۲
dx =

۱

۲
arctanu =

۱

۲
arctanx۲

آورید. دست به را f(x) =
x

√
۱ − x۴

اولیه ی تابع .۵٠ مثال

آن مناسب ترین کند پیدا تغییر u باید بنابراین نمͳ باشد موجود تابع در که مͳ شود u′ = ۴x۳ آن گاه u = ۱ + x۴ دهیم قرار مثال این در اگر حل:

مͳ آید. دست به و u′ = ۲x داریم که است u = x۲∫
x

√
۱ − x۴

dx =

∫
x√

۱ − (x۲)
۲
dx =

۱

۲

∫
۲x√

۱ − (x۲)
۲
dx =

۱

۲

∫
u′

√
۱ − u۲

dx =
۱

۲
arcsinu =

۱

۲
arcsinx۲

آورید. دست به را f(x) =

√
۱ +

√
x

√
x

اولیه ی تابع .۵١ مثال

صورت این به کنیم ضرب
۱

۲
و ۲ اعداد در را انتگرال باید u′ تولید برای مͳ شویم متوجه u′ =

۱

۲
√
x

داریم و u = ۱ +
√
x مͳ دهیم قرار ∫حل: √

۱ +
√
x

√
x

dx = ۲

∫ √
۱ +

√
x

۲
√
x

dx = ۲

∫
۱

۲
√
x

×
√

۱ +
√
xdx = ۲

∫
۱

۲
√
x

× (۱ +
√
x)

۱
۲ dx = ۲

∫
u′u

۱
۲ dx

= ۲ ×
۱

۱
۲
+ ۱

u
۱
۲+۱ = ۲ ×

۱
۳
۲

u
۳
۲ = ۲ ×

۲

۳

√
u۳ =

۴

۳

√
(۱ +

√
x)۳

آورید. دست به را f(x) =
sin

√
x

√
x

اولیه ی تابع .۵٢ مثال

صورت این به کنیم ضرب
۱

۲
و ۲ اعداد در را انتگرال باید u′ تولید برای مͳ شویم متوجه u′ =

۱

۲
√
x

داریم و u =
√
x مͳ دهیم قرار ∫حل:

sin
√
x

√
x

dx = ۲

∫
sin

√
x

۲
√
x

dx = ۲

∫
۱

۲
√
x

× sin
√
xdx = ۲

∫
u′ sinu dx = ۲(− cosu) = −۲ cosu =

−۲ cos
√
x

آورید. دست به را f(x) = tanx(۱ + tan۲ x) اولیه ی تابع .۵٣ مثال

مͳ آید. دست به و u′ = ۱ + tan۲ x داریم و u = tanx مͳ دهیم قرار ∫حل:
tanx(۱ + tan۲ x)dx =

∫
uu′dx =

∫
u′u۱dx =

۱

۱ + ۱
u۱+۱ =

۱

۲
u۲ =

۱

۲
tan۲ x
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آورید. دست به را f(x) = tanx اولیه ی تابع .۵۴ مثال

مͳ آید. دست به و u′ = − sinx داریم و u = cosx مͳ دهیم قرار بنابراین tanx =
sinx

cosx
مͳ دانیم ∫حل:

tanx dx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫ − sinx

cosx
dx = −

∫
u′

u
dx = − lnu = − ln cosx

است. شده ضرب ͳمنف در انتگرال  دوبار u′ آوردن به دست برای مثال این در که کنید دقت

آورید. دست به را f(x) =
cosx

sin۲ x
اولیه ی تابع .۵۵ مثال

مͳ آید. دست به و u′ = cosx داریم و u = sinx مͳ دهیم قرار ∫حل:
cosx

sin۲ x
dx =

∫
u′

u۲
dx =

∫
u′u−۲dx =

۱

−۲ + ۱
u−۲+۱ =

۱

−۱
u−۱ = −u−۱ = −

۱

u
= −

۱

sinx

آورید. دست به را f(x) = sin۲ x اولیه ی تابع .۵۶ مثال

کنیم استفاده sin۲ x =
۱

۲
(۱ − cos ۲x) ͳمثلثات اتحاد از باید ∫حل:

sin۲ x dx =

∫
۱

۲
(۱ − cos ۲x)dx =

۱

۲

∫
۱ − cos ۲x dx =

۱

۲

(∫
۱ dx −

∫
cos ۲x dx

)
=

۱

۲

(
x −

۱

۲
sin ۲x

)
=

x

۲
−

sin ۲x

۴

مͳ شود. استفاده cos۲ x =
۱

۲
(۱ + cos ۲x) ͳمثلثات اتحاد از cos۲ x اولیه ی تابع آوردن دست به برای مشابه طور به

آورید. دست به را f(x) = sin۳ x اولیه ی تابع .۵٧ مثال

بنابراین sin۳ x = sinx sin۲ x = sinx(۱ − cos۲ x) = sinx − sinx cos۲ x مͳ نویسیم ∫حل:
sin۳ x dx =

∫
sinx − sinx cos۲ x dx =

∫
sinx dx +

∫
− sinx cos۲ x dx = − cosx +

۱

۳
cos۳ x

استفاده
∫

u′u۲dx =
۱

۳
u۳ فرمول از و u′ = − sinx درنتیجه و u = cosx دادیم قرار

∫
− sinx cos۲ x dx حل برای که مͳ شویم متذکر

کردیم.

آورید. دست به را f(x) = sin۴ x اولیه ی تابع .۵٨ مثال

مͳ نویسیم حل:

sin۴ x =
(
sin۲ x

)۲
=

(
۱

۲
(۱ − cos ۲x)

)۲

=
۱

۴

(
۱ − ۲ cos ۲x + cos۲ ۲x

)
=

۱

۴

(
۱ − ۲ cos ۲x +

۱

۲
(۱ + cos ۴x)

)
∫بنابراین

sin۴ x dx =
۱

۴

(∫
۱ dx − ۲

∫
cos ۲x dx +

۱

۲

(∫
۱ dx +

∫
cos ۴x dx

))
=

۱

۴

(
x − sin ۲x +

۱

۲

(
x +

۱

۴
sin ۴x

))
آورید. دست به را f(x) = sin۵ x اولیه ی تابع .۵٩ مثال

مͳ نویسیم حل:

sin۵ x = sinx sin۴ x = sinx
(
sin۲ x

)۲
= sinx

(
۱ − cos۲ x

)۲
= sinx

(
۱ − ۲ cos۲ x + cos۴ x

)
= sinx − ۲ sinx cosx + sinx cos۴ x

بنابراین
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∫
sin۵ x dx =

∫
sinx dx − ۲

∫
sinx cosx dx +

∫
sinx cos۴ x dx

=

∫
sinx dx + ۲

∫
sinx cosx dx −

∫
− sinx cos۴ x dx

= − cosx + ۲ ×
۱

۲
cos۲ x −

۱

۵
cos۵ x = − cosx + cos۲ x −

۱

۵
cos۵ x

و ٣١ مثال های در شد. خواهد طولانͳ تر محاسبات قدری فقط ندارد وجود ͳل΋مش نیز کسینوس یا سینوس بالاتر توان های برای شد ملاحظه که همان طور

محاسبه را آن اولیه ی تابع تانژانت بالا تر توان های برای زیر مثال های در
∫

tanx dx = − ln cosx و
∫

tan۲ x dx = tanx − x دیدیم ۵۴

مͳ کنیم.

آورید. دست به را f(x) = tan۳ x اولیه ی تابع .۶٠ مثال

بنابراین tan۳ x = tanx tan۲ x = tanx(۱ + tan۲ x − ۱) = tanx(۱ + tan۲ x) − tanx مͳ نویسیم ∫حل:
tan۳ x dx =

∫
tanx(۱ + tan۲ x) dx −

∫
tanx dx =

۱

۲
tan۲ x + ln cosx

است. شده حل ۵٣ مثال در
∫

tanx(۱ + tan۲ x) dx که مͳ کنیم یادآوری

آورید. دست به را f(x) = tan۴ x اولیه ی تابع .۶١ مثال

بنابراین tan۴ x = tan۲ x tan۲ x = tan۲ x(۱ + tan۲ x − ۱) = tan۲ x(۱ + tan۲ x) − tan۲ x مͳ نویسیم ∫حل:
tan۴ x dx =

∫
tan۲ x(۱ + tan۲ x) dx −

∫
tan۲ x dx =

۱

۳
tan۳ x − (tanx − x) =

۱

۳
tan۳ x − tanx + x∫

u′u۲dx =
۱

۳
u۳ فرمول از و u′ = ۱+tan۲ x درنتیجه و u = tanx دادیم قرار

∫
tan۲ x(۱+tan۲ x) dx حل برای که مͳ شویم متذکر

کردیم. استفاده

آورید. دست به را f(x) = tan۵ x اولیه ی تابع .۶٢ مثال

بنابراین tan۵ x = tan۳ x tan۲ x = tan۳ x(۱ + tan۲ x − ۱) = tan۳ x(۱ + tan۲ x) − tan۳ x مͳ نویسیم حل:

∫
tan۵ x dx =

∫
tan۳ x(۱ + tan۲ x) dx −

∫
tan۳ x dx =

۱

۴
tan۴ x −

(
۱

۲
tan۲ x + ln cosx

)
=

۱

۴
tan۴ x −

۱

۲
tan۲ x − ln cosx

∫
u′u۳dx =

۱

۴
u۴ فرمول از و u′ = ۱+tan۲ x درنتیجه و u = tanx دادیم قرار

∫
tan۳ x(۱+tan۲ x) dx حل برای که مͳ شویم متذکر

کردیم. استفاده
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مͳ کنیم. حل  ͳمثلثات انتگرال تعدادی فرمول ها این با سپس مͳ پردازیم ١ ͳریاض درس از ͳمثلثات اتحاد چند یادآوری به درس این آخر در

sin(α + θ) = sin(α) cos(θ) + sin(θ) cos(α)

sin(α − θ) = sin(α) cos(θ) − sin(θ) cos(α)

sin(α + θ) + sin(α − θ) = ۲ sin(α) cos(θ) =⇒ sin(α) cos(θ) =
۱

۲
(sin(α + θ) + sin(α − θ))

انتگرال های حل در sin(α) cos(θ) =
۱

۲
(sin(α+θ)+sin(α−θ)) اتحاد است. آمده دست به خط بالای فرمول دو جم΄ از خط پایین فرمول

است. کارا زیر مثال مانند

آورید. دست به را f(x) = sin ۳x cos ۵x اولیه ی تابع .۶٣ مثال

مͳ نویسیم و θ = ۵x و α = ۳x ͳیعن مͳ گیریم نظر در θ برابر را کسینوس جلوی و α برابر را سینوس جلوی بالا ͳمثلثات اتحاد طبق حل:

∫
sin ۳x cos ۵x dx =

۱

۲

(∫
sin ۸x dx +

∫
sin(−۲x) dx

)
=

۱

۲

(∫
sin ۸x dx −

∫
sin ۲x dx

)
=

۱

۲

(
−

۱

۸
cos ۸x +

۱

۲
cos ۲x

)
= −

۱

۱۶
cos ۸x +

۱

۴
cos ۲x

کنید. نگاه دیΎر بار را ٣٧ تذکر فرمول های همچنین cos(−x) = cosx و sin(−x) = − sinx بنویسیم مͳ توانیم همیشه که مͳ شود یادآوری

مͳ شود. رف΄ ͳمثلثات اتحادهای با محدودیت این باشد کسینوس دیΎری و سینوس عبارات از ͳ΋ی باید که دارد وجود محدودیت این بالا مثال در

cos(α + θ) = cos(α) cos(θ) − sin(θ) sin(α)

cos(α − θ) = cos(α) cos(θ) + sin(θ) sin(α)

cos(α + θ) + cos(α − θ) = ۲ cos(α) cos(θ) =⇒ cos(α) cos(θ) =
۱

۲
(cos(α + θ) + cos(α − θ))

cos(α + θ) − cos(α − θ) = −۲ sin(α) sin(θ) =⇒ sin(α) sin(θ) =
۱

۲
(cos(α − θ) − cos(α + θ))

است. آمده زیر جدول در آن ها کاربرد و بالا اتحاد سه خلاصه آمده اند. دست به خط بالای فرمول دو تفریق و جم΄ از خط پایین فرمولهای

∫
sin(α) cos(θ) dx =

۱

۲

(∫
sin(α + θ) dx +

∫
sin(α − θ) dx

)
sin(α) cos(θ) =

۱

۲
(sin(α + θ) + sin(α − θ))∫

cos(α) cos(θ) dx =
۱

۲

(∫
cos(α + θ) dx +

∫
cos(α − θ) dx

)
cos(α) cos(θ) =

۱

۲
(cos(α + θ) + cos(α − θ))∫

sin(α) sin(θ) dx =
۱

۲

(∫
cos(α − θ) dx −

∫
cos(α + θ) dx

)
sin(α) sin(θ) =

۱

۲
(cos(α − θ) − cos(α + θ))

محاسبات ͳمنف عدد تا نوشت را آن قدرمطلق آن جای به مͳ توان شد ͳمنف عددی α − θ اگر است cos(−x) = cosx چون که مͳ کنم تاکید مجدداً

مͳ بریم. پایان به را درس این آخر ͳمثلثات اتحادهای دو از مثال دو حل با نکند. سخت را

آورید. دست به را f(x) = sin ۳x sin ۵x اولیه ی تابع .۶۴ مثال

مͳ نویسیم و θ = ۵x و α = ۳x مͳ دهیم قرار بالا ͳمثلثات آخر اتحاد طبق ∫حل:
sin ۳x sin ۵x dx =

۱

۲

(∫
cos ۲x dx −

∫
cos ۸x dx

)
=

۱

۲

(
۱

۲
sin ۲x −

۱

۸
sin ۸x

)
=

۱

۴
sin ۲x −

۱

۱۶
sin ۸x
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آورید. دست به را f(x) = cos ۳x cos ۵x اولیه ی تابع .۶۵ مثال

مͳ نویسیم و θ = ۵x و α = ۳x مͳ دهیم قرار بالا ͳمثلثات وسط اتحاد طبق ∫حل:
cos ۳x cos ۵x dx =

۱

۲

(∫
cos ۸x dx +

∫
cos ۲x dx

)
=

۱

۲

(
۱

۸
sin ۸x +

۱

۲
sin ۲x

)
=

۱

۱۶
sin ۸x +

۱

۴
sin ۲x

تمرینات

کنید. حل را زیر نامعین ∫انتگرال های
x۲ + ۱

√
x۳ + ۳x

dx (۴
∫
(۲x + ۵)(x۲ + ۵x)۵dx (٣

∫
۵ ۴√x +

۵
√
x۵

dx (٢
∫

۵x۴ + ۳x۲ + ۵ dx (١∫
cotx dx (٨

∫
arctanx

x۲ + ۱
dx (٧

∫
arcsinx
√

۱ − x۲
dx (۶

∫
sinx

(۵ + cosx)۴
dx (۵∫

cot۵ x dx (١٢
∫

cot۴ x dx (١١
∫

cot۳ x dx (١٠
∫

cotx(۱ + cot۲ x) dx (٩∫
cos۴ x dx (١۶

∫
cos۳ x dx (١۵

∫
cos۲ x dx (١۴

∫
cos

√
x

√
x

dx (١٣∫ √
(arcsinx)۵

۱ − x۲
dx (٢٠

∫
dx

(x۲ + ۱) arctanx
(١٩

∫
(arcsinx)۵

√
۱ − x۲

dx (١٨
∫

cos۵ x dx (١٧∫
sin ۵x sin ۲x dx (٢۴

∫
cos ۵x cos ۲x dx (٢٣

∫
sin ۵x cos ۲x dx (٢٢

∫
(lnx)۵

x
dx (٢١∫

۱
√
x(۱ + x)

dx (٢٨
∫

۱

x lnx
dx (٢٧

∫
cosx

۱ + sin۲ x
dx (٢۶

∫ ex

۵ + ex
dx (٢۵
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کسرها) (تجزیه گویا عبارات از انتگرال گیری سوم: درس

کنیم دنبال را زیر مراحل باید کسرها تجزیه برای

شده داده گویای عبارت در اگر است ͳبدیه مͳ کنیم. مخرج از کم تر را گویا عبارت صورت درجه ی مخرج، بر صورت تقسیم با اول: مرحله ی
کنیم. تقسیم باید هم بود مساوی مخرج و صورت درجه اگر نیست. تقسیم به نیازی بود صورت از کم تر مخرج، درجه ی

حاصل جم΄ صورت به را گویا عبارت سپس شود. تبدیل دوم درجه ی و اول درجه ی چندجمله ای های به تا مͳ کنیم تجزیه را مخرج دوم: مرحله ی
مخرج اگر و عدد کسر صورت بود اول درجه ی چندجمله ای  مخرج اگر است. مخرج شده ی تجزیه قسمت های مخرجشان که مͳ نویسیم گویایی عبارت های

است. اول درجه ی چندجمله ای  کسر صورت بود دوم درجه ی چندجمله ای 

کنید. محاسبه را f(x) =
x۴ + ۵x۳ − ۳x۲ − ۸x + ۵

x۳ + x
اولیه ی تابع .۶۶ مثال

داریم کردن تقسیم از پس حل:
x۴ + ۵x۳ − ۳x۲ − ۸x + ۵

x۳ + x
= x + ۵ +

−۴x۲ − ۱۳x + ۵

x۳ + x

کردن تقسیم روش که است لازم دانشجو بر مͳ بینید. روبه رو در را تقسیم عملیات که

نداشته وجود زمینه این در ͳال΋اش تا کند مرور دوباره را چندجمله ای  بر چندجمله ای 

است. x(x۲ + ۱) برابر فاکتورگیری روش با x۳ + x چندجمله ای  تجزیه ی باشد.

چندجمله ای  است. A مانند عددی آن صورت پس است اول درجه ی x چندجمله ای 

Bx+C مانند اول درجه ی چندجمله ای  Έی آن صورت پس است دوم x۲+۱درجه ی

مͳ نویسیم: پس مͳ شود.

−
x۴ + ۵x۳ − ۳x۲ − ۸x + ۵ x۳ + x

x۴ + x۲ x + ۵

−
۵x۳ − ۴x۲ − ۸x + ۵

۵x۳ + ۵x

−۴x۲ − ۱۳x + ۵

−۴x۲ − ۱۳x + ۵

x۳ + x
=

A

x
+

Bx + C

x۲ + ۱
=

A(x۲ + ۱) + (Bx + C)x

x(x۲ + ۱)
=

Ax۲ + A + Bx۲ + Cx

x۳ + x

آن ها صورت نتیجه در برابرند. مساوی مخرج با گویای عبارت دو است.
−۴x۲ − ۱۳x + ۵

x۳ + x
=

(A + B)x۲ + Cx + A

x۳ + x
تساوی حاصل، که

ͳیعن برابرند.
A = ۵

C = −۱۳

A + B = −۴ ⇒ ۵ + B = −۴ ⇒ B = −۴ − ۵ = −۹

١٢
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١٣ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

است آمده دست به ͳیعن

x۴ + ۵x۳ − ۳x۲ − ۸x + ۵

x۳ + x
= x + ۵ +

−۴x۲ − ۱۳x + ۵

x۳ + x
= x + ۵ +

A

x
+

Bx + C

x۲ + ۱
= x + ۵ +

۵

x
+

−۹x − ۱۳

x۲ + ۱

= x + ۵ +
۵

x
+

−۹x

x۲ + ۱
+

−۱۳

x۲ + ۱

مͳ آید. دست به اولیه  تابع زیر ش΋ل به نهایت در ∫و
x۴ + ۵x۳ − ۳x۲ − ۸x + ۵

x۳ + x
dx =

∫
x dx +

∫
۵ dx + ۵

∫
۱

x
dx − ۹

∫
x

x۲ + ۱
dx − ۱۳

∫
۱

x۲ + ۱
dx

=
۱

۲
x۲ + ۵x + ۵ ln |x| − ۹ ×

۱

۲
ln(x۲ + ۱) − ۱۳ arctanx

تابع انتگرال دامنه ی و تابع دامنه ی تا
∫

۱

x
dx = ln |x| مͳ دهیم قرار بعد به این از است. ͳحقیق اعداد ͳیعن R برابر

۱

x
تابع دامنه ی چون .۶٧ تذکر

نیاید. پیش ͳمغایرت تابع انتگرال  دامنه ی و تابع دامنه ی بین تا شود رعایت گویا عبارت های کلیه برای باید مطلب این شود. ی΋سان

صورت همین به دو توان با دوم بار و Έی توان با یΈ بار بنویسیم. بار دو را آن باید شد، تکرار دوبار ͳعامل گویا عبارت مخرج تجزیه هنگام در اگر .۶٨ تذکر

مͳ شود. نوشته سه و دو ،Έی توان های با بار سه شد تکرار بار سه ͳعامل اگر

کنید. محاسبه را f(x) =
x۴ + ۵x۳ − ۳x۲ − ۸x + ۵

x۳ + x۲
اولیه ی تابع .۶٩ مثال

صورت به x۳ +x۲ تجزیه ی و f(x) =
x۴ + ۵x۳ − ۳x۲ − ۸x + ۵

x۳ + x۲
= x+۴+

−۷x۲ − ۸x + ۵

x۳ + x۲
مͳ آید دست به کردن تقسیم با حل:

مͳ نویسیم. پس است شده تکرار دوبار x ͳیعن است xx(x + ۱)

−۷x۲ − ۸x + ۵

x۳ + x۲
=

A

x
+

B

x۲
+

C

x + ۱
=

Ax(x + ۱) + B(x + ۱) + Cx۲

xx(x + ۱)
=

Ax۲ + A + Bx + B + Cx۲

x۳ + x۲

مͳ آید. دست به مجهول ها روبرو معادلات دستگاه با و


B = −۸

A + B = ۵ ⇒ A − ۸ = ۵ ⇒ A = ۵ + ۸ = ۱۳

A + C = −۷ ⇒ ۱۳ + C = −۷ ⇒ C = −۷ − ۱۳ = −۲۰

مͳ آید. دست به اولیه  تابع زیر ش΋ل به نهایت در ∫و
x۴ + ۵x۳ − ۳x۲ − ۸x + ۵

x۳ + x۲
dx =

∫
x dx +

∫
۴ dx + ۱۳

∫
۱

x
dx − ۸

∫
۱

x۲
dx − ۲۰

∫
۱

x + ۱
dx

=
۱

۲
x۲ + ۴x + ۱۳ ln |x| − ۸ ×

−۱

x
− ۲۰ ln |x + ۱|

کنید. محاسبه را f(x) =
۱

۱ − x۲
اولیه ی تابع .٧٠ مثال

(۱ − x)(۱ + x) صورت به ۱ − x۲ تجزیه ی نیست. کردن تقسیم به نیازی است صورت درجه ی از کوچΈ تر مخرج درجه ی چون مثال این در حل:

مͳ نویسیم. پس است.
۱

۱ − x۲
=

A

۱ − x
+

B

۱ + x
=

A(۱ + x) + B(۱ − x)

(۱ − x)(۱ + x)
=

A + Ax + B − Bx

۱ − x۲

مͳ آید. دست به مجهول ها زیر معادلات دستگاه با و
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١۴ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه


A − B = ۰ ⇒ A = B

A + B = ۱ ⇒ A + A = ۱ ⇒ A = B =
۱

۲

مͳ آید. دست به اولیه  تابع زیر ش΋ل به نهایت در ∫و
۱

۱ − x۲
dx =

۱

۲

∫
۱

۱ − x
dx +

۱

۲

∫
۱

۱ + x
dx =

۱

۲
(− ln |۱ − x| + ln |۱ + x|)

=
۱

۲

(
ln

∣∣∣∣۱ + x

۱ − x

∣∣∣∣)

کنید. محاسبه را f(x) =
۲x

(۱ + x)(۱ − x)۳
اولیه ی تابع .٧١ مثال

بار سه ۱ − x و است شده تجزیه مخرج همچنین نیست. کردن تقسیم به نیازی است صورت درجه ی از کوچΈ تر مخرج درجه ی چون مثال این در حل:

مͳ شود. نوشته بار سه پس شده تکرار

۲x

(۱ + x)(۱ − x)۳
=

A

۱ − x
+

B

(۱ − x)۲
+

C

(۱ − x)۳
+

D

۱ + x

=
A(۱ − x)۲(۱ + x) + B(۱ − x)(۱ + x) + C(۱ + x) + D(۱ − x)۳)

(۱ + x)(۱ − x)۳

=
A − Ax − Ax۲ + Ax۳ + B − Bx۲ + C + Cx + D − ۳Dx + ۳Dx۲ − Dx۳

(۱ + x)(۱ − x)۳

مͳ آید. دست به مجهول ها زیر معادلات دستگاه با و


A − D = ۰ ⇒ A = D

−A − B + ۳D = ۰ ⇒ −A − B + ۳A = ۰ ⇒ B = ۲A

−A + C − ۳D = ۲ ⇒ −A + C − ۳A = ۲ ⇒ C = ۲ + ۴A

A + B + C + D = ۰ ⇒ A + ۲A + ۲ + ۴A + A = ۰ ⇒ ۸A = −۲ ⇒ A = −
۱

۴
= D ⇒ B =

−۱

۲
⇒ C = ۱

مͳ آید. دست به اولیه  تابع زیر ش΋ل به نهایت در ∫و
۲x

(۱ + x)(۱ − x)۳
dx =

۱

۴

∫ −۱

۱ − x
dx +

۱

۲

∫ −۱

(۱ − x)۲
dx +

∫
۱

(۱ − x)۳
dx −

۱

۴

∫
۱

۱ + x
dx

=
۱

۴
ln |۱ − x| +

۱

۲

−۱

۱ − x
+

۱

۲

۱

(۱ − x)۲
−

۱

۴
ln |۱ + x|

تمرینات

کنید. حل را زیر نامعین ∫انتگرال های
۵x۲

x(x۲ + ۱)
dx (٣

∫
x۳ + ۴x۲ + ۵x − ۷

(x + ۱)۳
dx (٢

∫
x۳ + ۴x۲ + ۵x − ۷

x(x + ۳)
dx (١∫

۱

x۳ + ۵x۲ + ۶x
dx (۶

∫
۱

x۲ + ۵x + ۶
dx (۵

∫
۱

x۳(۲x + ۱)
dx (۴
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متغیر) تغییر (روش چهارم درس

انتگرال  حل از پس کنیم. جای گزین t با را x و بΎیریم دیفرانسیل فرمول طرف دو از سپس دهیم قرار t برابر را انتگرال  از ͳقسمت باید متغیر تغییر روش در

با dx که مͳ شود موجب و گویند دیفرانسیل گیری عمل این به که dt = f ′(x)dx داریم همیشه باشد، t = f(x) اگر مͳ کنیم. جای گزین t با را x جدید

شود. جای گزین dt

آورید. دست به را f(x) = x
√
x + ۱ اولیه ی تابع .٧٢ مثال

روش دو t =
√
x + ۱ مͳ دهیم قرار مͳ دهیم. قرار رادی΋ال برابر را t رادی΋ال، حذف برای دارد وجود رادی΋ال که انتگرال هایی اکثر در معمولا˦ حل:

دارد. وجود گیری دیفرانسیل برای

t =
√
x + ۱ ⇒ dt =

۱

۲
√
x + ۱

dx ⇒ dt =
۱

۲t
dx ⇒ dx = ۲t dt اول روش

t =
√
x + ۱ ⇒ t۲ = x + ۱ ⇒ x = t۲ − ۱ ⇒ dx = ۲t dt دوم روش

مͳ نویسیم حال dx = ۲t dt و
√
x + ۱ = t و x = t۲ − ۱ داریم جایΎذاری برای حال هر ∫به

x
√
x + ۱ dx =

∫
(t۲ − ۱)t۲t dt =

∫
۲t۴ − ۲t۲dt = ۲

∫
t۴dt − ۲

∫
t۲dt = ۲ ×

t۵

۵
− ۲ ×

t۳

۳
=

۲

۵
t۵ +

۲

۳
t۳

=
۲

۵

(√
x + ۱

)۵
+

۲

۳

(√
x + ۱

)۳

آورید. دست به را f(x) =
x

√
x + ۱

اولیه ی تابع .٧٣ مثال

مͳ کنیم جای گذاری و مͳ گیریم دیفرانسیل قبل مثال مانند t =
√
x + ۱ مͳ دهیم قرار ∫حل:

x
√
x + ۱

dx =

∫
t۲ − ۱

t
۲t dt =

∫
۲(t۲ − ۱)dt = ۲

(
t۳

۳
− t

)
= ۲

((√
x + ۱

)۳
۳

−
(√

x + ۱
))

آورید. دست به را f(x) = x ۵√x + ۱ اولیه ی تابع .٧۴ مثال

جای گذاری انتگرال در و t = ۵√x + ۱ ⇒ t۵ = x+۱ ⇒ x = t۵ −۱ ⇒ dx = ۵t۴ dt مͳ نویسیم و t = ۵√x + ۱ مͳ دهیم قرار حل:

∫مͳ کنیم
x ۵√x + ۱dx =

∫
(t۵ − ۱)t۵t۴ dt =

∫
۵t۷ − ۵t۵dt =

۵

۸
t۸ −

۵

۶
t۶ =

۵

۸

(
۵√x + ۱

)۸
−

۵

۶

(
۵√x + ۱

)۶

آورید. دست به را f(x) =

√
x۳ + ۱

x
اولیه ی تابع .٧۵ مثال

١۵
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١۶ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

مͳ نویسیم و t =
√
x۳ + ۱ مͳ دهیم قرار حل:

t =
√

x۳ + ۱ ⇒ t۲ = x۳ + ۱ ⇒ x۳ = t۲ − ۱ ⇒ ۳x۲dx = ۲t dt ⇒ x۲dx =
۲

۳
t dt

مͳ کنیم ضرب x۲ در را انتگرال مخرج و صورت x۲dx آوردن وجود به منظور به انتگرال  این ∫در √
x۳ + ۱

x
dx =

∫ √
x۳ + ۱

x
×

x۲

x۲
dx =

∫ √
x۳ + ۱

x۳
x۲dx =

∫
t

t۲ − ۱

۲

۳
t dt =

۲

۳

∫
t۲

t۲ − ۱
dt∫

۱

۱ − t۲
dt =

۱

۲
ln

∣∣∣∣۱ + t

۱ − t

∣∣∣∣ داریم ٧٠ مثال بنابر و
t۲

t۲ − ۱
= ۱+

۱

۱ − t۲
مͳ کنیم تقسیم مخرج به را صورت رسیدیم گویا عبارت Έی به چون

۲

۳

∫
t۲

t۲ − ۱
dt =

۲

۳

∫
۱ +

۱

۱ − t۲
=

۲

۳

(
t +

۱

۲
ln

∣∣∣∣۱ + t

۱ − t

∣∣∣∣) =
۲

۳

(√
x۳ + ۱ +

۱

۲
ln

∣∣∣∣∣۱ +
√
x۳ + ۱

۱ −
√
x۳ + ۱

∣∣∣∣∣
)

آخر در و

آورید. دست به را f(x) =
۱

٣√x +
√
x

اولیه ی تابع .٧۶ مثال

اعداد ͳیعن رادی΋ال فرجه ی دو هر با ۶ عدد x = t۶ دهیم قرار اگر شوند حذف رادی΋ال دو هر که بΎیریم طوری را متغیر تغییر باید انتگرال این در حل:

مͳ شود صورت این به و x = t۶ ⇒ dx = ۶t۵dt مͳ شوند. حذف رادی΋ال دو هر و مͳ شود ساده ۳ و ۲∫
۱

٣√x +
√
x
dx =

∫
۱

٣√
t۶ +

√
t۶

۶t۵dt = ۶

∫
t۶

t۲ + t۳
dt = ۶

∫
t۶

t۲(t + ۱)
dt = ۶

∫
t۴

t + ۱
dt

= ۶

∫
t۳ − t۲ + t − ۱ +

۱

t + ۱
dt = ۶

(
t۴

۴
+

t۳

۳
+

t۲

۲
− t + ln |t + ۱|

)
=

۳t۴

۲
+ ۲t۳ + ۳t۲ − ۶t + ۶ ln |t + ۱|

=
۳
(

۶√x
)۴

۲
+ ۲

(
۶√x
)۳

+ ۳
(

۶√x
)۲

− ۶ ۶√x + ۶ ln
∣∣∣ ۶√x + ۱

∣∣∣
=

۳ ٣√x۲

۲
+ ۲

√
x + ۳ ٣√x − ۶ ۶√x + ۶ ln

∣∣∣ ۶√x + ۱
∣∣∣

آورید. دست به را f(x) =
e۳x

ex + ۱
اولیه ی تابع .٧٧ مثال

مͳ دهیم قرار مͳ شوند. تبدیل گویا عبارت به t = ex متغیر تغییر با است رفته کار به ex آن در که انتگرال هایی معمولا˦ حل:

t = ex ⇒ dt = exdx ⇒ dt = t dx ⇒ dx =
dt

t

مͳ دهیم. انجام زیر صورت به را جای گذاری e۳x = (ex)۳
= t۳ ∫همچنین e۳x

ex + ۱
dx =

∫
t۳

t + ۱

dt

t
=

∫
t۲

t + ۱
dt =

∫
t − ۱ +

۱

t + ۱
dt =

t۲

۲
− t + ln |t + ۱| =

e۲x

۲
− ex + ln |ex + ۱|

آورید. دست به را f(x) =
۱

(x۲ + ۱)۲
اولیه ی تابع .٧٨ مثال

مͳ دهیم قرار arctanx آوردن وجود به منظور به مͳ شود. arctanx با که است f(x) =
۱

x۲ + ۱
تابع شبیه تابع این حل:

x = tan t ⇒ t = arctanx ⇒ dx = (tan۲ t + ۱)dt

مͳ دهیم. انجام زیر صورت به را ∫جای گذاری
۱

(x۲ + ۱)۲
dx =

∫
۱

(tan۲ t + ۱)۲
(tan۲ t + ۱)dt =

∫
۱

tan۲ t + ۱
dt =

∫
cos۲ t dt =

t

۲
+

sin ۲t

۴

=
arctanx

۲
+

sin(۲ arctanx)

۴
=

arctanx

۲
+

۲x
x۲+۱

۴
=

arctanx

۲
+

x

۲(x۲ + ۱)
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١٧ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

چون علاوه به ۱ + tan۲ t =
۱

cos۲ t
⇒

۱

tan۲ t + ۱
= cos۲ t که است توضیح به لازم

cos(arctanx) =
۱

√
۱ + x۲

و sin(arctanx) =
x

√
۱ + x۲

sin(۲ arctanx) = ۲ sin(arctanx) cos(arctanx) = ۲ ×
x

√
۱ + x۲

×
۱

√
۱ + x۲

=
۲x

x۲ + ۱
نوشت. مͳ توان

شوند. سپرده خاطر به باید و هستند پرکاربرد انتگرال های جزء شده حل حال به تا که زیر انتگرال های که باشید داشته توجه

∫
cos۲ x dx =

t

۲
+

sin ۲t

۴

∫
sin۲ x dx =

t

۲
−

sin ۲t

۴∫
۱

۱ − x۲
=

۱

۲
ln

∣∣∣∣۱ + x

۱ − x

∣∣∣∣ ∫
۱

(x۲ + ۱)۲
dx =

arctanx

۲
+

x

۲(x۲ + ۱)

آورید. دست به را f(x) =
۱ + x + ۲x۲ + x۴

x(x۲ + ۱)۲
اولیه ی تابع .٧٩ مثال

آمده دوبار x۲ + ۱ چون و نیست. کردن تقسیم به احتیاج است ۵ مخرج درجه ی و ۴ صورت درجه ی چون شود. حل کسرها تجزیه ی روش از باید حل:

شود. نوشته دوبار کسر تجزیه در باید است

۱ + x + ۲x۲ + x۴

x(x۲ + ۱)۲
=

A

x
+

Bx + C

x۲ + ۱
+

Dx + E

(x۲ + ۱)۲
=

A(x۲ + ۱)۲ + (Bx + C)x(x۲ + ۱) + (Dx + E)x

x(x۲ + ۱)۲

=
Ax۴ + ۲Ax۲ + A + Bx۴ + Bx۲ + Cx۳ + Cx + Dx۲ + Ex

x(x۲ + ۱)۲

مͳ آید دست به مجهول ها زیر معادلات دستگاه با و


C = ۰

A + C = ۱ ⇒ A = ۱

A + B = ۱ ⇒ B = ۰

۲A + B + D = ۲ ⇒ ۲ + ۰ + D = ۲ ⇒ D = ۰

C + E = ۱ ⇒ ۰ + E = ۱ ⇒ E = ۱

مͳ آید. دست به اولیه  تابع زیر ش΋ل به نهایت در ∫و
۱ + x + ۲x۲ + x۴

x(x۲ + ۱)۲
dx =

۱

x
+

۱

(۱ + x۲)۲
= ln |x| +

arctanx

۲
+

x

۲(x۲ + ۱)

آورید. دست به را f(x) =
۱

sinx
اولیه ی تابع .٨٠ مثال

مͳ شود. حل زیر ش΋ل به t = cosx ⇒ dt = − sinx dx متغیر تغییر با ∫حل:
۱

sinx
dx =

∫ − sinx

− sin۲ x
dx =

∫
۱

cos۲ x − ۱
(− sinx dx) =

∫
۱

t۲ − ۱
dt = −

∫
۱

۱ − t۲
= −

۱

۲
ln

∣∣∣∣۱ + t

۱ − t

∣∣∣∣
=

۱

۲
ln

∣∣∣∣۱ − t

۱ + t

∣∣∣∣ = ۱

۲
ln

∣∣∣∣۱ − cosx

۱ + cosx

∣∣∣∣

آورید. دست به را f(x) = cos۲ x sin۳ x اولیه ی تابع .٨١ مثال

مͳ شود. حل زیر ش΋ل به t = cosx ⇒ dt = − sinx dx متغیر تغییر با حل:
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١٨ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

∫
cos۲ x sin۳ x dx =

∫
cos۲ x sin۲ x sinx dx = −

∫
cos۲ x(۱ − cos۲ x)(− sinx dx)

= −
∫

t۲(۱ − t۲) dt =

∫
−t۲ + t۴dt =

−t۳

۳
+

t۴

۴
=

− cos۳ x

۳
+

cos۴ x

۴

آورید. دست به را f(x) = cos۳ x sin۳ x اولیه ی تابع .٨٢ مثال

مͳ شود. حل زیر ش΋ل به t = cosx ⇒ dt = − sinx dx متغیر تغییر با ∫حل:
cos۳ x sin۳ x dx =

∫
cos۳ x sin۲ x sinx dx = −

∫
cos۳ x(۱ − cos۲ x)(− sinx dx)

= −
∫

t۳(۱ − t۲) dt =

∫
−t۳ + t۵dt =

−t۴

۴
+

t۵

۵
=

− cos۴ x

۴
+

cos۵ x

۵

تمرینات

کنید. حل را زیر نامعین ∫انتگرال های
x۳

√
x − ۱

dx (٣
∫ √

x − ۱

x۲
dx (٢

∫
x۲

√
x − ۱ dx (١∫ e۲x − ۱

ex + ۱
dx (۶

∫ √
x

۱ + ٣√x
dx (۵

∫
٣√x + ۱(x − ۱)dx (۴∫

cos۲ x sin۵ x dx (٩
∫

sin۲ x cos۳ x dx (٨
∫

۱

cosx
dx (٧
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جزء) به جزء (روش پنجم درس

مͳ آید دست به زیر صورت به روش این فرمول

pq = pq ⇒ d(pq) = p dq + q dp ⇒
∫

d(pq) =

∫
p dq +

∫
q dp ⇒ pq =

∫
p dq +

∫
q dp

دارد. نام جزء به جزء انتگرال آن از استفاده که است آمده زیر کادر در که مͳ رسیم ͳفرمول به آخر در و

∫
p dq = pq −

∫
q dp

p برابر را انتگرال بقیه و مͳ گیریم انتگرال  آن از و مͳ دهیم قرار dq برابر را است مم΋ن آن انتگرال گیری که انتگرال از ͳقسمت بالا فرمول از استفاده برای

مͳ گیریم مشتق ͳیعن dy = f ′(x) dx مͳ دهیم قرار y = f(x) تابع از دیفرانسیل گیری برای که است ذکر به لازم مͳ گیریم. دیفرانسیل p از و مͳ گیریم

مͳ نویسیم را dx سپس

کنید. حساب را f(x) = lnx اولیه ی تابع .٨٣ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p حل:
p = lnx ⇒ dp =

۱

x
dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = dx ⇒ q = x گرفته ایم ∫انتگرال 
lnx dx = pq −

∫
q dp = x lnx −

∫
x ×

۱

x
dx = x lnx −

∫
۱ dx = x lnx − x

کنید. حساب را f(x) = arctanx اولیه ی تابع .٨۴ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p حل:
p = arctanx ⇒ dp =

۱

۱ + x۲
dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = dx ⇒ q = x گرفته ایم ∫انتگرال 
arctanx dx = pq −

∫
q dp = x arctanx −

∫
x ×

۱

۱ + x۲
dx = x arctanx −

۱

۲

∫
۲x

x۲ + ۱
dx

= x arctanx −
۱

۲
ln(x۲ + ۱)

است. شده محاسبه
∫

u′

u
= lnu فرمول از آخر انتگرال

١٩
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٢٠ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

کنید. حساب را f(x) = arcsinx اولیه ی تابع .٨۵ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p حل:
p = arcsinx ⇒ dp =

۱
√

۱ − x۲
dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = dx ⇒ q = x گرفته ایم ∫انتگرال 
arcsinx dx = pq −

∫
q dp = x arcsinx −

∫
x ×

۱
√

۱ − x۲
dx = x arcsinx +

۱

۲

∫ −۲x
√

۱ − x۲
dx

= x arcsinx +
√

۱ − x۲

است. شده محاسبه
∫

u′
√
u

=

∫
u′u− ۱

۲ =
۱

−۱
۲

+ ۱
u

−۱
۲ +۱ = ۲u

۱
۲ = ۲

√
u فرمول از آخر انتگرال

کنید. حساب را f(x) = x sinx اولیه ی تابع .٨۶ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p حل:
p = x ⇒ dp = dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = sinx dx ⇒ q = − cosx گرفته ایم ∫انتگرال 
x sinx dx = pq −

∫
q dp = −x cosx −

∫
− cosxdx = −x cosx + sinx

شود. حل قبل مثال مشابه باید بیاید ex و cosx ،sinx توابع کنار در چندجمله ای ها وقت هر ͳکل طور به

کنید. حساب را f(x) = x۲ cosx اولیه ی تابع .٨٧ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p حل:
p = x۲ ⇒ dp = ۲x dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = cosx dx ⇒ q = sinx گرفته ایم ∫انتگرال 
x sinx dx = pq −

∫
q dp = x۲ sinx − ۲

∫
x sinx dx = x۲ sinx − ۲(−x cosx + sinx)

در x۳ اگر ترتیب همین به بنویسد. را جزء به جزء بار دو باید امتحان برگه ی در دانشجو اما است شده استفاده ͳقبل مثال از
∫

x sinx dx مثال این در

مͳ کند. کم x توان از ͳ΋ی جزء به جزء بار هر چون شود استفاده جزء به جزء از بار سه باید بیاید ex و cosx ،sinx توابع توابع کنار

کنید. حساب را f(x) = x tan۲ x اولیه ی تابع .٨٨ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p حل:
p = x ⇒ dp = dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = tan۲ x dx ⇒ q = tanx − x گرفته ایم ∫انتگرال 
x tan۲ x dx = pq −

∫
q dp = x(tanx − x) −

∫
tanx − x dx = x(tanx − x) + ln | cosx| −

۱

۲
x۲

کنید. حساب را f(x) = x arctanx اولیه ی تابع .٨٩ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p حل:
p = arctanx ⇒ dp =

۱

۱ + x۲
dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = x dx ⇒ q =
۱

۲
x۲ گرفته ایم انتگرال 
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٢١ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

∫
x arctanx dx = pq −

∫
q dp =

۱

۲
x۲ arctanx −

۱

۲

∫
x۲

۱ + x۲
dx =

۱

۲
x۲ arctanx −

۱

۲

∫
(۱ −

۱

۱ + x۲
)

=
۱

۲
x۲ arctanx −

۱

۲
(x − arctanx)

است. شده تقسیم مخرج به صورت فقط که است شده حل کسرها تجزیه روش با آخر انتگرال

کنید. حساب را f(x) = ex sinx اولیه ی تابع .٩٠ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p است. آمده زیر جدول در که مͳ شوند حل جزء به جزء دوبار با انتگرال هایی چنین حل:

اول بار دوم بار

p = sinx ⇒ dp = cosx dx گرفته ایم دیفرانسیل p = cosx ⇒ dp = − sinx dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = ex dx ⇒ q = ex گرفته ایم انتگرال  dq = ex dx ⇒ q = ex گرفته ایم انتگرال 

مͳ شود زیر صورت به جزء به جزء دوبار از ∫پس
ex sinx dx = ex sinx −

∫
ex cosx dx = ex sinx − ex cosx −

∫
ex sinx dx

اول درجه ی معادله ی Έی در A متغیر A =

∫
ex sinx dx دادن قرار با است. شده ظاهر ͳاول انتگرال خود دوباره جزء به جزء دوبار از پس ͳیعن

مͳ آید. دست به زیر مانند و مͳ گیرد قرار

A = ex sinx − ex cosx − A ⇒ A + A = ex sinx − ex cosx ⇒ A =
ex sinx − ex cosx

۲

⇒
∫

ex sinx dx = A =
ex sinx − ex cosx

۲

کنید. حساب را f(x) = e۲x sin ۵x اولیه ی تابع .٩١ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p دارد. اضافه عدد چند فقط است قبل مثال انتگرال مشابه انتگرال این حل:

اول بار دوم بار

p = sin ۵x ⇒ dp = ۵ cos ۵x dx گرفته ایم دیفرانسیل p = cos ۵x ⇒ dp = −۵ sin ۵x dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = e۲x dx ⇒ q =
۱

۲
e۲x گرفته ایم انتگرال  dq = e۲x dx ⇒ q =

۱

۲
e۲x گرفته ایم انتگرال 

مͳ شود زیر صورت به جزء به جزء دوبار از ∫پس
e۲x sin ۵x dx =

۱

۲
e۲x sin ۵x −

۵

۲

∫
e۲x cos ۵x dx =

۱

۲
e۲x sin ۵x −

۵

۲

(
۱

۲
e۲x cos ۵x +

۵

۲

∫
e۲x sin ۵x dx

)
=

۱

۲
e۲x sin ۵x −

۵

۴
e۲x cos ۵x −

۲۵

۴

∫
e۲x sin ۵x dx

قرار اول درجه ی معادله ی Έی در A متغیر A = e۲x sin ۵x dx دادن قرار با است. شده ظاهر ͳاول انتگرال خود دوباره جزء به جزء دوبار از پس ͳیعن

مͳ آید. دست به زیر مانند و مͳ گیرد
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٢٢ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

A =
۱

۲
e۲x sin ۵x −

۵

۴
e۲x cos ۵x −

۲۵

۴
A ⇒ A +

۲۵

۴
A =

۱

۲
e۲x sin ۵x −

۵

۴
e۲x cos ۵x

⇒ A

(
۱ +

۲۵

۴

)
=

۱

۲
e۲x sin ۵x −

۵

۴
e۲x cos ۵x

⇒
۲۹

۴
A =

۱

۲
e۲x sin ۵x −

۵

۴
e۲x cos ۵x

⇒ A =
۴

۲۹

(
۱

۲
e۲x sin ۵x −

۵

۴
e۲x cos ۵x

)
⇒ A =

۲

۲۹
e۲x sin ۵x −

۵

۲۹
e۲x cos ۵x

کنید. حساب را f(x) = (lnx)
۲ اولیه ی تابع .٩٢ مثال

مͳ شود انتخاب زیر مانند dq و p است. آمده زیر جدول در که مͳ شوند حل جزء به جزء دوبار با ͳانتگرال چنین حل:

اول بار دوم بار

p = (lnx)
۲ ⇒ dp =

۲

x
lnx dx گرفته ایم دیفرانسیل p = lnx ⇒ dp =

۱

x
dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq = dx ⇒ q = x گرفته ایم انتگرال  dq = dx ⇒ q = x گرفته ایم انتگرال 

مͳ شود زیر صورت به جزء به جزء دوبار از ∫پس
(lnx)

۲
dx = x (lnx)

۲ −
∫

x ×
۲

x
lnx dx = x (lnx)

۲ − ۲

∫
lnx dx = x (lnx)

۲ − ۲(x lnx − x)

= x (lnx)
۲ − ۲x lnx + ۲x

است. شده واگذار دانشجو به بخش آخر در تمرین عنوان به که مͳ گیریم انتگرال بار سه مشابه طور به (lnx)
۳
dx حل برای

کنید. حساب را f(x) = sin
√
x اولیه ی تابع .٩٣ مثال

کنیم انتخاب زیر مانند dq و p و کنیم تقسیم و ضرب ۲
√
x در را آن ابتدا باید انتگرال این حل برای حل:

p = ۲
√
x ⇒ dp =

۱
√
x
dx گرفته ایم دیفرانسیل

dq =
۱

۲
√
x
sin

√
x dx ⇒ q = − cos

√
x گرفته ایم انتگرال 

∫
sin

√
x dx =

∫
۲
√
x ×

۱

۲
√
x
sin

√
x dx = −۲

√
x cos

√
x +

∫
cos

√
x

√
x

dx

= −۲
√
x cos

√
x + ۲

∫
cos

√
x

۲
√
x

dx = −۲
√
x cos

√
x + ۲ sin

√
x

حل مثال این روش با مͳ توانیم را
∫

cos
√
x dx و

∫
e
√

x dx مشابه طور به است. شده حل
∫

u′ cosu dx = sinu فرمول با آخر انتگرال

کنیم.
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٢٣ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

تمرینات

کنید. حل را زیر نامعین ∫انتگرال های
x cot۲ x dx (۵

∫
x۲ sinx dx (۴

∫
x cosx dx (٣

∫
arccosx dx (٢

∫
arccot x dx (١∫

e
√

x dx (١٠
∫

cos
√
x dx (٩

∫
(lnx)

۳
dx (٨

∫
ex cosx dx (٧

∫
x arccot۲x dx (۶∫

xn lnx dx (١۵
∫

e−۳x cos ۶x dx (١۴
∫

x۲ lnx dx (١٣
∫

e۳x cos ۶x dx (١٢
∫

e−x sinx dx (١١
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انتگرال کاربرد ششم درس

معین انتگرال (١
کنیم. حساب نیز را آن معین انتگرال مͳ توانیم مͳ کنیم محاسبه را تابع Έی اولیه ی تابع ͳوقت

کنید. محاسبه را
∫ e

۱
lnx dx معین انتگرال .٩۴ مثال

مͳ نویسیم پس
∫ e

۱
lnx dx = x lnx − x داریم ٨٣ مثال بنابر ∫حل: e

۱
lnx dx = x lnx − x|e۱ = (e ln e − e) − (۱ × ln ۱ − ۱) = −(e × ۱ − e) − (۱ × ۰ − ۱)

= (e − e) − (−۱) = ۰ − (−۱) = ۱

ببینید. را زیر مثال دهیم. تغییر جدید متغیر طبق نیز را معین انتگرال اعداد باید مͳ کنیم استفاده متغیر تغییر روش از ͳوقت

کنید. محاسبه را
∫ ۸

۳
x
√
x + ۱ dx معین انتگرال .٩۵ مثال

ͳیعن t =
√

۸ + ۱ =
√

۹ = ۳ آنگاه x = ۷ ͳوقت و t =
√

۳ + ۱ =
√

۴ = ۲ آنگاه x = ۳ ͳوقت t =
√
x + ۱ مͳ دهیم قرار حل:

t =
√
x + ۱ ⇒ t۲ = x + ۱ ⇒ t۲ − ۱ = x ⇒ ۲t dt = dx است. ش΋ل این به متغیر تغییر مͳ شوند. تبدیل ۳ و ۲ به معین انتگرال اعداد

مͳ شود. صورت این به معین ∫انتگرال ۸

۳
x
√
x + ۱ dx =

∫ ۳

۲
(t۲ − ۱)t۲t dt = ۲

∫
t۴ − t۲ = ۲

(
t۵

۵
−

t۳

۳

)∣∣∣∣۳
۲

= ۲

((
۳۵

۵
−

۳۳

۳

)
−
(

۲۵

۵
−

۲۳

۳

))
= ۲

((
۲۴۳

۵
−

۲۷

۳

)
−
(

۳۲

۵
−

۸

۳

))
= ۲

(
۲۱۱

۵
−

۱۹

۳

)
=

۱۰۷۶

۱۵

xها محور و نمودار بین مساحت (٢
در مثال عنوان به مͳ شود. ͳمنف اعداد نمودار زیر قسمت های مساحت معین انتگرال در

است. شده داده نمایش [۰, ۲π] بازه ی در f(x) = sinx تابع نمودار رو به رو ش΋ل

محاسبه مثبت عددی xها محور بالای رنگ سبز قسمت مساحت معین انتگرال در

چون و مͳ شود. محاسبه ͳمنف عددی xها محور پایین قرمز قسمت مساحت و مͳ شود

ͳیعن مͳ آید. دست به صفر عدد مساحت نهایت در برابرند دو هر عدد دو ∫این ۲π

۰
sinx dx = − cosx|۲π۰ = (− cos ۲π) − (− cos ۰) = −۱ − (−۱) = −۱ + ۱ = ۰

٢۴
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٢۵ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

مساحت ها قدرمطلق آخر در و کنیم حساب را مساحت مختلف بازه های در سپس آوریم بدست را مͳ شود صفر برابر تابع که ͳنقاط باید مش΋ل این حل برای

کنیم. جم΄ هم با را

بیابید. [۰, ۲π] بازه ی در را xها محور و f(x) = sinx تابع نمودار بین مساحت .٩۶ مثال

بازه های در را مساحت باید پس مͳ شود صفر برابر x = ۲π و x = π ،x = ۰ نقاط در سینوس تابع که مͳ دانیم و sinx = ۰ مͳ دهیم قرار حل:

مͳ نویسیم و است F (x) = − cosx برابر f(x) = sinx اولیه ی تابع کنیم. محاسبه [π, ۲π] و [۰, π]

s۱ = F (π) − F (۰) = (− cosπ) − (− cos ۰) = (۱) − (−۱) = ۲

s۲ = F (۲π) − F (π) = (− cos ۲π) − (− cosπ) = (−۱) − (۱) = ۲

⇒ s = |s۱| + |s۲| = |۲| + | − ۲| = ۴

بیابید. [−۲, ۳] بازه ی در را xها محور و f(x) = x۳ − xتابع نمودار بین مساحت .٩٧ مثال

مͳ آوریم. دست به را x۳ − x = ۰ ریشه های ابتدا حل:

x۳ − x = ۰ ⇒ x(x۲ − ۱) = ۰ ⇒ x(x + ۱)(x − ۱) = ۰


x = ۰

x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱

x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

مͳ نویسیم دارد وجود {−۲,−۱, ۰, ۱, ۳} نقطه ی پن; جمعا [−۲, ۳] بازه ی انتهای و ابتدا نقاط با بنابراین است. آمده دست به ریشه سه

F (−۲) =
(−۲)۴

۴
−

(−۲)۲

۲
= ۴ − ۲ = ۲ F (x) =

x۴

۴
−

x۲

۲

F (۰) =
۰۴

۴
−

۰۲

۲
= ۰ − ۰ = ۰ F (−۱) =

(−۱)۴

۴
−

(۱)۲

۲
=

۱

۴
−

۱

۲
= −

۱

۴

F (۳) =
۳۴

۴
−

۳۲

۲
=

۸۱

۴
−

۹

۲
=

۸۱ − ۱۸

۴
=

۶۳

۴
F (۱) =

۱۴

۴
−

۱۲

۲
=

۱

۴
−

۱

۲
= −

۱

۴
مͳ کنیم. جم΄ هم با را آن ها قدرمطلق و مͳ آوریم دست به را مساحت چهار آخر در

s۱ = F (−۱) − F (−۲) = −
۱

۴
− ۲ = −

۹

۴

s۲ = F (۰) − F (−۱) = ۰ − (−
۱

۴
) =

۱

۴

s۳ = F (۱) − F (۰) = −
۱

۴
− ۰ = −

۱

۴

s۴ = F (۳) − F (۱) =
۶۳

۴
− (−

۱

۴
) =

۶۴

۴


⇒ s = |s۱|+ |s۲|+ |s۳|+ |s۴| =

∣∣∣∣−۹

۴

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣۱۴
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−۱

۴

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣۶۴

۴

∣∣∣∣ = ۷۵

۴

بیابید. [۱, ۴] بازه ی در را xها محور و f(x) = ۳x۲ + تابع۵ نمودار بین مساحت .٩٨ مثال

داریم. را x = ۴ و x = ۱ نقطه ی دو فقط بنابراین ∆ < ۰ چون ندارد ریشه معادله این مͳ آوریم. دست به را ۳x۲ + ۵ = ۰ ریشه های ابتدا حل:

کنیم. محاسبه را |F (۴) − F (۱)| باید فقط

F (x) = x۳ + ۵x ⇒ |F (۴) − F (۱)| = |(۴۳ + ۵ × ۴) − (۱۳ + ۵ × ۱)| = (۶۴ + ۲۰) − (۱ + ۵) = ۸۴ − ۶ = ۷۸

بیابید. [۱, ۴] بازه ی در را xها محور و f(x) = ۳x۲ + ۴xتابع نمودار بین مساحت .٩٩ مثال

مͳ آوریم. دست به را ۳x۲ + ۴x = ۰ ریشه های ابتدا حل:

۳x۲ + ۴x = ۰ ⇒ x(۳x + ۴) = ۰


x = ۰

۳x + ۴ = ۰ ⇒ ۳x = −۴ ⇒ x =
−۴

۳
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٢۶ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

کنیم. محاسبه را |F (۴) − F (۱)| باید فقط داریم. را x = ۴ و x = ۱ نقطه ی دو فقط بنابراین ندارند قرار [۱, ۴] بازه ی در ریشه دو از هیچ کدام

F (x) = x۳ + ۲x۲ ⇒ |F (۴)− F (۱)| = |(۴۳ + ۲ × ۴۲)− (۱۳ + ۲ × ۱۲)| = (۶۴ + ۳۲)− (۱ + ۲) = ۹۶ − ۳ = ۹۳

تابع دو بین مساحت (٣
بین مساحت مͳ خواهیم است. شده داده رو به رو ش΋ل مطابق g(x) و f(x) تابع دو

قسمت مساحت مقابل ش΋ل در ͳیعن کنیم محاسبه [a, b] بازه ی در را نمودار دو این

مͳ کنیم حساب را f − g(x) تابع ابتدا منظور این برای کنیم. جم΄ قرمز با را سبز

مͳ کنیم. عمل قبل قسمت مانند سپس مͳ کنیم کم هم از را تابع دو ͳیعن

آورید. دست به [۰, ۴] بازه ی در را g(x) =
√
x و f(x) = x توابع نمودار بین مساحت .١٠٠ مثال

مͳ آوریم. دست به را x −
√
x = ۰ ریشه های حالا h(x) = f − g(x) = x −

√
x مͳ دهیم قرار حل:

آمده دست به ریشه دو x −
√
x = ۰ ⇒ x =

√
x ⇒ x۲ = x ⇒ x۲ − x = ۰ ⇒ x(x − ۱) = ۰


x = ۰

x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

ریشه ی بار Έی و بازه ابتدای بار Έی صفر عدد که باشید داشته توجه دارد وجود {۰, ۱, ۴} نقطه ی سه جمعا [۰, ۴] بازه ی انتهای و ابتدا نقاط با بنابراین است.

است. H(x) =
x۲

۲
−

۲
√
x۳

۳
تابع h(x) = f − g(x) = x −

√
x اولیه ی تابع مͳ شود. گرفته نظر در ی΋بار بنابراین x −

√
x = ۰ معادله ی

مͳ نویسیم

H(۴) =
۴۲

۲
−

۲
√

۴۳

۳
= ۸ −

۱۶

۳
=

۸

۳
H(۱) =

۱۲

۲
−

۲
√

۱۳

۳
=

۱

۲
−

۲

۳
= −

۱

۶
H(۰) =

۰۲

۲
−

۲
√

۰۳

۳
= ۰

مͳ کنیم. جم΄ هم با که مͳ آید دست به مساحت دو نقطه سه برای آخر در

s۱ = H(۱) − H(۰) = −
۱

۶
− ۰ = −

۱

۶

s۱ = H(۴) − H(۱) =
۸

۳
−
(
−

۱

۶

)
=

۱۷

۶

⇒ s = |s۱| + |s۲| =
∣∣∣∣−۱

۶

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣۱۷

۶

∣∣∣∣ = ۱۸

۶
= ۳

تابع دوران از حاصل حجم (۴
مخروط ش΋ل شود داده دوران xها محور حول f(x) مانند تابع Έی اگر ش΋ل مطابق

مͳ شود. محاسبه π
∫ b

a

(f(x))۲dx فرمول با آن حجم که مͳ آید وجود به مانندی

بیابید. [−۱, ۲] بازه ی در و xها محور حول را f(x) = x۳ تابع دوران از حاصل حجم .١٠١ مثال

π

∫ ۲

−۱

(
x۳
)۲

dx = π

∫ ۲

−۱
x۶dx = π ×

x۷

۷

∣∣∣∣۲
−۱

= π

(
۲۷ − (−۱)۷

۷

)
= π

(
۱۲۸ − (−۱)

۷

)
=

۱۲۹π

۷
حل:

بیابید. [۰, π] بازه ی در و xها محور حول را f(x) = sinx تابع دوران از حاصل حجم .١٠٢ مثال

حل:
π

∫ π

۰
(sinx)

۲
dx = π

∫ π

۰
sin۲ xdx = π

(
x

۲
−

sin ۲x

۴

∣∣∣∣π
۰

)
= π

(
(
π

۲
−

sin ۲π

۴
) − (

۰

۲
−

sin(۲ × ۰)

۴
)

)
= π

(
(
π

۲
−

۰

۴
) − (

۰

۲
−

۰

۴
)

)
= π ×

π

۲
=

π۲

۲
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٢٧ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

تابع طول (۵
است. f(x) تابع مشتق f ′(x) آن در که مͳ آید دست به

∫ b

a

√
۱ + (f ′(x))

۲
dx فرمول با [a, b] بازه ی در f(x) تابع طول

بیابید. [۳, ۸] بازه ی در را f(x) =
۲

۳

√
x۳ ͳمنحن طول .١٠٣ مثال

مͳ نویسیم و f ′(x) =
√
x داریم مشتق گیری با ∫حل: b

a

√
۱ + (f ′(x))

۲
dx =

∫ ۸

۳

√
۱ +

(√
x
)۲

dx =

∫ ۸

۳

√
۱ + x dx =

۲

۳

√
(x + ۱)۳

∣∣∣∣۸
۳

=
۲

۳

(√
(۸ + ۱)۳ −

√
(۳ + ۱)۳

)
=

۲

۳
(۲۷ − ۸) =

۲

۳
× ۱۹ =

۳۸

۳

تمرینات

بیابید. [−۱, ۲] بازه ی در را xها محور و f(x) = x۲ − ۳x تابع بین مساحت (١

بیابید. [−۳, ۳] بازه ی در را g(x) = x۲ و f(x) = ۴ تابع دو بین مساحت (٢

بیابید.
[
π

۴
,
π

۳

]
بازه ی در xها محور حول را f(x) = tanx تابع دوران از حاصل حجم (٣

بیابید. [۰, ۷] بازه ی در را f(x) = ۳x + ۵ ͳمنحن طول (۴
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ماتریس و بردار هفتم درس

−→v = (x۱, x۲, x۳, . . . , xn) مانند مرتب nتایی و −→v حرف با معمولا را بردار گویند. بردار باشد داشته اندازه و جهت که ͷش هر به .١٠۴ تعریف

|−→v | =
√
x۲

۱ + x۲
۲ + x۲

۳ + · · · + x۲
n با است برابر که مͳ دهند نشان |−→v | نماد با را −→v بردار اندازه ی مͳ دهند. نشان

کنید. محاسبه را −→v = (۲, ۳, ۴) بردار اندازه ی .١٠۵ مثال

|−→v | =
√

۲۲ + ۳۲ + ۴۲ =
√

۴ + ۹ + ۱۶ =
√

۲۹ حل:

مͳ شود: تعریف زیر صورت به دهند ͳم نمایش v ·−→u علامت با که را −→u = (a۲, b۲, c۲) و −→v = (a۱, b۱, c۱) بردار دو نقطه ای ضرب .١٠۶ تعریف

−→v · −→u = a۱a۲ + b۱b۲ + c۱c۲

کنید. محاسبه را −→v · −→u و −→u · −→v آن گاه −→u = (۴, ۵, ۶) و −→v = (۱, ۲, ۳) اگر .١٠٧ مثال

حل:

−→v · −→u = ۱ × ۴ + ۲ × ۵ + ۳ × ۶ = ۴ + ۱۰ + ۱۸ = ۳۲

−→u · −→v = ۴ × ۱ + ۵ × ۲ + ۶ × ۳ = ۴ + ۱۰ + ۱۸ = ۳۲

−→v ·−→u = |−→v ||−→u | cos θ داریم v→−باشد u→−و بردار دو بین زاویه ی θ اگر u→−همچنین ·−→v = −→v ·−→u داریم همیشه مͳ بینید بالا مثال در که همان طور

آوردید. دست به  را −→u = (۴, ۵, ۶) و −→v = (۱, ۲, ۳) بردار دو بین زاویه ی .١٠٨ مثال

|−→v | =
√

۱۲ + ۲۲ + ۳۲ =
√

۱۴

|−→u | =
√

۴۲ + ۵۲ + ۶۲ =
√

۷۷

−→v · −→u = ۴ + ۱۰ + ۱۸ = ۳۲


⇒ ۳۲ =

√
۱۴ ×

√
۷۷ cos θ ⇒⇒ cos θ =

۳۲
√

۱۰۷۸
=

۱۶

۵۳۹
حل:

مͳ شود. درجه ۱۲٫ ۹۳۳۱ ماشین حساب، با بالا عدد

باشند. عمود هم بر −→u = (۴, ۵, ۶) و −→v = (۱, a, ۳) بردار دو که آورید دست به طوری را a مقدار .١٠٩ مثال

مͳ نویسیم و cos θ = ۰ پس است درجه ۹۰ برابر θ زاویه ی چون حل:

−→v · −→u = |−→v ||−→u | cos θ ⇒ ۱ × ۴ + ۵a + ۶ × ۳ = |−→v ||−→u | × ۰ ⇒ ۲۲ + ۵a = ۰ ⇒ a = −
۲۲

۵

٢٨
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٢٩ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

است.
∫ b

a

|f ′(t)| dt برابر [a, b] بازه ی در f(t) برداری تابع طول گویند. برداری تابع Έی f : R → Rn مانند تابع هر به .١١٠ تعریف

بیابید. [۲, ۵] باز ه ی در را f(t) = (t, sin t, cos t) برداری تابع طول .١١١ مثال

حل
f ′(t) = (۱, cos t,− sin t) ⇒ |f ′(t)| =

√
۱۲ + cos۲ t + sin۲ t =

√
۱ + ۱ =

√
۲

⇒
∫ b

a

|f ′(t)| dt =
∫ ۵

۲

√
۲ dt =

√
۲(۵ − ۲) = ۳

√
۲

cos۲ t + sin۲ t = ۱ همیشه مͳ کنیم یادآوری

ماتریس ستون های تعداد m و سطرها تعداد n آن در که مͳ دهیم نمایش Mn×m نماد با را ماتریس گویند. ماتریس اعداد از جدول هر به .١١٢ تعریف

تفریق و جم΄ هم با را نظیر به نظیر مولفه های صورت این در باشند. برابر ماتریس دو ستون های و سطرها تعداد باید ماتریس دو تفریق و جم΄ برای است.

است. نشده تعریف ماتریس دو تفریق و جم΄ نباشند برابر ماتریس دو ستون های و سطرها تعداد ͳوقت مͳ کنیم.

بنویسید. را ۵A و A − B ،A + B ماتریس های آن گاه B =

 ۷ ۸ ۹

۱۰ ۱۱ ۱۲

 و A =

 ۱ ۲ ۳

۴ ۵ ۶

 اگر .١١٣ مثال

حل:

A + B =

 ۱ + ۷ ۲ + ۸ ۳ + ۹

۴ + ۱۰ ۵ + ۱۱ ۶ + ۱۲

 =

 ۸ ۱۰ ۱۲

۱۴ ۱۶ ۱۸


A − B =

 ۱ − ۷ ۲ − ۸ ۳ − ۹

۴ − ۱۰ ۵ − ۱۱ ۶ − ۱۲

 =

 −۶ −۶ −۶

−۶ −۶ −۶


۵A =

 ۵ × ۱ ۵ × ۲ ۵ × ۳

۵ × ۴ ۵ × ۵ ۵ × ۶

 =

 ۵ ۱۰ ۱۵

۲۰ ۲۵ ۳۰


ͳیعن باشد. برابر راست سمت ماتریس سطر های تعداد با چپ سمت ماتریس ستون های تعداد باید ماتریس دو ضرب برای ماتریس: دو ضرب
−→v ۱,−→v ۲, . . . ,−→v n بردارهای برابر را چپ سمت ماتریس سطرهای ابتدا باید ماتریس دو حاصل ضرب آوردن دست به برای An×k×Bk×m = Cn×m

−→v i ·−→u j برابر حاصل ضرب ماتریس jام ستون و iام سطر بΎیریم. نظر در −→u ۱,−→u ۲, . . . ,−→u m بردارهای برابر را راست سمت ماتریس ستون های و بΎیریم

مͳ کنیم. محاسبه را −→u j و −→v i بردار دو نقطه ای حاصل ضرب ͳیعن است.

بنویسید. را A × B ماتریس آن گاه B =


۷ ۸

۱۰ ۱۱

−۲ −۵

 و A =

 ۱ ۲ ۳

۴ ۵ ۶

 اگر .١١۴ مثال

مͳ شود. ۲ × ۲ ماتریس Έی حاصل ضرب و است ام΋ان پذیر ضرب B۳×۲ و A۲×۳ چون حل

−→u ۲ = (۸, ۱۱,−۵) −→u ۱ = (۷, ۱۰,−۲) −→v ۲ = (۴, ۵, ۶) −→v ۱ = (۱, ۲, ۳)

−→v ۱ · −→u ۲ = ۸ + ۲۲ − ۱۵ = ۱۵ −→v ۱ · −→u ۱ = ۷ + ۲۰ − ۶ = ۲۱

−→v ۲ · −→u ۲ = ۳۲ + ۵۵ − ۳۰ = ۵۷ −→v ۲ · −→u ۱ = ۲۸ + ۵۰ − ۱۲ = ۶۸

A × B =

 ۲۱ ۱۵

۶۸ ۵۷


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٣٠ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

تعداد که ماتریس هایی ͳیعن ͳمربع ماتریس های برای فقط دترمینان مͳ شود. داده نشان |A| نماد با A ماتریس دترمینان ماتریس: Έی دترمینان
مͳ شود. تعریف هستند یبرابر ستون هایشان و سطرها

۲ × ۲ ماتریس ∣∣∣∣∣∣∣∣برای
a۱ ۱ a۱ ۲

a۲ ۱ a۲ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a۱ ۱ × a۲ ۲ − a۲ ۱ × a۱ ۲

۳ × ۳ ماتریس ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣برای

a۱ ۱ a۱ ۲ a۱ ۳

a۲ ۱ a۲ ۲ a۲ ۳

a۳ ۱ a۳ ۲ a۳ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a۱ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣
a۲ ۲ a۲ ۳

a۳ ۲ a۳ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣− a۱ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣
a۲ ۱ a۲ ۳

a۳ ۱ a۳ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣+ a۱ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣
a۲ ۱ a۲ ۲

a۳ ۱ a۳ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣
بالاتر مرتبه ی و ۴ × ۴ ماتریس برای همین طور ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣و

a۱ ۱ a۱ ۲ a۱ ۳ a۱ ۴

a۲ ۱ a۲ ۲ a۲ ۳ a۲ ۴

a۳ ۱ a۳ ۲ a۳ ۳ a۳ ۴

a۴ ۱ a۴ ۲ a۴ ۳ a۴ ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a۱ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۲ ۲ a۲ ۳ a۲ ۴

a۳ ۲ a۳ ۳ a۳ ۴

a۴ ۲ a۴ ۳ a۴ ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− a۱ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۲ ۱ a۲ ۳ a۲ ۴

a۳ ۱ a۳ ۳ a۳ ۴

a۴ ۱ a۴ ۳ a۴ ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ a۱ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۲ ۱ a۲ ۲ a۲ ۴

a۳ ۱ a۳ ۲ a۳ ۴

a۴ ۱ a۴ ۲ a۴ ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− a۱ ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۲ ۱ a۲ ۲ a۲ ۳

a۳ ۱ a۳ ۲ a۳ ۳

a۴ ۱ a۴ ۲ a۴ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
کنید. حساب را A =

 ۱ ۲

۳ ۴

 ماتریس دترمینان .١١۵ مثال

∣∣∣∣∣∣∣∣حل:
۱ ۲

۳ ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ۱ × ۴ − ۲ × ۳ = ۴ − ۶ = −۲

کنید. حساب را A =


۱ ۲ ۳

۴ ۵ ۶

۷ ۸ ۹

 ماتریس دترمینان .١١۶ مثال

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣حل:

۱ ۲ ۳

۴ ۵ ۶

۷ ۸ ۹

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣
۵ ۶

۸ ۹

∣∣∣∣∣∣∣∣−۲

∣∣∣∣∣∣∣∣
۴ ۶

۷ ۹

∣∣∣∣∣∣∣∣+۳

∣∣∣∣∣∣∣∣
۴ ۵

۷ ۸

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ۱×(۵×۹−۶×۸)−۲×(۴×۹−۶×۷)+۳×(۴×۸−۷×۵) = ۰
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٣١ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

ماتریس دترمینان از کاربرد چند
مجهول: n معادله n دستگاه حل (١

کنید. حل را


۳x + ۴y = ۵

۶x + ۷y = ۸

مجهول ۲ معادله ۲ دستگاه .١١٧ مثال

مͳ شود.

∣∣∣∣∣∣∣∣
۳ ۴

۶ ۷

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ۳ × ۷ − ۶ × ۴ = ۲۱ − ۲۴ = −۳ ͳیعن ضرایب دترمینال مخرج دستگاه ها این ͳتمام در حل:

ͳیعن مͳ کنیم تقسیم مخرج بر را آمده دست به عدد و مͳ دهیم قرار را دستگاه راست طرف y و x ضرایب جای به ترتیب به y و x آوردن دست به برای

x =

∣∣∣∣∣∣∣∣
۵ ۴

۸ ۷

∣∣∣∣∣∣∣∣
−۳

=
۳۵ − ۳۲

−۳
=

۳

−۳
= −۱ y =

∣∣∣∣∣∣∣∣
۳ ۵

۶ ۸

∣∣∣∣∣∣∣∣
−۳

=
۲۴ − ۳۰

−۳
=

−۶

−۳
= ۲

کنید. حل را


۳x + ۴y + ۹z = ۵

۶x + ۷y + ۲z = ۸

۱۱x + ۱۰y + z = ۰

مجهول ۳ معادله ۳ دستگاه .١١٨ مثال

حل:

مخرج =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۳ ۴ ۹

۶ ۷ ۲

۱۱ ۱۰ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −۱۲۸ x =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۵ ۴ ۹

۸ ۷ ۲

۰ ۱۰ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−۱۲۸

=
۶۲۳

−۱۲۸
y =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۳ ۵ ۹

۶ ۸ ۲

۱۱ ۰ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−۱۲۸

=
۶۸۸

−۱۲۸
= −

۴۳

۸

کند. محاسبه خودش را z =
۲۷

−۱۲۸
مقدار که است لازم دانشجو بر

نمایش −→v ×−→u علامت با که را −→u = (a۲, b۲, c۲) و −→v = (a۱, b۱, c۱) بردار دو برداری یا ͳخارج ضرب بردار: دو ͳخارج ضرب (٢

مͳ شود: تعریف زیر صورت به مͳ دهند

−→v × −→u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

a۱ a۲ a۳

b۱ b۲ b۳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k = (۰, ۰, ۱) و j = (۰, ۱, ۰) ،i = (۱, ۰, ۰) ͳیعن هستند z و y ،x محور های ی΋ه بردارهای k و j i، آن در که

جابجایی هنگام و ندارد جابجایی خاصیت برداری ضرب نقطه ای، ضرب خلاف بر است. عمود اولیه بردار دو بر که مͳ شود بردار Έی برداری ضرب حاصل

−→v × −→u = |−→v ||−→u | sin θ داریم باشد −→v و −→u بردار دو بین زاویه ی θ اگر همچنین −→v × −→u = −−→u × −→v ͳیعن مͳ شود قرینه
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٣٢ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

کنید. محاسبه را −→v × −→u و −→u × −→v آن گاه −→u = (۴, ۵, ۶) و −→v = (۱, ۲, ۳) اگر .١١٩ مثال

حل:

−→v × −→u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

۱ ۲ ۳

۴ ۵ ۶

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i

∣∣∣∣∣∣∣∣
۲ ۳

۵ ۶

∣∣∣∣∣∣∣∣− j

∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ ۳

۴ ۶

∣∣∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ ۲

۴ ۵

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (۱۲ − ۱۵, ۱۲ − ۶, ۵ − ۸) = (−۳, ۶,−۳)

−→u × −→v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

۴ ۵ ۶

۱ ۲ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i

∣∣∣∣∣∣∣∣
۵ ۶

۲ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣− j

∣∣∣∣∣∣∣∣
۴ ۶

۱ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣∣∣
۴ ۵

۱ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (۱۵ − ۱۲, ۶ − ۱۲, ۸ − ۵) = (۳,−۶, ۳)

داریم: ͳیعن عمودند −→v و −→u بردارهای بر بردار دو این که کنید دقت ی΋دیΎرند. قرینه −→v × −→u و −→u × −→v بردارهای داشتیم انتظار که همان طور

−→v · (−→u × −→v ) = (۱, ۲, ۳) · (۳,−۶, ۳) = ۳ − ۱۲ + ۹ = ۰

−→u · (−→u × −→v ) = (۴, ۵, ۶) · (۳,−۶, ۳) = ۱۲ − ۳۰ + ۱۸ = ۰

است. شده اشتباه محاسبه در که است این آن معنای نشد صفر حاصل ضرب ها این اگر که بفرمایید دقت

مͳ توان نیز ماتریس دترمینان Έکم به است انتگرال مساحت محاسبه ی روش های از ͳ΋ی که دیدیم قبل درس در ضلعͳ ها چند مساحت محاسبه (٣

کرد. محاسبه را مساحت

باشد. C = (−۵,−۶) و B = (۳, ۴) ،A = (۱, ۲) نقطه ی سه آن رئوس که بیابید را ͳمثلث مساحت .١٢٠ مثال

: داریم و −→u = A − C = (۱, ۲) − (−۵,−۶) = (۶, ۸) و −→v = A − B = (۱, ۲) − (۳, ۴) = (−۲,−۲) مͳ دهیم قرار حل:

مساحت =

∣∣∣∣∣∣∣∣
۶ ۸

−۲ −۲

∣∣∣∣∣∣∣∣
۲

=
−۱۲ − (−۱۶)

۲
=

۴

۲
= ۲

دست به از پس باید همیشه نتیجه در مͳ شود ͳمنف عددی دترمینان مقدار شوند جابجا سطرها اگر هستند −→v و −→u بردارهای مولفه های سطرها بالا دترمینان در

بΎیریم. نظر در را آن قدرمطلق مساحت، آوردن

،A = (۳, ۲) نقطه ی سه آن رئوس که بیابید را ͳچهارضلع مساحت .١٢١ مثال

باشد. D = (۴,−۲) ، C = (−۲,−۱) ،B = (−۱, ۴)

کنیم. تبدیل مثلث دو به قطر Έی رسم با را ͳچهارضلع مͳ توانیم ش΋ل مطابق حل:

مͳ کنیم. جم΄ باهم و مͳ آوریم دست به را مثلث ها مساحت قدرمطلق

−→v = A − B = (۳, ۲) − (−۱, ۴) = (۴,−۲)

−→u = A − C = (۳, ۲) − (−۲,−۱) = (۵, ۳)

−→w = A − D = (۳, ۲) − (۴,−۲) = (−۱, ۴)
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٣٣ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

s۱ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
۴ −۲

۵ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣
۲

=
۱۲ − (−۱۰)

۲
=

۲۲

۲
= ۱۱ s۲ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
۵ ۳

−۱ ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣
۲

=
۲۰ + ۳

۲
=

۲۳

۲
= ۱۱٫ ۵

s = |s۱| + |s۲| = |۱۱| + |۱۱٫ ۵| = ۲۲٫ ۵

تمرینات

بیابید. را cos θ آن گاه باشد −→u = (۸,−۱, ۲) و −→v = (۵, ۲, ۶) بردار دو بین زاویه ی θ اگر .١

باشند. عمود هم بر −→u = (a,−۱, ۲) و −→v = (۵, ۲, ۶) بردار دو که بیابید طوری را a مقدار .٢

باشد. عمود −→u = (۶,−۱, ۲) و −→v = (۵, ۲, ۳) بردار دو بر که بیابید طوری را −→w بردار .٣

بیابید. را B × A و A × B ماتریس های آن گاه B =



۱ ۲

۵ ۶

−۱ ۶

۷ −۲


و A =

 ۱ ۲ ۳ −۱

۵ ۶ −۳ ۱

 اگر .۴

کنید. حل را


−۳x + ۴y − z = ۶

x + ۷y + ۳z = ۱

۵x + ۹y − ۴z = ۲

مجهول ۳ معادله ۳ دستگاه .۵

باشد. D = (۲,−۲) ، C = (−۲,−۱) ،B = (−۴, ۴) ،A = (−۳, ۲) نقطه ی سه آن رئوس که بیابید را ͳچهارضلع مساحت .۶

بیابید. [۲, ۵] باز ه ی در را f(t) = (۳t, ۴t + t۲, ۱ − t۲) برداری تابع طول .٧
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R۳ سه بعدی فضای در صفحه و خط هشتم درس

است موازی −→v = (a, b, c) بردار با و مͳ گذرد p = (x۱, y۱, z۱) نقطه ی از که ͳخط معادله ی :R۳ سه بعدی فضای در خط معادله ی
است.

x − x۱

a
=

y − y۱

b
=

z − z۱

c
برابر

خط این روی دیΎر نقطه ای سپس باشد موازی −→v = (۴, ۵, ۶) بردار با و بΎذرد p = (۱, ۲, ۳) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .١٢٢ مثال

بیابید.

مͳ گذاریم Έی از غیر عددی برابر را x خط روی دیΎر نقطه ای آوردن دست به برای است.
x − ۱

۴
=

y − ۲

۵
=

z − ۳

۶
برابر خط معادله ی حل:

مͳ نویسیم: مͳ آید. دست به p = (۱, ۲, ۳) نقطه ی دوباره باشد Έی همان x که ͳصورت در زیرا

x = ۰ ⇒
۰ − ۱

۴
=

y − ۲

۵
⇒ ۵ × (−۱) = ۴(y − ۲) ⇒ ۴y − ۸ = −۵ ⇒ ۴y = −۵ + ۸ ⇒ ۴y = ۳ ⇒ y =

۳

۴

⇒
۰ − ۱

۴
=

z − ۳

۶
⇒ ۶ × (−۱) = ۴(z − ۳) ⇒ ۴z − ۱۲ = −۶ ⇒ ۴z = −۶ + ۱۲ ⇒ ۴z = ۶ ⇒ z =

۶

۴
=

۳

۲

است.
(

۰,
۳

۴
,

۳

۲

)
دیΎر نقطه ی مختصات ͳیعن

بΎذرد. q = (۵, ۹, ۸) و p = (۱, ۲, ۳) نقطه ی دو از که بنویسید را ͳخط معادله ی .١٢٣ مثال

مͳ نویسیم را خط معادله ی p مثلا̈ نقاط از ͳ΋ی با دل خواه به سپس −→v = p−q = (۱, ۲, ۳)− (۵, ۹, ۸) = (−۴,−۷,−۵) مͳ دهیم قرار حل:

فرق ͳقبل معادله ی با ظاهر در که مͳ شد
x − ۵

−۴
=

y − ۹

−۷
=

z − ۸

−۵
مͳ نوشتیم q نقطه ی با را خط معادله ی اگر

x − ۱

−۴
=

y − ۲

−۷
=

z − ۳

−۵

برابرند. هم با نقاط این مͳ شود متوجه آورد دست به را خط دو این روی نقاط دانشجو اگر ͳول مͳ کند

سه هر نمͳ تواند البته مͳ شود. نشده تعریف معادله صورت این غیر در شوند صفر برابر مخرج ها نباید
x − x۱

a
=

y − y۱

b
=

z − z۱

c
معادله ی در

مͳ کنیم. استفاده زیر خاص حالت دو از صورت این در باشند صفر مخرج دو یا مخرج Έی مͳ تواند ͳول باشند صفر مخرج

اول: خاص حالت

ͳیعن است. x = x۱,
y − y۱

b
=

z − z۱

c
برابر است موازی −→v = (۰, b, c) بردار با و مͳ گذرد p = (x۱, y۱, z۱) نقطه ی از که ͳخط معادله ی

بنویسیم. مͳ توانیم c = ۰ و b = ۰ برای طور همین نمͳ کند. تغییر x مقدار خط نقاط تمام روی

خط این روی دیΎر نقطه ای سپس باشد موازی −→v = (۴, ۰, ۶) بردار با و بΎذرد p = (۱, ۲, ۳) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .١٢۴ مثال

بیابید.

٣۴
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٣۵ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

مثلا̈ دل خواه عددی برابر را z یا x باید خط روی دیΎر نقطه ای آوردن دست به برای است.
x − ۱

۴
=

z − ۳

۶
, y = ۲ برابر خط معادله ی حل:

است.) ۲ همیشه خط این در y که باشید داشته (توجه دهیم قرار x = ۲

x − ۱

۴
=

z − ۳

۶
⇒

۲ − ۱

۴
=

z − ۳

۶
⇒

۱

۴
=

z − ۳

۶
⇒ ۶ = ۴(z − ۳) ⇒ ۴z − ۱۲ = ۶ ⇒ ۴z = ۶ + ۱۲

⇒ z =
۱۸

۴
= ۴٫ ۵

است. (۱, ۲, ۴٫ ۵) دیΎر نقطه ی مختصات ͳیعن

است. ((x۱, y۱, z) برابر است موازی −→v = (۰, ۰, c) بردار با و مͳ گذرد p = (x۱, y۱, z۱) نقطه ی از که ͳخط معادله ی دوم: خاص حالت

باشد. مͳ تواند دلخواه عدد هر z و هستند ثابت y و x نقاط تمام در ͳیعن

خط این روی دیΎر نقطه ی سه سپس باشد موازی −→v = (۴, ۰, ۰) بردار با و بΎذرد p = (۱, ۲, ۳) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .١٢۵ مثال

بیابید.

مͳ باشند. (۶, ۲, ۳) و (۵, ۲, ۳) ،(۴, ۲, ۳) خط روی نقطه سه و است (x, ۲, ۳) برابر خط معادله ی حل:

پارامتری معادلات که زیر معادلات
x − x۱

a
=

y − y۱

b
=

z − z۱

c
= t دهیم قرار خط معادله ی در ͳوقت خط: پارامتری معادلات

مͳ آیند: دست به دارند نام خط


x − x۱

a
= t ⇒ x − x۱ = at ⇒ x = at + x۱

y − y۱

b
= t ⇒ y − y۱ = bt ⇒ y = bt + y۱

z − z۱

c
= t ⇒ z − z۱ = ct ⇒ z = ct + z۱

باشد. موازی ۴x − ۶ = ۵y + ۷ = ۸z − ۱ خط با و بΎذرد p = (۱, ۲, ۳) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .١٢۶ مثال

مͳ نویسیم: را خط پارامتری معادلات و ۴x − ۶ = ۵y + ۷ = ۸z − ۱ = t مͳ دهیم قرار حل:

۴x − ۶ = t ⇒ ۴x = t + ۶ ⇒ x =
۱

۴
t +

۶

۴

۵y + ۷ = t ⇒ ۵y = t − ۷ ⇒ y =
۱

۵
t −

۷

۵

۸z − ۱ = t ⇒ ۸z = t + ۱ ⇒ z =
۱

۸
t +

۱

۸
مͳ شود. زیر صورت به خط پارامتری معادله و نمͳ کنند تغییر t ضرایب هستند موازی خط دو چون

x =
۱

۴
t + ۱

y =
۱

۵
t + ۲

z =
۱

۸
t + ۳

باشد. عمود
x − ۵

۴
=

y − ۹

۷
=

z − ۸

۵
خط بر و بΎذرد p = (۹, ۸, ۷) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .١٢٧ مثال

است. زیر صورت به آن پارامتری معادلات و است −→v = (۴, ۷, ۵) برابر
x − ۵

۴
=

y − ۹

۷
=

z − ۸

۵
خط بردار حل:

x = ۴t + ۵

y = ۷t + ۹

z = ۵t + ۸
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٣۶ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

عمود خط روی نقطه دو پس مͳ کنند قط΄ را همدیΎر q = (۴t+ ۵, ۷t+ ۹, ۵t+ ۸) نقطه ی در خط دو این مͳ گیریم. −→w برابر را عمود خط بردار

هم بر −→w و −→v بردارهای −→w = q − p = (۴t − ۴, ۷t + ۱, ۵t + ۱) نتیجه در هستند q = (۴t + ۵, ۷t + ۹, ۵t + ۸) و p = (۹, ۸, ۷)

مͳ شود. صفر آن ها نقطه ای ضرب و عمودند

−→v · −→w = ۰ ⇒ (۴, ۷, ۵) · (۴t − ۴, ۷t + ۱, ۵t + ۱) = ۰ ⇒ ۱۶t − ۱۶ + ۴۹t + ۷ + ۲۵t + ۵ = ۰ ⇒ t =
۴

۹۰
=

۲

۴۵
−→w = (۴t − ۴, ۷t + ۱, ۵t + ۱) =

(
۴ ×

۲

۴۵
− ۴, ۷ ×

۲

۴۵
+ ۱, ۵ ×

۲

۴۵
+ ۱

)
=

(
−

۱۷۲

۴۵
,

۵۹

۴۵
,

۱۱

۹

)
مͳ نویسیم را عمود خط پارامتری معادلات

x = −
۱۷۲

۴۵
t + ۹

y =
۵۹

۴۵
t + ۸

z =
۱۱

۹
t + ۷

q = (۴t + ۵, ۷t + ۹, ۵t + ۸) =

(
۴ ×

۲

۴۵
+ ۵, ۷ ×

۲

۴۵
+ ۹, ۵ ×

۲

۴۵
+ ۸

)
=

(
۲۳۳

۴۵
,

۴۱۹

۴۵
,

۷۴

۹

)
خط دو برخورد نقطه ی

مͳ شود.

دست به l خط روی را q دل خواه نقطه ی است −→v بردار راستای در که l خط از p نقطه ی فاصله ی آوردن دست به برای خط: از نقطه فاصله ی
است.

|−→v × −→pq|
|−→v |

برابر خط از نقطه فاصله ی مͳ آوریم

بیابید.
x − ۵

۹
=

y − ۹

۷
=

z − ۸

۳
خط از را p = (۱, ۶, ۲) نقطه ی فاصله ی .١٢٨ مثال

−→pq = q − p = (۵, ۹, ۸) − (۱, ۶, ۲) = (۴, ۳, ۶) و q = (۵, ۹, ۸) و −→v = (۹, ۷, ۳) حل:

−→v × −→pq =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

۹ ۷ ۳

۴ ۳ ۶

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i

∣∣∣∣∣∣∣∣
۷ ۳

۳ ۶

∣∣∣∣∣∣∣∣− j

∣∣∣∣∣∣∣∣
۹ ۳

۴ ۶

∣∣∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣∣∣
۹ ۷

۴ ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (۴۲ − ۹, ۱۲ − ۵۴, ۲۷ − ۲۸) = (۳۳,−۴۲,−۱)

|−→v × −→pq| =
√

۳۳۲ + ۴۲۲ + ۱۲ =
√

۲۸۵۴ |−→v | =
√

۹۲ + ۷۲ + ۳۲ =
√

۱۳۹

مͳ دهد. نشان ۴٫ ۵۳۱۳ برابر را آن حساب ماشین مͳ شود.
√

۲۸۵۴
√

۱۳۹
نهایی جواب و

متنافر (٣ موازی (٢ متقاط΄ (١ دارند حالت سه هم به نسبت R۳ بعدی سه فضای در خط دو ی΋دیΎر: به نسبت خط دو وضعیت

خط دو باشد. خط دو هر روی p مانند نقطه ای دیΎر عبارت به کنند. قط΄ را همدیΎر p مانند نقطه Έی در هرگاه گوییم متقاط΄ را خط دو .١٢٩ تعریف

مͳ گیرند. قرار صفحه Έی در متقاط΄

در موازی خط دو باشد. دیΎری مضرب بردارها از ͳ΋ی دیΎر عبارت به باشند. موازی هم با آن ها بردارهای گاه هر گوییم موازی را خط دو .١٣٠ تعریف

مͳ گیرند. قرار صفحه Έی

نگیرند. قرار صفحه Έی در معادل طور به یا و نکنند قط΄ را همدیΎر و نباشند موازی هم با هرگه گوییم متنافر را خط دو .١٣١ تعریف

کنید. مشخص هم به نسبت را
x − ۱

۳
=

y − ۵

۶
=

z + ۲

۹
و
x − ۵

۲
=

y − ۹

۴
=

z − ۸

۶
خط دو وضعیت .١٣٢ مثال
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٣٧ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

موازیند. خط دو و همدیΎرند مضرب −→w و −→v بنابراین
۲

۳
=

۴

۶
=

۶

۹
چون −→w = (۳, ۶, ۹) و −→v = (۲, ۴, ۶) داریم حل:

کنید. مشخص هم به نسبت را
x − ۷

۲
= y − ۵ =

z − ۹

۲
و x − ۵ = y − ۶ = z − ۷ خط دو وضعیت .١٣٣ مثال

دو باید نیستند موازی خط دو و نیستند همدیΎر مضرب −→w و −→v بنابراین
۱

۲
̸=

۱

۱
̸=

۱

۲
چون −→w = (۲, ۱, ۲) و −→v = (۱, ۱, ۱) داریم حل:

است. زیر صورت به خط دو این پارامتری معادلات بΎیریم نظر در را دیΎر حالت
x = t + ۵

y = t + ۶

z = t + ۷


x = ۲t′ + ۷

y = t′ + ۵

z = ۲t′ + ۹

که است. t′ = −۳ و t = −۴ آن جواب که مͳ کنیم حل را


t + ۵ = ۲t′ + ۷

t + ۶ = t′ + ۵

⇒


t − ۲t′ = ۲

t − t′ = −۱

مجهول ۲ معادله ۲ دستگاه حالا

مͳ آید. دست به زیر نقاط خط دو هر برای

(t + ۵, t + ۶, t + ۷) = (−۴ + ۵,−۴ + ۶,−۴ + ۷) = (۱, ۲, ۳)

(۲t′ + ۷, t′ + ۵, ۲t′ + ۹) = (۲ × (−۳) + ۷,−۳ + ۵, ۲ × (−۳) + ۹) = (۱, ۲, ۳)

متقاطعند. و مͳ کنند قط΄ را همدیΎر (۱, ۲, ۳) نقطه ی در خط دو این پس شدند برابر نقطه دو این چون

کنید. مشخص هم به نسبت را
x − ۷

۲
= y − ۵ =

z − ۹

۲
و x − ۵ = y − ۶ = z − ۳ خط دو وضعیت .١٣۴ مثال

دو باید نیستند موازی خط دو و نیستند همدیΎر مضرب −→w و −→v بنابراین
۱

۲
̸=

۱

۱
̸=

۱

۲
چون −→w = (۲, ۱, ۲) و −→v = (۱, ۱, ۱) داریم حل:

است. زیر صورت به خط دو این پارامتری معادلات بΎیریم نظر در را دیΎر حالت
x = t + ۵

y = t + ۶

z = t + ۳


x = ۲t′ + ۷

y = t′ + ۵

z = ۲t′ + ۹

که است. t′ = −۳ و t = −۴ آن جواب که مͳ کنیم حل را


t + ۵ = ۲t′ + ۷

t + ۶ = t′ + ۵

⇒


t − ۲t′ = ۲

t − t′ = −۱

مجهول ۲ معادله ۲ دستگاه حالا

مͳ آید. دست به زیر نقاط خط دو هر برای

(t + ۵, t + ۶, t + ۳) = (−۴ + ۵,−۴ + ۶,−۴ + ۳) = (۱, ۲,−۱)

(۲t′ + ۷, t′ + ۵, ۲t′ + ۹) = (۲ × (−۳) + ۷,−۳ + ۵, ۲ × (−۳) + ۹) = (۱, ۲, ۳)

متنافرند. خط دو این پس نشدند برابر نقطه دو این چون

کنیم. محاسبه را آن ها بردارهای بین زاویه ی باید خط دو بین زاویه محاسبه برای خط: دو بین زاویه ی
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٣٨ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

کنید. محاسبه را
x − ۷

۲
= y − ۵ =

z − ۹

۲
و x − ۵ = y − ۶ = z − ۳ خط دو بین زاویه ی .١٣۵ مثال

مͳ نویسیم و مͳ گیریم θ برابر را بردار دو بین زاویه ی −→w = (۲, ۱, ۲) و −→v = (۱, ۱, ۱) داریم حل:

−→v · −→w = |−→v | × |−→w | × cos θ ⇒ (۱, ۱, ۱) · (۱, ۲, ۱) =
√

۱۲ + ۱۲ + ۱۲ ×
√

۱۲ + ۲۲ + ۱۲ × cos θ

⇒ ۱ + ۲ + ۱ =
√

۳ ×
√

۶ × cos θ ⇒ ۴ =
√

۱۸ cos θ ⇒ cos θ =
۴

√
۱۸

⇒ θ = arccos
۴

√
۱۸

مͳ دهد. نشان درجه ۱۹٫ ۴۷۱۲ را عدد این ماشین حساب

−→v = (a, b, c) بردار بر و مͳ گذرد p = (x۱, y۱, z۱) نقطه ی از که صفحه ای معادله ی :R۳ سه بعدی فضای در صفحه معادله ی
آن بر صفحه بردار اما است آن با موازی خط بردار که فرمایید دقت این جا در است. a(x − x۱) + b(y − y۱) + c(z − z۱) = ۰ برابر است عمود

مͳ کنند. فرق هم با صفحه و خط جهت این از است عمود

این روی دیΎر نقطه ای سپس باشد عمود −→v = (۴, ۵, ۶) بردار بر و بΎذرد p = (۱, ۲, ۳) نقطه ی از که بنویسید را صفحه ای معادله ی .١٣۶ مثال

بیابید. صفحه

۴(x−۱)+۵(y−۲)+۶(z−۳) = ۰ ⇒ ۴x+۵y+۶z = ۴×۱+۵×۲+۶×۳ ⇒ ۴x+۵y+۶z = ۳۲ برابر صفحه معادله ی حل:

مͳ کنیم. حساب را z و مͳ گذاریم صفر مثلا̈ دل خواه عدد دو را y و x صفحه روی دیΎر نقطه ای آوردن دست به برای است.

x = ۰, y = ۰ ⇒ ۴ × ۰ + ۵ × ۰ + ۶z = ۳۲ ⇒ ۶z = ۳۲ ⇒ z =
۳۲

۶
=

۱۶

۳

است.
(

۰, ۰,
۱۶

۳

)
دیΎر نقطه ی مختصات ͳیعن

نقطه ی سه باید صفحه معادله ی نوشتن برای اما بنویسیم را خط معادله ی مͳ توانیم باشیم داشته را خط از نقطه دو اگر ͳیعن مͳ شود مشخص نقطه دو با خط

باشیم. داشته را آن

بΎذرد. r = (۹, ۴, ۸) و q = (۳, ۷, ۶) ،p = (۱, ۲, ۵) نقطه ی سه از که بنویسید را صفحه ای معادله ی .١٣٧ مثال

به −→v = −→w ×−→u ͳیعن صفحه بر عمود بردار −→u و −→w برداری ضرب با دارند. قرار صفحه روی در −→u = r − q و −→w = r − p بردارهای حل:

مͳ آید. w→−دست = r − p = (۹, ۴, ۸) − (۱, ۲, ۵) = (۸, ۲, ۳) −→u = r − q = (۹, ۴, ۸) − (۳, ۷, ۶) = (۶,−۳, ۲)

−→v = −→w × −→u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

۸ ۲ ۳

۶ −۳ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i

∣∣∣∣∣∣∣∣
۲ ۳

−۳ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣− j

∣∣∣∣∣∣∣∣
۸ ۳

۶ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣∣∣
۸ ۲

۶ −۳

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (۴ + ۹, ۱۸ − ۱۶,−۲۴ − ۱۲)

= (۱۳, ۲,−۳۶)

نمͳ کند. ش΋ل نظر از ͳفرق هیچ خط خلاف بر بنویسیم را صفحه معادله ی مͳ توانیم r و q ،p نقاط از کدام هر با حالا

۱۳(x−۱)+۲(y−۲)−۳۶(z−۵) = ۰ ⇒ ۱۳x+۲y−۳۶z = ۱۳×۱+۲×۲−۳۶×۵ ⇒ ۱۳x+۲y−۳۶z = −۱۶۳

ͳیعن کنیم امتحان را نقطه سه هر مͳ توانیم جواب آزمایش برای
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٣٩ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

q = (۳, ۷, ۶) ⇒ ۱۳ × ۳ + ۲ × ۷ − ۳۶ × ۶ = −۱۶۳ p = (۱, ۲, ۵) ⇒ ۱۳ × ۱ + ۲ × ۲ − ۳۶ × ۵ = −۱۶۳

r = (۹, ۴, ۸) ⇒ ۱۳ × ۹ + ۲ × ۴ − ۳۶ × ۸ = −۱۶۳

بΎیرد. قرار آن در
x − ۱

۳
=

y − ۵

۶
=

z + ۲

۹
و
x − ۵

۲
=

y − ۹

۴
=

z − ۸

۶
موازی خط دو که بنویسید را صفحه ای معادله ی .١٣٨ مثال

۲ بر بردار این مولفه های همه چون است بهتر مͳ گیریم. نظر در را
−→
w′ = (۲, ۴, ۶) مثلا̈ خط دو بردارهای از ͳ΋ی موازیند هم با خط دو این حل:

و مͳ گیریم نظر در خط دو روی را r = (۱, ۵,−۲) و q = (۵, ۹, ۸) نقطه ی دو −→w = (۱, ۲, ۳) داریم و کنیم تقسیم ۲ عدد بر را بردار است بخش پذیر

−→u = (۲, ۲, ۵) داریم و کنیم تقسیم ۲ عدد بر را بردار است بخش پذیر ۲ بر نیز بردار این مولفه های همه چون
−→
u′ = q− r = (۴, ۴, ۱۰) مͳ دهیم قرار

مͳ آوریم. دست به را صفحه بر عمود بردار بردار، دو این برداری ضرب با دارند قرار صفحه روی دو هر −→w و −→u بردارهای

−→v = −→w × −→u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

۱ ۲ ۳

۲ ۲ ۵

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i

∣∣∣∣∣∣∣∣
۲ ۳

۲ ۵

∣∣∣∣∣∣∣∣− j

∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ ۳

۲ ۵

∣∣∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ ۲

۲ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (۱۰ − ۶, ۶ − ۵, ۲ − ۴) = (۴, ۱,−۲)

۴(x − ۵) + ۱(y − ۹) − ۲(z − ۸) = ۰ ⇒ ۴x + y − ۲z = ۱۳ مͳ نویسیم. را صفحه معادله ی r یا q نقطه های از ͳ΋ی با آخر در

بΎیرد. قرار آن در
x − ۷

۲
= y − ۵ =

z − ۹

۲
و x − ۵ = y − ۶ = z − ۷ متقاط΄ خط دو که بنویسید را صفحه ای معادله ی .١٣٩ مثال

دو این بر −→v ͳیعن صفحه بر عمود بردار دارند. قرار صفحه در بردار دو این هستند −→u = (۲, ۱, ۲) و −→w = (۱, ۱, ۱) خط دو این بردارهای حل:

است. عمود بردار

−→v = −→w × −→u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

۱ ۱ ۱

۱ ۲ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i

∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ ۱

۲ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣− j

∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ ۱

۱ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ ۱

۱ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (۱ − ۲, ۱ − ۱, ۲ − ۱) = (−۱, ۰, ۱)

معادله ی −→v = (−۱, ۰, ۱) بردار و نقطه این با دارد. قرار صفحه درنتیجه و x − ۵ = y − ۶ = z − ۷ خط روی بر p = (۵, ۶, ۷) نقطه ی

−(x − ۵) + ۰(y − ۶) + (z − ۷) = ۰ ⇒ −x + z = ۲ مͳ نویسیم را صفحه

باشد. عمود
x − ۵

۴
=

y − ۹

۷
=

z − ۸

۵
خط بر و بΎذرد p = (۹, ۸, ۷) نقطه ی از که بنویسید را صفحه ای معادله ی .١۴٠ مثال

مͳ نویسیم. را صفحه معادله ی −→v = (۴, ۷, ۵) ͳیعن است صفحه بر عمود خط، موازی بردار باشد عمود صفحه بر خط ͳوقت حل:

۴(x − ۹) + ۷(y − ۸) + ۵(z − ۷) = ۰ ⇒ ۴x + ۷y + ۵z = ۱۲۷

|ax۱ + by۱ + cz۱ − d|
√
a۲ + b۲ + c۲

فرمول از ax+ by+ cz = d صفحه ای تا q = (x۱, y۱, z۱) نقطه ی فاصله ی صفحه: از نقطه فاصله ی
مͳ آید. دست به

بیابید. ۳x + ۴y + ۵z = ۹ صفحه ی از را q = (۸, ۶, ۲) نقطه ی فاصله ی .١۴١ مثال
|۳ × ۸ + ۴ × ۶ + ۵ × ۲ − ۹|

√
۸۲ + ۶۲ + ۲۲

=
۴۹

√
۱۰۴

حل:
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۴٠ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

هم با آن ها بردارهای که هستند موازی ͳوقت متقاط΄ یا موازیند یا R۳ سه بعدی فضای در صفحه دو ی΋دیΎر: به نسبت صفحه دو وضعیت
دو مشترک فصل خط این به که مͳ شود خط Έی که آن ها برخورد محل به کنند قط΄ را هم دیΎر صفحه دو ͳوقت متقاطعند. اینصورت غیر در و باشد موازی

گویند. صفحه

فصل معادله ی بودن متقاط΄ صورت در کنید. مشخص هم به نسبت را ۲x+ ۴y + ۶z = ۱ و ۳x+ ۶y + ۹z = ۵ صفحه ی دو وضعیت .١۴٢ مثال

بیابید. را آن ها مشترک

موازیند. صفحه دو و همدیΎرند مضرب −→w و −→v بنابراین
۲

۳
=

۴

۶
=

۶

۹
چون −→w = (۳, ۶, ۹) و −→v = (۲, ۴, ۶) داریم حل:

فصل معادله ی بودن متقاط΄ صورت در کنید. مشخص هم به نسبت را ۲x+ ۴y + ۶z = ۱ و ۳x+ ۷y + ۹z = ۵ صفحه ی دو وضعیت .١۴٣ مثال

بیابید. را آن ها مشترک

به برای متقاطعند. صفحه دو و نیستند همدیΎر مضرب −→w و −→v بنابراین
۲

۳
̸=

۴

۷
̸=

۶

۹
چون −→w = (۳, ۷, ۹) و −→v = (۲, ۴, ۶) داریم حل:

بار و x = ۰ مͳ دهیم قرار ی΋بار مͳ نویسیم. را خط معادله ی آن Έکم با و مͳ آوریم دست به را خط این از نقطه دو مشترک فصل خط معادله ی آوردن دست

آید. دست به نقطه دو تا x = ۱ دیΎر

x = ۰ ⇒


۷y + ۹z = ۵

۴y + ۶z = ۱

⇒


y =

۷

۲

z = −
۱۳

۶

x = ۱ ⇒


۷y + ۹z = ۲

۴y + ۶z = −۱

⇒


y =

۷

۲

z = −
۵

۲

مͳ آوریم: دست به نقطه دو تفاضل با را خط با موازی بردار است. آمده دست به r =

(
۱,

۷

۲
,−

۵

۲

)
و q =

(
۰,

۷

۲
,−

۱۳

۶

)
نقطه ی دو

مͳ شود. زیر صورت به خط معادله ی نقطه و بردار از استفاده با −→v = r − q =

(
۱,

۷

۲
,−

۵

۲

)
−
(

۰,
۷

۲
,−

۱۳

۶

)
=

(
۱, ۰,−

۱

۳

)

x = −۳

(
z +

۱۳

۶

)
, y =

۷

۲

بردارهای که هستند موازی ͳوقت متقاط΄ یا موازیند یا R۳ سه بعدی فضای در صفحه و خط ی΋دیΎر: به نسبت صفحه و خط وضعیت
مͳ شود. نقطه Έی آن ها برخورد محل کند قط΄ را صفحه Έی ͳخط ͳوقت متقاطعند. اینصورت غیر در و باشند عمود هم بر آن ها

بیابید. صفحه از را خط این فاصله ی است. موازی ۵x − ۶y + ۲z = ۱ صفحه ی با
x − ۹

۲
=

y − ۹

۳
=

z − ۸

۴
خط دهید نشان .١۴۴ مثال

−→v ·−→w = ۵×۲+(−۶)×۳+۲×۴ = ۰ بردار دو این نقطه ای ضرب w→−است. = (۲, ۳, خط(۴ بردار v→−و = (۵,−۶, ۲) صفحه بردار حل:

خط روی (۹, ۹, ۸) نقطه فاصله صفحه از خط فاصله ی آوردن دست به برای هستند. موازی صفحه و خط و عمودند هم بر بردار دو این پس است صفر عدد

است.
|۵ × ۹ + (−۶) × ۹ + ۲ × ۸ − ۱|√

۵۲ + (−۶)۲ + ۲۲
=

۶
√

۶۳
=

۲
√

۷
برابر که مͳ کنیم محاسبه صفحه تا را

بیابید. را صفحه و خط تقاط΄ نقطه ی است. متقاط΄ ۵x − ۶y + ۲z = ۱ صفحه ی با
x − ۹

۲
=

y − ۹

۳
=

z − ۸

۵
خط دهید نشان .١۴۵ مثال

−→v ·−→w = ۵×۲+(−۶)×۳+۲×۵ = ۲ بردار دو این نقطه ای ضرب w→−است. = (۲, ۳, خط(۵ بردار v→−و = (۵,−۶, ۲) صفحه بردار حل:

مͳ نویسیم را خط پارامتری معادلات تقاط΄ نقطه ی آوردن دست به برای هستند. متقاط΄ صفحه و خط و نیستند عمود هم بر بردار دو این پس نمͳ شود صفر عدد

مͳ کنیم. جای گزین صفحه  معادله ی در و



..

so
hr

ab
i١

٣٨
٣.

bl
og

.ir

۴١ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه


x = ۲t + ۹ ⇒ ۵(۲t + ۹) − ۶(۳t + ۹) + ۲(۵t + ۸) = ۱

y = ۳t + ۹ ⇒ ۱۰t − ۱۸t + ۱۰t = ۱ − ۴۵ + ۵۴ − ۱۶

z = ۵t + ۸ ⇒ ۲t = −۶ ⇒ t = −۳

⇒


x = ۲t + ۹ ⇒ x = ۲ × (−۳) + ۹ = ۳

y = ۳t + ۹ ⇒ y = ۳ × (−۳) + ۹ = ۰

z = ۵t + ۸ ⇒ z = ۵ × (−۳) + ۸ = −۷

شد. (۳, ۰,−۷) تقاط΄ نقطه ی

کنیم. محاسبه را آن ها بردارهای بین زاویه ی باید صفحه دو بین زاویه محاسبه برای صفحه: دو بین زاویه ی

کنید. محاسبه را z − y = ۶ و ۲x + ۴y = ۹ صفحه ی دو بین زاویه ی .١۴۶ مثال

مͳ نویسیم و مͳ گیریم θ برابر را بردار دو بین زاویه ی −→w = (۰,−۱, ۱) و −→v = (۲, ۴, ۰) داریم حل:

−→v · −→w = |−→v | × |−→w | × cos θ ⇒ (۲, ۴, ۰) · (۰,−۱, ۱) =
√

۲۲ + ۴۲ + ۰۲ ×
√

۰۲ + (−۱)۲ + ۱۲ × cos θ

⇒ −۴ =
√

۲۰ ×
√

۲ × cos θ ⇒ −۴ =
√

۴۰ cos θ ⇒ cos θ =
−۴
√

۴۰

⇒ θ = arccos
−۴
√

۴۰

مͳ دهد. نشان درجه ۱۲۹٫ ۲۳۱۵ را عدد این ماشین حساب

است.
π

۲
− θ برابر صفحه و خط بین زاویه ی باشد صفحه و خط بردارهای بین زاویه ی θ ͳوقت صفحه: و خط بین زاویه ی

کنید. محاسبه را z = y = z خط و ۲x + ۴y = ۹ صفحه ی بین زاویه ی .١۴٧ مثال

مͳ نویسیم و مͳ گیریم θ برابر را بردار دو بین زاویه ی −→w = (۱, ۱, ۱) و −→v = (۲, ۴, ۰) داریم حل:

−→v · −→w = |−→v | × |−→w | × cos θ ⇒ (۲, ۴, ۰) · (۱, ۱, ۱) =
√

۲۲ + ۴۲ + ۰۲ ×
√

۱۲ + ۱۲ + ۱۲ × cos θ

⇒ ۲ + ۴ + ۰ =
√

۲۰ ×
√

۳ × cos θ ⇒ ۶ =
√

۶۰ cos θ ⇒ cos θ =
۶

√
۶۰

⇒ θ = arccos
۶

√
۶۰

است. درجه ۹۰ − ۳۹٫ ۲۳۱۵ = ۵۰٫ ۷۶۸۵ صفحه و خط بین زاویه ی بنابراین مͳ دهد. نشان درجه ۳۹٫ ۲۳۱۵ را عدد این ماشین حساب

تمرینات

خط این روی دیΎر نقطه ای سپس باشد موازی −→v = (۲,−۵, ۶) بردار با و بΎذرد p = (۵, ۶,−۱) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .١

بیابید.

بیابید. خط این روی دیΎر نقطه ای سپس باشد موازی −→v = (۲, ۰, ۶) بردار با و بΎذرد p = (۵, ۶,−۱) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .٢

بیابید. خط این روی دیΎر نقطه ای سپس باشد موازی −→v = (۲, ۰, ۰) بردار با و بΎذرد p = (۱, ۶,−۱) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .٣

بΎذرد. r = (۱, ۲, ۶) و p = (۵, ۶,−۱) نقطه ی دو از که بنویسید را ͳخط معادله ی .۴

باشد. موازی x − ۶ = y + ۷ = ۱ − z خط با و بΎذرد p = (۱, ۴, ۳) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .۵
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۴٢ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

باشد. عمود x − ۶ = y + ۷ = ۱ − z خط بر و بΎذرد p = (۱, ۴, ۳) نقطه ی از که بنویسید را ͳخط معادله ی .۶

بیابید. y = z, x = ۵ خط از را p = (۱, ۶, ۲) نقطه ی فاصله ی .٧

کنید. مشخص هم به نسبت را
x − ۷

۲
= y − ۵ =

z − ۹

۲
و x − ۴ = y − ۶ = z − ۷ خط دو وضعیت .٨

بیابید. را خط دو این تقاط΄ نقطه ی متقاطعند x − ۱ = y − ۵ = ۲z + ۳ و x + ۳ = y − ۱ = z + ۷ خط دو مͳ دانیم .٩

بΎذرد. r = (۹, ۲, ۸) و q = (۳, ۶, ۶) ،p = (۱,−۲, ۵) نقطه ی سه از که بنویسید را صفحه ای معادله ی .١٠

باشد. ۲x = y = ۳z و ۲x + ۳ = y − ۱ = ۳z موازی خط دو شامل که بنویسید را صفحه ای معادله ی .١١

باشد. x − ۱ = y − ۵ = ۲z + ۳ و x + ۳ = y − ۱ = z + ۷ متقاط΄ خط دو شامل که بنویسید را صفحه ای معادله ی .١٢

بیابید. را x + ۲y − z = ۵ و ۲x + ۳y + ۴z = ۱ متقاط΄ صفحه ی دو مشترک فصل .١٣

بیابید. را ۲x + y + z = ۱۶ صفحه ی و x − ۱ = y − ۵ = z + ۳ خط برخورد محل .١۴

بیابید. را ۲x + y + z = ۱۶ صفحه ی و x − ۱ = y − ۵ = z + ۳ خط بین زاویه ی .١۵

بیابید. x + ۵y − z = ۱۶ صفحه ی از را p = (۱, ۶, ۲) نقطه ی فاصله ی .١۶
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ͳحقیق توابع نهم درس

مͳ گیرند را نقطه Έی توابع این گویند. ͳحقیق توابع f : Rn −→ R مانند تابع هر به

کار f : R۲ −→ R توابع با فقط ما درس این در مͳ کنند. تبدیل ͳطبیع عدد به و

به هستند. فضا در سه بعدی ش΋ل های که دارند اهمیت دلیل این به توابع این مͳ کنیم

است شده کشیده روبه رو در f(x, y) = sinx + cos y تابع ش΋ل مثال عنوان

غیره و ͳصنعت تجهیزات از بسیاری تهیه برای امروزه دارد نام تخم مرغ شانه معادله ی که

مͳ کنند. ترسیم را ش΋ل ها این توابع این از استفاده با ابتدا

مͳ نویسیم و دهند نمایش  ▽f نماد با و گویند f تابع گرادیان را بردار این است. بردار Έی f(x, y) ͳحقیق تابع مشتق :ͳحقیق توابع مشتق
توابع همانند x به نسبت سپس مͳ گیریم نظر در ثابت عدد را y آن آوردن دست به برای و گویند x متغیر به نسبت مشتق fx به آن در که ▽f = (fx, fy)

مشتق y به نسبت و مͳ گیریم نظر در ثابت را x متغیر fy آوردن دست به برای مشابه طور به مͳ گیریم. مشتق داشتیم (١) ͳریاض درس در که متغیره Έی

در مͳ شود.) خوانده x به نسبت f تغییرات یا x رند به fرند
∂f

∂x
مͳ شود.(عبارت داده نشان نیز ▽f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂x

)
نماد با را گرادیان بردار مͳ گیریم.

است. شده محاسبه مثال عنوان به تابع چند گرادیان زیر جدول

تابع fx fy

f(x, y) = x + y + ۶ ۱ ۱

f(x, y) = x۲ + y + ۶ ۲x ۱

f(x, y) = xy y x

f(x, y) = x۲y۴ ۲xy۴ ۴x۲y۳

f(x, y) =
x

y

۱

y

−x

y۲

f(x, y) =
x۲

y۳

۲x

y۳

−۲x۲

y۴

f(x, y) = x sin y sin y x cos y

f(x, y) = sin(xy) y cos(xy) x cos(xy)

f(x, y) = x sin(xy) sin(xy) + xy cos(xy) x۲ cos(xy)

۴٣
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۴۴ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

تابع fx fy

f(x, y) = sin

(
x

y

)
۱

y
cos

(
x

y

) −x

y۲
cos

(
x

y

)
f(x, y) =

√
xy

۱

۲

√
y

x

۱

۲

√
x

y

f(x, y) = x
√
y

√
y

x

۲
√
y

f(x, y) = x arctan y arctan y
x

۱ + y۲

f(x, y) = x arctan(xy) arctan(xy) +
xy

۱ + x۲y۲

x۲

۱ + x۲y۲

f(x, y) = xey ey xey

f(x, y) = exy yexy xexy

f(x, y) = xexy exy + xyexy x۲exy

f(x, y) = x ln y ln y
x

y

مماس صفحه ی معادله ی آوردن دست به مشتق کاربردهای از ͳ΋ی سه بعدی: ش΋ل های بر عمود خط و مماس صفحه ی معادله ی
است. ش΋ل بر عمود بردار همان مشتق بردار سپس بیاوریم تساوی طرف Έی را فرمول ͳتمام باید منظور این برای است سه بعدی ش΋ل های بر عمود خط و

بیابید. q = (۱, ۲, ۳) نقطه ی در را xy + xz = y۲ − ۱ ش΋ل بر عمود خط و مماس صفحه ی معادله ی .١۴٨ مثال

نقطه ی (y + z, x − ۲y, x) برابر مشتق بردار xy + xz − y۲ + ۱ = ۰ مͳ شود. که بیاوریم تساوی طرف Έی را فرمول ͳتمام باید ابتدا حل:

آخر: در و مͳ شود −→v = (۲ + ۳, ۱ − ۲ × ۲, ۱) = (۵,−۳, ۱) برابر ش΋ل بر عمود بردار مͳ کنیم جای گزین مشتق در را q = (۱, ۲, ۳)

x − ۱

۵
=

y − ۲

−۳
= z − ۳ عمود خط معادله ی

۵(x − ۱) − ۳(y − ۲) + (z − ۳) = ۰ مماس صفحه ی معادله ی

بیابید. q = (۲, ۳) نقطه ی در را f(x, y) = x۲y تابع بر عمود خط و مماس صفحه ی معادله ی .١۴٩ مثال

(−۲xy,−x۲, ۱) برابر مشتق بردار z − x۲y = ۰ مͳ شود. که مͳ آوریم تساوی طرف Έی را فرمول ͳتمام z = x۲y مͳ دهیم قرار حل:

چون مͳ شود. −→v = (−۲ × ۲ × ۳,−۲۲, ۱) = (−۱۲,−۴, ۱) برابر ش΋ل بر عمود بردار مͳ کنیم جای گزین مشتق در را q = (۲, ۳) نقطه ی

آخر. در و است (۲, ۳, ۱۲) تماس نقطه ی f(۲, ۳) = ۲۲ × ۳ = ۱۲

x − ۲

−۱۲
=

y − ۳

−۴
= z − ۱۲ عمود خط معادله ی

−۱۲(x − ۲) − ۴(y − ۳) + (z − ۱۲) = ۰ مماس صفحه ی معادله ی
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۴۵ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

:ͳزین و مینیمم ماکزیمم، نقاط و دوم مشتق

همیشه آن در که است زیر ماتریس f(x, y) تابع دوم مشتق حقیقت در مͳ شود حاصل دوم مشتق بΎیریم مشتق دوباره تابع اول مشتق از اگر .١۵٠ تعریف

fxy = fyx داریم fxx fxy

fyx fyy


بیابید. را f(x, y) = x۲ + y۳ + ۵x + ۶y + xy تابع دوم و اول مشتقات .١۵١ مثال

حل:

fx = ۲x + ۵ + y ⇒


fxx = ۲

fxy = ۱

fy = ۳y۲ + ۶ + x ⇒


fyx = ۱

fyy = ۶y

بیابید. را g(x, y) = x arctan y تابع دوم و اول مشتقات .١۵٢ مثال

حل:

gx = arctan y ⇒


gxx = ۰

gxy =
۱

x۲ + ۱

gy =
x

۱ + y۲
⇒


gyx =

۱

x۲ + ۱

gyy = −
۲xy

(۱ + y۲)۲

بیابید. را h(x, y) = x۲ ln y تابع دوم و اول مشتقات .١۵٣ مثال

حل:

hx = ۲x ln y ⇒


hxx = ۲ ln y

hxy =
۲x

y

hy =
x۲

y
⇒


hyx =

۲x

y

hyy = −
x۲

y۲

دارد. نام ͳبحران نقطه ی باشد صفر برابر مشتق یا ندارد وجود مشتق که تابع از نقطه ای .١۵۴ تعریف

اتفاق حالت چهار ͳبحران نقطه ی Έی برای صورت این در باشد

 fxx fxy

fyx fyy

ماتریس f(x, y) تابع دوم مشتق کنیم فرض دوم: مشتق آزمون

مͳ افتد.

است. اسب) زین (شبیه ͳزین نقطه Έی ͳبحران نقطه ی آن گاه باشد ͳمنف عددی ماتریس دترمینان اگر اول: حالت

مینیمم ͳبحران نقطه ی آن گاه fyy > ۰ و fxx > ۰ ͳیعن باشند مثبت اعدادی نیز ماتریس ͳاصل قطر و باشد مثبت عددی ماتریس دترمینان اگر دوم: حالت

است. (چاله)

ͳبحران نقطه ی آن گاه fyy < ۰ و fxx < ۰ ͳیعن باشند ͳمنف اعدادی نیز ماتریس ͳاصل قطر و باشد مثبت عددی ماتریس دترمینان اگر سوم: حالت

است. (قله) ماکزیمم

است. بی نتیجه آزمون باشد صفر ماتریس دترمینان اگر چهارم: حالت
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۴۶ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

است. شده کشیده ͳبحران نقاط انواع زیر ش΋ل  در

را ͳبحران نقطه ی نوع دوم مشتق آزمون از استفاده با است. f(x, y) = cosx + cos y تابع ͳبحران نقطه ی Έی (۰, ۰) نقطه ی مͳ دانیم .١۵۵ مثال

کنید. مشخص

باشد. صفر برابر (۰, ۰) نقطه ی در مشتق که مͳ کنیم ͳبررس ابتدا حل:
fx = − sinx

fy = − sin y

⇒


fx = − sin ۰ = ۰

fy = − sin ۰ = ۰

مͳ آوریم دست به را دوم مشتق ماتریس fxx fxy

fyx fyy

 =

 − cosx ۰

۰ − cos y

 =

 − cos ۰ ۰

۰ − cos ۰

 =

 −۱ ۰

۰ −۱


است. ماکزیمم نقطه این پس است ͳمنف عددی ͳاصل قطر و است ۱ برابر ماتریس دترمینان چون

را ͳبحران نقطه ی نوع دوم مشتق آزمون از استفاده با است. f(x, y) = cosx + cos y تابع ͳبحران نقطه ی Έی (π, π) نقطه ی مͳ دانیم .١۵۶ مثال

کنید. مشخص

باشد. صفر برابر (π, π) نقطه ی در مشتق که مͳ کنیم ͳبررس ابتدا حل:
fx = − sinx

fy = − sin y

⇒


fx = − sinπ = ۰

fy = − sinπ = ۰

مͳ آوریم دست به را دوم مشتق ماتریس fxx fxy

fyx fyy

 =

 − cosx ۰

۰ − cos y

 =

 − cosπ ۰

۰ − cosπ

 =

 ۱ ۰

۰ ۱


است. مینیمم نقطه این پس است مثبت عددی ͳاصل قطر و است ۱ برابر ماتریس دترمینان چون

را ͳبحران نقطه ی نوع دوم مشتق آزمون از استفاده با است. f(x, y) = cosx + cos y تابع ͳبحران نقطه ی Έی (π, ۰) نقطه ی مͳ دانیم .١۵٧ مثال

کنید. مشخص

باشد. صفر برابر (π, ۰) نقطه ی در مشتق که مͳ کنیم ͳبررس ابتدا حل:
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۴٧ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه


fx = − sinx

fy = − sin y

⇒


fx = − sinπ = ۰

fy = − sin ۰ = ۰

مͳ آوریم دست به را دوم مشتق ماتریس fxx fxy

fyx fyy

 =

 − cosx ۰

۰ − cos y

 =

 − cosπ ۰

۰ − cos ۰

 =

 −۱ ۰

۰ ۱


است. ͳزین نقطه ی Έی (π, ۰) نقطه ی است −۱ برابر ماتریس دترمینان چون

کنید. تعیین را ͳبحران نقطه ی این نوع سپس کنید مشخص را f(x, y) = xy تابع ͳبحران نقطه ی .١۵٨ مثال

بیاید دست به ͳبحران نقطه ی تا گذاریم ͳم صفر برابر را مشتق ابتدا حل:
fx = y

fy = x

⇒


y = ۰

x = ۰

مͳ آوریم دست به را دوم مشتق ماتریس است. ͳبحران (۰, ۰) نقطه ی fxx fxy

fyx fyy

 =

 ۰ ۱

۱ ۰


است. ͳزین نقطه ی Έی (۰, ۰) نقطه ی است −۱ برابر ماتریس دترمینان چون

کنید. تعیین را ͳبحران نقطه ی این نوع سپس کنید مشخص را f(x, y) = x۲ + y۲ + xy + x + y تابع ͳبحران نقطه ی .١۵٩ مثال

بیاید دست به ͳبحران نقطه ی تا گذاریم ͳم صفر برابر را مشتق ابتدا حل:
fx = ۲x + y + ۱

fy = ۲y + x + ۱

⇒


۲y + x + ۱ = ۰

۲y + x + ۱ = ۰

⇒


۲y + x = −۱

x + ۲y = −۱

⇒


x =

−۱

۳

y =
−۱

۳

مͳ شود. حل ͳسادگ به ماتریس روش با بالا مجهول ۲ معادله ۲ دستگاه که باشید داشته توجه

مخرج =

∣∣∣∣∣∣∣∣
۲ ۱

۱ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ۳ xصورت =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−۱ ۱

−۱ ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −۱ yصورت =

∣∣∣∣∣∣∣∣
۲ −۱

۱ −۱

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −۱

مͳ آوریم دست به را دوم مشتق ماتریس است. ͳبحران
(−۱

۳
,
−۱

۳

)
نقطه ی

 fxx fxy

fyx fyy

 =

 ۲ ۱

۱ ۲


است. مینیمم نقطه این پس است مثبت عددی ͳاصل قطر و است ۳ برابر ماتریس دترمینان چون
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۴٨ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

کنید. تعیین را ͳبحران نقاط این نوع سپس کنید مشخص را f(x, y) = x۳ − ۳x + y۲ + ۲x تابع ͳبحران نقاط .١۶٠ مثال

بیایند دست به ͳبحران نقاط تا گذاریم ͳم صفر برابر را مشتق ابتدا حل:
fx = ۳x۲ − ۳

fy = ۲y + ۲

⇒


۳x۲ − ۳ = ۰

۲y + ۲ = ۰

⇒


۳x۲ = ۳

۲y = −۲

⇒


x = ۱, x = −۱

y = −۱

مͳ آوریم دست به را دوم مشتق ماتریس هستند. ͳبحران (−۱,−۱) و (۱,−۱) نقاط fxx fxy

fyx fyy

 =

 ۶x ۰

۰ ۲



(۱,−۱) نقطه ی پس است مثبت عددی ͳاصل قطر و است ۱۲ برابر ماتریس دترمینان چون مͳ شود.

 ۶ ۰

۰ ۲

 برابر (۱,−۱) نقطه ی برای ماتریس این

است. مینیمم

است. ͳزین نقطه ی Έی (−۱,−۱) نقطه ی است −۱۲ برابر ماتریس دترمینان چون

 −۶ ۰

۰ ۲

 برابر دوم مشتق ماتریس (−۱,−۱) نقطه ی برای

کنید. تعیین را ͳبحران نقاط این نوع سپس کنید مشخص را f(x, y) = x۲y تابع ͳبحران نقاط .١۶١ مثال

بیایند دست به ͳبحران نقاط تا گذاریم ͳم صفر برابر را مشتق ابتدا حل:
fx = ۲xy

fy = x۲

⇒


۲xy = ۰

x۲ = ۰

مͳ آوریم دست به را دوم مشتق ماتریس هستند. ͳبحران (۰, y) صورت به نقاط همه ی fxx fxy

fyx fyy

 =

 ۲y ۲x

۲x ۰

 =

 ۲y ۰

۰ ۰


است. بی نتیجه دوم مشتق آزمون است صفر برابر ماتریس دترمینان چون
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۴٩ ٩۵ تابستان سهرابی تالیف خوانسار ͳهاشم ͳفن دانش΋ده ی ͳریاض جزوه

تمرینات

بنویسید. جدول در و کنید حساب را زیر توابع مشتق .١

تابع fx fy

f(x, y) = x۲ + y۲ + ۶xy

f(x, y) =
sin y

x

f(x, y) = cos(x۲y)

f(x, y) = x۲ arcsin y

f(x, y) =
x۴

y

f(x, y) =
(sinx)۲

y۳

f(x, y) = x۲ cos y

f(x, y) = tan(xy)

f(x, y) = x tan(xy)

f(x, y) = arcsin

(
x

y

)
f(x, y) = ۵

√
xy

f(x, y) = x ۵
√
y

f(x, y) = x۲ arctan
√
y

f(x, y) = x arctan
√
xy

f(x, y) = x۲ey

f(x, y) = x۲exy

f(x, y) = xexy
۲

f(x, y) =
x

ln y

بیابید. (۲, ۳, ۵) نقطه ی در را xyz + z۲y − ۶xy۲ = −۳ ش΋ل بر مماس صفحه و عمود خط معادله ی .٢

بیابید. (۲, ۳) نقطه ی در را f(x, y) = ۲x۳y تابع بر مماس صفحه و عمود خط معادله ی .٣

کنید. مشخص را ͳبحران نقطه ی نوع است. f(x, y) = sinx + cos y تابع ͳبحران نقطه ی Έی
(
π

۲
, ۰

)
نقطه ی مͳ دانیم .۴

کنید. تعیین را ͳبحران نقطه ی این نوع سپس کنید مشخص را f(x, y) = ۶x۲ − y۲ + ۴xy + ۶x + y تابع ͳبحران نقطه ی .۵

کنید. تعیین را ͳبحران نقاط این نوع سپس کنید مشخص را f(x, y) = x۳ − ۶x − y۲ + ۲x تابع ͳبحران نقاط .۶


