
 

 بسم االله الرحمن الرحيم  

   
	كارشناسيمقطع 

جزوه رياضيات 
عمومي

          
                         :دانشگاه                            

  محيط زيستدانشگاه                                

 مدرس:

 عزت االله فريدنيا



  )    2صفحه   ‐ 2درس رياضيات عمومي  جزوه  -محيط زيست دانشگاه:  ( 

 

   توابع چند متغيره :

اغلب كميت هاي فيزيكي در واقع به بيش از يك متغير وابسته اند. به عنوان مثال ، حجم يك مكعب  :309پ 
مستطيل به طول و عرض و ارتفاع آن و دماي نقطه اي از يك جسم به مختصات آن نقطه و احتمالا زمان 

  بستگي دارد. متناظر با هر كميتي كه به چند متغير وابسته باشد ، يك تابع با چند متغير وجود دارد.

ݖ ൌ ,ݔሺܨ  ሻݕ

Z   متغير وابسته  و x,y متغيرهاي مستقل  

 
 

 

  

   حد و پيوستگي توابع چند متغيره :

به  xyاز هر مسيري در صفحه  (x,y)نقطه  يك تابع دو متغيره باشد. اگر وقتي  F(x,y) فرض كنيد  : 123ك 
 Lبرابر  (a,b) در نقطه  Fنزديك گردد ، گوئيم حد تابع  Lبه عدد  )F(x,yنزديك شود، مقدار  (a,b) نقطه 

limاست و مي نويسيم : 
ሺ୶,୷ሻ→ሺୟ,ୠሻ

ൌ   ܮ

  323و  324پ شكل: 

  

  

  

  

  



  )    3صفحه   ‐ 2درس رياضيات عمومي  جزوه  -محيط زيست دانشگاه:  ( 

 

ريف شده باشد. در اين صورت تع (a,b)در بجزء احتمالا  (a,b)در درون دايره اي به مركز  Fفرض كنيم  پ و ك :

ߝمي گوئيم اگر متناظر با  (a,b)در  Fرا در  Lعدد  ൐ ߜيك  0 ൐   وجود داشته باشد به طوري كه اگر  0

,ݔሺܨ| ሻݕ െ |ܮ ൏ 		ߝ → 0 ൏ ඥሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺݕ െ ܾሻଶ ൏  ߜ

داراي حد است اگر از هر مسير در دامنه تعريف تابع ،  (a,b)در نقطه  )x,yF)گوئيم تابع دو متغيره  : 282جهش 
  به اندازه دلخواه نزديك مي شود.   Lنزديك گرديم تابع به عدد ثابتي چون  (a,b)به 

  :  124تا  123و ك  325تا  333پ از 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺଷ,ଶሻ

ݔ2 ൅ ଶݕ ൌ              >  

 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺଵ,ଶሻ

ඥ9 െ ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺ଴,ଶሻ

ݕଶݔ
ݔ ൅ ݕ

ൌ 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺ

గ
ଷ,ଶሻ

݊݅ݏݕ ൬
ݔ
ݕ
൰ ൌ 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺିଵ,ଶሻ

ଷݔ ൅ ଷݕ

ଶݔ ൅ ଶݕ
ൌ 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺ଴,଴ሻ

ݕݔ݊݅ݏ
ݕݔ

ൌ 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺ

గ
ଶ,ି

గ
ଶ,଴ሻ

cos	ሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻݖ ൌ 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺଵ,଴ሻ

ଶݔ െ ݕݔ ൅ 1
ଶݔ ൅ ଶݕ

ൌ 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺଶ,ଵሻ

x	cosିଵ	ሺݕ െ 1ሻ ൌ 

଴براي جواب هاي 

଴
     رفع ابهام مي كنيم 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺଵ,ଵሻ

ଶݔ െ ݕݔ
ଷݔ ൅ ଷݕ

ൌ 



  )    4صفحه   ‐ 2درس رياضيات عمومي  جزوه  -محيط زيست دانشگاه:  ( 

 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺ଴,ଵሻ

ሺݕ െ 1ሻݔ݊݅ݏ
ଶݕݔ െ ݔ

ൌ 

lim
ሺ௫,௬ሻ→ሺଵ,ଵሻ

ଶݔ െ ଶݕ

ଷݔ െ ଷݕ
ൌ 

  بررسي وجود حد تابع :

مسيرهاي بسيار زيادي وجود دارد مثلا مسيرهاي  (0,0)در نقطه  x,yF)(براي بررسي حد تابع  : 823و ك  283جهش 
 , … 3y=x, 2x , y=x‐y=0 , x=0 , y=x , y=  نزديك شد اگر تابع داراي حد باشد  (0,0)كه ميتوان به نقطه

  از تمام مسيرها بايد مقدار حد ، عدد ثابتي بدست آيد.

را ازمايش كرد.  y=mxمي توان مسيرهاي  (0,0)در نقطه  x,yF)(بررسي حد تابع  : 283جهش نكته ارشدي : 
  بستگي داشته باشد تابع فاقد حد است.  mاگر مقدار حد تابع به 

lim  ع وجود حد تاب : 325پ 
ሺ௫,௬ሻ→ሺ଴,଴ሻ

௫మି௬మ

௫మା௬మ
  را بررسي  كنيد؟ (0,0)در نقطه   

  

  

lim  وجود حد تابع  : 326پ 
ሺ௫,௬ሻ→ሺ଴,଴ሻ

௫௬

௫మା௬మ
   را بررسي  كنيد؟ (0,0)در نقطه   

  )83و ژئوفيزيك  83(شبيه به تست ارشد هوافضا 

  

  

lim  وجود حد تابع 
ሺ௫,௬ሻ→ሺ଴,଴ሻ

௦௜௡௫௬

௫௬
  را بررسي  كنيد؟  (0,0)در نقطه   

  

  

lim  وجود حد تابع  : 125ك 
ሺ௫,௬ሻ→ሺ଴,଴ሻ

௫௬

௫మାଷ௬మ
  را بررسي  كنيد؟  (0,0)در نقطه   

  



  )    5صفحه   ‐ 2درس رياضيات عمومي  جزوه  -محيط زيست دانشگاه:  ( 

 

  

lim  وجود حد تابع  : 327پ 
ሺ௫,௬ሻ→ሺ଴,଴ሻ

௫మ

௫మା௬మ
  ) 83 معدن( تست ارشد را بررسي  كنيد؟ (0,0)در نقطه   

   

  

lim  وجود حد تابع  : 327پ 
ሺ௫,௬ሻ→ሺ଴,଴ሻ

ଶ௫మ௬

௫రା௬మ
 (0,0)در نقطه  2y=xو  y=mx , (m≠(0را روي منحني هاي   

  ) 81 كانيكم( تست ارشد را بررسي  كنيد؟

  را بررسي  كنيد؟ (0,0)وجود حد توابع زير را در نقطه  : 127و ك  323پ 

ݔ
ݕ
		 ,

ݔ െ ݕ
ݔ ൅ ݕ

		 ,
ଶݔ ൅ ݕ
ݕ

	,
ݕݔ
|ݕݔ|

	 ,
ݔ

ඥݔଶ ൅ ଶݕ
 

  :پيوستگي توابع چند متغيره

  براي بررسي پيوستگي تابع در يك نقطه سه شرط زير بايد برقرار باشد : : 331پ

  تعريف شد باشد. (a,b)در  Fبايد وجود داشته باشد يعني  F(a,b)الف ) 

limب ) 
ሺ௫,௬ሻ→ሺ௔,௕ሻ

,ݔሺܨ   وجود داشته باشد. ሻݕ

limپ ) 
ሺ௫,௬ሻ→ሺ௔,௕ሻ

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ,ሺܽܨ	 ܾሻ باشد.د تابع برابر با مقدار تابع يعني ح  

,ݔሺܨ بررسي كنيد؟ )‐(1,2پيوستگي تابع زير را در نقطه  : 331پ  ሻݕ ൌ ቐ

௫యା௬య

௫మା௬మ
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺെ1,2ሻ

଻

ହ
														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺെ1,2ሻ	

  

  

  

,ݔሺبررسي كنيد؟  (0,0)پيوستگي تابع زير را در نقطه  :126و ك  332پ  ሻݕ ൌ ൝
௫య

௫మା௬మ
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ

0														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ	
  

  )MBA 81(ارشد 

  



  )    6صفحه   ‐ 2درس رياضيات عمومي  جزوه  -محيط زيست دانشگاه:  ( 

 

,ݔሺܨبررسي كنيد؟  )1,0(پيوستگي تابع زير را در نقطه  : 126 ك ሻݕ ൌ ௫మାଶ௬

௫ା௬మ
				  

  

  

  اط داده شده بررسي كنيد؟نق زير را درتوابع پيوستگي 

,ݔሺܨ :ك 127   ሻݕ ൌ ඥ9 െ ଶݔ െ ,ሺ0				ଶݕ √5ሻ  334 ܨ  :پሺݔ, ሻݕ ൌ ൝
௫௬మ

௫యା௬య
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ

3														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ	
   

,ݔሺܨ:ك 127   ሻݕ ൌ ൝
௫మି௬మ

௫ା௬
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ1,െ1ሻ

3														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ1,െ1ሻ	
,ݔሺܨ:ك 127    ሻݕ ൌ ቊ

௫ି௬

௫ା௬
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ

3														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ	
 

,ݔሺܨ:پ 334  ሻݕ ൌ ൝
௦௜௡௫௬

௫మା௬మ
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ

0														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ	
,ݔሺܨ: پ 334     ሻݕ ൌ ൝

௫య௬య

௫భమା௬ర
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ

0														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ	
 

  :مشتق گيري از توابع چند متغيره

  تعبير هندسي 

,୶ሺaܨاست. بنابراين  y=bدر صفحه  =Fz)(x,yدر واقع اثر سطح  =Fz)(x,bنمودار معادله  :340پ bሻ ൌ
ப୊

ப୶
 

  است. (a,b,F(a,b))در نقطه z=F(x,y) ضريب زاويه منحني

  :عبارت است    y=bبر اين منحني در صفحه Lمعادله خط مماس  نكته ارشدي:

ݖ െ ,ሺܽܨ ܾሻ ൌ ,୶ሺaܨ bሻሺx െ aሻ 

  معادلات دكارتي (يا متقارن) اين خط مماس را داريم: نكته ارشدي:

ݕ ൌ ܾ		, ݔ െ ܽ ൌ
ݖ െ ,ሺܽܨ ܾሻ
,୶ሺaܨ bሻ

 

 

 

 

 

   


