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فعالیت کلاسی ١

ترکیب توابع

درس اوّل

فعالیت 

یک مادهٔ غذایی را با دمای 2 درجهٔ سانتی گراد از یخچال بیرون می آوریم. تعداد باکتری هایی را که در آن با افزایش دما رشد می کنند با
 N(d  ) نمایش می دهیم و از رابطهٔ زیر به دست می آید:

N(d  ) =20d 2-80d +500,      2≤ d ≤ 14  
که در این رابطه، d دمای مادهٔ غذایی پس از خروج از یخچال برحسب درجه است.

الف( هر کدام از مقادیر زیر را به دست آورده و آنها را تفسیر کنید.
N(10) =20(10)2-80(10)+500=1700  

یعنی تعداد باکتری های موجود در یک غذای یخچالی با دمای 10 درجه، 1700 تا است.
N(2) = ……………………………………………………  

…….………………………………………………………………………………………………………
N(3) = ……………………………………………………  

…….………………………………………………………………………………………………………
 همچنین هنگامی که غذا از یخچال بیرون آورده می شود، دمای آن با گذر زمان افزایش می یابد و از تابع  d (t ) با ضابطه زیر به دست می آید: 

d (t ) =4t+2         ;        0≤ t  ≤ 3  
ب( هر کدام از مقادیر زیر را به دست آورده و آنها را تفسیر کنید.

d (2) =10  
دمای غذایی که 2 ساعت قبل از یخچال بیرون آورده شده است برابر 10 درجه است.  
d (1) = ………………………………………………………………………………………………………..…… 
d (3) = ………………………………………………………………………………………………………..…… 

به طور کلی می توان گفت در تابع d، با داشتن زمان، می توان دمای غذا را به دست آورد و در تابع N، با داشتن دمای غذا، می توان تعداد 
باکتری ها را به دست آورد.

d N تعداد باکتری ها                         دما                        زمان

از الف و ب می توان نتیجه گرفت: تعداد باکتری های موجود در یک مادهٔ غذایی که دو ساعت قبل از یخچال بیرون آورده شده است برابر 
1700 است.
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پ( جدول زیر را کامل کنید:

N(d  (t))=N(4t+2)d (t)=4t+2t

N(d  (0))=N(2)=420d  (0)=20

N(d (0/5))=N(…)=500d (0/5)=…0/5

N(d (1))=N(6)=…d (1)=61

N(d  (…))=N(8)=…d (…)=8…

N(d  (2))=N(…)=…d (2)=…2

N(d  (3))=N(14)=3300d  (3)=143

ت( به کمک جدول قسمت »پ«، جاهای خالی را تکمیل کنید.

8

14

6

2

2
3

1

0
0/5

d(t)

4 +2t

3300

420
500

N(d(t))

4 +2tN( )

t

t

همان طور که دیدیم می توان با داشتن زمان، دمای غذا را به دست آورد و با داشتن دما، تعداد باکتری ها را می توان مشخص کرد.
آیا به نظر شما می توان با داشتن زمان و بدون داشتن دما، تعداد باکتری ها را به دست آورد؟

به بیان دیگر تابعی ساخت که N را برحسب t مشخص کند.
برای به دست آوردن این تابع به صورت زیر عمل می کنیم:

N(d (t))=N(4t+2)=20(4t+2)2-80)4t+2)+500=  
 …………………………………………………     =320t2+420               0≤t≤3  

 N(d (t)) تعداد باکتری هایی در غذای یخچالی را نشان می دهد که به میزان t ساعت از یخچال بیرون مانده است.

x f g g f x( ( ))f x( )

»gof مراحل ساخت تابع«

              
         مرحلهٔ دوم: f  (x) ورودی و g  (f   (x)) خروجی است.        مرحلهٔ اول: x ورودی و f  (x) خروجی است.

 f  (x)باید در دامنۀ g باشد.                                                    x باید در دامنۀ f باشد.

تابعتابع
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اگر f و g دو تابع باشند به طوری که اشتراک برد f و دامنهٔ g غیر تهی باشد، تابع g  (f   (x)) را به صورت (x)(    gof) نمایش می دهیم و آن را 
ترکیب g با f می نامیم.

 دامنۀ تابع مرکب:

دامنهٔ تابع مرکب gof مجموعه x هایی است که هم زمان در دو شرط زیر صدق کنند:
1ــ x در دامنهٔ f قرار داشته باشد.

2ــ f  (x) در دامنهٔ g قرار داشته باشد.

x

x

f

f

g g f x( ( ))

f x( )

f x( )

gofD

fD fR gD gR

gof

gof
R

بنابراین دامنهٔ تابع gof را می توان به صورت زیر نوشت:

{ }( )gof fD x D f x Dg= ∈ ∈  

، تابع fog را در صورت امکان بنویسید. { }( , ),( , ),( , )( , )= − −g 0 1 5 2 3 5 2 4 و { }( , ),( , ),( , )( , ),( , )= − − −f 12 3 1 20 1 4 5 7 مثال: اگر
 

{ }

( )( ) ( ( )) ( )
( )( ) ( ( )) ( )

( , ),( , ),( , )
( )( ) ( ( )) ( )
( )( ) ( ( )) ( )

fog g f f

fog f g f
fog

fog f g f

fog f g f

= = − = 
= = =  → = −= = = − 
− = − =                  

0 0 1 4

5 5 2 0
0 4 5 0 3 7

3 3 5 7

2 2 4 تعریف نشده
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با توجه به جدول های زیر، مقادیر خواسته شده را در صورت امکان به دست آورید.
  …= (1)(fog) )الف
  …= (1-)(fog) )ب
  …= (0)(   gof))پ
  …=(2-)(gog) )ج
  …=(2)(   gof) )ت
  …=(1)(   fof) )ث

مثال: اگر f  (x)=x-2 و g  (x)=x2-1 ، دامنه و ضابطهٔ تابع gof را به دست آورید.
(gof     )(x)=g  (  f  (x))=f    2(x)-1=(x -2)2-1

{ }, ( )=  , =  = ∈ ∈ f g gof f gD D D x D f x D  
{ }( )gofD x x= ∈ − ∈ =2  

 

، دامنه و ضابطهٔ توابع fog و gof را به دست آورید. ( ) , ( )= −         = −g x x f x x22 1 1 مثال: اگر 
( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )gof x g f x f x x x x= = − = − − = − − = −2 22 1 2 1 1 2 1 1 2 3  
( )( ) ( ( )) ( )fog x f g x g x x x= = − = − − = −2 21 2 1 1 2 2  

[ ), ,f gD D= +∞ =1   

{ } { } [( ) , , ) , )gof f gD x D f x D x x= ∈ ∈ = ∈ +∞ − ∈ = +∞1 1 1  

{ } [ ){ }( ) ,fog g fD x D g x D x x= ∈ ∈ = ∈ − ∈ +∞ =22 1 1  

{ } { } [ )( , ) ,x x− ≥ = ≥ = −∞ − ∪ +∞2 22 1 1 1 1 1   

کار در کلاس

g(x)xf(x)x
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کار در کلاس

، دامنه و ضابطهٔ fog را به دست آورید. ( ) , ( )g x f x
x x

= =
−

3 2
1

اگر
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 »انتقال توابع«

:kf(x) رسم نمودار
یادآوری: همان طور که در پایهٔ یازدهم دیدید اگر k عددی مثبت باشد، برای رسم نمودار تابع با ضابطهٔ  y =kf  (x) کافی است عرض هر 

نقطه از نمودار تابع با ضابطهٔ  y  =f  (x) را k برابر کنیم.

و y  =-f  (x) و y  =2f  (x)را رسم کنید. ( )y f x=
1
2

مثال: نمودار تابع  y  =f  (x) در شکل زیر داده شده است. نمودار تابع 
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( )
y f x=

( )y f x=
1
2

( )y x= −4

( )y f x= 2

با توجه به آنچه که گفته شد نمودار تابع y  =-f  (x) قرینهٔ نمودار تابع y  =f  (x) نسبت به محور xهاست.

 y  =-f  (x) 1 و برای رسم نمودار
2

) عرض هر نقطهٔ نمودار y  =f  (x) را در  )y f x=
1
2

همان طور که در این مثال دیدید برای رسم نمودار 
عرض هر نقطه را در 1- و برای رسم نمودار y  =2f  (x) عرض هر نقطه را در 2 ضرب می کنیم. یعنی دامنه تغییر نمی کند و دامنهٔ تابع با 

ضابطهٔ y  =kf  (x) همان دامنهٔ y  =f  (x) است، اما برد آنها لزوماً یکی نیست.
همچنین محل تلاقی نمودار توابع f و kf با محور xها یکی هستند. یعنی ریشه های معادلهٔ f  (x) =0 و kf  (x) =0 یکی است.
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و   ( )h x x= −3 3 و   ( )g x x= − − 3 توابع  نمودار  آن  کمک  به  و  کنید  رسم   [ ],−3 4 بازهٔ  در  را   ( )f x x= − 3 تابع  نمودار 

) را رسم کنید. )k x x= − −
1

3
4

کار در کلاس
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کار در کلاس

] رسم شده است. مشخص  ],−π π در بازهٔ  siny x=
1
2

در شکل زیر نمودار توابع با ضابطه های y =sinx و y =2sinx و y =-2sinx و
کنید هر کدام از ضابطه ها مربوط به کدام نمودار است. دامنه و برد هر کدام را مشخص کنید.

نمودار تابع  y  =kf  (x) به کمک نمودار تابع  y  =f  (x) به دست می آید: اگر k    <1   نمودار f  (x) در امتداد محورyها با ضریب k کشیده می شود 
که در این حالت می گوییم نمودار انبساط عمودی یافته است. اگر k  >1  <0 نمودار f  (x) در امتداد محور yها با ضریب k جمع می شود 
که در این حالت می گوییم نمودار انقباض عمودی یافته است. اگر k   >0  ابتدا نمودار f نسبت به محور xها قرینه می شود، سپس با ضریب 

k به طور عمودی منبسط یا منقبض می شود.

انقباض عمودی                                                                                                              انبساط عمودی

-π −π / 2 π / 2 π
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0

1

2
A

B

C

D

-π -π / 2 0 π / 2 π

-4
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2

4

y

x

( )y f x=

( )y kf x=

k > 1

-π -π / 2 0 π / 2 π

-4

-2

2

4

y

x

( )y f x=

( )y kf x=

k< <0 1
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:f  (kx)  رسم نمودار

) را بررسی می کنیم. )x
f

2
] در نظر می گیریم و چگونگی رسم نمودار توابع f   =(2x) و  ],−4 0 مثال: تابع f  (x)=x  +3 را با دامنه 

ضابطهٔ تابع f   =(2x) به صورت f  (2x)=2x  +3 است و دامنهٔ آن به شکل زیر مشخص می شود:
-4≤2x  ≤0  
 -2≤x  ≤0   →    f (2x)   ٔدامنه : [ ],D = −20  

است و دامنهٔ آن به شکل زیر مشخص می شود. ( )x x
f = + 3

2 2
) به صورت  )x

f
2

همچنین ضابطهٔ تابع 
x

− ≤ ≤4 0
2

 

-8≤x  ≤0   →    ( )x
f

2
: دامنهٔ  [ ],D = −8 0  

برخی از نقاط نمودار این سه تابع در جدول های زیر نوشته شده است:

0-1-2-3-4x

3210-1f  (x)=x  +3

0-0/5-1-1/5-2x

3210-1f  (2x)= 2x  +3

0-2-4-6-8x

3210-1
( )x x

f = + 3
2 2
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0
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(
)

f x

(
)
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( )x
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نمودار f  (x) به صورت زیر داده شده است:

) را رسم کنیم. )y f x=
1
2

است. می خواهیم با استفاده از نمودار تابع y  =f  (x)، نمودار توابع y  =f  (2x) و  [ ],−4 4 دامنهٔ این تابع   

f  (x)x

0
4
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-4
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4

الف( برای تشخیص دامنهٔ y  =f  (2x) قرار می دهیم:
x x− ≤ ≤ → − ≤ ≤4 2 4 2 2  

] است. جدول نقاط را کامل کنید. ],−2 2 پس دامنهٔ تابع y  =f  (2x) بازهٔ 
برای رسم نمودار f  (2x)، طول نقاط یا همان xها باید محاسبه شود.

(x  , f  (2x  ))f    (2x  )2xx

)-2,0(
)…,4(
)…,0(

)…,-2(
)…,0(
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…
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…
…

) قرار می دهیم: )y f x=
1
2

ب( برای تشخیص دامنهٔ 

x x− ≤ ≤ → − ≤ ≤
1

4 4 8 8
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فعالیت 
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] است و نقاط متناظر به صورت زیر است: ],−8 8 ) بازهٔ  )y f x=
1
2

پس دامنهٔ تابع 

( )f x
1
2x

0
4
0

-2
0

-8
-4
0
4
8

y هر تابع را به نمودارش نظیر کنید. در هر مورد دامنه و برد را مشخص کنید. x= با استفاده از نمودار تابع 
y)الف x= − y)ب  1− x= + 2   
y )پ x= −2 y)ت  x= + 4   
y )ث x= 2 y )ج   x= − + 3   

نمودار  نقطهٔ  هر  طول   y  =f  (2x) نمودار  رسم  برای  کردید  ملاحظه  که  همان طور 
) طول هر نقطه را در 2 ضرب  )y f x=

1
2

1 و برای رسم نمودار 
2

y  =f  (x) را در 

می کنیم. یعنی دامنهٔ تابع y  =f  (kx) با دامنهٔ تابع y  =f  (x) الزاماً یکی نیست ولی 
برد تابع y  =f  (kx) همان برد تابع y  =f  (x) است.

کار در کلاس

-4 -2-6 -5-8 -7-10 -9 2 4 61 3 5

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

-6 -5 9 107 8-3 -1 0

1

y

x

-1 1 2 3 4 5 6 7 8

-1

0

1

2

3

4

5
y

x

=f (x) x + 2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

y
x= − + 3

(١) (2)



فصل ١   تابع

12

رسم شده اند. همان طور  که دیده می شود  [ ],− π π2 2 sin در بازهٔ  x
y =

2
 مثال: در شکل های زیر نمودار توابع y =sinx و y =sin2x و

sin با انبساط در امتداد محورxها به دست آمده است. x
y =

2
نمودار y =sin2x با انقباض در امتداد محورxها و نمودار 

y
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=
2

-4

-4

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

y x= + 4

(٣) (٤)

(٥) (٦)



درس اول    ترکیب توابع

13

نمودار تابع y  =f  (kx) به کمک نمودار تابع y  =f  (x) به دست می آید: اگر k   <0، نمودار y  =f  (kx) را می توان با انبساط یا انقباض نمودار 
 y  =f  (x) نمودار k  >1 منقبض و در حالتی که 

k
1 y  =f  (x) در امتداد محور x ها به دست آورد. در حالتی که k  <1   نمودار y  =f  (x) با ضریب 

 منبسط می شود.
k
1 با ضریب 

با توجه به آنچه که گفته شد نمودار تابع y  =f  (-x) قرینهٔ نمودار تابع y  =f  (x) نسبت به محور yهاست.
x رسم کنید. −x را به کمک نمودار تابع  − و  x− و  x− مثال: نمودار توابع 

انبساط افقی                                                                                                                                انقباض افقی

-4

-4

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

x−

x− − x−

x

دامنه و برد توابع فوق را مشخص کنید.

کار در کلاس

اگر k  >0، نمودار تابع f   (kx) از روی نمودار تابع f   (x) چگونه رسم می شود؟

y

x
-2π -π π 2π
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2

( )y f kx=

( )y f x=

k< <0 1y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

( )y f x=

( )y f kx=

k >1
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، توابع fog و gof را به دست آورید. { }( , ),( , ),( , ),( , )g = 5 7 3 5 7 9 9 11 } و }( , ),( , ),( , ),( , )f = 7 8 5 3 9 8 11 4 1 اگر 
2 در هر قسمت ضابطه های (x)(fog) و (x)(    gof) و در صورت امکان (0)(fog) را بیابید.

) )الف )f x x= + 4 ; ( )g x x= 2   
) )ب )f x x= −2 5 ; ( )g x x= + 6   

) )پ )f x x= −3 2 ; ( )g x
x

=
−

6
3 5

  

)ت ( )f x x= + 2 ; ( )g x x= −2 16   
) )ث ) sinf x x= ; ( )g x x=   
)ج ( )f x x= + ; ( ) cosg x x=   

3 مشخص کنید کدام یک از جملات زیر درست و کدام یک نادرست است؟
.(  fog)(x) = -x 2 و (fog)(5) =-25 ؛ آنگاه ( )g x x= −2 4 الف( اگر f   (x)=x2-4  و 

ب( برای دو تابع f و g که f  ≠g تساوی (x)(    gof) = (x)(    fog ) هیچ وقت بر قرار نیست.
.(fog)(4) =35 آنگاه ، g  (4)=7 و f  (7)=5 پ( اگر

. (fog)(5) =g (2) آنگاه ،g  (x) =2x  -1 و ( )f x x= ت( اگر 

4 الناز می خواهد از فروشگاه بهار یک لپ تاپ با قیمت بیش از دو میلیون تومان خریداری نماید. این فروشگاه در ماه رمضان مسابقه ای 
برگزار کرده و به برندگان کارت تخفیف 20 درصدی داده است و الناز نیز در این مسابقه برنده شده است. همچنین این فروشگاه روزهای 
پنج شنبه به مشتریان خود  در خریدهای بیش از یک و نیم میلیون تومان، 200 هزار تومان تخفیف نقدی می دهد. با استفاده از تابع مرکب 

نشان دهید کدام راه به نفع الناز است؟ 
الف( اول کارت تخفیف 20 درصدی و بعد تخفیف نقدی را استفاده کند.

ب( اول تخفیف نقدی را استفاده کند و بعد کارت تخفیف را ارائه دهد.

5 تابع h  (x)=(3x2-4x +1)5 ترکیب کدام دو تابع است؟ حاصل (x)(fog) است یا (x)(    gof) ؟
)الف ( )f x x= 5 ; ( )g x x x= − +23 4 1  
)ب ( )f x x= 5 ; ( )g x x x= − +23 4 1  

6 توابع زیر را به صورت ترکیب دو تابع بنویسید. آیا جواب منحصر به فرد است؟
)الف ( )h x x= +3 2 1  
)ب ( )l x x= +2 5   

تمرین
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7 با توجه به نمودار توابع f   (x) و g (x)، مقادیر زیر را در صورت وجود بیابید.
  (1-)(fog) )الف
  (0)(    gof) )ب
  (1)(fog) )پ
  (1-)(    gof) )ت

-4 -2-3-6 -5 -1 2 4 61 3 5

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

0

1

y
f

g

x

-6

-5

8 با توجه به ضابطه های f   (x) وg (x)، معادلات مورد نظر را تشکیل داده و آنها را حل کنید. 
  f   (x)=2x  -5  ,  g  (x)=x2-3x +8    :(fog)(x)=7 )الف
   f   (x)=3x 2+ x  -1  ,  g  (x)=1-2x     :(gof    )(x)=-5  )ب

9 با استفاده از نمودار y  =cosx، نمودار توابع زیر رسم شده است ضابطه هر نمودار را مشخص کنید.

)ب  y  =cos2x)الف cos( )y x=
1
2    

y  =2cos2x )پ )ت  cos( )y x=
1
3

   

)ج  y  = -cos2x)ث  cos( )y x= −
1 1
2 2    

y

x
-2π -π π 2π
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y

x
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-1

-2

0

1

2

y

x
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2

(١) (2)
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(5) (6)
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توابع چند جمله ای ـ توابع صعودی و نزولی

درس دوم

 توابع چند جمله ای:

 f     (x)=b تابع به صورت ،a =0 را یک تابع خطی می نامیم. اگر f     (x) =ax   + b در سال های گذشته با توابع خطی آشنا شدید. هر تابع به صورت
در می آید که آن را تابع ثابت می نامیم. تابع ثابت و تابع خطی حالت خاصی از توابعی هستند که توابع چند جمله ای نام دارند. توابع درجه دوم 

نیز حالت خاصی از توابع چند جمله ای هستند.
 n اعداد حقیقی و a0 و a  1 و a  2و ... و a  n -1 و a  n را که در آن f   (x) = anxn + a  n -1x  n -1 +...+a  2x 

2+a  1x + a0 هر تابع به صورت
یک عدد صحیح نامنفی و a  n ≠ 0، یک تابع چند جمله ای از درجهٔ n می نامند. دامنهٔ توابع چند جمله ای مجموعهٔ اعداد حقیقی است.

مثال: توابع زیر نمونه ای از توابع چند جمله ای هستند که به ترتیب از درجهٔ 1، 2 و 3 و 5 هستند.

y =3x +5        ,      y = -8x 2+2x - 1

2
        ,        = −y x x3 3

2
4

        ,        = − +y x x x5 3 22 4 7  

انواع توابع چند جمله ای که تا به حال با آنها آشنا شده اید به صورت زیر است:

درجۀ تابعنام تابعضابطۀ کلیمثال

f   (x) =2f   (x) =a0ثابت

f   (x) = -2x - 1f   (x) =ax + b
(a ≠0)

1خطی

-3 -2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

x

y

y   2=

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

y

x
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f   (x) =x2 - 6x + 9f   (x) =ax2 + bx   + c
(a ≠0)

2درجهٔ 2

تابع چند جمله ای با ضابطهٔ f   (x) =ax3 +bx2 +cx +d (a ≠0) یک تابع درجهٔ 3 است که در اینجا به طور خاص تابع f   (x) =x3 را بررسی 
 است. ابتدا به کمک نقطه یابی نمودار این تابع را رسم می کنیم: می کنیم. دامنه و برد این تابع 

f   (x) =x ٣x
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( )f x x= 3
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با توجه به نمودار توابع f   (x) =x3 و g   (x) =x2 که برای اعداد نامنفی رسم شده اند:
الف( آیا برای تمام x های نامنفی، نمودار x3 بالای نمودار x2 قرار دارد؟

ب( نمودار را برای x های منفی رسم کنید.

فعالیت 

-0/2 -0/1 0/1 0/2 0/3 0/4 0/5 0/6 0/7 0/8 0/9 1 1/1 1/2

-0/2

-0/1

0

0/1

0/2

0/3

0/4

0/5

0/6

0/7

0/8

0/9

1

1/1

1/2

y

x

( )f x x= 3

( )g x x= 2

پ( آیا تابع f   (x) =x3 یک به یک است؟ اگر جواب مثبت است در دستگاه مختصات زیر f   (x) =x3 و وارون آن را رسم کنید. ضابطهٔ تابع 
وارون چیست؟
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با استفاده از قوانین انتقال نمودار توابع و با کمک نمودار تابع f   (x) =x3، نمودار توابع ب و پ را رسم کنید. دامنه و برد توابع را مشخص 
کنید.

y = (x -1) 3 )الف y = x3 -1 )ب   

فعالیت 

y = -x3 +2 )پ y = (x +2) 3 )ت   
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ضابطهٔ هر تابع را به نمودار آن نظیر کنید.
y = (x +1) 3 )الف y = x3 -2 )ب  y = -x3 -1 )پ   
y = x  3 +1 )ت y = -x3 )ث  y = (x -1) 3 +2 )ج   
y = (x +1) 3 -1 )چ y = -x3 +1 )ح  y = (x -2) 3 )خ   

 

کار در کلاس
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در سال های گذشته با اتحادهای جبری و تجزیهٔ آنها آشنا شدید. فرم کلی آنها چند جمله ای است:
x  2-a2=(x -a) (x +a)  
x  3-a3=(x -a) (x  2 +ax +a2)  

-4
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آیا می توانید مشابه اتحادهای مثال قبل، عوامل چند جمله ای x  4-a4 را نیز به دست آورید؟
x  4-a4=(x -a) (... +ax2 + ... +a3)  

برای پر کردن جاهای خالی می توانید از تقسیم چند جمله ای x  4-a4 بر چند جمله ای x -a استفاده کنید.

فعالیت 

(7) (٨)

(9)
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کار در کلاس

برای یک عدد حقیقی a و عدد طبیعی n، چند جمله ای زیر را در نظر بگیرید:
S =1+ a + a2 + a3 + ... + an   -1  

عبارت as -s را حساب کنید و اتحاد زیر را نتیجه بگیرید:
a  n -1= (a -1) (a n    -1+ ... + a 2+ a +1)  

سپس به کمک اتحاد قبل، اتحاد زیر را ثابت کنید:
a  n -b  n= (a -b) (a n    -1+ a n    -2 .b + ... + ab n    -2+ bn    -1)  

 توابع صعودی و نزولی:

فعالیت 

یکی از مسائلی که این روزها به عنوان یکی از دغدغه های مهم و اصلی مطرح می شود بحث کاهش قابل توجه رشد جمعیت کشور و پیری 
جمعیت جامعه ایران در آینده است. روند تغییرات دو گروه سنی در نمودارهای زیر نشان داده شده است.
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همان طور که در نمودارهای بالا مشاهده می کنید جمعیت 15 سال به بالای کشورمان از سال 1365 به بعد افزایش یافته است. می توان 
گفت جمعیت 15 سال به بالای ایران از سال 1365 تا 1390 روندی صعودی داشته است.

                           نمودار جمعیت 15 سال به بالا                                                                                  نمودار جمعیت 14ــ0 سال

درصد جمعیت

سال

درصد جمعیت

سال
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الف( جمعیت 0 تا 14 سال در ایران از سال 1365 تا 1375 چه روندی داشته است؟
از سال 1385 تا 1390 چطور؟

ب( جمعیت بالای 15 سال کشورمان از سال 1375 تا 1385 چه روندی داشته است؟ 
از سال 1385 تا 1390 چطور؟

به نمودار روبه رو دقت کنید:
در نمودار )الف( وقتی مقدار x در دامنهٔ تابع f افزایش می یابد، مقدار y نیز افزایش می یابد، به 

این توابع اکیداً صعودی می گوییم.
در این نمودار اگر x 1 از x 2 کوچک تر باشد، f   (x  1) نیز از f   (x  2) کوچک تر است. 

, , ( ) ( )∈ < ⇒ <fx x D x x f x f x1 2 1 2 1 2

y

x

f

x2x1

( )f x2
( )f x1

در نمودار )ب( با افزایش مقدار x در دامنهٔ تابع f، مقدار y کاهش می یابد. به این توابع اکیداً 
نزولی می گوییم. به بیان دیگر:

, , ( ) ( )∈ < ⇒ >fx x D x x f x f x1 2 1 2 1 2

y

x

f

در نمودار )ت( با افزایش مقدار x در دامنهٔ تابع، مقدار y یا کاهش می یابد یا ثابت 
می ماند، به این توابع نزولی می گوییم.

, , ( ) ( )∈ < ⇒ ≥fx x D x x f x f x1 2 1 2 1 2

y

x

f

در نمودار )پ( با افزایش مقدار x در دامنهٔ تابع، مقدار y یا افزایش می یابد 
یا ثابت می ماند، به این توابع صعودی می گوییم.

, , ( ) ( )∈ < ⇒ ≤fx x D x x f x f x1 2 1 2 1 2

y

x

f

(الف)

(ب)

(ت)

(پ)



24

فصل ١   تابع

در حالت کلی جدول زیر را داریم، جاهای خالی را کامل کنید.

x  1< x  2 ⇒ f   (x  1) < f   (x  2)توابع اکیداً صعودی

x  1< x  2 ⇒ f   (x  1) > f   (x  2)توابع اکیداً نزولی

x  1< x  2 ⇒ f   (x  1) ≤ f   (x  2)توابع صعودی

x  1< x  2 ⇒ f   (x  1) ≥ f   (x  2)توابع نزولی

کار در کلاس

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

( )f x x= 2

x ≥0
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ممکن است تابعی در یک بازه صعودی )اکیداً( و در بازهٔ دیگر نزولی 
)اکیداً( باشد.

مثال: تابع |    f   (x) =|x در بازهٔ [0,∞-) اکیداً نزولی و در بازهٔ (∞+,0] 
 نه صعودی است نه نزولی. اکیداً صعودی است، اما در 

در هر کدام از توابع زیر مشخص کنید در چه بازه هایی صعودی )اکیداً( و در چه بازه هایی نزولی )اکیداً( هستند؟

-4

-4

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

کار در کلاس

                                                               (پ)                                                           (ب)                                        (الف)

                                                              (ج)                                                          (ث)                                              (ت)

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x
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نمودار توابع y = sin  x و y = cos  x در بازهٔ [2π,2π-] رسم شده است. صعودی یا نزولی بودن آنها را در بازه های جدول ها مشخص 
نمایید.

کار در کلاس

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

siny x=

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

y xcos=

[ , ]π
π

3
2

2
[ , ]π
π

3

2
[ , ]π

π
2

[ , ]π
0

2
[ , ]π
− 0

2
[ , ]π
−π −

2
[ , ]π
− −π

3

2
[ , ]π
− π −

3
2

2
x

y   =  sin  xصعودی

[ , ]π
π

3
2

2
[ , ]π
π

3

2
[ , ]π

π
2

[ , ]π
0

2
[ , ]π
− 0

2
[ , ]π
−π −

2
[ , ]π
− −π

3

2
[ , ]π
− π −

3
2

2
x

y   =   cos  xصعودی

کار در کلاس

نمودار توابع زیر را رسم کنید و مشخص کنید در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی هستند.
f   (x) =x2 )الف  
|    g   (x) =x + |x )ب  
) )پ ) =h x x  
) )ت ) =l x

x
1  

k   (x) =x3 )ث  
t   (x) = -  x3 )ج  

اگر تابع f در بازهٔ [a,b] اکیداً صعودی باشد می گوییم در این بازه اکیداً یکنواست.
اگر تابع f در بازهٔ [a,b] اکیداً نزولی باشد می گوییم در این بازه اکیداً یکنواست.

اگر تابع f در بازهٔ [a,b] صعودی باشد می گوییم در این بازه یکنواست.
اگر تابع f در بازهٔ [a,b] نزولی باشد می گوییم در این بازه یکنواست.

اگر تابع f در بازهٔ [a,b] نه صعودی باشد نه نزولی، به آن تابع غیر یکنواگوییم.
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به نمودار تابع روبه رو دقت کنید.
الف( آیا این تابع اکیداً صعودی است یا اکیداً نزولی؟

ب( آیا این تابع یک به یک است؟
پ( آیا می توانید تابعی رسم کنید که اکیداً صعودی باشد ولی یک به 

یک نباشد؟

فعالیت 

-4

-4

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

1 توابع زیر را رسم کنید و دامنه و برد آنها را مشخص نمایید.
y = (x -1) 3-1 )الف y = (x +2) 3-2 )ب   

2 عبارت a  5-b  5 را تجزیه کنید.
3 تابع زیر را رسم کنید و بازه هایی که در آنها تابع صعودی، نزولی یا ثابت است را مشخص کنید.

( )
− − < −

= − ≤ <
 − ≥

x x

f x x

x x

2 3 4

3 4 2

3 2 2  
4 با استفاده از نمودار تابع روبه رو مشخص کنید در چه بازه هایی صعودی، 

نزولی یا ثابت است؟

=log را رسم کنید و در مورد یکنوایی یا غیر یکنوایی آنها در کلاس بحث کنید. − +xy 2 2 5 تابع نمایی y = 2  x -2 و تابع لگاریتمی 
6 تابع |    y = x |x در چه بازه ای صعودی است؟ در چه بازه ای نزولی است؟

7 دو تابع مثال بزنید که در دامنهٔ خود اکیداً صعودی باشند و در تابع مثال بزنید که در دامنهٔ خود اکیداً نزولی باشند.
8 ضابطهٔ تابعی را بنویسید که در دامنهٔ خود غیر یکنوا باشد.

تمرین

-4 -2-3-6 -5 -1 2 41 3 65

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

0

1

y

x

-6

-5

87
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وارون تابع

درس سوم

 یادآوری

همان طور که در فصل تابع کتاب ریاضی 2 ملاحظه کردید با جابه جا کردن مؤلفه های زوج های مرتب تابع یک به یک f، تابعی جدید به دست 
 (b , a) ٔقرار داشته باشد آن گاه نقطه f روی نمودار تابع (a , b) ٔنشان می دهیم. یعنی اگر نقطه f      -1 است که آن را با f می آید که وارون تابع

روی نمودار تابع f      -1 قرار دارد:
(a , b) ∈ f ⇒ (b , a) ∈ f    -1  

بنابراین نمودار تابع f و تابع وارون آن نسبت به خط y = x )نیمساز ربع اوّل و سوم( قرینه اند.

مثال:
} آن گاه: }( , ) ,( , ) ,( , )f = 1 4 2 3 3 5 اگر 

{ }( , ) ,( , ) ,( , )f − =1 4 1 3 2 5 3  
خواهیم داشت:

( )
( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

fof f f f

fof f f f

fof f f f

− −

− −

− −

 = = =

 = = =

 = = =

1 1

1 1

1 1

4 4 1 4

3 3 2 3

5 5 3 5

 

بنابراین به ازای هر x متعلق به دامنهٔ تابع f   -1 داریم:
(fof   -1)(x) = x  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

y

x
4 5 6

f

f

−1

y x=
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همچنین:

( )
( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

f of f f f

f of f f f

f of f f f

− − −

− − −

− − −

 = = =
 = = =


= = =

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 4 1

2 2 3 2

3 3 5 3

 

بنابراین به ازای هر x متعلق به دامنهٔ تابع f داریم:
( f     -1of   )(x) = x  f

f −1

−1

fRfD

fD−1
fR

1

2

3

4

3

5

به طور کلی اگر f تابعی یک به یک باشد و f    -1 تابع وارون آن باشد، نمودار زیر ارتباط f و f    -1 را نشان می دهد.

f

f −1

−1

fRfD

fD−1
fR

( )f x y=( )x f y−= 1

اگر f تابعی وارون پذیر و f     -1 وارون آن باشد، همواره داریم:

 ( )( ) :
f

f f x x x D −
− = ∈ 1
1  

 ( )( ) : ff f x x x D− = ∈1  
برعکس اگر دو تابع در دو تساوی فوق صدق کنند، آنگاه یک به یک هستند و 

وارون یکدیگرند.
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مثال: نشان دهید توابع f و g وارون یکدیگرند.
f  (x) = 3x -4  

( ) x
g x

+
=

4
3

 
باید ثابت کنیم ترکیب دو تابع f و g برابر تابع همانی است، یعنی:

( )( )( ) ( ) ( ) ( )x
fog x f g x g x x

+
= = − = − =

4
3 4 3 4

3
 

همچنین:

( ) ( )( )( ) ( ) f x x
gof x g f x x

+ − +
= = = =

4 3 4 4
3 3

 
بنابراین دو تابع f و g وارون یکدیگرند.

 y = f  (x) ٔدر معادله ،f برای به دست آوردن ضابطهٔ تابع وارون یک تابع یک به یک مانند
 f   -1(x) ،x به y محاسبه می کنیم، سپس با تبدیل y را برحسب x در صورت امکان

را به دست می آوریم.1

، دامنه و برد توابع f و f   -1 را به دست آورده و نمودار آنها را رسم کنید، ضابطهٔ f    -1 را نیز به دست آورید. ( )f x x= + 3 مثال: اگر 
تابع f یک به یک است، بنابراین دارای وارون است.

[ , )[ , )

[ , ) [ , )
ff

f f

RD

R D− −

= + ∞= − + ∞  
 = − + ∞ = + ∞  1 1

03

3 0
 

y x= + 3  
y2 = x + 3  
x = y2 - 3  
f    -1(x) = x2 - 3  -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

f

f

−1

x3 است. ،x  3، ax b+ 1ــ توابع مورد نظر در این درس توابع خطی، درجهٔ 2، 
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ضابطهٔ تابع وارون توابع زیر را به دست آورید. دامنه و برد هر تابع را نیز مشخص کنید.

) )الف )f x x= − +
1

3
2

 
) )ب )g x x= + −1 2  
h  (x) = x2 + 1 )پ  

از سال قبل می دانید که اگر تابعی یک به یک نباشد وارون پذیر هم نیست. اما گاهی با محدود کردن دامنهٔ یک تابع، می توان تابعی یک به یک 
به دست آورد. به طور مثال تابع f  (x) = x2 یک به یک نیست ولی با محدود کردن دامنهٔ تابع به بازهٔ (∞ + , 0] و یا [0 , ∞ -) تابعی یک به یک 

به دست می آید.

کار در کلاس

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

( )h x x= 2

x ≥0

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

f (x) x= 2

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

( )g x x= 2

x ≤0

تابع  این  که  می دهد  نشان   h  (x) = x2 - 2x + 2 تابع  نمودار  مثال: 
یک به یک نیست. اما می توان با محدود کردن دامنهٔ این تابع آن را طوری 
محدود کرد که تابعی یک به یک به دست آید و سپس واورن آن را محاسبه 

کرد.
h  (x) = x2 - 2x + 2 = (x - 1)2 + 1
مثلاً دامنهٔ تابع f را به بازهٔ (∞ + , 1] محدود می کنیم. ضابطهٔ تابع جدید که 
آن را k  (x) می نامیم با ضابطهٔ h  (x) برابر است اما دامنهٔ تابع h مجموعهٔ 

اعداد حقیقی و دامنهٔ تابع k بازهٔ (∞ + , 1] است.
در تابع x ،k را برحسب y به دست می آوریم:

k  (x) = (x    -1)2 + 1  
y = (x - 1)2 + 1  
(x - 1)2 = y - 1  
x y− = ± −1 1 جواب منفی غیرقابل قبول است. )چرا؟( 
x y= − +1 1  

( )k x x= − +1 1  

-4

-4

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

h
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نمودار k و k  -1 به صورت زیر است:

) توابع زیر را به دست آورید: , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )g  = − − 
 

1
1 3 5 2 0 4 6

2
) و  , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )f  = − − 

 

1
0 1 2 3 2 1 5

2
مثال: اگر 

) )الف , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )f −  = − − 
 

1 1
10 2 2 3 5 1

2
 

) )ب , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )g−  = − − 
 

1 1
3 1 2 5 0 6 4

2
 

1-(fog) )پ  

( )

( )

( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
:

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

fog f g f

fog f g f
fog

fog f g f

fog f g f

 − = − = − =

  = =  =


   =  =  = −   


 =  =

1 1 3 2

1
5 5 2

2
1 1

0 1
2 2

4 4 6 تعریف نشده

 

( ), , , , ,fog
    = − −    

    

1 1
1 2 5 1

2 2
 

( )( ) , , , , ,fog −     = − −    
    

1 1 1
2 1 5 1

2 2
 

 )ت

( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
:

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

g of g f g

g of g f g
g of

g of g f g

g of g f g

− − − − −

− − − − −
− −

− − − − −

− − − − −

 − = − = =


  = = =   
 = = − = −


= =

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1
1 1 0

2
1 1

2 5
2 2

2 2 3 1

5 5 1 تعریف نشده

 
 

( , ) , ( , ) , ( , )g of− −  = − − 
 

1 1 1 1
1 5 2 1

2 2
 

همان طور که می بینید دو تابع 1-  (fog) و g  -1of    -1 مساوی اند.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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اگر f  (x) = x   + 4 و g  (x) = 2x - 5، ضابطه توابع زیر را به دست آورید.
g  -1 of    -1 )الف f    -1 og  -1 )ب   
1-  (fog) )پ 1-  (   gof) )ت   

کار در کلاس

درستی یا نادرستی جملات زیر را بررسی کنید.
الف( اگر f یک به یک باشد آنگاه f      -1 نیز یک به یک است.

ب( اگر f تابعی یک به یک و صعودی باشد، آنگاه f     -1 نیز صعودی است.
پ( اگر g تابعی یک به یک و نزولی باشد، آنگاه g  -1 نیز نزولی است.

کار در کلاس

1 ضابطهٔ تابع وارون توابع یک به یک زیر را محاسبه کنید.

) )الف ) x
f x

− +
=

8 3
2

 
) )ب )g x x= − − +5 3 1  

2 در مورد هر کدام از قسمت های زیر نشان دهید که f و g وارون یکدیگرند.

) )الف )f x x
−

= −
7

3
2

 ,  ( ) x
g x

+
= −

2 6
7

 
) )ب )f x x= − − 8  ,  g  (x) = 8+ x2x ≤ 0  

3 وارون تابع زیر را رسم کنید.

تمرین
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4 توابع زیر یک به یک نیستند. حداقل به دو صورت از آنها تابعی یک به یک بسازید.
| f  (x) = |x )الف  
g  (x) = -x2 )ب  
h  (x) = x2 + 4x + 3 )پ  

5 از نمودار روبه رو برای تکمیل جدول استفاده کنید.

32-2-4x

…………f       -1  (x)

آیا با توجه به این جدول می توانید نمودار f    -1 را رسم کنید؟
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-4

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

) و g  (x) = x3، مقادیر زیر را به دست آورید. )f x x= −
1

3
8

6 اگر 
(1)(f  -1og  -1) )الف (6)(f    -1 of   -1) )ب   
1(5)-  (fog) )پ (5)(g  -1of  -1) )ت   


