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  توابع درجه دوم
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),(با توجه به نمودار، سهمي از نقاط  :پاسخ 12   و),(   :پس داريم. باشدمي 2گذشته و رأس آن برابر  10
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















2
1222

42
2

رأس

224112412

110
1

abbb
ab

a

b
x

baba)(P

c)(P

c
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  ي درجه دومهاي معادلهروابط بين ريشه
02ي هاي معادلهريشه و  اگر   cbxax ها برابر باشد، در اين صورت حاصل جمع ريشه

a

b
S  هـا  ضرب آنو حاصل

a

c
P   باشـد مـي .

02  :باشدرو ميباشد، به صورت روبه و  هاي آن اي كه ريشهمعادلهها را داشته باشيم، ضرب ريشهچنين اگر مجموع و حاصلهم  PSxx  
  

0554ي دوم ي درجههاي معادلهريشه و  اگر  :ؤالس 2  xx هاي آن اي بنويسيد كه ريشهباشد، معادله2  و2 93دي (  .باشد(  
   :پاسخ
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05
2
50 22  xxPSxx  :ي جديدمعادله  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

082ي در معادله :سؤال 2  mxx تر باشد، ها دو واحد از جواب ديگر بزرگاگر يكي از جوابm 92دي (  .و هر دو جواب را پيدا كنيد(  
   :پاسخ

314244
2
82 

a

b
S,  

6
2

3
2

 m
mm

.
a

c
P  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  )93خرداد (  .ي طول و عرض اين زمين را تعيين كنيداندازه. مترمربع است 14متر و مساحت آن  18محيط يك زمين مستطيل شكل  :سؤال
  :هايش طول و عرض مستطيل باشديابيم كه جوابي درجه دومي ميمعادله :پاسخ

7207201490
14

9182 22 







x,x)x)(x(xxPSxx
)(  

  .است 2و عرض آن برابر  7بنابراين طول مستطيل برابر 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

5اگر جمع دو عدد  :سؤال
5شان ضربو حاصل 3

2
 خارج از كشور 92خرداد (  .باشد، آن دو عدد را بيابيد(  

   :پاسخ

5
2

5
3

 .P,S  










 

5
2

1
02350

5
2

5
30 222

a

cxxxxPSxx  

02ي درجه دوم اگر در معادله :تذكر  cbxax 0، مجموع ضرايب برابر صفر باشد، يعني cbaو ديگري برابر  1ها برابر ، يكي از ريشه
a

c 

bcaاست و اگر   1ها برابر باشد، يكي از ريشه  و ديگري
a

c
 است.  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  ماكزيمم و مينيمم توابع درجه دوم
cbxax)x(fتابع   به ازاي  2

a

b
x

2
  در حالتa0 0ترين مقدار و در حالت به كمa رسدبه بيشترين مقدار خود مي.  

  
  )خارج از كشور 90خرداد (  قدر است؟متر نرده بخواهيم يك زمين مستطيل شكل را محصور كنيم، بيشترين مساحت ممكن چه 100اگر با  :سؤال
   :پاسخ

xyyx)yx(  50501002  

6252525502525
2

50
2

5050 22 






 )()(SS
a

b
xxx)x(S)x(xxyS maxmax  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

142بيشترين مقدار تابع  :سؤال  xx)x(f را تعيين كنيد.  ) 90دي(  
   :پاسخ

518422
2
4

2








 )(fyx
a

b
x max  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 0= مجموع ضرايب 
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  رمطلققد
2x|x|   

|b||a||ab|: دو عدد حقيقي باشند، نشان دهيد bو  aبا فرض آن كه  :سؤال .  ) 91دي(  
   :پاسخ

|b|.|a|baba|ab|  2222  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

|b||a||ba|: براي هر دو عدد حقيقي ثابت كنيد :سؤال   ) 90خرداد(  
   :پاسخ

|b||a||ba|)|b||a|(ba)|b||a|(
|b|b|b|

|a|a|a|







  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  حل معادله و نامعادله به روش جبري
0211ي معادله :سؤال 2242  )x()x( را حل كنيد.  ) 92شهريور(  
22از تغيير متغير  :پاسخ 1)x(t  كنيماستفاده مي:  

12012022  t,t)t)(t(tt  
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)x(

)x(

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  )93دي (  .جاهاي خالي را با عدد يا عبارت رياضي مناسب پر كنيد :سؤال
41ي هاي معادلهجواب) الف  |x|  است................. و ................ با برابر.  
712ي ي جواب نامعادلهمجموعه) ب  |x| است................... ي بازه.  

   :پاسخ









541

341
41

xx

xx
|x| )الف  

],[ 43 مجموعه جواب 438267127712 xxx|x| )ب  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

32ي معادله :سؤال |x| 93شهريور (  .را حل كنيد(  
   :پاسخ









132

1132
32

|x||x|

x|x||x|
|x|  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xxي جواب معادله :سؤال    )93خرداد (  .باشدمي. ..............برابر  22
   :پاسخ









1

1
12222 22222

x

x
xxxxxx  

  .هاي قابل قبول مشخص شوددهيم تا جوابهاي معادله را در پايان در معادله قرار ميدقت كنيد كه جواب
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 جواب ندارد

 جواب ندارد

 غير قابل قبول
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6ي مجموعه جواب معادله :سؤال xx  92خرداد (  .................  .برابر است با(  
   :پاسخ









9
4

09403613123666 22
x

x
)x)(x(xxxxxxxxx  

  .ايمهاي قابل قبول را مشخص كردهها در معادله جوابگذاري جواببا جاي :تذكر
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )خارج از كشور 92خرداد (  .حل كنيد ي زير را به روش جبرينامعادله :سؤال

  11
1


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

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x

x

x  

   :پاسخ
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),(),(  10  مجموعه جواب1x  0يا x     


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

ن
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ن
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2

xx
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x

 

 :تذكر 12در عبارت    xx 2 بنابراين اين عبارت ريشه ندارد و علامت آن همواره موافق علامت ضريب . منفي استx يعني مثبت است.  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

42112ي معادله :سؤال  xx از كشور خارج 91خرداد (  .را حل كنيد(  
   :پاسخ

8244224242244224211242112  xxxxxxxxx  
4قابل قبول  x  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

0222ي جواب نامعادله :سؤال  xxx خارج از كشور 90خرداد (  .را به دست آوريد(  
   :پاسخ

0222222222222 22  )x()x()x(xxxxxxxxx  









2
3

0320122
x

x
)x)(x()x)(x(  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  رسم نمودار
  .ها را به هم وصل و امتداد دهيمبراي رسم يك خط، كافي است دو نقطه از تابع را به دست آورده و آن: نمودار خطي

 

براي رسم سهمي ابتدا طول رأس سهمي يعني : نمودار سهمي
a

b
x

2
 تر و بيشتر از رأس را به تابع نقطه با طول كم 2سپس . آوريمرا به دست مي

تر از ريشه و يك نقطه با طول بيشتر از يعني رأس، يك نقطه با طول كم(نقطه  3البته به كمك . (كنيمنقطه رسم مي 5دهيم و تابع را به كمك اين مي
  .)شودتر رسم مينقطه دقيق 5ا رسم كرد ولي با توان نمودار رنيز مي) ريشه

  
كنيم و اي ميهاي درون قدرمطلق و جدول تعيين علامت، تابع را چندضابطهبراي رسم توابع قدرمطلقي، ابتدا به كمك ريشه: نمودار توابع قدرمطلقي

x|y|توان به كمك انتقال تابع البته در شرايطي مي. (كنيمسپس آن را رسم مي  نيز تابع را رسم كرد(.  
  

  قابل قبول
 غير قابل قبول

  قابل قبول
 قابل قبول
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دهيم مقاديري مي xسپس به . دهيم تا عبارت زير راديكال صفر شودريشه عبارت زير راديكال را مي xدر توابع راديكالي ابتدا به : نمودار توابع راديكالي
  .كنيمابع را رسم ميدر ادامه به كمك اين نقاط نمودار ت. شود 4و 1كه عبارت زير راديكال مجذورهاي كامل 

  
ي مرزي جزء نقاطي دقت كنيد كه حتماً نقطه. كنيمشده رسم ميي دادهاي، هر ضابطه را در محدودهدر توابع چندضابطه: ايتوابع چندضابطهنمودار 

 به سوالات. (كنيمد، آن را توخالي رسم مياگر اين نقطه داخل ناحيه باشد، آن را توپر و اگر در ناحيه نباش. كنيمها تابع را رسم مياست كه به كمك آن
  .)بعدي توجه كنيد

  
  حل معادله و نامعادله به روش هندسي

كنيم و با توجه به نمودارها و موقعيت توابـع  براي حل معادله و نامعادله به روش هندسي، نمودارهاي مربوط به توابع دو طرف معادله يا نامعادله را رسم مي
  .كنيمنامعادله را حل مي معادله يا ،نسبت به هم

  .باشندهاي معادله مينقاط برخورد دو نمودار جواب ،در معادلات :تذكر

3ي معادله :سؤال
|x|

x
x 93خرداد (  .را به روش هندسي حل كنيد(  

   :پاسخ


















21
10

01

21
10

01

y

x
xx

y

x
xx

|x|

x
x)x(f  

3)x(g  
  

  .باشدمي 2xبا توجه به نمودار جواب معادله 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

121ي معادله :سؤال 2  xxx 92دي (  .را به روش هندسي حل كرده و جواب آن را در صورت وجود به دست آوريد(  
   :پاسخ

210
301

1
y

x
x)x(f


  

41014
10123112

رأس
22

y

x)x(xx)x(g   

  0xو  1x: هاي معادلهجواب
x(y(2در تابع  :تذكر  ريشه پرانتز يعني ،x باشدطول رأس سهمي مي.  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xxx:سؤال 211 2 91خرداد (  .را به روش هندسي حل كنيد(  
   :پاسخ

121211 22  xxxxxx  

41014
32101112

رأس
22

y

x)x(xx)x(g   

  
  
  

  0x و 1x: هاي معادلهجواب
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
31ي نامعادله :سؤال  |x||x| 92خرداد (  .را با روش هندسي حل كنيد(  
   :پاسخ
























31
10

0121

11
10

1011

31
21

1121

1

y

x
xxxx

y

x
xxx

y

x
xxxx

|x||x|)x(f  

3)x(g  
],[ي باشد و در بازهمي 2xو  1xطول نقاط برخورد  21 ،)x(f  زير)x(g تر يا مساوي پس در اين بازه كم. قرار دارد و يا با آن مساوي است

)x(g ي بازهنامعادله باشد و بنابراين جواب مي],[ 21 باشدمي.  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

x|x|ي نامعادله :سؤال 2 91شهريور (  .را به روش هندسي حل كنيد(  
   :پاسخ

41014
21012

رأس
2

y

xx)x(f   

101
101

ريشه

y

x|x|)x(g   

  
  

],[ي در بازه 11  نمودار|x|)x(g  2تر يا مساوي نمودار پايينy ي وعه جواب نامعادلهبنابراين مجم. قرار دارد],[ 11 است.  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xي نامعادله :سؤال
x


  )90شهريور (  .را به روش هندسي حل كنيد و مجموعه جواب را به دست آوريد 1

   :پاسخ
  

210
410

y

x
x)x(g   

  
  
  

],(با توجه به نمودار، مجموعه جواب  1 باشدمي.  

تابع  :تذكر
x

)x(f
1

 كنيمبا دادن نقاط مثبت و منفي آن را رسم مي آمده است 38ي در كتاب درسي حسابان صفحه.  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
x|x|ي ادلهنامع :سؤال 11  90خرداد (  .را با روش هندسي حل كنيد(  
   :پاسخ

210
521

1
y

x
x)x(f   

101
1101

ريشه

y

x|x|)x(g   

x
)x(f

1

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|x|شود، تابع طور كه در نمودار مشاهده ميهمان 1 ي در بازه),( 2  1بالاتر ازx 11هاي است و در دو نقطه به طول x  22و x با آن ،

],(}{ پس جواب نامعادله. برخورد دارد 12  باشدمي.  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  فصل دوم

  نمره 4تابع  

  نمره 75/0   ......................................................................................................................................  49ي ن در كلاس صفحهتساوي دو تابع ـ تمري

  نمره 1 – 5/1   ........................................  61ي ـ تمرين در كلاس صفحه 52ي و مسايل صفحه 51ي رسم نمودار توابع ـ تمرين در كلاس صفحه

  نمره 5/1   .........................................................................................  68ي ـ تمرين در كلاس صفحه 67ي اعمال جبري روي توابع ـ مثال صفحه

  نمره 5/1   ..........................................................................................................................  73ي ـ مسايل صفحه 72ي تركيب توابع ـ مثال صفحه

  نمره 1   .................................................................................  82ي ـ مسايل صفحه 79ي زوج و فرد و صعودي و نزولي ـ تمرين در كلاس صفحه

  نمره 1 – 5/1   ...................................................................................................................................  94ي يك و وارون ـ مسايل صفحهبهتوابع يك

  نمره 5/0   .............................................................................................................................................................  98ي توابع متناوب ـ مثال صفحه

  نمره 1   .......................................................................................................................................................  101ي توابع جزء صحيح ـ مسايل صفحه
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  چند اتحاد مهم
)aaa)(a(a nn 111 21     

)n فرد ()aa)(a(a nnn 111 21     
)yxyyxx)(yx(yx nnnnnn 1221     

  
  )91دي (  .به كمك اتحادها، عبارت زير را ساده كنيد :سؤال

  
1

11
2

5






x

)x)(x(
A  

   :پاسخ

1
11

111
1

11 234
234

2

5









 xxxx

)x)(x(

)x)(xxxx)(x(

x

)x)(x(
A  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  تساوي دو تابع
  :زماني با هم برابرند كه gو  fبع دو تا

  .هايشان برابر باشنددامنه -1
  .هاي يكسان داشته باشندضابطه -2
  

  )92خرداد (  اند؟ چرا؟آيا دو تابع زير با هم مساوي :سؤال

  5
56
55

252














 x)x(g,
x

x
x

x
)x(f  

56خير، زيرا  :پاسخ )(f  11566ولي )(g.  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

آيا دو تابع  :سؤال
2

2

11 x

x
)x(f


  11و 2  x)x(g ؟اند؟ چرابا هم مساوي  ) 90دي(  

  :بله، زيرا :پاسخ

R












 fD

x

x

x

x
)x(f

011

01

11 2

2

2

2
  

R gD     0111همواره برقرار 22  xx)x(g  

)x(gx
x

)x(x

)x(

)x(x

x

x

x

x
)x(f 

















 1111

11
11

11

11

11
2

2

22

2

22

2

2

2

2
  

  .اندبنابراين دو تابع با هم مساوي
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 همواره برقرار

 همواره برقرار
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  اي به كمك نموداري يك تابع چندضابطهپيدا كردن ضابطه
  )93دي (  .كه نمودار آن در زير آمده است را بيابيد fي تابع ضابطه :سؤال

  
  
  
  
  

],[ي ابع داده شده از دو قسمت تشكيل شده كه در بازهت :پاسخ 11    ي دارد و در بـازه  1مقـدار ثابـت],[ ي قسـمتي از خـط اسـت كـه از دو نقطـه      21
),(A B),(و  11   :نويسيمقسمت را مي معادله خط اين ،با استفاده از اين دو نقطه. گذردمي 32

2
12
13










AB

AB
AB xx

yy
m  

12121  xy)x(y)xx(myy AA  
  :اي است، به شكل زير استبنابراين ضابطه اين تابع كه تابعي چندضابطه

  







 2112
111

xx

x
)x(f  

  .در هر دو ضابطه مساوي داشته باشد 1د كه پس ايرادي ندار. مقدار يكسان دارد 1xدقت كنيد كه تابع در هر دو ضابطه در  :تذكر
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

x|)x(f|ابتدا نمودار تابع  :سؤال 1 ي را با دامنه],[ 1سپس نمودار . رسم كنيد 20 )x(fy ا بـه دسـت   را رسم كرده و برد آن ر
  )93شهريور (  .آوريد
   :پاسخ

  
101
2101

ريشه

y

x|x|)x(f   

  
  
  

],[يبرد تابع بازه، yبا توجه به نمودار    .باشدمي21
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

x)x(fابتدا نمودار تابع  :سؤال  ،12سپس با استفاده از آن نمودار تابع  را رسم نموده  )x(f)x(g را رسم كنيد.  ) 92خرداد(  
   :پاسخ

  
210
410

y

x
x)x(f   

  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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x(f)x(g(استفاده از آن نمودار  با. به صورت زير داده شده است f)x(نمودار تابع  :سؤال 2 خارج از كشور 92خرداد (  .را رسم كنيد(  
  
  
  
  
  
  
  

),(: يعني نقاط. گيريمابتدا نقاط مشخص تابع را در نظر مي :پاسخ 22 ،),( 11 ،),( 11  و),( 02 ي نقطه، البته),( ! را خودمـان در نظـر گـرفتيم    22
  :آوريمشود را به دست ميمي gهاي جديد هركدام كه مربوط به تابع xدهيم و قرار مي x2حال طول اين نقاط را به ترتيب برابر 

  

221122

11
2
1

2
121

11
2
1

2
121

021122









)(f)(gxx

)(f)(gxx

)(f)(gxx

)(f)(gxx

  

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
x(fy(با توجه به نمودار تابع  :سؤال  نمودار تابع ،)x(fy 23 خارج از كشور 91خرداد (  .را رسم كنيد(  

  
  
  
  

),(: گيريمابتدا نقاط مشخص تابع را در نظر مي :پاسخ 23  ،),( 22   و),( 00  
  ....دهيم و قرار مي x2حال طول اين نقاط را برابر 

0030002  )(f)(gxx  
623231122  )()(f)(gxx  

633
2
3

2
332  )(f)(gxx  

  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  و تركيب توابع اعمال جبري روي توابع
gfاند، توابع تعريف شده Aي كه روي يك مجموعه gو  fبراي دو تابع   ،gf  ،gf   و

g

f شوندبه صورت زير تعريف مي:  

)x(g)x(f)x)(gf(   
)x(g)x(f)x)(gf(   
)x(g)x(f)x)(gf(   

)x(g

)x(f
)x)(

g

f
(   
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gfgf DDD   

gfgf DDD   

gfgf DDD   
})x(g|x{DDD gf

g

f 0   

  :شودبه صورت زير تعريف مي fogبه صورت  gو  f، تركيب دو تابع gو  fبراي دو تابع 
 )x(gf)x)(fog(   

}D)x(g|Dx{D fgfog   

با توجه به اين كه  :تذكر )x(gf)x)(fog(   و در اين رابطه)x(g شود، پس بايد ديده ميgDx  باشد و چون )x(gf  داريم، پس بايد

fD)x(g  باشد.  

11اگر  :سؤال


x
)x(f 2 و

1



x

)x(g ي تابع باشند، دامنهgof را تعيين كنيد.  ) 93دي(  

جا كه از آن :پاسخ )x(fg)x)(gof( پس ،:  

},{}x|}{x{}
x

|}{x{D

}{D,}{D,}D)x(f|Dx{D

gof

gfgfgof

10102110

20





RRR

RR
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
f)},(,),(,),(,),{(دو تابع  :سؤال 43705231   و)},(,),(,),(,),{(g 25001341  93شهريور (  .را در نظر بگيريد(  
gfتابع )الف  را به صورت زوج مرتب بنويسيد.  
fog)(مقدار ) ب   . را به دست آوريد 0

   :پاسخ
},,{DDD gfgf 031  )الف  

)},(,),(,),{(gf 0043121   
  7000  )(f)(gf)(fog )ب  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

222اگر  :سؤال  xx)x(f  باشد، تابع)x(g 542اي مشخص كنيد كه را به گونه  xx)x)(fog(.  ) 93خرداد(  
   :پاسخ

    222222 2144125422 )x()x(gxx)x(g)x(gxx)x(g)x(g)x(gf)x(fog   
1  . دو تابع با اين شرايط وجود دارد x)x(g  31221يا  x)x(g)x()x(g)x()x(g  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

2دو تابع  :سؤال
1





x

x
)x(f  4و x)x(g را در نظر بگيريد.  ) 93خرداد(  

)gf)((مقدار ) الف 0 را به دست آوريد.  

ي نهدام) ب
g

f را تعيين كنيد.  

   :پاسخ

2
32

2
1000  )(g)(f))(gf( )الف  

40420  x)x(g,),[D,}{D,})x(g|x{DDD gfgf

g

f R )ب  

}{),(}{),[}{D

g

f 24442  R  

www.KonKoorsara.ir

www.KonKoorsara.ir


 
 

17  www.m-mehraban.com  / محمد مهربانبه روش  ژهو طبقه بندي وي پاسخ تشريحيبا حسابان  ينهاي امتحانپرتكرار والات س  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1تابع  ود :سؤال x)x(f  2و x)x(g را در نظر بگيريد.  )92ي د(  
  .را به دست آوريد )x)(gof(ي را بدون محاسبه gofي تابع دامنه) الف
  .را به دست آوريد gofي ضابطه) ب

)((مقدار ) ج
g

f
(   .را محاسبه كنيد 2

   :پاسخ
),[D,D gf  2R )الف  

),[}x|x{}D)x(f|Dx{D gfgof  121R  

  1211  xx)x(g)x(fg)x)(gof( )ب  

2
1

2
22 
)(g

)(f
))(

g

f
  ج( )

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
f)},(,),(,),{(اگر  :سؤال 332211  و)},(,),{(g 5321 92شهريور (  :دو تابع باشند(  
gfتابع ) الف  شخص كنيدهاي مرتب مرا به صورت زوج.  
)gof)((مقدار ) ب   .را بيابيد 3

   :پاسخ
)},(,),{(gf,},{D gf 833131  )الف  

  5333  )(g)(fg))(gof( )ب  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1اگر  :سؤال
1



x

)x(f  3و x)x(g دو تابع باشند:  ) 92خرداد(  

)gf)((مقدار ) الف 43  را به دست آوريد.  
  .را بيابيد fogي تابع دامنه) ب

   :پاسخ

  21
3
1344343 






  )(g)(f))(gf( )الف  

}D)x(g|Dx{D,),[D,}{D fgfoggf  31R )ب  

}{),[}x|),[x{}x|),[x{Dfog 4343133   
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

f)},(,),(,),(,),{(ر اگ) الف :سـؤال  30135121   و)},(,),(,),(,),(,),{(g 0120642352     باشـند، تـابع
g

f    را بـا اعضـا

  .بنويسيد

1اگر ) ب


x

x
)x(f  و

2
1

2
2






x

x
)x)(fog( ي تابع باشند، ضابطه)x(g را به دست آوريد.  ) خارج از كشور 90خرداد(  

   :پاسخ
},{}{},,{})x(g|x{DDD gf

g

f 0310310   )الف  

)},(,),{(
g

f

2
30

2
13 

  
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 
3

11312
2
1

1

2
2222

2

2 










x
)x(gx)x(gx)x(g)x(gx)x(g)x(gx

x

x

)x(g

)x(g
)x(gf )ب  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  زوج و فرد توابع
  :كنيمبراي تعيين زوج يا فرد بودن تابع، دو شرط زير را بررسي مي

  .دامنه متقارن باشد -1
2- )x(f  اگر با . دهيمرا تشكيل مي)x(f  برابر باشد، تابع زوج و اگر با)x(f  برابر باشد، تابع فرد است و در غير اين صورت تابع نه زوج و نه فرد

  .است
  .مختصات اند و توابع فرد نسبت به مبدأها متقارنxتوابع زوج نسبت به محور  :تذكر

  

28زوج يا فرد بودن تابع  :سؤال
3

2
3
xx

xx
)x(f




 93دي (  .را مشخص كنيد(  

   :پاسخ
Dxx)x(xxx}{. دامنه متقارن است 00001202 2

مثبتهمواره

6228  R  

)x(f
xx

xx

xx

xx

)x()x(

)x()x(
)x(f 














 28

3

28

3

28

3

2
3

2
3

2
3  

  .بنابراين تابع فرد است
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )93خرداد (  .ها در زير آمده است را مشخص كنيدرد بودن توابعي كه نمودار آنزوج يا ف :سؤال
  

      
  )ب(  )الف(  

  .باشدنسبت به مبدأ مختصات متقارن است، پس تابعي فرد مي) ب(زوج است و تابع  يها متقارن است، پس تابعyنسبت به محور ) الف(تابع  :پاسخ
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xcosx)x(fزوج يا فرد بودن تابع  :سؤال    )91دي (  .را معلوم كنيد 2
   :پاسخ

  RfD. متقارن است
)x(fxcosx)xcos()x()x(f  22  

  .باشدزوج مي fپس تابع 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

2327زوج يا فرد بودن تابع  :سؤال xx)x(f  89دي (  .را معلوم كنيد(  
   :پاسخ

Dx],[متقارن 
x

x
,xx 3333

009
33

090327 2
22 




  
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)x(fxx)x()x()x(f  22 327327  
  .پس تابع فرد است

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xsin|x|)x(fزوج يا فرد بودن تابع  :سؤال 2 خارج از كشور 92خرداد (  .را بررسي كنيد(  
   :پاسخ

  RDمتقارن 
)x(fxsin|x|)xsin(|x|)x(sin|x|)x(f  222  

  .پس تابع زوج است
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

  توابع صعودي و نزولي
  تابع)x(f  1هرگاه براي هر را صعودي ناميمx  2وx ي از دامنهf  21كه xx   باشد، داشته باشيم)x(f)x(f 21   و آن را صعودي اكيد ناميم

x(f)x(f(هرگاه  21 .  
  تابع)x(f 1راي هر را نزولي ناميم، هرگاه بx  2وx ي از دامنهf  21كه xx   باشد، داشته باشيم)x(f)x(f 12   و آن را نزولي اكيد گوييم

x(f)x(f(هرگاه  12 .  
  تابع)x(f 1و عضو را ثابت ناميم، هرگاه براي هر دx  2وx ي از دامنهf داشته باشيم ،)x(f)x(f 21 .  
  

  .هايي را كه در آن تابع، صعودي اكيد، نزولي اكيد يا ثابت است را مشخص كنيدابتدا نمودار تابع زير را رسم كنيد، سپس بازه :سؤال
  )92شهريور (  

  














11
101

02

xx

x

xx

)x(f  

   :پاسخ























10
21

11

101
014
0120

رأس
2

y

x
xx

x
y

xxx

)x(f  

),(ي در بازه 0 ي نزولي اكيد، در بازه],[ ),(ي ثابت، در بازه 10 1 صعودي اكيد.  

  .دهيمنيست، نقطه نمي 0xبعد از ريشه چون در ناحيه  2xدر رسم تابع  :تذكر
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

x)x(fتابع  :سؤال   ................خارج از كشور 90خرداد (  .است(  
  نزولي) ب  صعودي) الف

   :پاسخ
)x(f)x(fxxxxxx,x,x 2121212121 0   

  .توجه به شكل نيز اين مطلب واضح استبا . بنابراين تابع نزولي است
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
x||x|y|با رسم نمودار  :سؤال 12  خارج از كشور 91خرداد (  اي نزولي است؟اي صعودي و در چه بازهمشخص كنيد تابع در چه بازه(  
   :پاسخ















21212
12312

11212
12

xxxx

xxx

xxxx

|x||x|y  

  
  
  

),[ي در بازه 2 ي نزولي اكيد ولي در بازه],( 1 ي در بازه. نزولي است],[ 12 ي در بازه. ثابت است),[ 1 ي صعودي اكيد ولي در بازه
),[ 2 صعودي است.  

  .ت هم صعودي و هم نزولي استتابع ثاب :تذكر
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  پذيريك و وارونبهتوابع يك
21يك بودن تابع از بهبراي بررسي يك. يك بودن آن استبه، يك)يعني تابعي كه وارونش نيز تابع باشد(پذيري يك تابع شرط وارون yy  شروع مي -

21اگر به . كنيم xx  ي وارون آن، براي پيدا كردن ضابطه. يك استبهرسيديم، تابع يكx  را تنها كرده و در پايان اساميx  وy در . كنيمجا ميرا جابه
  .توان استفاده كرديك نباشد، از مثال نقض ميبهصورتي كه تابع يك

  .كندها، نمودار تابع را حداكثر در يك نقطه قطع ميxهر خط موازي محور  يك،بهدر توابع يك :تذكر
  

xx)x(fآيا تابع  :سؤال 22  93خرداد (  .يك است؟ براي پاسخ خود دليل ارائه دهيدبهيك(  
  :باشد، داريم 0yمثلاً اگر . يك نيستبهخير، يك :پاسخ

0200
2
0

02022 







 )(f,)(f
x

x
)x(xxx  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
32ي وارون تابع ضابطه :سؤال  x)x(f را به دست آوريد.  ) 93دي(  
   :پاسخ

2
32

1 
 x

)x(f  يا
2

3
2

33232
22

2 
 


  x

y
y

xxyxy yx  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  )92شهريور (  .ي وارون آن را به دست آوريدپذير بودن تابع، ضابطهپذيري تابع زير را بررسي كنيد و در صورت وارونوارون :سؤال

  53  x)x(f  
   :پاسخ

),[Dxx:D ff  3303  

21212121 335353 xxxxxxyy   
  .دباشپذير نيز مييك است و وارونبهبنابراين تابع يك

3535533553 222    )x(y)y(x)y(xxyxy yx  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

32پذيري تابع وارون :سؤال
1





x

x
)x(f را بررسي كرده و برد تابع را تعيين كنيد.  ) خارج از كشور 91خرداد(  

   :پاسخ
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221112212121
2
2

1
1

21 232332323232
32
1

32
1

xxxxxxxxxxxx
x

x

x

x
yy 








  

. باشدپذير نيز مياين وارونيك است بنابربهتابع يك   2121 55 xxxx  

دامنه تابع هموگرافيك  :تذكر
dcx

bax
)x(f




 برابر}
c

d
{Df R و برد آن}

c

a
{Rf R بنابراين برد تابع داده شده  . باشدمي

}{Rf 2
1

R  است.  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
x|x)x(f|ابتدا نمودار تابع  :سؤال 12  خارج از كشور 90خرداد (  .پذيري آن را بررسي كنيدرا رسم كرده و با استفاده از شكل، وارون(  
   :پاسخ
























21
10

11

52
21

113

112
112

12

y

x
xx

y

x
xx

xxx

xxx
|x|x)x(f  

  .باشدپذير مييك و وارونبهكند، تابع يكتابع را در يك نقطه قطع مي ها،xبا توجه به نمودار تابع، چون هر خط موازي با محور 
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  تابع متناوب
fDTxشته باشيم دا fDxموجود باشد كه براي هر  Tرا متناوب ناميم، هرگاه يك عدد حقيقي مثبت مانند  fتابع    و)x(f)Tx(f  .

  .گوييم fبا اين خاصيت را دوره تناوب  Tترين عدد مثبت كوچك

  دوره تناوب توابعd)cbxsin(ay   وd)cbxcos(ay  ،
|b|

T



  . باشدمي 2

  دوره تناوب توابعd)cbxtan(ay   وd)cbxcot(ay  ،
|b|

T


 باشدمي.  

  
xsinyدوره تناوب تابع  :سؤال 3  92دي (  .است............... برابر با(  
   :پاسخ

3
22 





|b|

T  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  ء صحيح يا براكتتابع جز
  .باشددر صورتي كه عدد صحيح نباشد، جزء صحيح آن، عدد صحيح قبل از آن مي. جزء صحيح اعداد صحيح برابر خودشان است

ده و ساشده هاي مشخصرا در بازه تابع ،كنيم و با توجه به آنبندي ميبراي رسم تابع براكتي، عبارت داخل براكت را بين اعداد صحيح متوالي، محدوده
  .)شده دقت كنيدحل سوالاتبه . (كنيمرسم مي
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x[)x(f[اگر  :سؤال 3  باشد، در اين صورت حاصل)(f 22   93خرداد (  .است................. برابر(  
   :پاسخ

33152532222  ]/[]/[][][)(f   
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

])a([، حاصل عبارت 21aاگر  :سؤال 22 خارج از كشور 90خرداد (  كدام است؟(  
   :پاسخ

211212122122 212 


]/[][]||[]||[]|a|[])a([
a

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
x[)x(f[نمودار تابع  :سؤال 2 ي هرا در باز),[   )93شهريور (  .رسم كنيد 10
را بـا توجـه بـه     x2ي ابتـدا محـدوده  . بنـدي كنـيم  را بين اعداد صحيح متوالي محـدوده  x2طور كه گفتيم بايد عبارت داخل براكت يعني همان :پاسخ

  :آوريمبه دست مي xي محدوده
22010  xx  

2
10002120  x,y]x[x  

1
2
1112221  x,y]x[x  

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  :اتحادهاي مثلثاتي
  )92و  90دي ( 2212 sincos  

 22222 2112 sinsinsinsincos)cos(cos  :اثبات  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )92و  90خرداد (





 

 42 xsinxcosxsin  

xcosxsinxcosxsinsinxcoscosxsinxsin 
















 










 


2
2

2
22

44
2

4
  اثبات:  2

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1222  )خارج از كشور 90خرداد (
32

 xcos
xsin

xcosxsin  

12434
2

342
2

342
2

32 22
23







 xcosxcos
xcosxsin

)xcos(xcosxsin

xsin

)xcosxcos(xsin

xsin

xcosxsin  :اثبات  

1221122 2  xcos)xcos(  

xsin

xsinxsin

xsin

)xsin(xsin

xsin

)xxsin()xxsin(

xsin

xcosxsin

2
24

2
24

2
33

2
32 







 :روش دوم  

122
2

1222
2

2222






 xcos

xsin

)xcos(xsin

xsin

xsinxcosxsin  

  :تذكر
 )sin()sin(cossin 2  

)cos()cos(coscos 2  
)cos()cos(sinsin 2  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )91شهريور (
xtan

xtan
xcos 2

2

1
12



  

xcos
xcos

xsinxcos

xsinxcos

xcos

xsinxcos
xcos

xsinxcos

xcos

xsin
xcos

xsin

xtan

xtan 2
1
2

1

1

1
1

22

22

2

22
2

22

2

2
2

2

2

2




















  :اثبات  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )89دي (
xtan

xtan
xsin 21

22


  

xsin
xcosxsin

)xcosx(sinxcos

xcosxsin

xcos

xsinxcos
xcos

xsin

xcos

xsin
xcos

xsin

xtan

xtan 2
1

22
2

1

2

1
2

22

2

2

22

2

22 












  اثبات:  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :هاي مثلثاتي زواياي غيرمعروفنسبت
  :كنيم، از روابط زير استفاده ميهاي زواياي غيرمعروف با استفاده از زواياي معروفبراي به دست آوردن نسبت

 sincoscossin)sin( )1  
 cossinsin 22 )2  
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 sinsincoscos)cos(  )3  
 2222 21122 sincossincoscos )4  





tantan

tantan
)tan(

1 )5  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 105tan  )93دي (

32
2

324
31
31

31
13

131
13

45601
45604560105 
























tantan

tantan
)tan(tan   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 15cos  )93شهريور (

4
26

2
1

2
2

2
3

2
230453045304515 

 sinsincoscos)cos(cos   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 75sin  )92شهريور (

4
62

2
2

2
3

2
2

2
145304530453075 

 sincoscossin)sin(sin   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

5اي در ربع دوم باشد و زاويه اي در ربع اول و زاويه اگر  :سؤال
1

sin  3و
2

cos  باشد، مقدار)cos(     را بـه دسـت

  .آوريد
  )خارج از كشور 92خرداد (  

   :پاسخ

5
24

5
24

25
241

25
11 2222   coscoscoscoscossin  

3
5

3
5

9
51

9
41 2222   sinsinsinsincossin  

15
564

15
5242

3
5

5
1

3
2

5
24 







 sinsincoscos)cos(  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  معادلات مثلثاتي
  :كنيمير دقت ميبراي حل معادلات مثلثاتي، به نكات ز

  
  
  

)k(

kx

kx

sinxsin Z













2

2
  يا

  
  
  
  
  

 در ربع اول  

  دومدر ربع  
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)k(kxcosxcos Z 2  

  
  
  
  
  

)k(kxtanxtan Z  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  )92دي ( 


 xsinxsin

X

25 

 

 

 

)k(

k
xkxxkx

k
xkxxkx

xsinxsin

X

X

X
Z




























7
227225

يا
3

223225

25  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
032   )92و خرداد  93شهريور (  xcosxsin  

032032032  )xsin(xcosxcosxcosxsinxcosxsin  































3
22

3
يا2

3
2

2
3032

2
0

kkxkxxsinxsin

kxxcos

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

0392  )93خرداد ( 2  xcosxsin 

03922039120392 222  xcosxcosxcos)xcos(xcosxsin  
0592 2  xcosxcos  

0592 2  tttxcos  :تغيير متغير  

4
119

4
1219

2
121408142












a

b
tacb  






















)k(kxxcos

xcos

Z
3

22
2
1

5

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 قبولغيرقابل
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02  )93دي ( 2  xsinxsin 

01202 2  )xsin(xsinxsinxsin  
  

  




























6
52

6
يا2

6
2

2
1012

0

kkxkxxsinxsin

)k(

kxxsin

Z  

  

],[ي ها در بازهجواب 20 :  































6
5
0

6
52

6

0

6
2

20
210

x

k
kx

x

k
kx

x

k
kx

 

},,,,{
6

5
6

20 
 مجموعه جواب  

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1  )92شهريور ( xcosxsin 

2
2

2
1

4
1

4
21 






 







 

 xsinxsinxcosxsin  

)k(

kxkx

kxkx
Z




























2

4
2

4

2
2

4
2

4  

براي حل اين معادله از فرمول  :تذكر





 


4

2 xsinxcosxsin استفاده كرديم.  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  وارون توابع مثلثاتي
xsinبرد تابع  1ي ، بازه],[

22


 1پس خروجي . استsinاي بين ، زاويه
2


  و
2
 10اگـر  . باشدمي  x   ،باشـد

2
0 1 

  xsin   و اگـر

01  x  ،0باشد
2

1 


  xsin چنين هم. باشدميxsin)x(sin 11  .  

  
  
  

xtanبرد تابع  1ي ، بازه),(
22


 0اگـر  . استx   ،باشـد
2

0 1 
  xtan   0و اگـرx   ،0باشـد

2
1 


  xtan  چنـين  هـم . باشـد مـي

xtan)x(tan 11  .  
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xcosبرد تابع  1 ي ازهب],[ 0  10اگـر  . اسـت  x   ،باشـد
2

0 1 
  xcos   01و اگـر  x   ،باشـد

  xcos 1
2

ضـمناً  . باشـد مـي  

)x(cos)x(cos 11  . 

 
 
 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )93دي (





 

2
11cos 

3
2

32
1

2
1 11 

















  coscos  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )93خرداد (





 

4
51 sinsin 

42
2

2
2

4
5 111 





























   sinsinsinsin  

xsinدقت كنيد كه ( 1 ي همواره در بازه],[
22


 باشد و در صورتي مي )(sinsin است كه  1
22





 باشد.  

  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )92شهريور (





 

4
1 tansin 

2
1

4
11 







   )(sintansin  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )92خرداد (















5
31cossin 





















5
31cossin  

5
4

25
16

25
911

5
3

5
3 21 





 cossincoscos  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )90و خرداد  93شهريور (





 

8
1 sincos 

4
3

4
3

828
111 







 















 










   coscoscoscossincos  

 :تذكر )(coscos   .باشد 0وقتي برقرار است كه  1
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  )90شهريور ( )(tancos 31  

   
2
1

33
33 11 






 






 
  coscos)(tancos)(tancos  

  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )ارج از كشورخ 89دي (






 









42
11tantan 

3

2
1
2
3

1
2
11

1
2
1

42
11

42
1

42
1

1

1

1 







































 















tantantan

tantantan

tantan  

  :دقت كنيد كه
2
1

2
11 





 tantan  

  
2
1

2
11 













 tantantan  

  :چنينو هم




tantan

tantan
)tan(

1
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













 

 xlim
x

x
lim

x

x
lim

x

)(f)x(f
lim)(f

xxxx
  

3
1
13

1
413

1
11

111














 

 x

)x(
lim

x

x
lim

x

)(f)x(f
lim)(f

xxx
  

f)(f)(چون  11    پس تابعf  1درx باشدپذير نميمشتق.  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  )92خرداد (  .يد، در صورت وجود بياب2xهاي چپ و راست تابع زير را در با استفاده از تعريف مشتق، مشتق :سؤال
  |x|)x(f 2  

   :پاسخ

1
2
2

2
02

2
22

222














 

 x

x
lim

x

|x|
lim

x

)(f)x(f
lim)(f

xxx
  

1
2
2

2
02

2
22

222














 

 x

)x(
lim

x

|x|
lim

x

)(f)x(f
lim)(f

xxx
  

f)(f)(چون  22    است، پس تابعf  2درx باشدپذير نميمشتق.  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع  با :سؤال
1



x

)x(f  2را درx حساب كنيد.  ) 90شهريور(  

   :پاسخ

9
1

13
1

213
2

2
13
13

2
3
1

1
1

2
22

22222


























 )x(

lim
)x)(x(

x
lim

x

)x(

)x(

lim
x

xlim
x

)(f)x(f
lim)(f

xxxxx
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

آيا تابع  :سؤال









00
01

x

x
x

sinx)x(f پذير است؟ در صفر مشتق)91خرداد (  .)دليل خود را توضيح دهيد(  

   :پاسخ

وجود ندارد 
x

sinlim
x
x

sinx
lim

x

)(f)x(f
lim)(f

xxx

101

0
00

000 








  

  .باشدپذير نميمشتق 0xدر  fبنابراين 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

پذير است مشتق aي نيز در نقطه cfعدد دلخواهي باشد، با محاسبه نشان دهيد تابع  c باشد و aي پذيري در نقطهمشتقتابع  fاگر  :سـؤال 
)a(fc)a()cf(و  .  ) 90دي(  

   :پاسخ

)a(fc
ax

)a(f)x(f
limc

ax

))a(f)x(f(c
lim

ax

)a(cf)x(cf
lim

ax

)a)(cf()x)(cf(
lim)a()cf(

axaxaxax




















  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
0پذير باشد ومشتق aدر  fتعريف شده باشد و ناصفر باشد و  aي تابعي باشد كه در يك همسايگي نقطه fاگر  :سؤال )a(f  با اسـتفاده ،

از تعريف نشان دهيد كه 
f

پذير است و مشتق aنيز در  1
)a(f

)a(f
)a()

f
( 2

1 
.  ) 90خرداد(  

   :پاسخ

)a(f.)x(f)ax(

)x(f)a(f
lim

ax

)a(f.)x(f

)x(f)a(f

lim
ax

)a(f)x(f
lim

ax

)a(
f

)x(
f

lim)a()
f

(
axaxaxax 


































1111
1  

 
)a(f

)a(f

)a(f.)a(f
)a(f

)a(f.)x(fax

)a(f)x(f
lim

ax 2
11 








  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1پذيري تابع مشتق :سؤال
122





x

xx
y 1ي را در نقطهx خارج از كشور 89دي (  .بررسي كنيد(  

   :پاسخ
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
























































2
1

11
11

2
1

11
11

11
1

11
1

1

0
1

12

1
11

1

1

1

2

1

2

11

)x)(x(

)x(
lim)(f

)x)(x(

x
lim)(f

)x)(x(

|x|
lim

)x)(x(

)x(
lim

x
x

xx

lim
x

)(f)x(f
lim)(f

x

x

xxxx

  

f)(f)(چون  11    است، پس تابعf  1درx پذير نيستمشتق.  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1ي خط قائم بر منحني تابع معادله :سؤال
2





x

x
)x(f 2اي به طول را در نقطهx بيابيد.  ) 93شهريور(  

   :پاسخ
),(A)(f 4242   

3
1332

1
3

1
21

22مماسقائم 








 mm)(f

)x()x(

)x()x(
)x(f  

3
10

3
12

3
14  xy)x(y)xx(myy AA  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
],[ي در چه نقاطي از بازه :سؤال 20  خط مماس بر نمودار تابعxsiny   موازي محورx93خرداد (  ها است؟(  
0  ).ها شيب خط صفر استxدر خطوط موازي محور (باشد  0ها برابر خواهد كه مشتق در آنمينقاطي را  :پاسخ xcos)x(f  

  ),(B,),(A,x 1
2

31
22

3
2




  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xxyاي از نمودار تابع نقطه :سؤال 32  يد كه خط مماس بر منحني تابع، در اين نقطه موازي نيمساز ربع اول و سوم باشدرا تعيين كن.  
  )92شهريور (  

   :پاسخ
1 mxy  :نيمساز ربع اول و سوم  

),(Aaaamxy 2112213232   
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

4حني تابع ي خط مماس بر منمعادله :سؤال xsiny 3ي را در نقطه
 خارج از كشور 91خرداد (  .بنويسيد(  

   :پاسخ

2
1

3







  cosmxcosy  

4
2
3

62
1

32
14

2
34

2
3

3
4

2
34

33















 xy)x()(y),(Asinyx  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ي مشتقمحاسبه
  :كنيمابع، از نكات زير استفاده ميي مشتق توبراي محاسبه

)x(g)x(f)x()gf(   
)x(f)x(g)x(g)x(f)x()gf(   

 2)x(g

)x(f)x(g)x(g)x(f
)x()

g

f
(


  
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 )x(gf)x(g)x()fog(   
ه و در بقيه اش به دست آوردكنيم و مشتق هر تابع را به ازاي تابع درونيگيري ميترين تابع شروع به مشتقبراي مشتق توابع تركيبي، از دروني :تذكر
  .كنيمها ضرب ميمشتق
  :مثال

2232  )92دي ( 1321 )x(xy)x(y   
  :كنيمدر ادامه مشتق چند تابع مهم را يادآوري مي

1 nn nxyxy  

)nm(
xn

m
x,

x
yxy

n mn

n m 
2

1  

2
11

x
y

x
y   

xcosyxsiny   
xsinyxcosy   

xtanyxtany 21  

)xcot(yxcoty 21  

2
1

1
1

x
yxsiny


   

2
1

1
1
x

yxcosy



   

2
1

1
1
x

yxtany


   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  .)ساده كردن الزامي نيست. (مشتق توابع زير را بيابيد :سؤال

xsinx)(xx(y(  )92دي (  22 453  
xx)(xcosx()xsinx)(x(y(    :سخپا 538456 22   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xsinxy  )93دي ( 12 24   

    :پاسخ
22 1

2

42

2

xx

x
y







  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

32  )93شهريور ( 53 )xx(y   

22    :سخپا 533
2

16 )xx(
x

xy 







  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xcos()x(y(  )93شهريور ( 1453 3   
    :پاسخ  )x()xsin(x)xcos(y 531412143 323   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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12  )93خرداد (
13 3





x

x
y  

2    :پاسخ

32

12
132129

)x(

)x()x(x
y




  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

32  )93خرداد ( 1)x(y   
22    :پاسخ 132 )x(xy   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xtany  )93خرداد ( 12   

21    :پاسخ
2
x

y


  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
xsiny  )92شهريور ( 5  

    :پاسخ
xsin

xcosy
52

155   

  .)ترين تابع شروع كرديم و به ترتيب مشتق گرفتيماز دروني(
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

x(xy(xx  )92خرداد (  65 1  
16    :پاسخ 5  xy  
  .)شود به صورت اوليه هم مشتق آن را محاسبه كردالبته مي(.گيري تابع را ساده كرديمدر اين مورد، قبل از مشتق :تذكر

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xcosxy  )92خرداد ( 13   

    :پاسخ
23 2 1

1

3

1

xx
y




  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3  )91شهريور ( 2 15  xy  

    :پاسخ
3 22 153

110
)x(

xy


  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

x(sin)x(y(  )91شهريور ( 532   
54    :پاسخ 323252 )x(xcos)x(sin)x(y   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xtan  )91شهريور (
x

y 1
1

1 


  

22    :پاسخ 1
1

1
1

x)x(
y







  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

34523  )91خرداد ( x)x(y   

    :پاسخ
3 2

3

3

152423
x

)x(y   
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

21  )91خرداد ( x

xsin
y


  

22    :پاسخ

2

1

21
2

1

)x(

)x(sinx)x(xcos
x

y












  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3  )90دي ( 5 2xcosxy   

    :پاسخ
3 25

4

23

1225
)xcosx(

)xsin(xy


  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  )90خرداد (
x

xsinxtany
432 11    

222    :پاسخ
4

1

3
1

2
xxx

y 





  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
xcosy  )90خرداد ( 321  

    :پاسخ
xcos

)xsin(
y

3212
332




  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
xsin(y(  )90شهريور ( 52   

)xcos(    :پاسخ
x

y 52
522

12 


  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

xtan(y(xcos  )90شهريور ( 11   

)xtan(    :پاسخ
x

xcos)xtan(y 



  1

1

11
2

12  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  اي و متوسطآهنگ تغييرات لحظه
  :2xو  1xدر دو مقدار  fآهنگ تغييرات متوسط تابع 

12
12

xx

)x(f)x(f


  

  ):آني(اي آهنگ لحظه
x(f(برابر  0xي در لحظه fآهنگ تغييرات تابع  0 است.  

  )93دي (  .را بيابيد 3اي به محيط آهنگ تغييرات مساحت دايره نسبت به محيط آن، براي دايره :سؤال
  .ابتدا بايد فرمول مساحت دايره را برحسب محيط آن به دست آوريم :پاسخ
















422

2
22

2 PP
rS,

P
rrP  

  :كنيمرا محاسبه مي Pنسبت به  Sحال مشتق 

2
3

2
33 



 )(S  آهنگ تغييرات مساحت در





 3
24

2
P

PP
)P(S  
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  )92دي (  .است را به دست آوريد 4آهنگ تغييرات مساحت يك دايره كه قطر آن  :سؤال
      :پاسخ

   4222 2 )(Sr)r(Sr)r(S,r  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

6آهنگ تغييرات حجم يك كره نسبت به شعاع آن هنگامي كه حجم كره  :سؤال
 متر مكعب است، را حساب كنيدسانتي.  

  )خارج از كشور 89دي (  

اي كه حجم آن ابتدا شعاع كره در لحظه :پاسخ
6
 آوريماست را به دست مي:  

  
2
1

8
1

2
14

63
4 333 


 rrrrV  

   22
2
14

2
14 )()(Vr)r(V  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  )خارج از كشور 90خرداد (  .واحد است را به دست آوريد 8اي كه محيط آن آهنگ تغيير مساحت مربع نسبت به ضلع آن در لحظه :سؤال
284  :آوريمابتدا ضلع مربع را به دست مي :پاسخ  aaP  

  4222  )(SaSaS  
  .گرفتيمآورديم و مشتق ميساحت نسبت به محيط را خواسته بود، بايد مساحت رابر حسب محيط به دست مياگر در سوال آهنگ تغييرات م :تذكر

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  

  پايان
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