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  الگو و دنباله �

نامند. به عبارت ديگر دنباله  صورت يك رشته، پشت سر هم نوشته شده باشند را يك دنباله از اعداد مي تعدادي از اعداد كه به  

  نامند. مثلاً: ي عمومي دنباله مي ام دنباله را جمله nي  ي آن فقط اعداد طبيعي باشند. جمله تابعي است كه دامنه
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  : دنباله حسابي

نامند. اين مقـدار   ي حسابي مي قبلي با مقدار ثابتي باشد، دنباله را دنباله ي اول مجموع جمله ي غير از جمله  دنباله ي اگر هر جمله  

  نامند. ثابت را قدرنسبت مي

2 3 4a , a d , a d , a d , a d , ...+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +  

                             d++++         d++++      d++++     d++++    d++++  
1na a (n )d= + −= + −= + −= +   ي عمومي دنباله : جمله −

0dاگر   0dباشد، دنباله صعودي (در حال افزايش) و اگر  <<<<   دنباله نزولي (در حال كاهش) است. >>>>

  ي يازدهم كدام است؟ باشد. جمله مي 32و جمله هفتم آن برابر  8مثال: جمله سوم يك دنباله حسابي برابر  �

  حل : �

ــم ــي كني   از هم كم م
4 24 6 2 6 8 4d d a a→ = → = → + × = → = −→ = → = → + × = → = −→ = → = → + × = → = −→ = → = → + × = → = −
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11 10 4 10 6 56a a d= + = − + × == + = − + × == + = − + × == + = − + × =  
  دست آورد: توان قدرنسبت آن را به جمله متفاوت از دنباله حسابي مي 2نكته: با داشتن ����
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داشته باشد، پس از گذشـت چنـد دقيقـه    ليتر آب  25كند. اگر اين حوض از ابتدا  ليتر آب وارد حوض مي 5/3مثال: شير آبي در دقيقه  �

  شود؟ ليتر مي 102آب حوض 

  حل : �

  دهد. شود، لذا حجم آب در هر دقيقه تشكيل دنباله عددي مي چون در هر دقيقه مقدار ثابتي آب وارد حوض مي  

naام:  nحجم آب موجود در دقيقه    / n= += += += +25 3 5  

/ n n n⇒ = + ⇒ = ⇒ =⇒ = + ⇒ = ⇒ =⇒ = + ⇒ = ⇒ =⇒ = + ⇒ = ⇒ =
7

102 25 3 5 77 22
2

  

  ام اينگونه مي شود . 22در دقيقة 

1مثال: در يك دنباله حسابي  � 4 7 8a a a+ + =+ + =+ + =+ + 4و  = 7 10 2a a a+ + =+ + =+ + =+ +   ، قدرنسبت اين دنباله كدام است؟=

  حل : �
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7مثال: در دنباله حسابي  �
2

4
, , 4جملات  ... 8 12a , a ,a ,   دهند. قدرنسبت اين دنباله چقدر است؟ دنباله حسابي ديگري تشكيل مي ...

  حل : �

  1 2 2 1
7 1

2
4 4

a a d a a= = ⇒ = − = −= = ⇒ = − = −= = ⇒ = − = −= = ⇒ = − = −  

  در دنباله جديد داريم:  

1 4 1
2 1

2 8 1

3 1
4 4 1

7 4

t a a d
t t d ( )

t a a d

= = += = += = += = + 
⇒ − = = × − = −⇒ − = = × − = −⇒ − = = × − = −⇒ − = = × − = −

= = += = += = += = + 
  

  چقدر است؟ جمله تشكيل دنباله حسابي دهند، قدرنسبت دنباله 5ايم. اگر اين  سه جمله درج كرده 405و  5عدد  2مثال: بين  �

  حل : �

�����

2 3 4

5 405

a a d a d a d a d

, , , ,

++++ + ++ ++ ++ + ++++

  

4 405 5 4 405 100a d d d+ = → + = → =+ = → + = → =+ = → + = → =+ = → + = → =  
11مثال: اگر در يك دنباله حسابي  � 16 331 46 7a , a , a= = == = == = == =   كدام است؟ 8aباشد،  =

  حل : �

3 1
3 16 1

16 1

2
2 17
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a a d
a a a d
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= += += += + 
⇒ + = +⇒ + = +⇒ + = +⇒ + = +

= += += += + 
  

11 1
11 8 1 11 8 3 16 8

8 1

10
2 17 7 46 31 22

7

a a d
a a a d a a a a a

a a d

= += += += + 
⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = + − =⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = + − =⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = + − =⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = + − =

= += += += + 
  

mنباله حسابي: نكته: اگر در د ���� n p q+ = ++ = ++ = ++ = mباشد:  + n p qa a a a+ = ++ = ++ = ++ = +  

1 1

1 1

1 1

1 1

m n

p q

a a a (m )d a (n )d
m n p q

a a a (p )d a (q )d

+ = + − + + −+ = + − + + −+ = + − + + −+ = + − + + − 
⇒ + = +⇒ + = +⇒ + = +⇒ + = +

+ = + − + + −+ = + − + + −+ = + − + + −+ = + − + + − 
  

1 12 2 2 2m n p qa a a (m n )d a (p q )d a a⇒ + = + + − = + + − = +⇒ + = + + − = + + − = +⇒ + = + + − = + + − = +⇒ + = + + − = + + − = +  
  حل مثال فوق با اين نكته:  

3 16 11 8 8 87 46 31 22a a a a a a+ = + ⇒ + = + → =+ = + ⇒ + = + → =+ = + ⇒ + = + → =+ = + ⇒ + = + → =  

 گاه داريم: تشكيل دنباله عددي دهند، آن c, b, aنكته: اگر سه عدد  ����
2

a c
b

++++
====  

2مثال: اگر  � 1 2x , x+ ++ ++ ++ 1و  + x−−−− ي عددي دهند،  تشكيل دنبالهx كدام است؟  

  حل : �

1 1 2 2
2 4 2 2 2

2 2

x x x
x x x x

− + + +− + + +− + + +− + + +
+ = = ⇒ + = + ⇒ = −+ = = ⇒ + = + ⇒ = −+ = = ⇒ + = + ⇒ = −+ = = ⇒ + = + ⇒ = −  

هاي ايـن   ن دهيد كه يكي از زاويهي حسابي تشكيل شود، نشا هاي مثلثي را از كوچك به بزرگ مرتب كنيم و يك دنباله مثال: اگر زاويه �

  است. °°°°60مثلث 

  حل : �

  بناميم، داريم: zو  yو  xها را  اگر زاويه  

2
2

x z
y x z y

++++
= ⇒ + == ⇒ + == ⇒ + == ⇒ + =  

180xاز طرفي در مثلث    y z+ + = °+ + = °+ + = °+ + =   است. پس: °

2 180 60y (x z) y y y+ + = + = ⇒ =+ + = + = ⇒ =+ + = + = ⇒ =+ + = + = ⇒ =  
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  : دنباله هندسي

نامند. ايـن   ي قبلي در يك عدد ثابت باشد را دنباله هندسي مي ضرب جمله ي اول، حاصل آن غيراز جمله ي ه هر جملهاي ك دنباله  

  شود. عدد ثابت قدرنسبت ناميده مي
2 3 1

n

n

t

a , aq , aq , aq , ... , aq
−−−−

�������
  

1q* براي    0دنباله صعودي و براي  ≤≤≤≤ 1q≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ 0qزولي است. دنباله ن ≥ a)0كند.  دنباله را نوساني مي >>>> )>>>>  
2 6 18 54

1 1 1 1
1

2 4 8 16

1 1 1
1

2 4 8

, , , , ...

, , , , , ...

, , , , ...− −− −− −− −

  

0aبراي      باشند. ، احكام فوق بالعكس مي>>>>

  اين دنباله كدام است؟ است. جمله ششم 8ضرب جمله چهارم و هشتم برابر  مثال: در يك دنباله هندسي حاصل �

  حل : �

3 7 2 10 5 5
68 8 2 2 2 2aq aq a q aq t aq× = → = → = ± → = = ±× = → = → = ± → = = ±× = → = → = ± → = = ±× = → = → = ± → = = ±  

مثال: اگر جملات چهارم و ششم و دوازدهم يك دنباله حسابي، سه جمله متوالي يك دنباله هندسي باشند، قدرنسـبت دنبالـه هندسـي     �

  كدام است؟

  حل : �

2

3 5 11

a a q a q

(a d) (a d) (a d)+ + ++ + ++ + ++ + +

� �
�

�������� ������� ���������
  

2 2 2 25 3 11a a q (a q) (a d) (a d)(a d) a× = → + = + + →× = → + = + + →× = → + = + + →× = → + = + + →� � �
2 225 10d ad a+ + =+ + =+ + =+ + = 2 214 33 8 4 0ad d d ad+ + → + =+ + → + =+ + → + =+ + → + =  

0

4 2 0 5 3
2 3

3

d

d( d a) a d d
d a q

a d d

====


+ = ⇒+ = ⇒+ = ⇒+ = ⇒ ++++
− = ⇒ = = =− = ⇒ = = =− = ⇒ = = =− = ⇒ = = = ++++

  

درصـد   3درصد است، يعني جمعيت آن كشور در هر سـال بـه ميـزان     3گويند در يك كشور نرخ رشد ساليانه جمعيت  مثال: وقتي مي �

ميليون جمعيت داشـته باشـد. جمعيـت ايـن      50درصد هم اكنون  3يابد. اگر كشوري با نرخ رشد ساليانه  جمعيت سال قبل افزايش مي

  د چقدر خواهد بود؟سال بع 5كشور 

  حل : �

3                    جمعيت سال دوم:     103
50 50 50

100 100
+ × = ×+ × = ×+ × = ×+ × = ×  

2103   جمعيت سال سوم:               3 103 103
50 50 50

100 100 100 100
( ) ( )× + × × = ×× + × × = ×× + × × = ×× + × × = ×  

      ⋮    
1103                                         ام:  nجمعيت سال     

50
100

n( ) −−−− ××××  

  ام برابر است با: 5پس جمعيت سال   

4103
50 56 275441

100
( ) /× =× =× =× =  

  نفر است. 441هزار و  275ميليون و  56ام  5يعني جمعيت سال   
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  شود، چقدر است؟ ام محاط مي nي  اي كه در مرحله مثال: اگر دوايري را مانند شكل مقابل درون هم محاط كنيم، مساحت دايره�

  حل : �

2                        اول: ي همساحت داير    
1S R= π= π= π= π  

     دوم:   ي مساحت دايره    
2

2
2

2 4

R R
S ( )

ππππ
= π == π == π == π =  

   ي سوم: مساحت دايره    
2

2
3

4 16

R R
S ( )

ππππ
= π == π == π == π =  

    ⋮  

                     ام:  nي  مساحت دايره    
2

14
n n

R
S

−−−−

ππππ
====  

1ها تشكيل دنباله هندسي با قدرنسبت  مساحت  

4
  دهد. مي 

)2128ي اول  جمله 7ضرب  مثال: در يك دنباله هندسي حاصل �   است. جمله چهارم دنباله كدام است؟ (

  حل : �

2 3 4 5 6 2 7 2128 2a .aq .aq .aq .aq .aq .aq ( ) ( )= == == == =  
6 6 1

7 1 2 3 4 5 6 14 7 14 7 3 7 14 3 22
42 2 2 2 4

( )

a .(q ) a (q ) a (q ) aq t

++++
+ + + + ++ + + + ++ + + + ++ + + + + = → = → = → = = == → = → = → = = == → = → = → = = == → = → = → = = =  

  جمله تشكيل دنباله هندسي دهند، قدرنسبت دنباله چقدر است؟ 5ايم. اگر اين  سه جمله درج كرده 5و  405عدد  2بين  مثال: �

  حل : �

� � � � �

42 3

5 405

a aq aqaq aq

, , , ,  

4
4 4 5 15 45 135 405405405

81 81 3
5 15 45 135 40555

, , , ,aq
q q q

, , , ,a

 ====
⇒ = = → = → = ± ⇒⇒ = = → = → = ± ⇒⇒ = = → = → = ± ⇒⇒ = = → = → = ± ⇒    

− −− −− −− −==== 
  

8ي هندسي اگر  مثال: در يك دنباله � 11 6 3768 24 3a , a , a ,a= = == = == = == =   كدام است؟ =

  حل : �

2
3

2 12
5 2 10 2 12 5 7 7

6 3 11 8 5
10

11

3

3 768
24 3 768 96

24
768

a aq

a q
a aq a a aq aq a q aq (aq ) a aq

aq
a aq

= == == == =


××××
= = ⇒ = × = × = = × → = = = == = ⇒ = × = × = = × → = = = == = ⇒ = × = × = = × → = = = == = ⇒ = × = × = = × → = = = =


= == == == = 

  

mنكته: اگر  ���� n p q+ = ++ = ++ = ++ = mگاه  آن + n p qa a a a====  

  حل مثال قبل با اين نكته:   

3 11 6 8 8 83 768 24 96a a a a a a× = × → × = → =× = × → × = → =× = × → × = → =× = × → × = → =  
  

2ي هندسي باشند  سه جمله متوالي دنباله c, b, aنكته: اگر  ����
b ac====  و اگرc, b, a  ي حسـابي باشـند    سه جمله متوالي دنبالـه

2b a c= += += += +  
  ي هندسي باشد. اي تعيين كنيد تا دنباله دنباله گونه را به xي زير  مثال: در دنباله �

  حل : �

1 1x , x , x− +− +− +− +  
2 2 2 2 1 2

1 1 1 2 1
2 2

x ( x)( x) x x x x= − + = − ⇒ = ⇒ = ⇒ = ±= − + = − ⇒ = ⇒ = ⇒ = ±= − + = − ⇒ = ⇒ = ⇒ = ±= − + = − ⇒ = ⇒ = ⇒ = ±  



 6 

zمثال: اگر سه عدد مثبت  � , y , x  ،جملات متوالي يك دنباله هندسي باشندlog z , log y , log x باشند؟ اي مي چگونه دنباله  

  حل : �

2دنباله حسابي است 2 2y xz log y log xz log y log x log z= → = → = + ⇒= → = → = + ⇒= → = → = + ⇒= → = → = + ⇒  

  

  : نزديك شدن جملات دنباله به يك عدد

شوند، گوييم جملات آن دنباله به آن عـدد  اي را از يك عدد معين كم كنيم و جملات حاصل به صفر نزديك  اگر جملات دنباله  

  شوند. نزديك مي

  دهند. ي زير را تشكيل مي رقم دنباله nرقم تا  1ها از  خارج قسمت 3بر  1مثلاً در تقسيم   
0 3 0 33 0 333

1 1
0 3

3 30

1 1
0 33

3 300

1 1
0 333

3 3000

/ , / , / , ...

/

/

/

− =− =− =− =

− =− =− =− =

− =− =− =− =

  

1هر چقدر اين كار را ادامه دهيم، جملات دنباله به   

3
  ند.شو تر مي نزديك 

  شود؟ هاي زير به چه عددي نزديك مي مثال: هر يك از دنباله �

0 9 0 99 0 999/ , / , / ,   (الف...

  شود. نزديك مي 1اين دنباله به سمت   

0 4 0 44 0 444/ , / , / ,   (ب ...

4اين دنباله حاصل ضرب جملات دنباله فوق در   

9
4است، لذا جملات آن نيز به  

1
9
  شود. نزديك مي ××××

1 19 1 199/ , / ,   (ج...

  شود. نزديك مي 2/1اين دنباله به   

  

  : ي تقريبات اعشاري دنباله

ام ايـن   nي  شوند. جمله نزديك مي xاي از اعداد اعشاري ساخت كه جملات آن به  توان دنباله مي xبراي هر عدد حقيقي مثبت   

آيد. ايـن   دست مي ي قبلي به رقم اعشار است و هر جمله آن با اضافه شدن يك رقم اعشار به جمله nاعشاري با دنباله يك عدد 

  نامند. رقم اعشاري مي nبا  xام آن را تقريب اعشاري  nي  نامند. و جمله مي xي تقريبات اعشاري  دنباله را دنباله

11ي تقريبات اعشاري  مثال: دنباله �

6
  دست آوريد. را به 

  حل : �

  را به ده قسمت تقسيم كنيم، داريم: 2تا  1اگر اعداد روي محور بين   
11

1 8 1 9
6

/ /< << << << <  

  ها را مجدداً به ده قسمت تقسيم كنيم داريم: نمايي فاصله بين نقاط متناظر، فاصله اگر با بزرگ  
11

1 83 1 84
6

/ /< << << << <  
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  ها به ده قسمت داريم: يب با تقسيم مجدد فاصلهبه همين ترت  
11

1 833 1 834
6

/ /< << << << <  

11تقريبات اعشاري   لذا دنباله  

6
  عبارت است از: 

1 8 1 83 1 833 1 8333/ , / , / , / , ...  
  شاري آن را بنويسيد.ي اول دنباله تقريبات اع عددي باشد كه در نامعادلات زير صدق كند، چهار جمله xمثال: اگر  �

2 1 8 1316 4 0 4343x / x /+ < − <+ < − <+ < − <+ < − <  
  حل : �

3 5657 3 5658/ x /< << << << <  
3 5 3 56 3 565 3 5657: / , / , / ,   ي اول دنباله چهار جمله /

  توانيم به قطعيت بيان كنيم. جمله از اين دنباله را مي 4دقت كنيد كه فقط   

10ي تقريبات اعشاري عدد  باشد، دنباله 41421/1ي پنجم برابر  ، جمله2مثال: اگر در دنباله تقريبات اعشاري  � را تـا چنـد رقـم     2

  توانيم بنويسيم؟ اعشار مي

  حل : �

1 41421 2 1 41422 14 1421 10 2 14 1422/ / / /< < ⇒ < << < ⇒ < << < ⇒ < << < ⇒ < <  
10پس      توانيم بنويسيم. رقم اعشار مي 4را تا  2

  : اعداد حقيقيگيري  ريشه

kناميم هرگاه:  aام عدد حقيقي kي  را يك ريشه bعدد حقيقي   
b a====  

نيـز يـك    – bگـاه   باشـد، آن  aام عدد نـامنفي  kي  يك ريشه bام دارند و اگر kي  زوج باشد، فقط اعداد نامنفي ريشه kاگر   

kاست، زيرا:  aام عدد منفي kي  ريشه k( b) (b) a− = =− = =− = =− = kرا با  aام عدد kي  ريشه = a دهند. نمايش مي  
 زوج

رد    ف  

k

k
   0k a

a
a IR

≥≥≥≥
==== 

∈∈∈∈
  

kعبارت    a  در حالتي كهk  زوج وa .منفي است، معنا ندارد و تعريف نشده است  

  

  خواص ريشه:

رد    ف  

 زوج

k

k
   k k

a
a

a


==== 


  )1  

kk( a ) a==== )2  

  كه عبارات تعريف شده باشند: به شرط آن  
k k kab a b====  )3  
k m mka ( a)====  )4  

0aكه  البته در حالتي     مت راست لازم است با قدرمطلق بيان شود:زوج باشند، عبارت س kو  mو  >>>>
k m mka ( a )====  

n k nka a====  )5  
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  : رساني با اعداد گويا توان

Pو عدد گوياي  aبراي يك عدد حقيقي مثبت   
r

n
rيك عدد طبيعي است،  nعددي صحيح و  pكه  ====

a    كـه تـوانr  امa   نـام

  شود: دارد به شكل زير تعريف مي
p

nr pna a a= == == == =  
  مثلاً:  

3 1 3 3
10 3 105 2 5 102 2 2 2 8( ) ( )= = = == = = == = = == = = =  

  داريم: kيك عدد طبيعي باشد، براي يك عدد طبيعي  nيك عدد صحيح و  pنكته: اگر  ����
p kp

n kn
====  

0لذا:   

p kp

n kna a (a )= >= >= >= >  

  هاي گويا نيز برقرار است. هاي صحيح براي توان رساني توان ين توانقوان  

  دو عدد گويا هستند. sو  rدو عدد حقيقي مثبت و  bو  aاگر   

r s r s
a a a

++++ ====  
r s rs(a ) a====  
r r r(ab) a b====  

1r

r
a

a

−−−− ====  

mn m nm na a a ++++× =× =× =× =  
  نكته: ����

0 1

1

n

n

a a a

a a a

 < < ⇒ << < ⇒ << < ⇒ << < ⇒ <


> ⇒ >> ⇒ >> ⇒ >> ⇒ >

  

  نكته: ����

m mma b a b====  

               چون                              
1 1m

m m m ma b ab a b= == == == =  
1

mm mm(a b) a b= == == == =  
  : رساني با توان اعداد حقيقي توان

bرا با  aام bتوان   
a رساني، پايه همواره عددي مثبت است ولي نمـا هـر عـددي     دهند. توجه داشته باشيد كه در توان شان مين

  تواند باشد. مي

  رساني به توان اعداد حقيقي هم برقرارند. رساني به توان اعداد گويا براي توان قوانين توان  

  ند:اعداد حقيقي دلخواه باش dو  bاعداد حقيقي مثبت باشند و  cو  aاگر   
b

b d

d

a
a

a

−−−− ====  b d b d
a a a

++++ ====  

b d bd(a ) a====  
b

b

b

a a
( )
c c

====  b b b(ac) a c====  
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  مثال: حاصل عبارات زير را حساب كنيد. �

3 5
2 2 2   (الف ====

15 303 5 155 6 13 132 2 2 2 2 2 2× = = =× = = =× = = =× = = =  
  

1

2 1 2 13 2 3 2( ) ( )++++ −−−−− × + =− × + =− × + =− × +   (ب =
1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 13 2 3 2 3 2 3 2 3 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

++++
××××

+ + + + ++ + + + ++ + + + ++ + + + +− +− +− +− +− × + = − × + = − = =− × + = − × + = − = =− × + = − × + = − = =− × + = − × + = − = =  
  

32 2 18 3 72 8− + − =− + − =− + − =− + −   (ج =

4 2 2 3 2 3 3 2 2 2 2 4 2 6 2 18 2 2 2 14 2− × + × × − = − + − =− × + × × − = − + − =− × + × × − = − + − =− × + × × − = − + − =  
  

2 2 2 2

24 2

15

15 15 15

( ) ( )( )

( )

−−−− ++++

−−−−

====

= == == == =

  (د 

  
3

3 7 7 1 7
3 3

62 72 2 2 3 6

4 8

2 2 2 2 2 2( )

− =− =− =− =

− × = − = − = − = −− × = − = − = − = −− × = − = − = − = −− × = − = − = − = −

  (ط 

  
4

2 1 3 2 2+ × −+ × −+ × −+ ×   (ظ −

4 22 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1( )= + × − = + × − = − == + × − = + × − = − == + × − = + × − = − == + × − = + × − = − =  
  

3 2 2 3 41
2

4

( )( ) − +− +− +−   (ن ××××+

2 3 2 2 3 4 2 3 4 2 3 4 4 4 82 2 2 2 2 2 256( )− − + − + + +− − + − + + +− − + − + + +− − + − + + +× = × = = =× = × = = =× = × = = =× = × = = =  
  

 4210 63 32 128 18( )+ − =+ − =+ − =+ −   (و =
7 7

4210 65 7 42 42 42 7 7 496 6 63 2 2 18 3 2 2 2 3 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )
××××

××××+ − = + − = = = =+ − = + − = = = =+ − = + − = = = =+ − = + − = = = =  
  ي زير را حل كنيد. مثال: معادله �

2 2x ====  
  حل : �

  رسانيم: مي 2دو طرف را به توان   

ا     ي      22
1 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2(x ) x x ( )= ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = =  
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a 3 8مثال: اگر  � 19b 2و  ===   ي برقرار است؟ چه رابطه bو  aبين  ===−−−

  حل : �

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

3 3 3
3 3 3 3 3 3

9 93

( )
a b

−−− −−− −−−−−−=== === === ××× === === ====== ⇒⇒⇒  

9
9

a
b a b⇒⇒⇒ === ⇒⇒⇒ ===  

www.KonkuR.in
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���:  
  بازه (فاصله): 

[a ,b] ي بسته از  را بازهa  تاb نامند و  ميa  وb نامند و داريم:  را ابتدا و انتهاي بازه مي  

[a ,b] {x | x IR , a x b}= ∈ ≤ ≤= ∈ ≤ ≤= ∈ ≤ ≤= ∈ ≤ ≤  
a]هاي  بازه ,b)  و(a ,b] نامند.  باز مي هايي نيم را بازه  

[a ,b) {x | x IR , a x b}= ∈ ≤ <= ∈ ≤ <= ∈ ≤ <= ∈ ≤ <  

(a ,b] {x | x IR , a x b}= ∈ < ≤= ∈ < ≤= ∈ < ≤= ∈ < ≤  

a]هاي  بازه , )+ ∞+ ∞+ ∞+ )و  ∞ ,a]−∞−∞−∞−∞ نامند.  باز مي هاي نيم را نيز بازه  

[a , ) {x | x IR , x a}∞ = ∈ ≥∞ = ∈ ≥∞ = ∈ ≥∞ = ∈ ≥  

( ,a] {x | x IR , x a}−∞ = ∈ ≤−∞ = ∈ ≤−∞ = ∈ ≤−∞ = ∈ ≤  

a)ي  بازه ,b) ناميم.   ي باز مي را بازه  

(a ,b) {x | x IR , a x b}= ∈ < <= ∈ < <= ∈ < <= ∈ < <  
a)هاي  بازه , )و  ∞∞∞∞( ,a)−∞−∞−∞−∞نامند.   هاي باز مي را نيز بازه  

  ( ,a) x | x IR , x a}−∞ = ∈ <−∞ = ∈ <−∞ = ∈ <−∞ = ∈ <  (a , ) x | x , x a}∞ = ∈ >∞ = ∈ >∞ = ∈ >∞ = ∈ >ℝ  
  

  تابع:  

دقيقاً يك عضو از  Aاي بين اين دو مجموعه است كه در آن به هر عضو از  رابطه Bي  مجموعه به Aي  يك تابع از مجموعه  

B شود.  نظير مي  

  بيان زوج مرتبي:

هاي مرتب داده شده باشد، هنگامي اين مجموعه تابع است كه هيچ دو زوج مرتب متمايزي در  صورت زوج اگر يك رابطه به  

  ي دوم متمايز نباشند.  هي اول يكسان و مؤلف آن داراي مؤلفه

a)(دو زوج    ,b)  و(c ,d)  مساوي هستند هرگاهa b====  وc d====ناميم.) ها را متمايز مي ، در غير اين صورت آن  

  

  اند؟  كدام bو  aمقادير ي زير يك تابع است،  اگر بدانيم رابطه :مثال����  

1 2 5 2 2 3 3 5 5 3{(a , ) , ( ,a ) , (a ,b ) , ( , ) , ( , )}− − − +− − − +− − − +− − − +  
  :حل�  

  

  ي دوم متمايز باشند. ي اول يكسان و مؤلفه هيچ دو زوج مرتبي نبايد شامل مؤلفه  

5 2 5 3 2 3 5( ,a ) ( , ) a a− = ⇒ − = ⇒ =− = ⇒ − = ⇒ =− = ⇒ − = ⇒ =− = ⇒ − = ⇒ =  

2 3 3 3 3 5 3 5 2(a ,b ) ( ,b ) ( , ) b b− + = + = ⇒ + = ⇒ =− + = + = ⇒ + = ⇒ =− + = + = ⇒ + = ⇒ =− + = + = ⇒ + = ⇒ =  
  

a b

a b

a

a

a b

a a

a b
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  بيان نموداري: 

ها نمودار را حداكثر  ودار يك تابع است كه هر خط موازي محور عرضاگر نمودار يك رابطه داده شده باشد، هنگامي اين نم  

  در يك نقطه قطع كند.

  

  

  تابع است                                   تابع نيست                                                

  بيان تابع با نمودار ون:

  ن نمايش داده شده باشد:با نمودار و Bبه  Aشود كه اگر تابعي از  از تعريف تابع نتيجه مي

  بايد دقيقاً يك پيكان خارج شود. Aالف) از هر عضو   

يك پيكان يا بيش از يـك پيكـان    Bدقيقاً يك پيكان وارد شود. ممكن است به يك عضو  Bب) لازم نيست كه به هر عضو   

  وارد شود يا اصلاً پيكاني وارد نشود.

Aمثال: اگر ���� {a, b , c , d}====  1و 2 3B { , , عضـوي بـه    mي  وجود دارد؟ در حالت كلي از يك مجموعـه  Bبه  Aچند تابع از  ===={

  عضوي چند تابع قابل تعريف است؟ nي  يك مجموعه

  :حل�  

dهـا متصـل شـود. بـه همـين ترتيـب عضـو         سه انتخاب دارد كه بـه يكـي از آن   aعضو    , c , b    ابـل تعريـف   لـذا تعـداد توابـع ق
43 3 3 3 3× × × =× × × =× × × =× × ×   شود.) تابع است. (چون اعضاي دامنه مستقل از همند و بنابر اصل ضرب حالات انتخابشان در هم ضرب مي =

  تابع قابل تعريف است. mnعضوي،  nي  عضوي به يك مجموعه mي  در حالت كلي از يك مجموعه  

  

  و برد:  دامنه

هـاي   هـاي دوم زوج  ي مؤلفـه  ي همه ي يك تابع را دامنه و مجموعه هاي تشكيل دهنده هاي اول زوج ي مؤلفه ي همه وعهمجم  

  نامند. ي يك تابع را برد تابع مي مرتب تشكيل دهنده

امنـه يـا   را هم د Bي  باشد. مجموعه Bاست ولي لزومي ندارد كه برد آن همان  Aي آن  باشد، دامنه Bبه  Aتابعي از  fاگر   

  نامند. مي fمقصد تابع 

  دامنه نيز بشود. ي آن است و ممكن است مساوي هم دامنه اي از هم برد يك تابع زير مجموعه

fنويسيم:  باشد، مي Bي  به مجموعه Aي  تابعي از مجموعه fطور كلي اگر  به : A B→→→→  

شـود. در ايـن مـوارد طبـق      اي به دامنه نمـي  كنند و اشاره ئه ضابطه معرفي ميآيد كه توابع را صرفاً با ارا موارد زيادي پيش مي

 fي تـابع   ي ارائه شده روي آن مجموعه تعريف شده است. دامنه اي است كه ضابطه ترين مجموعه ي تابع بزرگ قرارداد، دامنه

  دهند. نمايش مي fRو برد آن را با   fDرا با 

  

  ي) تابع: مقدار تابع در يك نقطه، نمايش جبري (ضابطه

شود به قسمي كه هر عضـو   ي دوم برد ناميده مي ي اول دامنه و مجموعه چون تابع تناظري است بين دو مجموعه كه مجموعه  

اشين در نظر گرفت كه با دريافت هر عضـو  عنوان يك م توان به ، لذا تابع را ميشود مي نظيراز دامنه دقيقاً با يك عضو از برد 

  دهد.   عنوان خروجي به ما مي فرد از برد را به  از دامنه، عضوي منحصر به
f f (x)

x
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1مثلاً تابع  5 2 10 3 15 4 20f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( ,   را در نظر بگيريد: ===={(

1 2 3 4 5 10 15 20f fD { , , , } R { , }= == == == =  
  توان نوشت: حال مي

4 20f ( ) ====  3 15f ( ) ====  2 10f ( ) ====  1 5f ( ) ====  
گونه نمايش تابع را نمايش جبـري يـا    توان برحسب يك عبارت جبري از يك متغير نمايش داد. اين گاهي اوقات يك تابع را مي

  نامند. ي تابع مي ضابطه

5fي تابع عبارتست از:  الذكر، ضابطه مثلاً براي تابع فوق (x) x====  

  در هر تابع سه ويژگي زير اهميت دارد:  

  دامنه -1

  دامنه هم -2

كـه در قالـب    دهد كه اين دستور هنگامي دامنه را نشان مي ي ارتباط بين اعضاي دامنه و اعضاي هم دستور يا قانوني كه نحوه -3

  نام دارد. ي جبري ضابطهشود.  عبارت جبري بيان مي

yابع ي ت اگر ضابطه   f (x)==== ي تابع باشد آن است كه: اي، ضابطه  باشد، شرط آن كه ضابطه  

1 2 1 2x x f (x ) f (x )= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒   اگر =

اي محاط شده است كه هر رأس لوزي دقيقاً بر وسـط يكـي از اضـلاع     گونه يك لوزي به 40و محيط  xمثال: در مستطيلي با عرض ����

  عنوان تابعي از عرض مستطيل بيان كنيد. بهمنطبق است. مساحت لوزي را 

  :در نظر بگيريم yاگر عرض مستطيل را  :حل�

2 40 20(y x) y x= + = → = −= + = → = −= + = → = −= + = → =   محيط −

2

 لــوزي
20

10
2 2 2

x y x( x) x
S x

× −× −× −× −
= = = −= = = −= = = −= = = −   

  تر بيان كنيد.   عنوان تابعي از عدد كوچك ضرب دو عدد را به است. حاصل 12مثال: اختلاف دو عدد برابر ����

  تر : عدد بزرگyر                  ت : عدد كوچكx:حل�

212 12 12y x f x.y x( x) x x− = ⇒ = = + = +− = ⇒ = = + = +− = ⇒ = = + = +− = ⇒ = = + = +  
  دست آوريد. عنوان تابعي از يك ضلع آن به متر مربع است. طول وتر اين مثلث را به سانتي 25اي  الزاويه مثال: مساحت مثلث قائم����

  :حل�

xضلع :  

50
25 50

2

xy
S xy y

x
= = ⇒ = ⇒ == = ⇒ = ⇒ == = ⇒ = ⇒ == = ⇒ = ⇒ =  

4 4
2 2 2 250 2500 2500

0
x x

z x y x ( ) x
x | x | x

+ ++ ++ ++ +
= + = + = = >= + = + = = >= + = + = = >= + = + = =   وتر:<

x

y

x

y
z
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كيلومتر در ساعت در حال حركـت هسـتند.    900مثال: دو هواپيما مانند شكل در دو مسير عمود بر هم در ارتفاع يكسان، با سرعت ����

  فاصله دارند. Oي  كيلومتر از نقطه 200كيلومتر و هواپيماي ديگر  150يك هواپيما 

  دست آوريد. عنوان تابعي از زمان به ي بين دو هواپيما را به اگر مبدأ زمان را همين شكل فرض كنيم ، فاصله  

  كنند. ثانياً نشان دهيد اين دو هواپيما هرگز به هم برخورد نمي   

  :حل�

900 15
km km

h min
====  

0 0 150 15x x t t= + ν = −= + ν = −= + ν = −= + ν = −  

0 0 200 15y y t t′′′′= + ν = −= + ν = −= + ν = −= + ν = −  
10tي   در لحظه Aهواپيماي    20tي  در لحظـه  Bو هواپيماي  كند از مبدا عبور مي ==== از  ====

  كنند. كند، لذا اين دو هواپيما هرگز به هم برخورد نمي مبدأ عبور مي
  

  معادلات و توابع:

ي تـابعي را معلـوم    دهند. برخي از اين روابط، ضابطه هستند، يك رابطه را نشان مي yو  xمتغير مانند  2معادلاتي كه داراي   

ي دو متغيـره   طور نيست كه يك معادله شوند اما توجه داشته باشيد اين ارائه مي  نند. بسياري از توابع از طريق يك معادلهك مي

  ي يك تابع را نشان بدهد. حتماً ضابطه yو   xبر حسب 

1در هر صورت بايد اثبات شود كه    2x x====  ،بودf (x ) f (x )====1   ت.اس 2

  است؟ xتابعي از  yيك از معادلات زير  مثال: در كدام����
2 1x y+ =+ =+ =+   (الف =

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 21 1x x x x x x y y= ⇒ = ⇒ − = − ⇒ == ⇒ = ⇒ − = − ⇒ == ⇒ = ⇒ − = − ⇒ == ⇒ = ⇒ − = − ⇒ =  

  كند. توليد مي yيك  xهر 
2 1y x− =− =− =−   (ب =

2 1 1y x y x= + ⇒ = ± += + ⇒ = ± += + ⇒ = ± += + ⇒ = ± +  
  كند. توليد مي yدهيم، دو  كه مي xهر 

2 2 25x y+ =+ =+ =+   (ج =

225y x= ± −= ± −= ± −= ± −  
  كند. توليد مي yدهيم دو  كه مي xهر 

1x | y |= += += +=   (د +

1 1| y | x y (x )= − ⇒ = ± −= − ⇒ = ± −= − ⇒ = ± −= − ⇒ = ± −  
  كند. توليد مي yدهيم، دو  كه مي xهر 

2 2y x====هـ)  

y x= ±= ±= ±= ±  
  كند. توليد مي yدهيم، دو  كه مي xهر 

2 2 2 2 2 0x y x y+ − − + =+ − − + =+ − − + =+ − − +   (و =

x
(x ) (y )

y

====
− + − = ⇒− + − = ⇒− + − = ⇒− + − = ⇒

====
2 2 1

1 1 0
1

  

B

A

150km

200km

O
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  اين رابطه تنها از يك نقطه تشكيل شده است، لذا تابع است.

2 0
x y

y x
+ + =+ + =+ + =+ +   (ز=

كند ، تابع است          ميتوليد  yيك  xچون براي هر 
2 2

22
0 0

x y xy
(x y) y x

xy

+ ++ ++ ++ +
= ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ + = ⇒ = −  

  دانيم: راه دوم: مي

1
2 0

1
2 0

a a
a

a a
a

 + ≥ >+ ≥ >+ ≥ >+ ≥ >

 + ≤ − <+ ≤ − <+ ≤ − <+ ≤ − <


  

1aكه تساوي براي  = ±= ±= ±=   دهد، لذا:  رخ مي ±

2 1
x y x

y x
y x y
+ = − ⇒ = − ⇒ = −+ = − ⇒ = − ⇒ = −+ = − ⇒ = − ⇒ = −+ = − ⇒ = − ⇒ = −  

  :توابع خاص و حل نامعادله

nصورت  : توابعي بهاي تابع چند جملـه    n
n nf (x) a x a x ... a

−−−−
−−−−= + + += + + += + + += + + +1

1 نامنـد.   مـي  nي  اي از درجـه  را تـابع چنـد جملـه   0

i( i; a , n )∀ ∈ ∈∀ ∈ ∈∀ ∈ ∈∀ ∈ ∈ℝ ℕ  
yهر تابع كه بتوان آن را به شكل  تابع خطي:   ax b= += += += شود كه حالت خاصـي از تـابع    نمايش داد، يك تابع خطي ناميده مي +

  اي است. چند جمله

ن تـابع را تـابع   اگر دامنه و  برد يك تابع برابر باشند و هر عضو در دامنه دقيقاً به همان عضو در برد نظير شود، آ تابع هماني:  

f)نامند.  هماني مي (x) x)====  

f)تابع ثابت، تابعي است كه برد آن تنها شامل يك عضو است  تابع ثابت:   (x) c)====  

. تـابع  شـود  كنـد، تـابع قـدرمطلق ناميـده مـي      تابعي كه هر مقدار در دامنه را به قدرمطلق آن در برد نظير مي تابع قدرمطلق:  

fقدرمطلق را با  (x) | x   دهند. نمايش مي ====|

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  رسم نمودار تابع:

  انتقال نمودار تابع:

yنامند. با داشتن نمـودار   رسم يك تابع به كمك تابعي ديگر را انتقال نمودار تابع مي   f (x)====  نمودارهـاي ،y f (x) a= += += += و  +

y f (x a)= += += +=   توان رسم كرد.  را مي +

y | x |====y c====

c
y ax b= += += += +

2y x====
3y x====

1

1
1−−−−

1−−−−

y x====
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yمثال: به كمك نمودار تابع ���� | x   دست آوريد. ها را به نمودارهاي زير را رسم كنيد و دامنه و برد آن ====|

4y | x |= += += +=   (الف +

4f

D

R [ , ]

====

= ∞= ∞= ∞= ∞

ℝ
  

  

1y | x |= −= −= −=   (ب −

  

  

  

0aاگر  0aباشد، نمودار به بالا و اگر  <<<<   كند.   باشد، نمودار به پايين حركت مي >>>>

4y | x |= −= −= −=   (ج −

D ==== ℝ  
0R [ , )= + ∞= + ∞= + ∞= + ∞  

  

  

2y | x |= += += +=   (د +

D ==== ℝ  
0R [ , )= + ∞= + ∞= + ∞= + ∞  

  
   

0aاگر  aسمت چپ و اگر  باشد نمودار به <<<< <<<<   كند. سمت راست حركت مي باشد نمودار به �

2yكمك نمودار  مثال: به���� x====  را رسم كنيد.نمودار تابع زير  

  
2 3y x= −= −= −=   (هـ  −

  

  

  
22y (x )= −= −= −=   (و −

  
  

  

3yمثال: نمودار توابع زير را به كمك نمودار ���� x==== .رسم كنيد  
31 2y (x )= − += − += − += −   (ز +

  

  

  

4

4

4

2

2

3−−−−

f

D

R [ , ]

====

= − ∞= − ∞= − ∞= − ∞1

ℝ



 

 

8 

  
32 5y x= − += − += − += −   (ح +

  

  

  

yرسم نمودار  af (x)====:  

yنمودار تابع    af (x)====   به كمكy f (x)==== آيد: دست مي صورت زير به به  

1aالف) اگر    fنمودار  <<<< (x)  در امتداد محورy ها با ضريبa شود. (انبساط عمودي) ده ميكشي  

0ب) اگر    1a< << << << fنمودار  > (x)  در امتداد محورy ها با ضريبa شود. (انقباض عمودي) جمع مي  

0aج) اگر    |شود، سپس با ضريب  ها قرينه ميxابتدا نمودار نسبت به محور  >>>> a   شود. طور عمودي منبسط يا منقبض مي به |

yنكته:  f (x)= −= −= −=   ها است.xقرينه نمودار تابع نسبت به محور  −

  مثال: نمودار توابع زير را رسم كنيد.����

3y (الف Sin x====   

  

  

  

2 (ب 2y | x |= − += − += − += − +  

شود. دهانه جمع و قرينه مي                          

  

  

  

2y (ج x= −= −= −= −  

  

  

  

  

21 (د 3y (x )= − + += − + += − + += − + +    

  

  

  

  

2y (هـ | x |====   

  

  

2

ππππ ππππ

3

3

2

ππππ

2ππππ

2y | x |= += += += +

23 1y (x )= − += − += − += − +
21y (x )= − += − += − += − +

21y (x )= += += += +

1−−−− 1

2y | x |====

32 5y x= − += − += − += − +
32y x= −= −= −= −

3y x= −= −= −= −

3y x====
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1 (و

2
y | x |====   

  

  

  

yرسم نمودار  f (ax)====  

0aاگر     y نمودار <<<< f (ax)==== توان با انبساط يا انقباض نمودار  را ميy f (x)====  در امتداد محورxدست آورد. ها به  

1aدر حالتي كه    yنمودار  <<<< f (x)====  1منقبض با ضريب

a
1aكه  و در حالتي  1نمودار منبسط با ضريب  >>>>

a
  خواهد شد. 

yنكته: نمودار تابع  f ( x)= −= −= −= yقرينه نمودار تابع  − f (x)====  نسبت به محورy.ها است  

  مثال: نمودار توابع زير را رسم كنيد.����  

2y (الف Sin x====   

  

  

  

(ب
2

x
y Sin====   

  

  

  

yمثال: اگر نمودار ���� f (x)====  به شكل زير باشد، نمودار
3

x
y f ( 2yو  ====( f ( x)==== .را رسم كنيد  

  

  

  

  

2xي  اتفاقي كه قبلاً در نقطه   yبراي تابع  ==== f (x)==== 6بار در  داده، اين رخ ميx   دهد. رخ مي ====

  

                                           2y f ( x)====  
  

  

    

2xاتفاقي كه قبلاً در    1xبار در  داد، اين رخ مي ====   شود. دهد. تابع منقبض مي رخ مي ====

  

                          
3

x
y f ( )====                 

  

  

2••••
2−−−−

4

1

3−−−−

3
••••

3−−−−

4

6

3−−−−

6−−−−

1−−−− 1 22−−−−

1

2
y | x |====

1

2

ππππ

ππππ
3

2

ππππ
2ππππ

1−−−−

1

ππππ 4ππππ3ππππ2ππππ1−−−−

1

1

4

3−−−−

−−−−1
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yمثال: اگر نمودار ���� f (x)====  به شكل زير باشد، نمودار
2

x
y f ( )= −= −= −= 2yو  − f (x)= −= −= −=   ا رسم كنيد.ر −

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ها را رسم كنيد. و برد توابع داده شده را معلوم و نمودار آن  در شكل زير داده شده است. دامنه f(x)مثال: نمودار ����

yالف)    | f (x) |====  

yب)    f (| x |)====  

yج)    f ( x)= −= −= −= −  

yد)    f (x)= −= −= −= −  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  توابع گويا:

  توان به كمك يك عبارت گويا (يعني يك كسر) نمايش داد. مثلاً: برخي توابع را مي  
22 3 1

1 7

x x
f (x) g(x)

x x

− +− +− +− +
= == == == =

++++ − +− +− +− +
  

  هاي مخرج را از دامنه حذف نمود. اند، يعني بايد ريشه هاي مخرجشان تعريف نشده بايد توجه داشت، توابع گويا در ريشه  

54−−−−

y f(x)= −= −= −= −

2−−−−

2

4 5 3 1D [ , ] R [ , ]= − = −= − = −= − = −= − = −
3−−−−

2
4−−−−

2

2−−−−

4−−−−

5
4−−−−

3

2−−−−
2−−−−1−−−−

45−−−−

y f( x)= −= −= −= −

2−−−−
2

5 4 1 3D [ , ] R [ , ]= − = −= − = −= − = −= − = −

3

1−−−−

4
4−−−−

2

x
y f( )= −= −= −= −

8
2−−−−

2

4−−−−

8

4−−−−

2−−−−

2y f(x)= −= −= −= −

55−−−−

y f(| x |)====

2−−−− 1−−−− 2

5 5 1 3fD [ , ] R [ , ]= − = −= − = −= − = −= − = −

54−−−−

y | f (x) |====

2−−−− 1−−−− 2

D [ , ] R [ , ]= − == − == − == − =4 5 0 3

3 3
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  دست آوريد. ي توابع زير را به منهمثال: دا����

3 2

1

3 2

(x )
f (x)

x x x

−−−−
====

− +− +− +− +
  (الف 

3 2 23 2 3 2 1 2x x x x(x x ) x(x )(x )− + = − + = − −− + = − + = − −− + = − + = − −− + = − + = − −  

0 1 2D { , , }= −= −= −= −ℝ  
2 1f (x) tan( x )= += += +=   (ب +

tanتوجه كنيد كه    x  وCot x شوند. توابع كسري محسوب مي  

  ا:برابر است ب tan xي  دامنه  

2 1
2fD {( k ) }
ππππ

= − += − += − += − +ℝ  

1
2 1 2 1 2 2 1 1 2 1

2 2 4 2
x ( k ) x ( k ) x ( k )

π π ππ π ππ π ππ π π
+ ≠ + ⇒ ≠ + − ⇒ ≠ + −+ ≠ + ⇒ ≠ + − ⇒ ≠ + −+ ≠ + ⇒ ≠ + − ⇒ ≠ + −+ ≠ + ⇒ ≠ + − ⇒ ≠ + −  

1
2 1

4 2fD {( k ) }
ππππ

= − + −= − + −= − + −= − + −ℝ   

1

1
1

1
1

1

f (x)

x

====
−−−−

−−−−
−−−−

  (ج

1 0 1fD x x= − ≠ → ≠= − ≠ → ≠= − ≠ → ≠= − ≠ → ≠  
1 1

1 0 1 2
1 1

x
x x

− ≠ → ≠ ⇒ ≠− ≠ → ≠ ⇒ ≠− ≠ → ≠ ⇒ ≠− ≠ → ≠ ⇒ ≠
− −− −− −− −

  

1 1 1
1 0 1 1 1

1 1 1
1 1

1 1
x

x x

− ≠ → ≠ → − ≠− ≠ → ≠ → − ≠− ≠ → ≠ → − ≠− ≠ → ≠ → − ≠
−−−−− −− −− −− −

− −− −− −− −

  

1 2D { , }⇒ = −⇒ = −⇒ = −⇒ = −ℝ         .1همواره برقرار است
0

1x
≠≠≠≠

−−−−
  

1مثال: با توجه به نمودار ����
f (x)

x
  نمودار تابع زير را رسم كنيد. ====

2 (الف

1
f (x)

x
====

−−−−
 

  

  

  
(ب 1

2
f (x)

x

−−−−
====

−−−−
  

 

  

  

  
1

2
y

x
====

−−−−

1

2
y

x
====

−−−−
1

2
f (x)

x

−−−−
====

−−−−

1
y

x
====

2

2

1
y

x
====

−−−−1

1
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  توابع راديكالي:

nصورت  توابعي به   my x==== نامند. مثلاً: يكالي ميرا توابع راد  

  

    

  

  

  هاي مثبت است. ي تعريفشان ورودي پذيرند. يعني دامنه ي زوج، مقادير منفي را نمي بايد توجه داشت توابع راديكالي با فرجه  

yمثال: نمودار توابع زير را با استفاده از نمودار ����   x==== .رسم كنيد  

  

 1
1 3

2
y x= − − += − − += − − += − −   (الف +

  

  

  

  

4y x= −= −= −=   (ب −

  

  

  

  

21ي تعريف  مثال: اگر دامنه���� 2 4f (x) (m )x mx= − − += − − += − − += − −   كدام است؟  mباشد، مقدار  ℝبرابر  +

0بايد زير راديكال همواره مثبت باشد، پس  :حل� 0a ,> ∆ <> ∆ <> ∆ <> ∆   لذا: >

m m− > ⇒ >− > ⇒ >− > ⇒ >− > ⇒ >1 0 1  
2 2 24 16 1 0 4 1 0 2 0m (m ) m (m ) (m )∆ = − − < → − − < → − <∆ = − − < → − − < → − <∆ = − − < → − − < → − <∆ = − − < → − − < → − <  

  شود. با اين ويژگي يافت نمي mناپذير است، پس هيچ مقداري براي  كه اين اتفاق امكان

  دست آوريد.  ي توابع زير را به مثال: دامنه����

1 2

3

x x
f (x)

x x

− −− −− −− −
= += += += +

−−−−
  (الف 

1 3 0 2

1 2

3

1 2

3

x x

x x

x x

x x

− − + +− − + +− − + +− − + + − + + −− + + −− + + −− + + −

− − − +− − − +− − − +− − − + − + +− + +− + +− + +

−−−− −−−−
+ − ++ − ++ − ++ − + − + −− + −− + −− + −

−−−−

  

1 1 3D ( , ] ( , )= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞= −∞ ∪ +∞  

1 2 0 1D D ( , ]∩ =∩ =∩ =∩ =  

2 0 2D ( , ]====  

3 2
y x====

y x==== 3
y x====

37

1
1

2
y x= − −= − −= − −= − −

1y x= −= −= −= −

y x= −= −= −= −
4y x= −= −= −= −

y x====
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2

1

4

x
f (x)

x

−−−−
====

−−−−
  (ب  

2 1 2D ( , ) [ , )= −∞ − ∪= −∞ − ∪= −∞ − ∪= −∞ − ∪    2

2

2 1 2

1

4

1

4

m

x

x

x

−−−−

− − − + +− − − + +− − − + +− − − + +

− − + + −− − + + −− − + + −− − + + −

−−−−
+ − + −+ − + −+ − + −+ − + −

−−−−

  

2

2

4 4 1

x
f (x)

x x

−−−−
====

− −− −− −− −
  (ج 

2

2 1
2

2 12 1

(x )
D x

| x |( x )

−−−−
= = −= = −= = −= = −

−−−−− −− −− −− −
  

1
2

2
D ( , ] { }= −∞ −= −∞ −= −∞ −= −∞ −  

1

1

| x |
f (x)

| x |

−−−−
====

++++
  (د 

1 1 1 0 1 1 1 1 1f| x | | x | | x | x D [ , ]+ ≥ − ≥ → ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −+ ≥ − ≥ → ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −+ ≥ − ≥ → ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −+ ≥ − ≥ → ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −  
  مثال: برد توابع زير را حساب كنيد.����

4f (x) x= −= −= −=   (الف−

fبرد تابع  (x) x====  برابر[ , )+ ∞+ ∞+ ∞+   گيرد. مياست. لذا در تابع فوق فقط دامنه تغيير كرده و با تغيير دامنه برد تحت تأثير قرار ن 0∞

0fR [ , )= ∞= ∞= ∞= ∞  
2f (x) x= −= −= −=   (ب −

0fRتأثير قرار گرفته، لذا:   در اين تابع نيز فقط دامنه تحت [ , )= + ∞= + ∞= + ∞= + ∞  

3 1f (x) x= − += − += − += − +  

1 0 1 0 3 1 3 3 3fx x x f (x) R ( , ]+ ≥ → − + ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ = −∞+ ≥ → − + ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ = −∞+ ≥ → − + ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ = −∞+ ≥ → − + ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ = −∞  

  اي: توابع چند ضابطه

  شوند. اي ناميده مي شوند، چند ضابطه هاي مختلف تعريف مي ي آن با ضابطه هاي مختلف دامنه توابعي كه بخش

  مثلاً: 

2

1 0

0

x x
f (x)

x x

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥
==== 

<<<<
  

  

fيا تابع  (x) | x   كه در حقيقت عبارتست از: ====|
0

0

x x
f (x)

x x

>>>>
==== 

− <− <− <− <
  

  يا:
2 1

1 1 2 1 1

2 1

x x

f (x) | x | | x | x

x x

≥≥≥≥


= + + − = − < <= + + − = − < <= + + − = − < <= + + − = − < <
 − ≤ −− ≤ −− ≤ −− ≤ −
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  ي آن را بيابيد. ر است. ضابطهمثال: نمودار تابعي به شكل زي����

  :حل�

2 0 2
6 1 0 6 6

1 6 5
x : y (x ) y (x )

( )

−−−−
− ≤ ≤ − − = + ⇒ = +− ≤ ≤ − − = + ⇒ = +− ≤ ≤ − − = + ⇒ = +− ≤ ≤ − − = + ⇒ = +

− − −− − −− − −− − −
  

2 0 2
1 4 0 4 4

1 4 5

2
6 6 1

5

2
4 1 4

5

x : y (x ) y (x )

(x ) x

f (x)

(x ) x

− −− −− −− −
− ≤ ≤ − = − ⇒ = −− ≤ ≤ − = − ⇒ = −− ≤ ≤ − = − ⇒ = −− ≤ ≤ − = − ⇒ = −

− −− −− −− −


+ − ≤ ≤ −+ − ≤ ≤ −+ − ≤ ≤ −+ − ≤ ≤ −

⇒ =⇒ =⇒ =⇒ = 
 − − − ≤ ≤− − − ≤ ≤− − − ≤ ≤− − − ≤ ≤


  

  ي آن را بنويسيد.  با مختصات زير را رسم كرده و ضابطه fمثال: تابع ����

  1 (5 2 2 3f ( ) , f ( )− = − =− = − =− = − =− = − =  

  2 (fD ==== ℝ   

  3 (f 0ي  در بازه 2[ ,   ثابت است. [

  دهد. ، مربع آن را نسبت مي2تر از  به هر عدد بزرگ f) تابع 4  

  كند. قطع مي -3ي  ها را در نقطهx) روي اعداد منفي، تابع خطي است و نمودار تابع محور 5  

  :حل�
ــت  ــي اس ــابع خط 3 ت 0 2 0 2

0 3 3 3 0
5 2 5 3 2

f ( )
y (x ) (x ) y x x

f ( )

− =− =− =− =  − − −− − −− − −− − −
⇒ − = + = + ⇒ = + <⇒ − = + = + ⇒ = + <⇒ − = + = + ⇒ = + <⇒ − = + = + ⇒ = + <

− = −− = −− = −− = − − + −− + −− + −− + −
  

0 2 2 3x : f (x) f ( )≤ ≤ = =≤ ≤ = =≤ ≤ = =≤ ≤ = =  
2

2
2

2 3 0 2

3 0

x x

x : f (x) x f (x) x

x x

 >>>>


< = ⇒ = ≤ ≤< = ⇒ = ≤ ≤< = ⇒ = ≤ ≤< = ⇒ = ≤ ≤
 + <+ <+ <+ <

  

  ي دو تابع:تساو

اي يافت نشود كه به يكـي   عبارت ديگر هيچ نقطه  ها دقيقاً بر هم منطبق باشد. به دو تابع وقتي با هم برابرند كه نمودارهاي آن  

  از نمودارها تعلق داشته باشد، ولي روي ديگري واقع نباشد.

هـاي مرتـب    هـاي زوج  برابرند كه مجموعه هاي مرتب داده شده باشند، هنگامي با هم ي زوج صورت مجموعه اگر دو تابع به  

  داده شده با هم مساوي باشند.

  را مساوي ناميم، هرگاه: gو  fدو تابع   

  با هم برابر باشند. gي  و دامنه fي  الف) دامنه  

fي مشترك:  از دامنه xب) براي هر    (x) g(x)====  

  هاي زير برابرند؟ يك از جفت تابع مثال: كدام����  
2 1

1

1

x
f (x)

x

y(x) x

 −−−−
 ====
 ++++
 = −= −= −= −

  (الف 

1fD { }= − −= − −= − −= − −ℝ  

gD ==== ℝ  

  هاي متفاوتي دارند. لذا برابر نيستند.  شان يكسان است، اما دامنه كه ضابطه با اين  

6 0( , )−−−− 4 0( , )

1 2( , )−−−−
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2

2

f (x) log x

g(x) log x

 ====


====
  (ب 

0fD { }= −= −= −= −ℝ  

gD
++++==== ℝ  

  ذا دو تابع برابر نيستند. ل  

2دقت كنيد:       2log x log | x |====  

2

2

1

1
f (x)

tan x

g(x) Cos x


====

++++
 ====

  (ج 

2 1
2f gD {( k ) | k } D
ππππ

= − + ∈ == − + ∈ == − + ∈ == − + ∈ =ℝ ℤ ℝ  

  لذا دو تابع برابر نيستند.  

0

f (x) [x [x]]

g(x)

= −= −= −= −


====
  (د 

  0 1x [x]≤ − <≤ − <≤ − <≤ − x]0پس  > [x]]− =− =− =−  شان نيز يكسان است. برابرند چون دامنه لذا دو تابع =

2
2

2
1 1

1 1

x
f (x) g(x) x

x

= = + −= = + −= = + −= = + −
+ ++ ++ ++ +

  (هـ  

2 2 2 2
2

22 2

1 1 1 1
1 1

1 11 1 1 1

x x x ( x )
f (x) x

( x )x x

− + × − +− + × − +− + × − +− + × − +
= × = = + −= × = = + −= × = = + −= × = = + −

− +− +− +− ++ + − ++ + − ++ + − ++ + − +
  

  است، پس اين دو تابع با هم برابرند. ℝي هر دو تابع  چون دامنه  

  اعمال جبري روي توابع:

fاند، توابع زير روي  ف شدههاي دلخواهي تعري كه روي دامنه gو  fبراي دو تابع  gD D∩ اند و براي هـر مقـدار    تعريف شدهx 

  در اين مجموعه داريم:

(f g)(x) f (x) g(x)± = ±± = ±± = ±± = ±  

(f .g)(x) f (x).g(x)====  

0
f f (x)
( )(x) g(x)
g g(x)

= ≠= ≠= ≠= ≠  

1مثـــال: اگـــر ���� 2 0 7 3 4 4 3f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= − −= − −= − −= − 2و  − 1 1 4 0 1 3 0g(x) {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= −= −= −= fباشـــد،  − g±±±±  وf .g  وf

g
را  

  حساب كنيد.

  :حل�

1 0 3f gD D { , , }====∩  

f g {( , ) ، ( , ) ، ( , )}+ = −+ = −+ = −+ = −1 6 0 8 3 4  

f g {( , ) ، ( , ) ، ( , )}− = − −− = − −− = − −− = − −1 2 0 6 3 4  

f .g {( , ) ، ( , ) ، ( , )}==== 1 8 0 7 3 0  
f

{( , ) ، ( , )}
g
====

1
1 0 7

2
  

3دقت كنيد چون  0( , ) g∈∈∈∈  است درf

g
  وجود نخواهد داشت. 3، زوجي با عضو ابتداي 
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2fمثال: اگر ���� (x) x= += += += 1و  +

3

x
g(x)

x

++++
====

−−−−
f، توابع  g++++ ،f g−−−− ،f .g  وf

g
  ها به دست آوريد. ي آن را به همراه دامنه 

  :حل�

2
2 3

3
f

f g
g

D [ , )
D D [ , ) { }

D { }

= − + ∞= − + ∞= − + ∞= − + ∞ 
⇒ = − + ∞ −⇒ = − + ∞ −⇒ = − + ∞ −⇒ = − + ∞ −= −= −= −= − 

∩
ℝ

  

1
2

3

x
f g x

x

++++
+ = + ++ = + ++ = + ++ = + +

−−−−
  

1
2

3

x
f g x

x

++++
− = + −− = + −− = + −− = + −

−−−−
  

1
2

3

x
f .g x

x

++++
= + ×= + ×= + ×= + ×

−−−−
  

2 3 2
2 1 3

1 1
3

f
( )
g

f x (x ) x
D [ , ) { , }

xg x

x

+ − ++ − ++ − ++ − +
= = = − + ∞ − −= = = − + ∞ − −= = = − + ∞ − −= = = − + ∞ − −

++++ ++++
−−−−

  

  در شكل زير رسم شده است. gو  fمثال: نمودار ����

fالف)  g++++ .را رسم كنيد  

  بيابيد. gو  fاي براي  ب) معادله

fسپس  g++++ .را مستقيماً رسم كنيد  

  :حل�
  الف)

  

  

  دهند بنويسيم، خواهيم داشت:   را تشكيل مي gو  fهايي كه  ي خط ب) اگر معادله

x x
f (x)

x

x
x

g(x)

x x

+ − ≤ <+ − ≤ <+ − ≤ <+ − ≤ <
==== 

≤ <≤ <≤ <≤ <

−−−− − ≤ <− ≤ <− ≤ <− ≤ <
==== 
 − ≤ <− ≤ <− ≤ <− ≤ <

1 1 1

2 1 2

1
1 1

2

1 1 2

  

1 3 1
1 1 1 1 1

2 2 2

2 1 1 2 1 1 2

x
x x x x

(f g)(x) (f g)(x)

x x x x

−−−−    
+ + − ≤ < + − ≤ <+ + − ≤ < + − ≤ <+ + − ≤ < + − ≤ <+ + − ≤ < + − ≤ <    

+ = ⇒ + =+ = ⇒ + =+ = ⇒ + =+ = ⇒ + =    
    + − ≤ < + ≤ <+ − ≤ < + ≤ <+ − ≤ < + ≤ <+ − ≤ < + ≤ <    

  

fمثـال: فــرض كنيــد  ���� : →→→→ℕ ℕ 2ي  تــابعي بــا ضــابطهg(n) n====  1باشــد. اگــر 2 3 4A { , , , fو تــابع  ===={ : A→→→→ ℕ صــورت  بــه

f {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}==== 1 2 2 3 3 5 4 2fابع تعريف شود، تو 7 g++++  3وf

g
1و  

f
  را محاسبه كنيد. 

  :حل�

  گيريم: ي مشترك را در نظر مي ابتدا دامنه

1 2 2 4 3 6 4 8
2 1 6 2 10 3 16 4 22

1 2 2 3 3 5 4 7

g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}
f g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}

f {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}

==== 
⇒ + =⇒ + =⇒ + =⇒ + =

==== 
  

2 1 6 2 10 3 16 4 22f g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}+ =+ =+ =+ =  
3 9 15 21

1 3 2 3 4
4 6 8

f
{( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )

g
====  

1 1 1 1 1
1 2 3 4

2 3 5 7
{( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}

f
====  

f

g

1 21−−−−

2

1

1 2

1−−−−

3

3

2

1−−−−
21

1−−−−
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  تركيب توابع:

ي آن  تابعي است كه دامنـه  fogصورت   باشد، در اين fي  اي از دامنه زير مجموعه gدو تابع باشند كه برد  gو  fفرض كنيد   

  در اين دامنه داريم: xاست و براي هر مقدار  gي  همان دامنه

(fog)(x) f (g(x))====  
ي آن  تابعي است كه دامنه fogنباشد، در اين صورت  fي  اي از دامنه زير مجموعه gممكن است كه برد  gو  fبراي دو تابع   

fنخواهد بود. براي آن كه  gي  تمام دامنه (g(x))  معنادار باشد لازم است كه همgx D∈∈∈∈  باشد و همfg(x) D∈∈∈∈.  

  در حالت كلي به شكل زير است: fogي  بنابراين دامنه  

fog g fD {x D | g(x) D }= ∈ ∈= ∈ ∈= ∈ ∈= ∈ ∈  
11مثال: اگر ���� 7 2 4 3 5 2 5f {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= − − −= − − −= − − −= − − 2و  − 11 4 2 6 3 3 2g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= −= −= −= را بـه دسـت    gofو  fogتوابع  −

  آوريد و با نمودار ون نمايش دهيد.

  :حل�

2 7 4 4 6 5 3 5fog {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= − −= − −= − −= − −  

2 2gof {( ، )}= − −= − −= − −= − −  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  مشترك نيست. fي  با دامنه fعضو ديگري در برد 

1مثال: براي دو تابع 

3
f (x)

x
====

−−−−
4و  

g(x)
x

  ي آن را محاسبه كنيد. و دامنه gof(x)و   fog(x)، تابع ====

1
0

4
3

3

g

f

fog(x) D { }

x

D : R { }

= = −= = −= = −= = −
−−−−

−−−−

ℝ

  

4 4 4
3 0

3 3

3

fog

f

x D { , }
x

D : { }

≠ ⇒ ≠ ⇒ = −≠ ⇒ ≠ ⇒ = −≠ ⇒ ≠ ⇒ = −≠ ⇒ ≠ ⇒ = −

−−−−

ℝ

ℝ

  

4
4 3 3

1

3

gofgof(x) (x ) D : { }

x

= = − ⇒ −= = − ⇒ −= = − ⇒ −= = − ⇒ −

−−−−

ℝ  

2

4

6

3

11

2

3

2

−−−−

7

4

5

11

2

3

2

−−−−

7

4

5−−−−

2−−−−
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g  ،5gofو  fمثال: با توجه به نمودارهاي  ( )−−−− ،1

2
fog( 7fofو  −−−−( (   را به دست آوريد. (

  

  

  

  

  

  

  

  آوريم: اند را به دست مي كه هر يك از دو تابع خطي تشكيل شده gو  fهاي  ابتدا ضابطه

2
1 1

1 12

5 5 7 1
2 1 1

1

y (x ) x
(x ) x

f (x) f (x)
x x

y (x ) x

 = + <= + <= + <= + < − + <− + <− + <− + < −−−−= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =    
− ≥− ≥− ≥− ≥ + = − ≥+ = − ≥+ = − ≥+ = − ≥



  

1 2 1 2

1
1 2 2 2 2

2 2

x x

g(x) g(x) x
y (x ) x x

− < − − < −− < − − < −− < − − < −− < − − < −    
    

= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =    
+ = + ≥ − − ≥ −+ = + ≥ − − ≥ −+ = + ≥ − − ≥ −+ = + ≥ − − ≥ −    −−−−    

  

1 7 3
5 4 4

2 4 4
gof ( ) g( ) fog( ) f ( )− = = − − = − =− = = − − = − =− = = − − = − =− = = − − = − =  

7 28 133fog( ) f ( )= == == == =  
  شود: اي براي يك مخزن گازوئيل مكعب مستطيل شك استفاده مي عنوان پايه اي شكل به مثال: يك فونداسيون بتني استوانه

  نويسيد.  ي استوانه ب الف) ضلع مخزن را به صورت تابعي از شعاع قاعده  

  عنوان تابعي از شعاع قاعده و تابعي از ضلع مربع بنويسيد. اي شكل را به ب) مساحت پايه دايره  

2 2 2

2

2 2

x r

S r (r ) r

====

= π = π = π= π = π = π= π = π = π= π = π = π
  

مثال: اگر 
1

1

3
2 1

4

x
x

x
f (x)

x x


<<<< −−−−==== 

 − ≥− ≥− ≥− ≥

3مقدار  

4
f (f (   را به دست آوريد. ((

3 3 3
3 34 4 4

14 23 1
1

24 4

p( ) = = = == = = == = = == = = =

−−−−

  

3 3 3 3 9
2 3

2 2 4 4 4
f ( ) = × − = − == × − = − == × − = − == × − = − =  

21fهاي  با ضابطه gو  fمثال: توابع  (x) x= −= −= −= g(x)و  − x==== 2ي تعريف  مفروضند. دامنه(f g)of++++ بار با به دسـت آوردن    را يك

  و بار ديگر بدون به دست آوردن ضابطه به دست آوريد.  ضابطه

22 1 2(f g)(x) x x+ = − ++ = − ++ = − ++ = − +  
4 4 42 2 2 4 2 2 2 2 22 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1(f g)of ( x ) x x x | x | x x x+ = − − + − = + − = + − = + −+ = − − + − = + − = + − = + −+ = − − + − = + − = + − = + −+ = − − + − = + − = + − = + −  

2
21 0 1 1 1 1(f g)ofx x D [ , ]++++⇒ − ≥ → − ≤ ≤ = −⇒ − ≥ → − ≤ ≤ = −⇒ − ≥ → − ≤ ≤ = −⇒ − ≥ → − ≤ ≤ = −  

r

r

2 3( , )••••

f (x)
••••

1 0( , )−−−−

1 2( , )−−−−

4 4( , )−−−−

0 2( , )−−−−
2 1( , )− −− −− −− −

g(x)



 

 

19 

  مستقيم:

1 1fD : x− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤  

2 1f gD : x++++ ≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤�  

2fعنوان ورودي وارد  به fاما چون    g++++ 0شود، همواره  ميf 1اسـت و بـراي    ≤≤≤≤ 1x− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤  ،20 1 x≤ −≤ −≤ −≤ ي  اسـت كـه در دامنـه    −

2f g++++ گيرد، لذا: قرار مي  

2 1 1(f g) fD of D [ , ]++++ = = −= = −= = −= = −  

  را به دست آوريد. fهاي زير  تابعي خطي باشد، در هر كدام از حالت fمثال: اگر 

4 3f (f (x)) x= += += +=   (الف +

2 24 3 4 2f (x) ax b f (f (x)) a(ax b) b a x ab b x a a= + → = + + = + + ≡ + ⇒ = → = ±= + → = + + = + + ≡ + ⇒ = → = ±= + → = + + = + + ≡ + ⇒ = → = ±= + → = + + = + + ≡ + ⇒ = → = ±  

2 3f (x) x= − −= − −= − −= − 1  يا     − 2
3 1 3 2 1

3 2

b a
ab b b(a ) f (x) x

b a

= == == == =
+ = ⇒ + = ⇒ ⇒ = ++ = ⇒ + = ⇒ ⇒ = ++ = ⇒ + = ⇒ ⇒ = ++ = ⇒ + = ⇒ ⇒ = +

= − = −= − = −= − = −= − = −
  

1 5 1f ( x) x− = +− = +− = +− =   (ب +

5
1 1 5 1 6 5 6

1

a
f (x) ax b f ( x) a( x) b ax a b x b f (x) x

a b

= −= −= −= −
= + → − = − + = − + + ≡ + → ⇒ = ⇒ = − += + → − = − + = − + + ≡ + → ⇒ = ⇒ = − += + → − = − + = − + + ≡ + → ⇒ = ⇒ = − += + → − = − + = − + + ≡ + → ⇒ = ⇒ = − +

+ =+ =+ =+ =
  

2 3 3 2f ( x ) x+ = −+ = −+ = −+ =   (ج −

3
2 3 2 3 3 2 2 3 3 2

2
f (x) ax b f( x ) a( x ) b x ax a b x a= + ⇒ + = + + ≡ − ⇒ + + ≡ − ⇒ == + ⇒ + = + + ≡ − ⇒ + + ≡ − ⇒ == + ⇒ + = + + ≡ − ⇒ + + ≡ − ⇒ == + ⇒ + = + + ≡ − ⇒ + + ≡ − ⇒ =  

9 9 13 3 13
3 2 2 2

2 2 2 2 2
a b b b f (x) x+ = − ⇒ + = − ⇒ = − − = − ⇒ = −+ = − ⇒ + = − ⇒ = − − = − ⇒ = −+ = − ⇒ + = − ⇒ = − − = − ⇒ = −+ = − ⇒ + = − ⇒ = − − = − ⇒ = −  

yي تابع  مثال: اگر دامنه f (x)====3ي  ، مجموعه 9[ , 2ي تابع  باشد، دامنه [ 5
2

x
y f ( )= += += +=   كدام است؟ +

fاي به  هر ورودي (x)  باشد، لذا: 9تا  3بايد بين  

3 5 9 2 4 4 8
2 2

x x
x≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

4مثال: اگر  10fD [ , 2و  ====[ 2gD [ , ]= −= −= −= 3ي تابع  باشند، دامنه − 2
2

x
f ( x) g(   كدام است؟ −−−−(

4 2 10 2 5x x≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ ≤ ⇒ ≤ ≤≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

2 2 4 4
2

x
x− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤  

  گيريم. ها را با هم اشتراك مي  پذيرد، دامنه ي مشتركشان انجام مي چون جمع و تفريق توابع در داخل دامنه

2 4D [ , ]====  

مثال: اگر 
2

2

2

1

x
f (x)

x
====

++++
باشد، برد تابع  

3

x
y f (   چيست؟ ====(

fDچون  ==== ℝ  است و
3

x پذيرد لذا برد  نيز تمام مقادير حقيقي را مي
3

x
f ( fبا برد  ( (x) .يكسان است  

2حال چون همواره  2 1x x≤ +≤ +≤ +≤ است پس:  +
2

2
0 1

1

x

x
≤ <≤ <≤ <≤ <

++++
لذا  

2

2

2
0 2

1

x

x
≤ <≤ <≤ <≤ <

++++
   

0لذا:  2f (x)≤ <≤ <≤ <≤ 0پس  > 2
3

x
f ( )≤ <≤ <≤ <≤ <  
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22مثال: با فرض آن كه  1f (x ) x− = −− = −− = −− = 1fي تعريف  دامنهباشد،  − (x   كدام است؟ ++++(

f(x)  2پذيرد.  را مي -3و  -1مقادير بين
21 1 1 1 1 3 2 1f (x )x x D [ , ] x−−−−− ≥ → − ≤ ≤ ⇒ = − ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒− ≥ → − ≤ ≤ ⇒ = − ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒− ≥ → − ≤ ≤ ⇒ = − ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒− ≥ → − ≤ ≤ ⇒ = − ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒�  

13 1 3 1 1 4 2 4 2f (x) f (x )D [ , ] x x D [ , ]++++⇒ = − − ⇒ − ≤ + ≤ − ⇒ − ≤ ≤ − ⇒ = − −⇒ = − − ⇒ − ≤ + ≤ − ⇒ − ≤ ≤ − ⇒ = − −⇒ = − − ⇒ − ≤ + ≤ − ⇒ − ≤ ≤ − ⇒ = − −⇒ = − − ⇒ − ≤ + ≤ − ⇒ − ≤ ≤ − ⇒ = − −  

  را محاسبه كنيد. fofمثال: در توابع زير 

1 2 2 3 3 11f {( , ) , ( , ) , ( ,   (الف ===={(

1 3 2 1 3 2fof {( , ) , ( , ) , ( , )}====  
1

1
f (x)

x
====

−−−−
  (ب 

1 1 1

1 1 1
1

1 1

x
fof

x x

x x

−−−−
= = == = == = == = =

− −− −− −− − −−−−−−−−
− −− −− −− −

  

1 3 2 3 1 1f {( , ) ( , ) , ( , )}= −= −= −=   (ج −

  {{{{ }}}}fof ====  
  باشد. ي اول زوج ديگري نمي ي دوم هيچ زوجي برابر مؤلفه چون مؤلفه

  دو مسئله پركاربرد:

  ت آورد.را به دس f(g(x))يا همان  fog(x)توان  مي f(x)و  g(x)ديديم با داشتن 

  زير توجه كنيد: ي حال به دو مسئله

  را به دست آوريم: g(x)از ما بخواهند  f(g(x))و  f(x)الف) با داشتن 

جا  دهيم. از اين قرار مي f(g(x))دهيم و در نهايت عبارت را متحد با  ميقرار  g(x)ها، xبه جاي  f(x)در اين حالت در تابع   

g(x) آيد. دست مي به  

2مثال: اگر  2f (x) x x= += += += 4و  + 1f (g(x)) x= −= −= −=   چه تابعي است؟ g(x)باشد،  −

  2 4 2 2 42 1 2 1 1f (g(x)) (g(x)) (g(x)) x g (x) g(x) (g(x) ) x= + = − ⇒ + + = + == + = − ⇒ + + = + == + = − ⇒ + + = + == + = − ⇒ + + = + =  
4 2 21 1g(x) x x g(x) x⇒ + = = ⇒ = −⇒ + = = ⇒ = −⇒ + = = ⇒ = −⇒ + = = ⇒ = −  

  دست آوريم: را به f(x)از ما بخواهند  f(g(x))و  g(x)ب) با داشتن 

g(x)كه  در اين حالت راه استاندارد، آن است   t====  1فرض شود و در تابعx g (t) , f (g(x))−−−−==== .جايگذاري شود  

fراه بهتر آن است كه سعي كنيم در تابع    (g(x)) ،g(x)  را بازسازي كنيم. وf (g(x))  را برحسبg(x) دست آوريم. به  

24مثال: اگر  4 7f (g(x)) x x= + += + += + += + 2و  + 1g(x) x= += += += + ،f(x) .را بيابيد  

  : 1راه   
1

2 1
2

t
g(x) x t x

−−−−
= + = ⇒ == + = ⇒ == + = ⇒ == + = ⇒ =  

2 2

2 2 2

1 1
4 4 7 1 2 1 7

2 2

1 7 6 6

t t
f (t) ( ) ( ) (t ) (t )

t t f (x) x

− −− −− −− −
= + + = − + − += + + = − + − += + + = − + − += + + = − + − +

= − + = + ⇒ = += − + = + ⇒ = += − + = + ⇒ = += − + = + ⇒ = +

  

2مثال: اگر 
2

1
f (g(x)) x

x
= += += += 1و  +

g(x) x
x

= −= −= −=   كدام است؟ f(x)باشد،  −

2 2 21
2 2 2f (g(x)) (x ) f (g(x)) g (x) f (x) x

x
= − + ⇒ = + ⇒ = += − + ⇒ = + ⇒ = += − + ⇒ = + ⇒ = += − + ⇒ = + ⇒ = +  

  



 

 

21 

  :f(x)گسترده مسئله 

را  f(x)دهنـد و   مـي بيان شـده اسـت را بـه مـا      v(x)و  u(x)برحسب دو تابع مانند  f(x)گاهي اوقات عبارتي كه در آن   

تبديل شود و بالعكس و سپس دو معادله دو مجهول حاصل را  v(x)به  u(x)خواهند. در اين صورت بايد كاري كرد كه  مي

  حل كرد.

  دست آوريد: را به f(x)مثال: از عبارات زير 
32 2f (x) f ( x) x− − =− − =− − =− −   (الف =

3 3
3

3 3

2 2 2
3 2

32 2 2 4 4

f (x) f ( x) x x
f (x) x f (x)

x x : f ( x) f (x) x f ( x) f (x) x

− − =− − =− − =− − = 
⇒ − = − ⇒ =⇒ − = − ⇒ =⇒ − = − ⇒ =⇒ − = − ⇒ =

= − − − = − → − − = −= − − − = − → − − = −= − − − = − → − − = −= − − − = − → − − = − 
  

1
2 3 0f (x) f ( ) x x

x
− = ≠− = ≠− = ≠− =   (ب ≠

2 2
1 1

2 3 4 2 6
3 6 3 6 3

3 6
1 3 3

2

f (x) f ( ) x f (x) f ( ) x
x xx x

f(x) x f (x)
x x x

f ( ) f (x)
x x


− = → − =− = → − =− = → − =− = → − =  + ++ ++ ++ +

⇒ = + = ⇒ =⇒ = + = ⇒ =⇒ = + = ⇒ =⇒ = + = ⇒ =
− =− =− =− =


  

23f (Sinx) f (Cosx) Cos x+ =+ =+ =+   (ج=

2 23 3
2 2 2

f (Sin( x)) f (Cos( x)) Cos ( x) f (Cosx) f (Sinx) Sin x
π π ππ π ππ π ππ π π
− + − = − ⇒ + =− + − = − ⇒ + =− + − = − ⇒ + =− + − = − ⇒ + =   

2

2 2

3

3 9 3 3

f (Sinx) f (Cosx) Cos x

f (Cosx) f (Sinx) Sin x f (Cosx) f (Sinx) Sin x

⇒ + =⇒ + =⇒ + =⇒ + = 


+ = → + =+ = → + =+ = → + =+ = → + = 
  

2 2 2 2

2 2 2

8 3 3 1

1 1
8 3 4 3 4 3 4

8 8

f (Cosx) Sin x Cos x ( Cos x) Cos x

f (Cosx) Cos x f (Cosx) ( Cos x) f (x) ( x )

= − = − −= − = − −= − = − −= − = − −

= − ⇒ = − ⇒ = −= − ⇒ = − ⇒ = −= − ⇒ = − ⇒ = −= − ⇒ = − ⇒ = −
  

  ع زوج و فرد:تواب

  را زوج ناميم هرگاه: fتابع 

fxي آن متقارن باشد، يعني اگر  الف) دامنه   D∈∈∈∈ گاه  است آنfx D− ∈− ∈− ∈−   باشد. ∋

ffب) براي هر    ( x) f (x) : x D− = ∈− = ∈− = ∈− = ∈  

  ها قرينه است.yنمودار توابع زوج نسبت به محور   

  وجند:مثلاً توابع زير ز  

  

2 4f (x) x= += += += +  
  

  

  

2f (x) | x |= −= −= −= −  
  

4

2
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  را فرد ناميم هرگاه: fتابع   

  ي آن متقارن باشد. الف) دامنه  

ffب) براي هر    ( x) f (x) : x D− = − ∈− = − ∈− = − ∈− = − ∈  

  نمودار توابع فرد نسبت به مبدأ مختصات متقارن است.  

  مثلاً توابع زير فردند:  

3f (x) x====  
  
  

  
1

f (x)
x

====  

  

  يك فردند؟ يك از توابع زير زوجند و كدام مثال: از روي نمودار تعيين كنيد كدام

  

  

  د)  ج)  ب)  الف)  
   

  نه زوج است نه فرد       زوج است.             فرد است.              زوج است.                  

  

  ودن توابع زير را تعيين كنيد:مثال: زوج يا فرد ب

25f (x) x x= −= −= −=   (الف −

f(x) .25فرد استf ( x) x x f (x)− = − − = − →− = − − = − →− = − − = − →− = − − = − →    

f (x) | x   (ج ====|

f(x)  .زوج استf ( x) | x | | x | f (x)− = − = = →− = − = = →− = − = = →− = − = = →  

 2f (x) x Sinx= += += +=   (ج +

f(x)  2فرد است 2f ( x) ( x) Sin( x) x Sinx f (x)− = − + − = − − = − →− = − + − = − − = − →− = − + − = − − = − →− = − + − = − − = − →  
1 0

1 0

x
f (x)

x

>>>>
==== 

− <− <− <− <
  (د 

f .1فرد است 0

1 0

x
f ( x) f (x)

x

− >− >− >− >
− = = − ⇒− = = − ⇒− = = − ⇒− = = − ⇒

<<<<
  

  را در زير تعيين كنيد. gو  fمثال: زوج يا فرد بودن توابع 

2 5 1 4 0 3 1 4 2 5f {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= − −= − −= − −= − −  
2 2 5

1 1 4

0 3

f ( ) f ( )

f ( ) f ( )

f ( )

− = =− = =− = =− = =

− = =− = =− = =− = =

====

  

  f .زوج است  

1

1−−−−

1−−−−

1

1

1−−−− 1
1−−−−

1−−−−

1
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2 1 1 2 0 0 1 2 2 1g {( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )}= − − − −= − − − −= − − − −= − − − −  
2 2 1

1 1 2

0 0

f ( ) f ( )

f ( ) f ( )

f ( )

− = − =− = − =− = − =− = − =

− = − =− = − =− = − =− = − =

====

  

  f .فرد است  

yمثال: اگر تابع  f (x)==== 0در قسمتx 0xرا براي  f(x)به شكل زير باشد،  ≤≤≤≤ اي تعيين كنيد كه نمودار جديد يك تابع  گونه به>>>>

  زوج را نمايش دهد.  

0xرا براي  f(x)بار ديگر      دهنده تابع فرد باشد. نمايش f(x)اي تعيين كنيد كه  هگون به>>>>

  

  

  
  

  زوج باشد fكه  حالتي :زوج باشد                                       fكه  حالتي :                                                 
  

زوج است يا فرد است؟ يا نه زوج است  gير آيا يك تابع زوج و غيرثابت باشد، تعيين كنيد در هر يك از حالات ز fمثال: اگر 

  نه فرد؟

g(x) f (x)= −= −= −=   (الف −

g  .زوج استf (x) g(x)= − == − == − == − = f .زوج استg( x) f ( x)− = − −− = − −− = − −− = − −  

5g(x) f ( x)= −= −= −=   (ب −

g   .5زوج استf ( x) g(x)= − = →= − = →= − = →= − = → f .5زوج استg( x) f ( x)− =− =− =− =  

3g(x) f (x)= += += +=   (ج +

g  .3زوج است 3g( x) f ( x) f (x) g(x)− = − + = + = →− = − + = + = →− = − + = + = →− = − + = + = →  

3g(x) f (x )= − −= − −= − −= −   (د −

3 3g( x) f ( x ) f (x )− = − − − = − +− = − − − = − +− = − − − = − +− = − − − = − +  
)gچون    x)−−−−  ارتباطي باg(x)  ،نداردg(x) .نه فرد است نه زوج است  

  نكات توابع زوج و فرد:

  صورت ستوني بخوانيد) يم: (بهدار - 1  

↓↓↓↓  ↓↓↓↓  ↓↓↓↓  ↓↓↓↓   

  f  زوج  زوج  فرد  فرد
 g  زوج  فرد  زوج  فرد

f  زوج  ؟  ؟  فرد g±±±± 

f  زوج  فرد  فرد  زوج .g  

  زوج  فرد  فرد  زوج
0

f

g

g ≠≠≠≠

  

  fog  زوج  زوج  زوج  فرد

3

4
2

3

4
2

4
2−−−−

3

4
24−−−−

2−−−−

3−−−−
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ي متقارن باشد تابع  تابعي با دامنه fاگر تابع  -2
2

f (x) f ( x)
g(x)

+ −+ −+ −+ −
تابعي همواره زوج اسـت و تـابع    ====

2

f (x) f ( x)
h(x)

− −− −− −− −
==== 

  تابعي همواره فرد است.

و چون داريم:   
2 2

f (x) f ( x) f (x) f ( x)
f (x)

+ − − −+ − − −+ − − −+ − − −
= += += += صورت جمع يك تابع فـرد و يـك تـابع     توان به پس هر تابع فرد را مي +

  زوج نوشت.

3مثال: تابع  2 21
2 1 1f (x) x x x

x
= + − + − −= + − + − −= + − + − −= + − + −   صورت جمع يك تابع زوج و يك تابع فرد بنويسيد. را به −

3 2 2 3 2 2

2 2

1 1
2 1 1 2 1 1

2 1 1
2 2

(x x x ) ( x x x )
f (x) f ( x) x x: x x

+ − + − − + − + + + − −+ − + − − + − + + + − −+ − + − − + − + + + − −+ − + − − + − + + + − −+ −+ −+ −+ −
= = + − −= = + − −= = + − −= = + −   جزء زوج −

3 1

2

f (x) f ( x)
x

x

− −− −− −− −
= −= −= −=   : جزء فرد−

  اند. ي زوج، اجزاي زوج تابع ي فرد اجزاي فرد تابع و جملات با درجه اي ها، جملات با درجه نتيجه: در چند جمله

3ر تابع مثال: اگ 2 1
2f (x) x (a )x

x
= + + −= + + −= + + −= + +   كدام است؟ aتابعي فرد باشد.  −

2aبايد جمله درجه زوج نداشته باشيم، پس:    = −= −= −= −  

0fتنها تابعي كه هم زوج است و هم فرد تابع ثابت:  -3 (x)   است. زيرا: ====

2 0 0
f ( x) f (x)

f (x) f (x) f (x) f (x)
f ( x) f (x)

− =− =− =− = 
⇒ = − ⇒ = ⇒ =⇒ = − ⇒ = ⇒ =⇒ = − ⇒ = ⇒ =⇒ = − ⇒ = ⇒ =

− = −− = −− = −− = − 
  

مثال: تابع 
2

2 1

x
f (x) [ ]

x
====

++++
  از لحاظ زوج يا فرد بودن چگونه است؟ 

تر است لذا:  چون همواره صورت كسر از مخرج كسر كوچك  
2

2
0 1

1

x

x
≤ <≤ <≤ <≤ <

++++
است. پس  

2

2
0

1

x
[ ]
x

====
++++

است. لذا اين تابع هم  

  زوج و هم فرد است.
  

  تابع صعودي، تابع نزولي:

1از دامنه كه  2xو  1xودي ناميم، هرگاه براي هر را صع f(x)تابع    2x x<<<< ،1بود 2f (x ) f (x 1باشد و اگـر   ≥≥≥≥( 2f (x ) f (x )<<<< 

  ناميم. باشد، تابع را صعودي اكيد مي

1كه   از دامنه 2xو  1xهرگاه براي هر را نزولي ناميم،  f(x)تابع    2x x<<<< ،1 2f (x ) f (x   باشد. ≤≤≤≤(

1و اگر    2f (x ) f (x )>>>> 

باشد، تـابع را نزولـي   

  ناميم. اكيد مي

  
  

fكنيم تابع  يادآوري مي   (x) ناميم هرگاه براي هر دو  را ثابت مي

1داشته باشيم:  fي  از دامنه 2xو  1xعضو  2f (x ) f (x . ثابت ====(

شـود. البتـه توابـع     ثابت هم صعودي و هم نزولي محسوب مـي 

صعودي و در قسمت ديگري  شان ي توانند در قسمتي از دامنه مي

نزولي باشند، مانند تابع زير كه صعودي يا نزولي نيست امـا در  

  قسمتي از دامنه صعودي و در قسمت نزولي است.

  

ــد نزولي      نزولي اكي  صعودي      صعودي اكيد  

1x 2x 3x 4x 5x  صعودي     
 نزولي صعودي      صعودي     

 ثابت
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شان در كدام قسمت صعودي و در كدام قسمت نزولـي و در كـدام    مثال: با رسم نمودار توابع زير تعيين كنيد هر كدام در دامنه

  قسمت ثابتند؟

  

2 3f (x) | x |= − + += − + += − + += − +   (الف +

  

  

  نه صعودي نه نزولي      

  
2 6 10f (x) x x= − += − += − += −   (ب+

  

  

  

  نه صودي نه نزولي      

  

1f (x) x= −= −= −= −  
  

  

  تابع نزولي اكيد است      

  

  

  
2

2

2

4 2 1

2 1

x x

f (x) x

x x

 ≤ −≤ −≤ −≤ −


= − ≤ ≤= − ≤ ≤= − ≤ ≤= − ≤ ≤

− − >− − >− − >− − >

  (د 

  تابع نزولي است      

  

  

  

  
1

f (x)
x

  (هـ ====

  تابع نه صعودي است نه نزولي        

  

2−−−−

ــعودي نـــزولي  ص

4−−−−

ــعودي نـــزولي  ص

3

1

 نزولي

 نزولي     

2−−−−

ــت  ثاب

1
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  بخوانيد)  نكته: داريم: (ستوني

↓↓↓↓  ↓↓↓↓  ↓↓↓↓  ↓↓↓↓   

  نزولي  نزولي
صعود

  ي

صعود

  ي
f  

  نزولي
صعود

  ي
  نزولي

صعود

  ي
g 

صعود

  ي
  نزولي  نزولي

صعود

  ي
fo

g  

  اثبات:

ــعودي 2 ص 1
2 1 2 1

2 1

 نـــزولي نـــزولي

ــعودي ــعودي ص  ص

g f : f (g(x )) f (g(x )) fog
x x g(x ) g(x )

f : f (g(x )) f (g(x )) fog

≤≤≤≤> → ≥> → ≥> → ≥> → ≥ 
≥≥≥≥

  

2 نـــزولي 1
2 1 2 1

2 1

ــعودي  نـــزولي  ص

ــعودي نـــزولي   ص

g f : f (g(x )) f (g(x )) fog
x x g(x ) g(x )

f : f (g(x )) f (g(x )) fog

≤≤≤≤> → ≤> → ≤> → ≤> → ≤ 
≥≥≥≥

  

  

fنكته: تابع  (x)−−−− و f ( x)−−−−  از لحاظ صعودي يا نزولي بودن برخلافf(x)  است. (يعني اگرf(x)  ،صعودي باشدf ( x)−−−−  و–

f(x) (.نزولي است  

  

  

  

  مثال: صعودي يا نزولي بودن توابع زير را بررسي كنيد.

2 3y x= −= −= −=   (الف −

  

2تابع    3f (x) x= −= −= −= gنزولي است و تابع  − x====  صعودي است در نتيجهgof .نزولي است  
1 2 1y Cos ( x )−−−−= −= −= −=   (ب −

2تابع    1f (x) x= −= −= −= 1g(x)صعودي و تابع  − Cos (x)−−−−====  نزولي است در نتيجهgof .نزولي است  

  كند. ها را قطع ميxصعودي اكيد يا نزولي اكيد باشد، در اين بازه حداكثر يكبار محور  [a,b]روي بازه  f(x)نكته: اگر تابع 

  

  

  

f(x)
y f(x)====

f(x)−−−−

y f( x)= −= −= −= −

b

a

ba
b

a
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  يك: به تابع يك

  يك است هرگاه به هر عضو مجموعه دوم بيش از يك عضو از مجموعه اول نظير نشود. به تابع تعريف شده بين دو مجموع يك  

  رد تصوير تنها يك عضو از دامنه است.يك هر عضو ب به لذا در يك تابع يك  

  ها نمودار آن را حداكثر در يك نقطه قطع كند.xيك است كه هر خط موازي محور  به طور كلي يك تابع در صورتي يك به  

  

  

  

  يك است هرگاه: به يك fتوان گفت تابع  از لحاظ رياضي مي  

1 2 1 2x x f (x ) f (x )≠ ⇒ ≠≠ ⇒ ≠≠ ⇒ ≠≠ ⇒ 1اگر  ≠ 2 fx , x D∈∈∈∈  

  توان گفت: يا مي  

1 2 1 2f (x ) f (x ) x x= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒   اگر =

  توان با توجه به شرط بالا تحقيق كرد. توان با توجه به نمودار و هم مي يك بودن را هم مي به يك  

    

  اند.  يك به مثال: ثابت كنيد توابع زير يك

3 2f (x) x= += += +=   (الف +

  

  

  

  

1 2 1 2 1 23 2 3 2f (x ) f (x ) x x x x= ⇒ + = + ⇒ == ⇒ + = + ⇒ == ⇒ + = + ⇒ == ⇒ + = + ⇒   ات جبري: اثب=
2 1

1

x
f (x)

x

++++
====

−−−−
  (ب 

  

  

  

  

  كند. ها تابع را در يك نقطه قطع ميxهر خط موازي محور   

1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2

2 1 2 1
2 2 1 2 2 1

1 1

x x
f (x ) f (x ) x x x x x x x x

x x

+ ++ ++ ++ +
= ⇒ = ⇒ − + − = − + −= ⇒ = ⇒ − + − = − + −= ⇒ = ⇒ − + − = − + −= ⇒ = ⇒ − + − = − + −

− −− −− −− −
  

                                                1 2 2 1 2 1 1 22 2 3 3x x x x x x x x⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ =⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ =⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ =⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ =  
f (x) x==== ج)  

  

  

  

 يك به يــك نيســت يك به يك اســت

2

1

1 2

3
−−−−
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  كند. تابع را در يك نقطه قطع مي هاxهر خط موازي محور   

1 2 1 2 1 2f (x ) f (x ) x x x x= ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ =  
2

2

4
0

2

x
f (x) x

x

−−−−
= ≥= ≥= ≥=   (د ≤

2

1 2

2
f (x)

x
= −= −= −= −  

  

  كند. ها تابع را در يك نقطه قطع مي xهر خط موازي محور   

2 2
1 2 1 2 1 22 2

1 2

1 2 1 2

2 2
f (x ) f (x ) x x x x

x x
= ⇒ − = − ⇒ = ⇒ == ⇒ − = − ⇒ = ⇒ == ⇒ − = − ⇒ = ⇒ == ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =  

د. اما با كوچك كردن دامنه يك تابع ممكن است بتوانيم تابعي يك نيستن به ي شان يك گاهي اوقات توابعي روي همه دامنه  

  يك بسازيم. به يك

  يك بسازيد. به ي هر يك از توابع زير روي يك بازه، تابعي يك مثال: با محدود كردن دامنه

2y | x |= −= −= −=   (الف−

  

  

  

]2هاي  روي بازه   , )2و  ∞+∞+∞+∞+( ,   يك است. به جداگانه يك ∞−∞−∞−∞−[
23y (x )= += += +=   (ب +

  

  

  

  

)3هاي  روي بازه   , )−∞ −−∞ −−∞ −−∞ )3و  − , )− +∞− +∞− +∞−   يك است. به جداگانه يك ∞+
3

2 2
y Sinx [ , ]

π ππ ππ ππ π
= −= −= −=   (ج −

  

  

  

هاي  روي بازه  
2 2

[ , ]
π ππ ππ ππ π

3و  −−−−

2 2
[ , ]
π ππ ππ ππ π يك است.  به جداگانه يك  

  وارون يك رابطه

  آيد. دست مي به Rي  هاي مرتب را عوض كنيم، وارون رابطه هاي اول و دوم هر يك از زوج اگر در يك رابطه جاي مؤلفه  

{{{{ }}}}1
R (y, x) | (x, y) R

−−−− = ∈= ∈= ∈= ∈  
}}}}مثلاً اگر    }}}}1 2 2 3 3 4 1 4R ( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( ,   گاه: باشد، آن ====(

{{{{ }}}}1 2 1 3 2 4 3 4 1R ( , ) ، ( , ) ، ( , ) ، ( , )
−−−− ====  

1 2

2

3

9

1

2
2

2

ππππ
−−−−

2

ππππ

3

2

ππππ
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  نكات:  

1Rبرد  Rدامنه  -1 1Rدامنه  Rو برد  −−−−   است. −−−−

yصورت يك نمودار نمايش داده شده باشد، با پيدا كردن قرينه هر نقطه از نمودار نسبت به خـط   در حالتي كه رابطه به -2 x==== 

  آيد. دست مي اول و سوم)، نمودار وارون آن بهساز ربع  (نيم
  

  تابع معكوس يا تابع وارون:

پـذير   را وارون fصورت  ناميم (تابع معكوس). در اين مي f» تابع وارون«، خود يك تابع باشد، آن را fاگر وارون تابعي مانند   

1fرا با نماد  fنامند. تابع وارون  پذير) مي (معكوس 1fدهيم. توجه كنيد كه  نمايش مي −−−− يك نماد اسـت و نبايـد آن را بـا     −−−−
1

f (x)
  اشتباه گرفت. 

fپذير باشد و داشته باشيم  تابعي وارون fاگر    (a) b==== 1گاه:  آنf (b) a−−−− 1fبراي رسم نمودار  ==== را  fكـافي اسـت نمـودار     −−−−

1fنسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه كنيم. تعريف زوج مرتبي    صورت زير است: به −−−−

{{{{ }}}}1
f (y, x) | (x, y) f
−−−− = ∈= ∈= ∈= ∈  

  يك باشد. به يك fآن است كه  fپذيري  شرط لازم و كافي براي وارون  
  

  ع وارون:يافتن ضابطه تاب

yدر معادله  fپذير مانند  ي تابع وارون يك تابع وارون دست آوردن ضابطه براي به   f (x)==== ،x  را برحسبy كنيم،  محاسبه مي

1fتابع  xبه  yسپس با تبديل  (x)−−−− آوريم. دست مي را به  

  

  .ي وارون توابع زير را بيابيد مثال: ضابطه

2f (x) x= −= −= −=   (الف −

1y f (x) x f (y)−−−−= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =  
0 2 2 12 2 2

y
y x x y x y f (y)

≥≥≥≥ −−−−= − → − = ⇒ = + == − → − = ⇒ = + == − → − = ⇒ = + == − → − = ⇒ = + =  
1 2 2f (x) x−−−−⇒ = +⇒ = +⇒ = +⇒ = +  

  

2 3f (x) x= += += +=   (ب +

13
2 3

2

y
y x x f (y)−−−−−−−−
= + ⇒ = == + ⇒ = == + ⇒ = == + ⇒ = =  

1 3

2

x
f (x)−−−− −−−−

⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =  

  
7

3
f (x)

x
====

−−−−
  ج( 

1 1

7
3 7

3

3 7

3 7 3 7

y yx y
x

y yx

y x
x f (y) f (x)

y x

− −− −− −− −

= ⇒ − == ⇒ − == ⇒ − == ⇒ − =
−−−−

⇒ = −⇒ = −⇒ = −⇒ = −

+ ++ ++ ++ +
= = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ =

  

2 2y x= += += += +

2y x= −= −= −= −

y x====

x ≥≥≥≥ �

2 3f (x) x= += += += +

1 3

2

x
f (x)
−−−− −−−−

====

••••

7

3
y

x
====

−−−−

7

3
y

x
====

−−−−

3 7x
y

x

++++
====

3 7x
y

x

++++
====
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  مثال: نمودار توابع زير را رسم كنيد.

1 2y x= − −= − −= − −= − 3    (ب − 1 1y x= − += − += − += −   (الف +

  

  

  
   

21مثال: ثابت كنيد كه تابع  1f (x) x= + −= + −= + −= + 0ي  روي دامنه − 1[ ,   دست آوريد. يك به يك است و وارون آن را به [

  
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1 1 1f (x ) f (x ) x x x x x x= ⇒ + − = + − ⇒ − = − ⇒ − = −= ⇒ + − = + − ⇒ − = − ⇒ − = −= ⇒ + − = + − ⇒ − = − ⇒ − = −= ⇒ + − = + − ⇒ − = − ⇒ − = −  

f.1يك به يك است 2 02 2
1 2 1 2

x , x
x x x x

>>>>
⇒ = → = →⇒ = → = →⇒ = → = →⇒ = → = →  

2 2 2 2

02 2 2

1 2 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

x

y x x y x (y )

x (y ) x (y )

f (y) y y f (x) x x

≥≥≥≥

− −− −− −− −

= + − ⇒ − = − ⇒ − = −= + − ⇒ − = − ⇒ − = −= + − ⇒ − = − ⇒ − = −= + − ⇒ − = − ⇒ − = −

⇒ = − − → = − −⇒ = − − → = − −⇒ = − − → = − −⇒ = − − → = − −

⇒ = − → = −⇒ = − → = −⇒ = − → = −⇒ = − → = −

  

پـذيري تـابع    مثال: در مورد وارون
0

2 0

x x
f (x)

x x

<<<<
==== 

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥
تحقيـق كنيـد و در صـورت     

  پذيري، وارون آن را بيابيد. وارون

يك باشند. ثانيـاً   به تك ضوابط بايد يك كاي اولاً ت پذيري توابع چند ضابطه براي وارون  

  هاي مختلف نبايد با هم اشتراك داشته باشند. برد ضابطه

  الذكر هر دو صادقند. اين دو موضوع در مورد تابع فوق  

1fي  آوريم. البته دقت كنيد دامنه دست مي ها را به تك ضابطه لذا معكوس تك     است. fهمان برد  −−−−
1

2 2 1 2

0

2 2 2 2 2
y

y x x y f (x) x x

y x x y x (y ) f (x) (x ) x

−−−−

≥≥≥≥ −−−−

 = → = → = <= → = → = <= → = → = <= → = → = <

 = + → = − → = − ⇒ = − ≥= + → = − → = − ⇒ = − ≥= + → = − → = − ⇒ = − ≥= + → = − → = − ⇒ = − ≥

  

1
2

0

2 2

x x
f (x)

(x ) x

−−−− <<<<
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ = 

− ≥− ≥− ≥− ≥
  

3مثال: نمودار توابع 
y x , y x= == == == 2yرا به كمك نمودار  = x====  3وy x==== .رسم كنيد  

yچون    x====  2وارون تابعy x====  براي)

0x 3) و <<<<
y x====  ــابع 3yوارون ت x==== 

  است، خواهيم داشت:
   

axمثال: نشان دهيد وارون تابع  b
y

x a

++++
====

−−−−
  بر خودش منطبق است. 

1 1

ax b
y xy ay ax b x(y a) ay b

x a

ay b ay b ax b
x f (y) f (x)

y a y a x a

− −− −− −− −

++++
= ⇒ − = + ⇒ − = += ⇒ − = + ⇒ − = += ⇒ − = + ⇒ − = += ⇒ − = + ⇒ − = +

−−−−
+ + ++ + ++ + ++ + +

⇒ = ⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ = ⇒ =
− − −− − −− − −− − −

  

axكه در تابع  ينكته: در حالت كلي در صورت   b
f (x)

x d

++++
====

++++
 ،a d= −= −= −= بـر خـودش منطبـق اسـت. (از لحـاظ       fباشد، وارون  −

yنمودار مركز تقارن منحني روي خط  x==== (.قرار گرفته است  

•••• 3 1y x= −= −= −= −

3 1 1y x= − += − += − += − +

3
y x====

1 2y x= − −= − −= − −= − −

3 1y x= −= −= −= −

2y x= −= −= −= −

y x= −= −= −= −

2y x= − −= − −= − −= − −

2

1

11−−−−

21 1 x+ −+ −+ −+ −

2

y x====

2y x====

1

1

1−−−−

3
y x====

3y x====

1

1
1−−−−

1−−−−
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fمثال: تابع  (x) ax b= += += += + ،0a 1fها:  ازاي آن را به bو  aداده شده است. همه مقادير  ≠≠≠≠ (x) f (x)−−−−   باشد، را بيابيد. ====

1 1y b y b x b
y ax b x f (y) f (x)

a a a

− −− −− −− −− − −− − −− − −− − −
= + ⇒ = ⇒ = ⇒ == + ⇒ = ⇒ = ⇒ == + ⇒ = ⇒ = ⇒ == + ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

، ــراي آن ــند     ب ــد باش ــارت متح ــه دو عب ك  

ــند . ــته باشـ ــان داشـ ــرايب يكسـ ــد ضـ  بايـ

1 1
1

1

1

b
ax b x a a

a a a
a

b
b a

a

⇒ + = − → = ⇒ = ±⇒ + = − → = ⇒ = ±⇒ + = − → = ⇒ = ±⇒ + = − → = ⇒ = ± 
⇒ = −⇒ = −⇒ = −⇒ = −

= − ⇒ = −= − ⇒ = −= − ⇒ = −= − ⇒ = −


∩

  

  يعني اگر وارون يك تابع خطي بخواهد بر خود تابع منطبق باشد، بايد اين خط بر نيمساز ربع اول و سوم عمود باشد.  

1مثال: اگر  1y m x h= += += += 2و  + 2y m x h= += += += انـد، نشـان دهيـد:     ي دو خط باشد كه نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينـه  معادله +

1 2 1m m ====  
  در واقع يكي از اين دو خط وارون ديگري است:  

1 1 11
1 1

1 1 1 1 1

1 1y h h h
y m x h x y f (y) y

m m m m m

−−−−−−−−
= + ⇒ = = − ⇒ = −= + ⇒ = = − ⇒ = −= + ⇒ = = − ⇒ = −= + ⇒ = = − ⇒ = −  

1 بايـــد دو عبـــارت متحـــد باشـــند. 11
2 2 2 1 2 2

1 1 1 1

1 1
1

h h
f (x) x m x x m m m h

m m m m

−−−−⇒ = − + ⇒ = ⇒ = − =⇒ = − + ⇒ = ⇒ = − =⇒ = − + ⇒ = ⇒ = − =⇒ = − + ⇒ = ⇒ = − =  

2مثال: تابع  4 2y x x= − += − += − += − يك تفكيك كنيد و در هـر بخـش    به را به دو جزء يك +

  معكوس آن را جداگانه بيابيد.

  

22 2y (x )= − −= − −= − −= − −  
2xبراي  2xو  ≤≤≤≤   يك است و خواهيم داشت: به تابع يك ≥≥≥≥

22 2 2 2(x ) y x y− = + ⇒ − = ± +− = + ⇒ − = ± +− = + ⇒ − = ± +− = + ⇒ − = ± +  
2 0

2 2 0 2 2 2 2
y

x x x y x y
+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

≥ → − ≥ → − = + ⇒ = + +≥ → − ≥ → − = + ⇒ = + +≥ → − ≥ → − = + ⇒ = + +≥ → − ≥ → − = + ⇒ = + +  
2 0 12 2 0 2 2 2 2 2 2

y
x x x y x y f (x) x

− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤ −−−−≤ → − ≤ → − = − + ⇒ = − + ⇒ = − +≤ → − ≤ → − = − + ⇒ = − + ⇒ = − +≤ → − ≤ → − = − + ⇒ = − + ⇒ = − +≤ → − ≤ → − = − + ⇒ = − + ⇒ = − +  
  

   

   

  

  

  

  نكات وارون يك تابع:

1fاگر  -1   باشد، داريم: fوارون  −−−−

1 1f ff f
D R R D− −− −− −− −= == == == =  

  داريم:  -2

1 1
ff of (x) f (f (x)) x x D− −− −− −− −= = ∈= = ∈= = ∈= = ∈  

1
1 1

f
fof (x) f (f (x)) x x D −−−−

− −− −− −− −= = ∈= = ∈= = ∈= = ∈  

3-   1 1 1(fog) (x) g of (x)− − −− − −− − −− − −====  

1 2 2f (x) x−−−− = + += + += + += + +

22 2 2f (x) (x ) x= − − ≥= − − ≥= − − ≥= − − ≥

1f −−−−

xx f (x)

1 2 2f (x) x−−−− = − += − += − += − +
22 2 2f (x) (x ) x= − − ≤= − − ≤= − − ≤= − − ≤

2
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  وارون يك تابع صعودي تابعي صعودي و وارون يك تابع نزولي، تابعي نزولي است. -4

1مثال: اگر  3 ، 2 4f {( , ) ( , 1fباشد،  ===={( 1دست آوريد، سپس  را به −−−−
f of
1و  −−−−

fof
  را نيز بيابيد. آيا اين دو تابع همواره برابرند؟ −−−−

{{{{ }}}}1 3 1 ، 4 2f ( , ) ( , )
−−−− ====  

  
{{{{ }}}} {{{{ }}}}

{{{{ }}}} {{{{ }}}}1

1

1

1 1 ، 2 2 1 2

3 3 ، 4 4 3 4

f

f

f of ( , ) ( , ) D ,

fof ( , ) ( , ) D ,−−−−

−−−−

−−−−

= == == == =

= == == == =
  

  اند، اما با هم برابر نيستند.  كنيد كه هر دو تابع نسبت به دامنه تعريفشان هماني دقت مي  

1fنزولي باشد.  [a,b]روي  f(x)اگر  -5 (x)−−−−  روي[f (b) , f (a)] .نزولي است  

  

  

  

  
   

  پذير: راه حل كلي يافتن برد توابع معكوس

  طور كه گفتيم براي هر تابع و معكوس آن همواره: همان  

1

1

f f

f f

D R

D D

−−−−

−−−−

====

====
  

  ي تابع معكوس آن. پذير برابر است با دامنه يعني همواره برد يك تابع معكوس  

توان گاهي بهره برد،  البته با در نظر گرفتن ايـن دقـت كـه معكـوس آن      يك نيز مي به حل در مورد توابع غير يكاز اين راه   

  ممكن است تابع نباشد.

ها نيـز اسـتفاده كنـيم (ماننـد توابـع       توانيم از آن نامساوي دانيم مي ها مي هايي در مورد آن البته در مورد توابعي كه نامساوي  

  ).مثلثاتي يا براكتي

  مثال: برد توابع زير را بيابيد.
2

2 1

x
y

x
====

++++
  (الف 

2 2 2 21 0
1

y
x y y x x (y ) y x

y
⇒ + = ⇒ − + = ⇒ =⇒ + = ⇒ − + = ⇒ =⇒ + = ⇒ − + = ⇒ =⇒ + = ⇒ − + = ⇒ =

−−−−
  

ــم  را تعييـــن مـــي1 كنيـ ي  دامنــه   
0

1 1

fy y
x

y y

−−−−
⇒ = ± → ≥⇒ = ± → ≥⇒ = ± → ≥⇒ = ± → ≥

− −− −− −− −
  

1

1 0 1

1

y

y y R [ , )

y

⇒ ⇒ ≤ < → =⇒ ⇒ ≤ < → =⇒ ⇒ ≤ < → =⇒ ⇒ ≤ < → =
− + −− + −− + −− + −

−−−−

�

�  

2 2y x x= −= −= −=   (ب −
ــم  را تعييـــن مـــي1 كنيـ ي  دامنــه   21 1 1 1 1 0 1 1

f
(x ) y x y y y R [ , ]

−−−−
− = + ⇒ − = ± + → + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = − + ∞− = + ⇒ − = ± + → + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = − + ∞− = + ⇒ − = ± + → + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = − + ∞− = + ⇒ − = ± + → + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = − + ∞  

  راه دوم:

21 1y (x )= − −= − −= − −= − −  
2م همواره داني مي   0x 21است پس:  ≤≤≤≤ 1 1y (x )= − − ≥ −= − − ≥ −= − − ≥ −= − − ≥ −  

∪∪∪∪�

f (b) f (a)

f (b)

f (a)

1y f (x)−−−−====

y f (x)====

b
a

a

b

f (a) f (b)

f (b)

f (a)

1y f (x)−−−−====

y f (x)====

ba

a

b
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  راه سوم:

  

  

  
2 1x

y
x

++++
  (ج ====

2
2 2 4

1 1 0
2

y y
yx x x yx x

+ ± −+ ± −+ ± −+ ± −
= + ⇒ − + = ⇒ == + ⇒ − + = ⇒ == + ⇒ − + = ⇒ == + ⇒ − + = ⇒ =  

  يابيم: ي تابع فوق را مي حال دامنه  
2

2

y

y

≥≥≥≥


≤ −≤ −≤ −≤ −
2پس:     4 0y − ≥− ≥− ≥− ≥  

  ته: داريم:راه دوم: نك  
2 01

2 0

x
x :

xx

≥ >≥ >≥ >≥ >
++++ 

≤ − <≤ − <≤ − <≤ − <
  

|1مثال: ثابت كنيد  x |
f (x)

| x |

++++
  دست آوريد. زوج است و با استفاده از آن برد تابع را به ====

  f  :تابعي زوج است  
1 1| x | | x |

f ( x) f (x)
| x | | x |

− + +− + +− + +− + +
− = = =− = = =− = = =− = = =

−−−−
  

0xلذا كافي است برد را براي    0xرد قسمت دست آوريم، چون ب به <<<< 0x، همان برد >>>> است. (به جهت تقارن تابع نسبت  ≤≤≤≤

  ها)yبه محور 
1 1

0 1
x

x : f (x)
x x

++++
> = = +> = = +> = = +> = = +  

  

  

  

  

1برد تابع براي    0R ( , ) , x= + ∞ >= + ∞ >= + ∞ >= + ∞   است. پس برد كامل تابع همين است.  <

yي تابع معكوس تابع  ابع آن است كه دامنهالبته راه اصلي پيدا كردن برد ت   f (x)==== دست آوريم: را به  
1

0
0 1 11 1 1 1 1

1 1 0 1
1 1

x yx
y y x f (y) y

x x x y y

>>>>
>>>> −−−− −−−−++++

= = + ⇒ − = → = → = > → >= = + ⇒ − = → = → = > → >= = + ⇒ − = → = → = > → >= = + ⇒ − = → = → = > → >
− −− −− −− −

  

1fي  همان دامنه fكنيد برد  گونه كه ملاحظه مي همان   1fي  است. كه يافتن دامنه −−−− ي تغييرات  تن محدودهنهايتاً منجر به ياف −−−−

y شود. مي  

2 1f (x) log(x x )= + += + += + += + +  
2  ضرب در مــزدوج2

2

2 2

1 1
1

1 1

( x (x ))
f ( x) log( x x ) log( ) log

x x x x

− + +− + +− + +− + +
− = − + + = =− = − + + = =− = − + + = =− = − + + = =

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +
  

f(x)  .2فرد است 1 21 1log(x x ) log(x x ) f (x)−−−−= + + = − + + = −= + + = − + + = −= + + = − + + = −= + + = − + + = −  

2
1

1
2

b
x

a
= − = += − = += − = += − = +

1−−−−

1
1y
x

= += += += +

1
y

x
====

x >>>> �

2
1

1
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مثال: ثابت كنيد كه تابع   
1

x
f (x)

| x |
====

++++
  را بيابيد. fتابعي فرد است و با استفاده از آن برد  

f(x)  .فرد است
1 1

x x
f ( x) f (x)

| x | | x |

− −− −− −− −
− = = = − →− = = = − →− = = = − →− = = = − →

− + +− + +− + +− + +
  

fاگر برد    (x)  0در قسمتx 0xرا بيابيم. برد تابع در قسمت  ≤≤≤≤ قرينـه بـرد    >>>>

0xتابع در    است. ≤≤≤≤

0
1

x
x : y

x
≥ =≥ =≥ =≥ =

++++
  

0 1R [ , )====  
0xالا براي ح   <<<< ،1 0y− < ≤− < ≤− < ≤− < 1است. لذا برد تابع  ≥ 1y− < <− < <− < <− <   است. >

0تر است، پس  : چون صورت همواره از مخرج كوچك2راه    1
1

x

x
≤ <≤ <≤ <≤ <

++++
  است. 

0xحالا براي    <<<< ،1 0y− < ≤− < ≤− < ≤− < 1است. لذا برد تابع  ≥ 1y− < <− < <− < <− <   است. >

  : 3راه   

0

1

11 0 1
1 1

1

x
y

x y
yy yx y x x(y ) y x y

x y
y

y

≥≥≥≥
− + +− + +− + +− + +

− + + −− + + −− + + −− + + −= ⇒ + = ⇒ − = − ⇒ = ≥ ⇒ ⇒ ≤ <= ⇒ + = ⇒ − = − ⇒ = ≥ ⇒ ⇒ ≤ <= ⇒ + = ⇒ − = − ⇒ = ≥ ⇒ ⇒ ≤ <= ⇒ + = ⇒ − = − ⇒ = ≥ ⇒ ⇒ ≤ <
+ −+ −+ −+ −

− + −− + −− + −− + −
−−−−

�

�

�  

0xحالا براي    <<<< ،1 0y− < ≤− < ≤− < ≤− < 1است. لذا برد تابع  ≥ 1y− < <− < <− < <− <   است. >

  

  توابع متناوب:

  نامند. كنند، حركت متناوب مي ا تكرار ميحركاتي كه الگوي خاصي ر  

fxموجود باشد كه براي هر  Tنامند، هرگاه يك عدد حقيقي مثبت مانند  را متناوب مي fتابع    D∈∈∈∈ :داشته باشيم  

f(x, x T D ) f (x T) f (x)+ ∈ + =+ ∈ + =+ ∈ + =+ ∈ + =  
  نامند. ي تناوب مي با خاصيت بالا را دوره Tترين عدد  كوچك  

  نكات:  

fدوره تناوب توابع  -1   (x) Cos(ax b), f (x) Sin(ax b)= + = += + = += + = += + = 2برابر  +
T

| a |

ππππ
  است.  ====

fو دوره تناوب توابع    (x) Cot(ax b) , f (x) tan(ax b)= + = += + = += + = += + = Tبرابر  +
| a |

ππππ
  است. ====

2دوره تناوب توابع:  -2   2f (x) Cos ax , f (x) Sin ax , f (x) | Cosax | , f (x) | Sinax |= = = == = = == = = == = = Tبرابر  =
| a |

ππππ
  است. ====

fدوره تناوب تابع  -3   (x) n(x) [nx]= −= −= −= 1برابر  −
T

n
  است. ====

  ها را رسم كنيد. دست آورده و آن مثال: دوره تناوب توابع زير را به  
2 3f (x) Sin x==== الف)  

3
T

ππππ
====  

  

�

3

ππππ
−−−−

3

ππππ 2

3

ππππ
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1f (x) Sin (Sinx)−−−−==== ب)  

2T = π= π= π= π  
11 1

2 2 2 2
x Sin Sin (Sin x) x−−−−π π π ππ π π ππ π π ππ π π π

− ≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤− ≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤− ≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤− ≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤  

13
1 1

2 2 2 2
x Sin Sin (Sin x) x−−−−π π π ππ π π ππ π π ππ π π π

≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ − ≤ = ≤  

  

 1
(x)f tan (tan x)

  (ج ====−−−−

1

2 2 2 2
x tan x tan (tan x) x

T

−−−−π π π ππ π π ππ π π ππ π π π
− < < → −∞ < < ∞ → − < = <− < < → −∞ < < ∞ → − < = <− < < → −∞ < < ∞ → − < = <− < < → −∞ < < ∞ → − < = <

= π= π= π= π

  

  

1 [x]f (x) ( )= −= −= −=   (د −

2T ====  
  

  

f (x) Cos (x [x])= π −= π −= π −= π   (هـ −

1T ====     
  اي: توابع پله

ها تابع ثابـت باشـد، يـك     بندي كرد كه تابع روي هر كدام از اين بازه ي آن را به تعدادي بازه تقسيم هر تابعي كه بتوان دامنه  

  نامند. اي مي تابع پله

اي  مثال: تابع پله
5 1

1 1 4

2 4

x

f (x) x

x

< −< −< −< −


= − − ≤ <= − − ≤ <= − − ≤ <= − − ≤ <
 ≤≤≤≤

  را رسم كنيد. 

  
   

  تابع جزء صحيح:

تر نيست (يعني يا مساوي بـا آن اسـت    بيش xترين عدد صحيحي است كه از  جزء صحيح آن، بزرگ xحقيقي  براي هر عدد  

  دهيم. نمايش مي [x]را با نماد  xتر از آن است). جزء صحيح  يا كوچك

f با و شود مي ناميده صحيح جزء تابع دهد، مي نسبت را آن صحيح جزء حقيقي، عدد هر به كه تابعي   (x) [x]==== شود. مي داده نمايش  

  نكات:

  همواره داريم: -1  

1[x] x [x]≤ < +≤ < +≤ < +≤ < +  
  يا

1x [x] x− < ≤− < ≤− < ≤− < ≤  
0شود:  جا نتيجه مي از اين   1x [x]≤ − <≤ − <≤ − <≤ − <  

2
ππππ

2
ππππ

2
ππππ−−−−

2
ππππ−−−−

3
2
ππππ

2

ππππ

2

ππππ 5

2

ππππ
2

−π−π−π−π

3

2

ππππ

2

−π−π−π−π

2 3
4

1

1−−−− 1 2
3
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kاگر  -2   ≤≤≤≤ ℤ :باشد، داريم  

[x k] [x] k+ = ++ = ++ = ++ = +  
  3-   

1
2

2

1 2
3

3 3

1 1

[ x] [x] [x ]

[ x] [x] [x ] [x ]

n
[nx] [x] [x ] ... [x ]

n n

= + += + += + += + +

= + + + += + + + += + + + += + + + +

−−−−
= + + + + += + + + + += + + + + += + + + + +

⋮

  

  كنيم. اثبات: براي نمونه اولين رابطه را اثبات مي  

1x  جزء اعشاري عدد باشد:   αاگر    [x]= + α ≤ α <= + α ≤ α <= + α ≤ α <= + α ≤ α <�  

�

2 1

1 2 2

1
2 2 2 2 2 2 2

2

1
1 2 2 2 2 2 1

2

[ x] [ ([x] )] [x] [ ] [x] [ ] [x]

[ x] [ ([x] )] [x] [ ] [x]

≤ α<≤ α<≤ α<≤ α<

≤ α<≤ α<≤ α<≤ α<


 ≤ α < → = + α = + α = + α =≤ α < → = + α = + α = + α =≤ α < → = + α = + α = + α =≤ α < → = + α = + α = + α =


 ≤ α < → = + α = + α = +≤ α < → = + α = + α = +≤ α < → = + α = + α = +≤ α < → = + α = + α = +


�

�

�

  

1 1
2

2 2

1 1
1 2 1

2 2

[x] [x ] [x]

[x] [x ] [x]

 ≤ α < → + + =≤ α < → + + =≤ α < → + + =≤ α < → + + =

 ≤ α < → + + = +≤ α < → + + = +≤ α < → + + = +≤ α < → + + = +


�

  

  4-   
1 x

[x] [ x]
x

− ∉− ∉− ∉− ∉
+ − =+ − =+ − =+ − = 

∈∈∈∈

ℤ

� ℤ
  

  

  

  

  نتيجه:   

1

[x] x
[ x]

[x] x

− ∈− ∈− ∈− ∈
− =− =− =− = 

− − ∉− − ∉− − ∉− − ∉

ℤ

ℤ
  

  دست آوريد. هاي خواسته شده به مثال: نمودار توابع زير را در بازه

6 6
3

x
f (x) [ ] [ , ]= −= −= −= −  

  

  

  

2 2f (x) [ x] [ , ]= − −= − −= − −= − −  
  

  

  

•••• •••• •••• •••• ••••

6−−−− 3−−−−
321 4 5 61−−−−

2−−−−

21
1−−−−2−−−−

1

2

1−−−−

2−−−−
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2 1 1 3f (x) [x] [ , ]= + −= + −= + −= + −  
  

  

  

  

  دست آوريد.  ي توابع زير را به مثال: دامنه  

1 3f (x) [ x ]= − −= − −= − −= −   (الف −

1 3 1 3 0 2 1 1 1[ x ] [ x ] [ x ] x x x− − = − − − ≥ ⇒ − ≤ − ⇒ − < − ⇒ > ⇒ >− − = − − − ≥ ⇒ − ≤ − ⇒ − < − ⇒ > ⇒ >− − = − − − ≥ ⇒ − ≤ − ⇒ − < − ⇒ > ⇒ >− − = − − − ≥ ⇒ − ≤ − ⇒ − < − ⇒ > ⇒ >  
  

 x
f (x)

[x] [ x]
====

+ −+ −+ −+ −
  (ب 

1 x
[x] [ x]

x

− ∉− ∉− ∉− ∉
+ − =+ − =+ − =+ − = 

∈∈∈∈

ℤ

� ℤ
  

ℝ−−−−اين تابع عبارت است از:  ي پس دامنه   ℤ  

2 1

x [x]
f (x)

x x

−−−−
====

+ ++ ++ ++ +
  (ج 

2مخرج همواره مثبت است    1 1 4 0x x :+ + ∆ = − < →+ + ∆ = − < →+ + ∆ = − < →+ + ∆ = − < →  
2

21
1 2 1 1 22

1 1 1

x
| x |

f (x) , [| x |] D ( , ] [ , ] [ , )x
[| x |]

| x | x

≥≥≥≥ 
≥ ⇒≥ ⇒≥ ⇒≥ ⇒ 

= ≠ ⇒ = −∞ − − ∞= ≠ ⇒ = −∞ − − ∞= ≠ ⇒ = −∞ − − ∞= ≠ ⇒ = −∞ − − ∞≤ −≤ −≤ −≤ − 
< ⇒ − ≤ ≤< ⇒ − ≤ ≤< ⇒ − ≤ ≤< ⇒ − ≤ ≤ 

∪ ∪  

9برد تابع مثال: 
9

x
f (x) x [ ]= −= −= −=   شامل چند عدد صحيح است؟ −

1

1
f (x)

[| x |]
====

−−−−
  

9 9
9 9 9

x x x
x [ ] ( [ ])− = −− = −− = −− = −  

1xدانيم  مي   [x]≤ − <≤ − <≤ − <≤ − 1پس:   �>
9 9

x x
[ ]≤ − <≤ − <≤ − <≤ − <�  

9 9 9 3
9 9 9

x x x
( [ ]) x [ ]⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <� �  

  مثال: معادلات و نامعادلات زير را حل كنيد:

3 3

x x
[ ]   (الف ====

xچون براكت عدد صحيح است، لذا:   
k ℤ

3
= ∈= ∈= ∈= xپس:  ∋ k3====  :لذا  

3 3 3 3 3 4 3
1 3 4 4 3

4 4 4 4 4 4

k k k k k k
[ ] k [ ] k k k k

−−−−
= ⇒ − < ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤= ⇒ − < ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤= ⇒ − < ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤= ⇒ − < ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤  

4 1 2 3 3 6 9
k

k k , , , x , , ,
∈∈∈∈⇒ − ≤ ≤ → = − − − ⇒ = − − −⇒ − ≤ ≤ → = − − − ⇒ = − − −⇒ − ≤ ≤ → = − − − ⇒ = − − −⇒ − ≤ ≤ → = − − − ⇒ = − − −ℤ

� � �  
  

21
1−−−−

3

1

3

5
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7[x] [ x]−−− −−−   (ب ===

1

[x] x
[ x]

[x] x

∈∈∈−−−
−−− === 

∉∉∉−−− −−−

ℤ

ℤ
  

7
ــيرممكن 7  غ

2
1 7

3 3 4

[x] ( [x]) x [x]

[x] ( [x] ) x
[x] x

∈∈∈−−− −−− === ⇒⇒⇒=== ⇒⇒⇒ 
−−− −−− === ∉∉∉−−−  === ⇒⇒⇒ <<< <<<

ℤ

ℤ
  

2
2

x
[ ]
x

+++
  (ج ===

2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] x
x x x x

+++ === ⇒⇒⇒ +++ === ⇒⇒⇒ === ⇒⇒⇒ ≤≤≤ <<< ⇒⇒⇒ <<< ≤≤≤  
  

yرسم تابع رسم تابع  [f (x)]===   و وy f ([x])===  

yرسم  [f (x)]===  

yبراي رسم     [f (x)]===  خطوطy k=== ∈∈∈ℤ ازات محور را به موxكنيم و سپس در نقاط تقاطع با منحني قسمتي كه  ها رسم مي

  كنيم.  بين دو خط محور شده است را روي خط پاييني تصوير مي

هـا    اي كه تابع نزولي است، انتهاي بازه كنيم، و در نواحي ها را تو پر رسم مي اي كه تابع صعودي است، ابتداي بازه در نواحي   

  م. كني را تو پر رسم مي

yمثال: نمودار  [Sin x]=== ي تناوب) را رسم كنيد. (در يك دوره  

   

   

  

yبه شكل زير باشد،  fمثال: اگر  [f (x)]===  .را رسم كنيد  

   

   

   

   

  

yرسم  f ([x])===:  

yبراي رسم     f ([x])===  خطوطx k=== ∈∈∈ℤ 1خطـي بـه طـول    ي تقاطع هر خط با منحني پاره را رسم كرده و از ابتداي نقطه 

  ها تو پر خواهند بود (يعني نقاط سمت چپ توپرند). كنيم. همواره نقاط ابتداي بازه واحد به سمت راست رسم مي

yمثال: اگر نمودار  f (x)===  ،به شكل زير باشدy f ([x])===  .را رسم كنيد  

   

  

   

  

y

x

1

πππ 2πππ

2
πππ

1−−−

y

x

3

2−−−

43−−−5−−− 1

y

x

3

2−−−

43−−−5−−− 1

y

x

4

2−−−

5

2−−−

5−−− 1

2

y

x

4

2−−−

5

2−−−5−−−

1

2

33 
2

5 
2
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 :توابع نمايي�

xصورت  هر تابع به  
y a====  كهa  1عددي حقيقي وa aو  ≠≠≠≠ >>>> شود. دامنه توابع  متغير است. يك تابع نمايي ناميده مي xو  �

Rنمايي تمام اعداد حقيقي و برد آن 
  است. ++++

  

  

  

  

  در اين حالت اكيداً نزولي است.      در اين حالت اكيداً صعودي است.                                      

  مثال: نمودار توابع زير را رسم كنيد.�
  

  

2 1
x

y = −= −= −= −  
  

  

  

1
2

3

x
y ( )= += += += +  

  

  

 

3 2
x

y
−−−−= −= −= −= −  

  

  

  

  

2
3
x

y
−−−−====  

  

  

  

1

6

5

x

x

( )

y
−−−−

====  

6 6 5

5 65

x
x x

x
y ( ) ( )

−−−−
−−−−

−−−−
= = == = == = == = =  

1

x

a

y a

< << << << <

====

�

1
xy a====1

1a >>>>

••••
1−−−−

2

1

••••2
3

••••
2−−−−
1−−−−

••••1
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  خواص تابع نمايي:

1 2 3
x

x y x y x y x y xy

y

a
) a .a a ) a ) (a ) a

a

+ −+ −+ −+ −= = == = == = == = =  

 4و بعـد از   12هـا   سـاعت تعـداد سـلول    2سازي باشد، و بعد از  ها براساس يك تابع نمايي قابل مدل مثال: اگر سرعت تكثير سلول�

  ساعت پس از شروع تكثير چقدر است؟ 7ها  باشد، تعداد سلول 48ساعت 
  :حل�

tها را با تابع  اگر سرعت رشد سلول  
y ka==== سازي كنيم، داريم: مدل  

2
2

4

2 12
4 2 3

4 48

ay( ) ka
a a k

y( ) ka

>>>>
= == == == = 
⇒ = → = → =⇒ = → = → =⇒ = → = → =⇒ = → = → =

= == == == = 

�  

7
3 2 7 3 2 384

t
y(t) y( )→ = × → = × =→ = × → = × =→ = × → = × =→ = × → = × =  

كننـد. ايـن مقـدار اوليـه را در      زايش ميها با يك مقدار اوليه شروع به اف آن است كه سلول kدقت كنيد كه علت استفاده از ضريب   

tي  لحظه ==== � ،k .در نظر گرفتيم  

  معادلات يا نامعادلات زير را حل كنيد . :مثال�

2 11
125

5 5

x x
( )

  ( الف ====−−−−

3

6 32
3 3 15 6 2

5 5 6 3 6 3 3
2 2 2 15 5

x
x

x x x x x x
−−−−

−−−−= ⇒ − = − ⇒ + = ⇒ = ⇒ = == ⇒ − = − ⇒ + = ⇒ = ⇒ = == ⇒ − = − ⇒ + = ⇒ = ⇒ = == ⇒ − = − ⇒ + = ⇒ = ⇒ = =  

2
9 2 3 45
x x++++= × −= × −= × −= ×   (ب −

15
33 15

3 15 3 3 0

3 3 1

x

x x

x

x log

( )( )

x

= → == → == → == → =

⇒ − − =⇒ − − =⇒ − − =⇒ − − =

= → == → == → == → =

 2 2
3 2 9 3 45 0 3 18 3 45 0
x x x x

( ) ( )− × × + = ⇒ − + =− × × + = ⇒ − + =− × × + = ⇒ − + =− × × + = ⇒ − + =  

2
3 8 3 8

x x
( ) ( )− ≥ +− ≥ +− ≥ +− ≥   (ج +

  
2 2

3 8 1
3 8

3 8 3 8

1
3 3 8 3 8

3 8

x x x x

( )
( )

( ) ( x ) ( ) ( )
−−−−

++++
− × =− × =− × =− × =

+ ++ ++ ++ +

≥ + ⇒ + ≥ +≥ + ⇒ + ≥ +≥ + ⇒ + ≥ +≥ + ⇒ + ≥ +
++++

  

3چون    8 1+ >+ >+ >+   است، پس اين تابع صعودي است، لذا لازم است: <

2 2
0 1 0x x x x x− ≥ ⇒ + ≤ ⇒ − ≤ ≤− ≥ ⇒ + ≤ ⇒ − ≤ ≤− ≥ ⇒ + ≤ ⇒ − ≤ ≤− ≥ ⇒ + ≤ ⇒ − ≤ ≤  

3ي تابع  مثال: دامنه� 4x xf (x) = −= −= −=   كدام است؟ −

  :حل�

3بايد    4
x x− ≥− ≥− ≥− ≥ 3باشد، پس بايد  � 4

x x≥≥≥≥  4باشد. چون 4است، پس تابع  <<<<3
x   بـرايx ≥≥≥≥ 3تـر از تـابع    سـريع  �

x   بـزرگ

xشود و براي  مي <<<< 3سريعتر از تابع �
x شود. كوچك مي  

  

  

  

xپس براي    ≤≤≤≤ � ،3 4
x x≥≥≥≥ ي تابع  است، لذا دامنهD ( , ]= −∞= −∞= −∞= −∞   است. �

•••• 1

3

4 ••••

••••

3
1

4

1−−−−

3
x

y ====

4
x

y ====
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  توابع لگاريتمي:�

1چون تابع نمايي   
x

(a , a )y a> ≠ => ≠ => ≠ => ≠ پذير است. معكوس تابع نمايي، تـابع لگـاريتمي    ، لذا معكوستابعي يك به يك است �=

  شود. ناميده مي

  x y x
a ay a x log f (x) log

−−−−= ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ =1  
1fDدامنه تابع لگاريتمي:    {x | a , a }= > > ≠= > > ≠= > > ≠= > > ≠� �  

  است. Rبرد توابع لگاريتمي   

  

  

  

  گيريم. در نظر مي 10اگر پايه لگاريتم را ذكر نكردند، آن را   

  زير را رسم كنيد. مثال: نمودار توابع�
  

3
x

y log====الف)  

  

  

  
2

1

2

x
y log

  (ب====++++

  

  

  

2 3
x

y log= += += +=   (ج+

  

  

 

 

 مثال: دامنه توابع زير را بيابيد.�

2
5

4

x x
f (x) log

−−−−
  (الف ====

2 2
25 5

1 5 4 1 4 1 4
4 4

x x x x
log x x (x )(x ) x

− −− −− −− −
≥ ⇒ ≥ ⇒ − + ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ ≤≥ ⇒ ≥ ⇒ − + ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ ≤≥ ⇒ ≥ ⇒ − + ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ ≤≥ ⇒ ≥ ⇒ − + ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ ≤� � �  

دقت كنيد كه شرط   
2

5
1

4

x x−−−−
، شرط ≤≤≤≤

2
5

4

x x−−−−
>>>>   كند. را هم تأمين مي �

2 2
9
1

9 3 3
1 3

1 1 1 1

x
x

x x
f (x) log D ( , ) { }

x , x x , x

−−−−
++++

− > ⇒ − < <− > ⇒ − < <− > ⇒ − < <− > ⇒ − < <
= → ⇒ = − −= → ⇒ = − −= → ⇒ = − −= → ⇒ = − −

+ > + ≠ ⇒ > − ≠+ > + ≠ ⇒ > − ≠+ > + ≠ ⇒ > − ≠+ > + ≠ ⇒ > − ≠ 

�

�

� �

  (ب 

2xlog
log

f (x) log

−−−−

====  

••••1

x
ay log====

xy a====

1a< << << << <�

x
ay log====

xy a====

1a >>>>

••••
2−−−−

••••4

2

••••

1 3

1
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2 2
2 1

10 10 10

10 1 10 10

2 10 10 2 10 2

xlog (x )
log log (x )

log log log

x x D [ , )

−−−− −−−− −−−−≥ → ≥ = ⇒ ≥ =≥ → ≥ = ⇒ ≥ =≥ → ≥ = ⇒ ≥ =≥ → ≥ = ⇒ ≥ =

⇒ − ≥ ⇒ ≥ + ⇒ = + ∞⇒ − ≥ ⇒ ≥ + ⇒ = + ∞⇒ − ≥ ⇒ ≥ + ⇒ = + ∞⇒ − ≥ ⇒ ≥ + ⇒ = + ∞

�
  (ج�

  خواص لگاريتم:

x y
a alog log x y= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =)1  
1

0 و1
a

a alog log= == == == = )2  
x y xy
a a alog log log+ =+ =+ =+ = )3  

x

x y y
a a alog log log− =− =− =− = )4  
m

n
x x

a
a

m
log log

n
==== )5  

x
x z
y y

z

log
log

log
==== )6  

a b c a
b c d dlog log log log× × =× × =× × =× ×   : در حالت كلي=

  اين قضيه به تعداد نامحدودي لگاريتم قابل تعميم است.  
1x

y y
x

log
log

  : نتيجه====

y x
a alog log

x y==== )6  

  شود. باهم برابر باشند، خود دو عدد نيز برابرند. تساوي فوق با لگاريتم گرفتن از دو طرف اثبات مي اگر لگاريتم دو عدد  
x
alog

a x==== )7  

1

1

y
x
a y

x a a
log y : (x , y R)

x a a

 > >> >> >> >
> > ∈> > ∈> > ∈> > ∈

< < << < << < << < <

�

�

 )8  

3مثال: اگر �
12log a==== 16گاه  آن

3
log كدام است؟  

  :حل�

3 12 3 4 3 4 4 4
12 3 3 3 3 3 3

1 1 1
1 1log a log log log log log log

a a a

××××= → = = = + = + = ⇒ = −= → = = = + = + = ⇒ = −= → = = = + = + = ⇒ = −= → = = = + = + = ⇒ = −  

2

1

2

16 4 4 4
3 33

3

2 1 4 1
4 4 1

1

2

( a)
log log log log ( )

a a

−−−−
= = = = − == = = = − == = = = − == = = = − =  

2مثال: اگر �
0 301log 25باشد،  ====/

log چقدر است؟  

  :حل�

2
10

5 5 22 2 2 10 2 2 1 2 2 1 0 301 1 398log log log (log log ) ( log ) ( / ) /= = = − = − = − == = = − = − = − == = = − = − = − == = = − = − = − =  
  كدام است؟ تر است. آن عدد واحد بيش 5/4ي  به اندازه 9از لگاريتم عكس مجذور آن در پايه  9مثال: لگاريتم عددي در پايه �

  :حل�

x xx x

x

x x xx

log log / log log

log log log log x

= + ⇒ − == + ⇒ − == + ⇒ − == + ⇒ − =

⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =

2 2

32

2

1 1

9 99 9

1

3
3 39

3

9
4 5

2

9 9 3 9
3 3 27

2 2 2 2
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3مثال: اگر �

2

a
blog گاه  آن ====

2
ab

b
log كدام است؟  

  :حل�

  
2 2 2

1 1

2 2

1 2 3
2 4 2 4 2 4 7

1 1 2

2 2

ab a b a b a b a b a
b b b b bb b b

b b

log log log log log log log log log log= + = + = + = + = + = × + == + = + = + = + = + = × + == + = + = + = + = + = × + == + = + = + = + = + = × + =  

  دست آوريد. مثال: حاصل عبارات زير را به�
2 3
5 52 3

5
( log log   (الف ++++(

log log log
××××++++ = = × == = × == = × == = × =

4 27 4 27
5 5 55 5 4 27 108  
2 6
6 2[log ] [log   (ب ++++[

log
log [log ]

log

==== 
⇒ < < ⇒ =⇒ < < ⇒ =⇒ < < ⇒ =⇒ < < ⇒ =

==== 

1
6 2 2

6 66
6

0
0 1 0

1

  

log log log [log ] [log ] log    = ⇒ = ⇒ < < ⇒ = ⇒ + == ⇒ = ⇒ < < ⇒ = ⇒ + == ⇒ = ⇒ < < ⇒ = ⇒ + == ⇒ = ⇒ < < ⇒ = ⇒ + =
    

4 8 6 6 6 2
2 2 2 2 2 62 3 2 3 2 2  

10

5
2

0 2
log

( / )
− +− +− +− +

  (ج 

2 5 2 5
51

2 5 2 5 2 4
25 5 5 5 5 5

1
2 2

1

2 2 2 2 2 2 220 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2

log log

log (log log ) log log
( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )

×××× ××××

××××

− +− +− +− + − +− +− +− +

− + − + + − + +− + − + + − + +− + − + + − + +− + − + + − + +
= = = = == = = = == = = = == = = = =  

1
4 4
5 5 110 1

5 4
2 4

log log
( )

−−−−
−−−− −−−−= = = == = = == = = == = = =  

2

8 2
81

2

| log | log++++ د)  

1

3 2

1 3
2 2 2 2

2 2
2 2

1

3 1 172
3

1 3 6 6
| log | log | log | log

−−−−

−−−−

−−−−
+ = + = − =+ = + = − =+ = + = − =+ = + = − =

−−−−
  

  
3 2

2
x x

x x
log هـ)  

x x x
x

x x

log log log

++++

++++
= = == = == = == = =

2 5
1

3 3

1 5
2

2 2

5

23

5 3

2

  

  مثال: مجموعه جواب معادلات يا نامعادلات زير را بيابيد.�
1

5 3
x x−−−−==== الف)  

  گيريم: لگاريتم مي 3از دو طرف پايه   
1

5 3 5 3 5 5 3 3
3 3 3 3 3 3 3 1515

3

1
1 1 1 1

x x
log log x log ( x) log ( x) x(log ) x(log log ) x log

log

−−−−
= ⇒ = − = − ⇒ + = → + ⇒ = == ⇒ = − = − ⇒ + = → + ⇒ = == ⇒ = − = − ⇒ + = → + ⇒ = == ⇒ = − = − ⇒ + = → + ⇒ = =  

3
1

5

x
log

++++
< −< −< −<   (ب −

13 1 5 1 1 5
10 3 3

5 10 10 2 2 2

x
x x

−−−−++++
< = ⇒ + < = ⇒ < − = −< = ⇒ + < = ⇒ < − = −< = ⇒ + < = ⇒ < − = −< = ⇒ + < = ⇒ < − = −  
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1 1 3x x
log log log

− +− +− +− ++ =+ =+ =+   (ج =

1 1 3 2 2
1 3 4 2

(x )(x )
log log x x x

− +− +− +− + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±  
logبا توجه به دامنه    x 2، فقطx   قابل قبول است. ====

5 625
xlog

x   (د ====

  گيريم: لگاريتم مي 5طرف در پايه  2از   

45 625 5
5 55 4

xlog
(x )

log log log= = == = == = == = =  

2
5 5 5 5

25

4 2 1

25

x x x x
x

log log (log ) log
x

====

× = = ⇒ = ±× = = ⇒ = ±× = = ⇒ = ±× = = ⇒ = ±
====

  

1

23
1 1

9 2

x

log log

−−−−

  (هـ >>>>

1

1

2 13
1 2
9

1 1
1 9 1 27 28

3 9

x
x

log log ( ) x x
−−−−

−−−−

−−−−−−−−
< = − ⇒ > = ⇒ − > ⇒ >< = − ⇒ > = ⇒ − > ⇒ >< = − ⇒ > = ⇒ − > ⇒ >< = − ⇒ > = ⇒ − > ⇒ >  

2 2
3 1 5 2log( x ) (log ) (log )− = −− = −− = −− =   (و −

5 5

3 1 5 2 5 2 102 2
5 7

3 1
2 6

x
log (log log )(log log ) (log log ) log x x

−−−− = − + = × = ⇒ − = ⇒ == − + = × = ⇒ − = ⇒ == − + = × = ⇒ − = ⇒ == − + = × = ⇒ − = ⇒ =  

3 2 9
2

x
x xlog log

+++++ =+ =+ =+   (ن =

3 2 9 2 2 3
2 6 27 6 27 0 9 3 0

9

( x )
x

x
log x x x x (x )(x )

x

++++ = −= −= −= −
= ⇒ + = → − − = ⇒ − + == ⇒ + = → − − = ⇒ − + == ⇒ + = → − − = ⇒ − + == ⇒ + = → − − = ⇒ − + =

====
  

xبا توجه به دامنه   
log  0كه بايدx 9xفقط  باشد، <<<<   قابل قبول است. ====

101 210
xlog

x
++++   (ي ====

1 10 2
10 2

x
( log )
x

log log
++++

= == == == =  
x x x x x x

( log ) log (log ) (log ) (log )(log )

log x , x ,
−−−−

+ = → + − = → + − =+ = → + − = → + − =+ = → + − = → + − =+ = → + − = → + − =

⇒ = − ⇒ =⇒ = − ⇒ =⇒ = − ⇒ =⇒ = − ⇒ =

2
10 10

2

1 2 2 0 2 1 0

2 1 10 10

  

  مثال: كدام عبارت صحيح است؟�

  1 (
1

100100
1 1

2 2

log log>>>>  2 (3 2
31

2

log log>>>>  3 (3 5
5 3log log>>>>  4(

1

2

3 2
1

2

log log>>>>  

  :حل�

علت نزولي بـودن   اند. پس عبارت زير به نزولي 1تر از  هاي كوچك صعودي و براي پايه 1تر از  هاي بزرگ توابع لگاريتمي براي پايه  

  غلط است)   4لگاريتم صحيح است: (به همين دليل گزينه 
1

100100
1 1

2 2

log log>>>>  

2، 2ي  در گزينه
3 1log< << << << و  �>

2

3 3
1

2

2 1log log− < = − < −− < = − < −− < = − < −− < = − < 5: 3ي  است. و در گزينه −
3log >>>> 3و  �

5log <<<<   است. �
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2مثال: اگر �
0 301log   چند رقمي است؟  5 30باشد، عدد  ===/

  :حل�

  گيريم: دا از آن لگاريتم ميكه بدانيم عدد چند رقمي است، ابت براي آن   

   
30 

10

5 5 230 30 30 10 2 30 1 2 20 97log log log (log log ) ( log ) /=== === === −−− === −−− ===  

 1عدد    
1 0
n−−− عددي ،n   رقمي است. حال كليه اعدادn   1رقمي بين 

1 0
n−−−  10و

n  قرار دارند، لذا لگاريتم يك عددn    رقمي بـينn   و

1n log]1رقمي باشد،  A   ،nاست. لذا: اگر عدد  −−− A] n+++   باشد. مي ===

كنـيم. لـذا ايـن     پس براي يافتن تعداد ارقام يك عدد پس از آن كه از آن لگاريتم گرفتيم، از حاصل براكت گرفته و با يك جمع مي   

]21 1 97 20عدد:  / ]+++   رقمي است. ===
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  مثلثات �

        ي زوايا:ي زوايا:ي زوايا:ي زوايا:    زوايا و اندازهزوايا و اندازهزوايا و اندازهزوايا و اندازه

خط را به عنوان ضلع ابتدايي  شود كه يك نيم خط كه رأس مشترك دارند، ايجاد مي ي دو نيم ي مختصات يك زاويه به وسيله در صفحه

  گيريم. ميباشد در نظر  خط مي خط دوم است و ديگري را ضلع انتهايي كه مكان انتهايي نيم كه مكان شروع حركت نيم

  شود. ي مقدار و جهت چرخش از ضلع ابتدايي به ضلع انتهايي تعيين مي يك زاويه به وسيله

هاي ساعت باشد، زاويه با يك مقـدار منفـي و اگـر خـلاف جهـت       خط دوم از مكان شروع در جهت حركت عقربه اگر تغيير مكان نيم

  شود. هاي ساعت باشد با يك مقدار مثبت مشخص مي حركت عقربه

  

−−−−150و  �405، �210، �60هاي  زاويه مثال: ����   را روي نمودار مشخص كنيد؟ �
  حل: �

  

  

  

  

  

        واحد ديگري براي زاويه:واحد ديگري براي زاويه:واحد ديگري براي زاويه:واحد ديگري براي زاويه:

برسـد، مسـافت طـي شـده توسـط       Bبت حركت كند و بـه مكـان   اي به شعاع واحد در جهت مث روي دايره Aي  اگر متحركي از نقطه

  نامند. برحسب راديان مي Oحول  OAخط  ي دوران پاره ي زاويه متحرك را اندازه

  دهيم. اگر در جهت منفي حركت كنيم همين مسافت طي شده را با علامت منفي نشان مي

  

  

  

2، برابر Rدانيم محيط يك دايره به شعاع  چون مي Rππππ ي  است، لذا اگر ما كماني از دايره به اندازهθθθθ     را طي كنيم، مسـافت طـي شـده

Lتوسط متحرك يا همان طول كمان برابر است با:  R= θ= θ= θ= θ  دقت كنيد در اين رابطه)θθθθ ن بيان شود.)حتماً بايد با واحد راديا  

تـوان   راديـان اسـت، لـذا مـي     2ππππاي به شعاع واحد و مركز مبدأ) محيط اين دايره برابر  حال اگر دايره مثلثاتي را در نظر بگيريم (دايره

  واحدهاي درجه و راديان را به صورت زير بهم تبديل نمود:

    راديان           درجه                                                                                                                          

22 360

360 1801
x

x

 π ππ ππ ππ πππππ
→ = =→ = =→ = =→ = =



�

  

درجه برابر  1يعني 
180

ππππ توان گفت: راديان است در حالت كلي مي  

180 180

R D
R D
↓ ↓↓ ↓↓ ↓↓ ↓

ππππ
= → == → == → == → =

ππππ
  

     راديان      درجه    

  

A

B

O

30�

150−−−− �

60

30�

210�

45�

405
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  راديان را روي نمودار نشان دهيد. -7ي  زاويه مثال: ����
  حل: �

180 180 7
401

3 1415
D R

/

×−×−×−×−
= = −= = −= = −= = −

ππππ
≃  

  

  

 6440كيلـومتر باشـد. اگـر شـعاع زمـين       1000ي تهران تا مشهد روي قسمتي از سطح زمين تقريباً  فاصلهفرض كنيم  مثال: ����
  اي از مركز زمين كه يك ضلع آن منتهي به تهران و ضلع ديگر منتهي به مشهد شود، چقدر است؟  كيلومتر فرض شود، زاويه

  حل: �

  ريم، داريم:ي تهران تا مشهد را كمان طي شده در نظر بگي اگر فاصله

100
6440 1000 0 155

644
R L / radθ = → θ = → θ = =θ = → θ = → θ = =θ = → θ = → θ = =θ = → θ = → θ = =  

  

2ي  شمار به اندازه ي دقيقه كشد تا عقربه چه مدت طول مي مثال: ���� 5/ ππππ راديان دوران كند؟  

1دقيقه  1دقيقه شمار هر  حل: �

60
2دايره يعني  

60 30

π ππ ππ ππ π
2كنـد، لـذا بـراي     ميراديان دوران  ==== 5/ ππππ 

2راديان دوران  5
75

30

/ ππππ
====

ππππ
  دقيقه زمان لازم است. 

  

قرار داشته  3هاي ساعت روي كابين  كابين داشته باشد و در آغاز حركت در جهت خلاف عقربه 40اگر چرخ و فلكي مثال:  ����

47باشيم، پس از 

10

ππππ گيريم؟ راديان دوران در موقعيت كدام كابين قرار مي  

2كابين  2ي هر  قسمت مساوي تقسيم كرده است، لذا فاصله 40چون چرخ و فلك دايره را به  حل: �

40 20

π ππ ππ ππ π
است، يعنـي پـس از    ====

هر 
20

ππππ 47گيريم، لذا اگر بخواهيم  راديان دوران، ما در جايگاه كابين بعدي قرار مي

10

ππππ  ي  دوران كنيم، در واقع به انـدازه
47

10
94

20

ππππ

====
ππππ

 

م. اي ـ كابين پيش رفته 14ي  گرديم، پس بايد فرض كنيم به اندازه راديان يكبار به جايي كه هستيم برمي 2ππππايم چون هر  كابين جلو رفته

47چون  7
4

10 10

π ππ ππ ππ π
= π += π += π += π و  +

7

10
14

20

ππππ

====
ππππ

  ام در ابتداي حركت قرار داشت. 17يعني الآن در جايي قرار داريم كه كابين  

        سينوس و كسينوس يك زاويه:سينوس و كسينوس يك زاويه:سينوس و كسينوس يك زاويه:سينوس و كسينوس يك زاويه:

ضلع مجاور به يك زاويه به وتـر  نامند. همچنين نسبت  الزاويه سينوس آن زاويه مي يك زاويه به وتر را در مثلث قائمنسبت ضلع مقابل 

  نامند. الزاويه كسينوس آن زاويه مي را در مثلث قائم

2 2

a a
Sin

c a b

θ = =θ = =θ = =θ = =
++++

  

2 2

b b
Cos

c a b

θ = =θ = =θ = =θ = =
++++

  

  

41−−−−

g

O

i i i i i i i i iiii
iii
i
iiii
iiiiiiiiiiii

ii
ii
ii
i
i
ii
ii
ii
i i

••••

c a

θθθθ

b



 

 

4 

fي تابع  دامنه (x) Sinx====  وf (x) Cos x====  برابرℝ.است  

2چون همواره  2| a | a b≤ +≤ +≤ +≤ 2و  + 2| b | a b≤ +≤ +≤ +≤ |1است، لذا  + Sinx |1و  ≥≥≥≥| Cos x   پس: ≥≥≥≥|
1 1

1 1

Sin x

Cos x

− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤

− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤
  

  

باشد، طول ضلع ديگـر   12اويه (ضلع غيروتر) باشد و ضلع نظير اين ز �30الزاويه يكي از زوايا  اگر در يك مثلث قائممثال:  ����
  كند را به دست آوريد. ي قطعاتي كه ارتفاع وارد بر وتر روي وتر ايجاد مي ي قائمه و اندازه زاويه
  حل: �

30 12 30 6
AH

Sin AH Sin
AC

= → = == → = == → = == → = =  

30 12 30 6 3
CH

Cos CH Cos
AC

= → = == → = == → = == → = =  

6 12
60 4 3

60 3 3

2

AH AH
Sin AB

AB Sin
= → = = = == → = = = == → = = = == → = = = =  

60 4 3 60 2 3
BH

Cos BH Cos
AB

= → = == → = == → = == → = =  

        نت و كتانژانت يك زاويه:نت و كتانژانت يك زاويه:نت و كتانژانت يك زاويه:نت و كتانژانت يك زاويه:تانژاتانژاتانژاتانژا

  الزاويه، به عبارت ديگر داريم: بنابر تعريف تانژانت يك زاويه عبارتست از نسبت ضلع مقابل به ضلع مجاور در مثلث قائم
a

Sin x actan x
bCos x b

c

= = == = == = == = =  

  

2ي تابع تانژانت  دامنه 1
2

D {( k ) | k }
ππππ

= − + ∈= − + ∈= − + ∈= − + ∈ℝ ℤ  .است  

  ها است.  xي بين آن خط و جهت مثبت محور  تانژانت زاويهتوان گفت شيب يك خط،  نكته: در واقع مي

  الزاويه، به عبارت ديگر داريم: بنابر تعريف كتانژانت يك زاويه عبارتست از نسبت ضلع مجاور به ضلع مقابل در مثلث قائم
Cos x b

Cot x
Sin x a

= == == == =  

Dي تابع كتانژانت  دامنه [k | k }= − π ∈= − π ∈= − π ∈= − π ∈ℝ ℤ .است  

لذا براي 
2

k
x

ππππ
1داريم:  ≠≠≠≠

tan x
Cot x

1tanيا  ==== x. Cot x ====  

  

ي  كند تا سرعت لازم را پيدا كند، سپس با زاويـه  متر حركت مي 300خواهد از روي باند بلند شود. ابتدا  هواپيمايي مي مثال: ����

  متر ارتفاع گرفته است. طول كل باند چقدر است؟ 140رسد،  ود. وقتي به بالاي انتهاي باند ميش از زمين بلند مي �45
  حل: �

140 140
45 140

1
tan AB AB

AB
= ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ == ⇒ = ⇒ =  

300 300 140 440OA OB= → = + == → = + == → = + == → = + =  

60

H

A

B C
30

c a

θθθθ

b

O
A B

140

45
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1خط مقابل از نقطه  مثال: �

2
  ؟كند ها را با كدام طول قطع مي گذرد. اين خط محور طول مي 

  ها است.xمحور  جهت مثبتي خط با  شيب تانژانت زاويه حل: �

120 3m tan tan= θ = = −= θ = = −= θ = = −= θ = = −  
2معادله خط:  3 1y (x )→ − = − −→ − = − −→ − = − −→ − = − −  

2 2 3 2 3 2 3
0 1 1

33 3 3
y x x

+ ++ ++ ++ +
→ = ⇒ − = ⇒ = + = =→ = ⇒ − = ⇒ = + = =→ = ⇒ − = ⇒ = + = =→ = ⇒ − = ⇒ = + = =  

        ي مثلثاتي:ي مثلثاتي:ي مثلثاتي:ي مثلثاتي:    نمايش هندسي توابع مثلثاتي روي دايرهنمايش هندسي توابع مثلثاتي روي دايرهنمايش هندسي توابع مثلثاتي روي دايرهنمايش هندسي توابع مثلثاتي روي دايره

داشـته باشـيم، توابـع    ي مثلثـاتي) را   و مركز مبدأ (دايره 1اي به شعاع  اگر دايره

  توان روي اين دايره نمايش داد. مثلثاتي را مي

  

  

  

        سينوس و كسينوس و تانژانت و كتانژانت زواياي مهم:سينوس و كسينوس و تانژانت و كتانژانت زواياي مهم:سينوس و كسينوس و تانژانت و كتانژانت زواياي مهم:سينوس و كسينوس و تانژانت و كتانژانت زواياي مهم:

360�  270�  180�  90�  60�  45�  30�  0    

0  1-  0  1  3

2
  2

2
  

1

2
  0  Sin x 

1  0  1-  0  1

2
  2

2
  3

2
  1  Cos x 

3  1  3  تعريف نشده  0  تعريف نشده  0

3
  0  tan x 

3  0  شدهنتعريف   0  تعريف نشده

3
Cot  تعريف نشده  3  1   x 

  

5اگر  مثال: �

6 6
x

π ππ ππ ππ π
≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ yي تغييرات  باشد، محدوده ≥ Sin x==== چقدر است؟  

Sinي مثلثاتي و تغييرات  با دقت در دايره حل: � x  در ربع اول و

  شود: دوم ملاحظه مي
1

1
2

Sin x≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤  

  

اگر  مثال: �
9 9

x
π ππ ππ ππ π

− < <− < <− < <− < 1باشد،  >
3

2

m
Cos x

−−−−
  در كدام فاصله است؟ xباشد، مقادير  ====

  داريم: 3xي تغييرات  ي مثلثاتي و ملاحظه با دقت در دايره حل: �

3
9 9 3 3

1
3 1

2

1 1
1 2 3

2 2

x x

Cos x

m
m

π π π ππ π π ππ π π ππ π π π
− < < → − < <− < < → − < <− < < → − < <− < < → − < <

→ ≤ ≤→ ≤ ≤→ ≤ ≤→ ≤ ≤

−−−−
→ ≤ ≤ → ≤ ≤→ ≤ ≤ → ≤ ≤→ ≤ ≤ → ≤ ≤→ ≤ ≤ → ≤ ≤

  

tan θθθθ

Cosθθθθ

θθθθ
Sinθθθθ

Cotθθθθ

60

60

1

2

60

1

2

•••• 1

y Sinx====

3030

1

2

1

2

•••• 1
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        هاي مختلف:هاي مختلف:هاي مختلف:هاي مختلف:    علامت توابع مثلثاتي در ربععلامت توابع مثلثاتي در ربععلامت توابع مثلثاتي در ربععلامت توابع مثلثاتي در ربع

  ربع اول                               ربع دوم                                                      
  

  

  

  

  

  

  

  
  

  ربع چهارم                            ربع سوم                                                     

        

        اتحادهاي مثلثاتي مهم:اتحادهاي مثلثاتي مهم:اتحادهاي مثلثاتي مهم:اتحادهاي مثلثاتي مهم:

2 2 1Sin Cosθ + θ =θ + θ =θ + θ =θ + θ =  

1
2

k
tan . Cot

ππππ
θ θ = θ ≠θ θ = θ ≠θ θ = θ ≠θ θ = θ ≠  

2

2

1
1 2 1

2
tan ( k )

Cos

ππππ
+ θ = θ ≠ ++ θ = θ ≠ ++ θ = θ ≠ ++ θ = θ ≠ +

θθθθ
  

2

2

1
1 Cot k

Sin
+ θ = θ ≠ π+ θ = θ ≠ π+ θ = θ ≠ π+ θ = θ ≠ π

θθθθ
  

2تذكر: 
Sin θθθθ  2به معناي(Sin )θθθθ  2است و با مقدارSin( )θθθθ .متفاوت است  

  

1اگر  مثال: ����

3
tan x Sin، مقدار ي سوم باشد در ناحيه xو انتهاي كمان  ==== x كدام است؟  

  حل: �

  

2 2

2 2

2 2

1 1 1 9
1 1

9 10

3 9 1 1
1 1

10 1010 10

tan x Cos x
Cos x Cos x

Cos x Sin x Cos x Sin x

+ = ⇒ + = → =+ = ⇒ + = → =+ = ⇒ + = → =+ = ⇒ + = → =

→ = ± → = − = − = → = ±→ = ± → = − = − = → = ±→ = ± → = − = − = → = ±→ = ± → = − = − = → = ±

  

0Sinي سوم است، لذا  چون انتهاي كمان در ناحيه   x 1است، پس:  >>>>

10
Sin x

−−−−
====  

0

0

0

0

Sin x

Cos x

tan x

Cot x

>>>>

>>>>

>>>>

>>>>

0

0

0

0

Sin x

Cos x

tan x

Cot x

<<<<

>>>>

<<<<

<<<<

0

0

0

0

Sin x

Cos x

tan x

Cot x

>>>>

<<<<

<<<<

<<<<

0

0

0

0

Sin x

Cos x

tan x

Cot x

<<<<

<<<<

>>>>

>>>>
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        هاي مثلثاتي مختلف با هم:هاي مثلثاتي مختلف با هم:هاي مثلثاتي مختلف با هم:هاي مثلثاتي مختلف با هم:    روابط توابع مثلثاتي در كمانروابط توابع مثلثاتي در كمانروابط توابع مثلثاتي در كمانروابط توابع مثلثاتي در كمان
        

2
Sin( ) Cos

ππππ
θ + = θθ + = θθ + = θθ + = θ  

2
Cos( ) Sin

ππππ
θ + = − θθ + = − θθ + = − θθ + = − θ  

2
tan( ) Cot

ππππ
θ + = − θθ + = − θθ + = − θθ + = − θ  

2
Cot( ) tan

ππππ
θ + = − θθ + = − θθ + = − θθ + = − θ  

2
Sin( ) Cos

ππππ
− θ = θ− θ = θ− θ = θ− θ = θ  

2
Cos( ) Sin

ππππ
− θ = θ− θ = θ− θ = θ− θ = θ  

2
tan( ) Cot

ππππ
− θ = θ− θ = θ− θ = θ− θ = θ  

2
Cot( ) tan

ππππ
− θ = θ− θ = θ− θ = θ− θ = θ  

Sin( ) Sinπ + θ = − θπ + θ = − θπ + θ = − θπ + θ = − θ  

Cos( ) Cosπ + θ = − θπ + θ = − θπ + θ = − θπ + θ = − θ  

tan( ) tan tan (k ) tanπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θ  

Cot( ) Cot Cot (k ) Cotπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θ  

Sin( ) Sinπ − θ = θπ − θ = θπ − θ = θπ − θ = θ  

Cos( ) Cosπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θ  

tan( ) tanπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θ  

Cot( ) Cotπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θ  
3

2
Sin( ) Cos

ππππ
+ θ = − θ+ θ = − θ+ θ = − θ+ θ = − θ  

3

2
Cos( ) Sin

ππππ
+ θ = θ+ θ = θ+ θ = θ+ θ = θ  

3

2
tan( ) Cot

ππππ
+ θ = − θ+ θ = − θ+ θ = − θ+ θ = − θ  

3

2
Cot( ) tan

ππππ
+ θ = − θ+ θ = − θ+ θ = − θ+ θ = − θ  

3

2
Sin( ) Cos

ππππ
− θ = − θ− θ = − θ− θ = − θ− θ = − θ  

3

2
Cos( ) Sin

ππππ
− θ = − θ− θ = − θ− θ = − θ− θ = − θ  

3

2
tan( ) Cot

ππππ
− θ = θ− θ = θ− θ = θ− θ = θ  

3

2
Cot( ) tan

ππππ
− θ = θ− θ = θ− θ = θ− θ = θ  

2 2Sin( ) Sin Sin ( k ) Sinπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θ  

2 2Cos( ) Cos Cos ( k ) Cosπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θ  

2 2tan( ) tan tan ( k ) tanπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θ  

2 2Cot( ) Cot Cot ( k ) Cotπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θπ + θ = θ → π + θ = θ  

2Sin( ) Sinπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θ  

2Cos( ) Cosπ − θ = θπ − θ = θπ − θ = θπ − θ = θ  

2tan( ) tanπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θ  

2Cot( ) Cotπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θπ − θ = − θ  
  

از تساوي  مثال: ����
2 3

2
2

3

2

Sin ( ) Cos ( )

Sin ( )

ππππ
α − π + α −α − π + α −α − π + α −α − π + α −

====
ππππ
+ α+ α+ α+ α

tanمقدار   αααα كدام است؟  

  حل: �
2

2

2
22 2 2

3

2

Sin ( k ) Sin

Cos ( k ) Cos

Sin ( ) Cos ( )
Sin Sin Sin

tan tan
Cos Cos

Sin ( )

α ± π = αα ± π = αα ± π = αα ± π = α

α ± π = αα ± π = αα ± π = αα ± π = α

ππππ
α − π + α −α − π + α −α − π + α −α − π + α −

− α + α − α− α + α − α− α + α − α− α + α − α
= = = α = ⇒ α == = = α = ⇒ α == = = α = ⇒ α == = = α = ⇒ α =

ππππ − α − α− α − α− α − α− α − α
+ α+ α+ α+ α

  

3ي عبارت  ساده شده مثال: ����

2 2
A Cos ( x) Sin ( x) Cos ( x) Sin ( x)

π ππ ππ ππ π
= π − + + + π + + += π − + + + π + + += π − + + + π + + += π − + + + π + +   دست آوريد. را به +

  حل: �

2
2

3

2

Cos ( x) Cos x

Sin ( x) Cos x

A Cos x Cos x Cos x Cos x Cos x
Cos ( x) Cos x

Sin ( x) Cos x

π − = −π − = −π − = −π − = − 
ππππ + =+ =+ =+ =

⇒ = − + − − = −⇒ = − + − − = −⇒ = − + − − = −⇒ = − + − − = −

π + = −π + = −π + = −π + = − 
ππππ

+ = −+ = −+ = −+ = − 
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1860حاصل مثال:  ���� 1860A Sin Cos= ° + °= ° + °= ° + °= ° +   چقدر است؟ °
  حل: �

  

3
10

3 13 3 21860 5 360 60
21

10
3 3 2

Sin ( ) Sin

A

Cos ( ) Cos

 π ππ ππ ππ π
π + = =π + = =π + = =π + = = ++++

° = × + → → =° = × + → → =° = × + → → =° = × + → → =
π ππ ππ ππ π π + = =π + = =π + = =π + = =



  

  

0ي  نقطه مثال: ����

1
2ي  را به اندازه 

3

ππππ ي حاصل كدام است؟ دهيم. مختصات نقطه در جهت مثلثاتي دوران مي  

  حل: �

  

  

12

23

2 3

3 2

Cos

P

Sin

ππππ
−−−−

= == == == =
ππππ

  

  

1

Cos
P

Sin

θθθθ

θθθθ
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  مثلثاتيتوابع  �

  شوند.  بسياري از حركات متناوب در طبيعت با توابع مثلثاتي بيان مي

yتوابع  Cot x , y tan x , y Cos x , y Sin x= = = == = = == = = == = =   صورت زير است:  توابع مثلثاتي نام دارند و دامنه و برد و نمودارشان به =

  الف)

y Sin x====  

1 1

D

R [ , ]

====

= −= −= −= −

ℝ
  

2Sinچون  (x ) Sin x+ π =+ π =+ π =+ π yتابع  = Sin x==== 2ي تناوب  تابعي متناوب با دورهππππ   .است  

yهاي) تابع  * صفر هاي (ريشه Sin x====  درx k= π= π= π= π دهد.  رخ مي  

  ب)

y Cos x====  

1 1

D

R [ , ]

====

= −= −= −= −

ℝ
  

2Cos(xچون  ) Cos x+ π =+ π =+ π =+ π yتابع  = Cos x==== 2ي تناوب  تابعي متناوب با دورهππππ .است  

y* صفرهاي تابع  Cos x====  2در 1
2

x ( k )
ππππ

= += += +=   دهد.  رخ مي +

  ج)

y tan x====  

2 1
2

D {( k ) | k }

R

ππππ
= − + ∈= − + ∈= − + ∈= − + ∈

====

ℝ ℤ

ℝ

  

tanچون  (x ) tan x+ π =+ π =+ π =+ π yتابع  = tan x==== ي تناوب  تابعي متناوب با دورهππππ   .است  

y* صفرهاي تابع  tan x====  درx k= π= π= π= π دهد.  رخ مي  

  د)

y Cot x====  

D {k | k }= − π ∈= − π ∈= − π ∈= − π ∈ℝ ℤ  

Cotچون  (x ) Cot x+ π =+ π =+ π =+ π yتابع  = Cot x==== ي تناوب  تابعي متناوب با دورهππππ   .است  

y* صفرهاي تابع  Cot x====  2در 1
2

x ( k )
ππππ

= += += +=   دهد.  رخ مي +

yبع نكته: توا ASin (ax b)= += += += yو  + ACos(ax b)= += += += 2ي تناوب  متناوب با دوره +
T

a

ππππ
ها  و برد آن ℝي اين توابع  باشند. دامنه مي ====

A y A− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤ ≤− ≤   است.   ≥

ππππ
3
2
ππππ

1

2
ππππ 2ππππ

1−−−−

2
ππππ 3

2
ππππ

2
ππππ−−−−3

2
ππππ−−−−

2
ππππ ππππ

2
ππππ−−−−

−π−π−π−π

ππππ
3
2
ππππ

1

2
ππππ 2ππππ
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            ي مثلثاتي و تابع سينوس:ي مثلثاتي و تابع سينوس:ي مثلثاتي و تابع سينوس:ي مثلثاتي و تابع سينوس:    ارتباط بين دايرهارتباط بين دايرهارتباط بين دايرهارتباط بين دايره

نقطه در هر لحظه، برابـر مقـدار    yي مثلثاتي حركت كند، مقدار  اي روي دايره اگر نقطه

واقـع تصـوير   سـازد. در   هـا مـي   xاي است كه نقطه با مبدأ و محـور   سينوس زاويه

  ها برابر با سينوس زاويه در هر لحظه است.yروي محور  Mمتحرك 

  پذيرد.  صورت مي ها با تابعي سينوسyروي محور  M* يعني حركت تصوير 

  

  

  

  

  

گيرند، نموداري سينوسي دارند، مثلاً  فرض كنيـد وزنـه را از يـك     برخي حركات در طبيعت وقتي در قالب زمان مورد بررسي قرار مي

ايم و فنر به حالت تعادل رسيده است. اگر وزنه به يك مقدار اندك كشيده شود و رهـا شـود بـا فـرض كـم بـودن        فنر آويزان كرده

0tك، وزنه حركتي نوساني انجام خواهد داد. اگر مبدأ محاسبه ارتفاع وزنه حالت تعادل وزنه باشد و وزنه در اصطكا در حالـت   ====

y(t)تعادل باشد، ارتفاع وزنه در هر حالت برابر است با:  ASin t= ω= ω= ω= ω  

ي روي محـور   هاي مختلف تصويربرداري كنيم، چيزي شبيه حركت تصوير نقطه ماناگر از مقابل به آونگ نگاه كنيم، و حركت را در ز

yشود.   ي مثلثاتي مشاهده مي ها در دايره  

  

  

  

  

  

  

  ها را رسم كنيد.  دست آورده و آن ي تناوب توابع زير را به حداقل و حداكثر و دوره مثال: ����
  حل: �

3 2y Sin x====  
2

3 3
2

T y
ππππ

= = π − ≤ ≤= = π − ≤ ≤= = π − ≤ ≤= = π − ≤ ≤  

  

  

  

2
2

y Cos x
ππππ

= −= −= −= −  

2
4 2 2

2

T y
ππππ

= = − ≤ ≤= = − ≤ ≤= = − ≤ ≤= = − ≤ ≤
ππππ

  
4

2−−−−

2

M

PO H
θθθθ

Sinθθθθ

3

3−−−−

2

ππππ ππππ
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2اگر  مثال: ���� 23y Cos x Sin x= −= −= −=   كدام است؟ yي تغييرات  باشد، محدوده −
  حل: �

2 2 2

2 2 2

3 1 4 3

0 1 0 4 4 3 4 3 1 3 1

y Cos x ( Cos x) Cos x

Cos x Cos x Cos x y

= − − = −= − − = −= − − = −= − − = −

≤ ≤ → ≤ ≤ → − ≤ − ≤ → − ≤ ≤≤ ≤ → ≤ ≤ → − ≤ − ≤ → − ≤ ≤≤ ≤ → ≤ ≤ → − ≤ − ≤ → − ≤ ≤≤ ≤ → ≤ ≤ → − ≤ − ≤ → − ≤ ≤
  

2اگر  مثال: ����

3
x

ππππ
yتابع اي با طول  مثبت باشد كه  طول اولين نقطه ==== Sin (x a)= −= −= −=  aرسـد،   در آن به مقـدار حـداكثر مـي    −

  چقدر است؟

yدر تابع  حل: � Sin x==== ،
2

x
ππππ

yاي است كه  اولين نقطه ==== Sin x==== ي  رسـد. لـذا چـون ايـن نقطـه بـه انـدازه        در آن به اوج مي

2

3 2 6

π π ππ π ππ π ππ π π
− =− =− =− به جلو حركت كرده است، پس  =

6
a

ππππ
  باشد. مي ====

  
  
  
  
  
  

  است؟ نادرستكدام عبارت  مثال: ����
  1 (37 75Sin Cos>>>>    2 (160 285Sin Cos>>>>  
  3 (125 212Cos Cos<<<<    4 (65 55Cos ( ) Sin− <− <− <− <  
  حل: �

75: چون  1 ي  هگزين   15Cos Sin====  وSin x 0ي  در فاصله
2

[ , ]
ππππ  :صعودي است، لذا  

37 75 15Sin Cos Sin> => => => =  
  : 2ي  گزينه  

160 20
20 15

285 75 75 15

Sin Sin
Sin Sin

Cos Cos ( ) Cos Sin

==== 
→ >→ >→ >→ >

= − = == − = == − = == − = = 
  

  :3ي  گزينه  
125 180 55 55

212 180 32 32

Cos Cos ( ) Cos

Cos Cos ( ) Cos

= − = −= − = −= − = −= − = −

= + = −= + = −= + = −= + = −
  

yتابع    Cos x==== 0ي  در فاصله[ , ]ππππ :تابعي نزولي است، لذا  

32 55 32 55 212 125Cos Cos Cos Cos Cos Cos> → − < − → <> → − < − → <> → − < − → <> → − < − → <  
  نادرست است. 3ي  پس گزينه  

  :4ي  گزينه  
65 65 25

55 25 65

Cos ( ) Cos Sin

Sin Sin Cos ( )

− = =− = =− = =− = =

> = −> = −> = −> = −
  

2

3

ππππa

1
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تـرين   فرض كنيد پـايين چرخد.  دقيقه يك دور در جهت مثبت مي 2داريم كه هر  20فرض كنيد چرخ و فلكي به قطر  مثال: �

0tي  متر بالاي زمين باشد و كابين خاصي از چرخ و فلك را در نظر گرفته باشيم كه در لحظه 7ي چرخ و فلك  نقطه بـا   ====

  متر فاصله دارد و رو به بالا در حال حركت است.  17زمين 

  نيد. الف) در هر لحظه ارتفاع كابين از سطح زمين را مشخص ك  

را بـا   Aي  ي سايه اين كابين روي زمين تـا نقطـه   فاصله tي  ب) اگر در لحظه  

x(t) دست آوريد. نشان دهيم، اين تابع را به   

  حل: �

30tي  الف) اگر محورهاي مختصات را بر مركـز دايـره قـرار دهـيم در لحظـه      ==== ،10y 60tي  اسـت و در لحظـه   ==== ==== ،0y و در  ====

90tي  لحظه ==== ،10y = −= −= −= 120tي  و در لحظه − 0yمجدداً  ====   شود.  مي  ====

yين حركت نوساني ي ا لذا چون معادله   A sin t= ω= ω= ω= ω توان  هاي فوق مي است، لذا با دادهωωωω  وA    را يافت. چون مـاكزيمم تـابع در

30t 30دهد. پس بايد:  رخ مي ====
2

ππππ
ω× =ω× =ω× =ω× باشد، پس:  =

60

ππππ
ω =ω =ω =ω كـه   است، لذا هنگامي 10اما چون اين مقدار ماكزيمم برابر است.  =

10باشد؛ پس:  10بايد برابر  yسينوس برابر يك است، 
60

y Sin( t)
ππππ

====   

مختصات را نسـبت بـه    يحال اگر محورها  

ي حركــت  زمــين در نظــر بگيــريم، معادلــه

ــه ــت از:   Pي  نقطــــ ــارت اســــ عبــــ

10 17
60

y Sin( t)
ππππ

= += += += ــون در  + ــهچ ي  لحظ

0t متـر   17از زمـين   Pي  ي نقطه فاصله ====

  است.  

0tي  ب) چون طول سايه هم نوساني است و در لحظه 0xبرابر  ==== 30tي  و در لحظه ==== 10xبرابر  ==== 60tي  لحظهو در  ==== برابـر   ====

20x 90tي  و در لحظه ==== 10xبرابر  ==== 120tي  و در لحظه ==== 0xبرابر  ====   است.   ====

Cosشـود، از تـابع    غاز و به مقـدار مـاكزيمم خـتم مـي    نيمم آ چون اين تابع با مقدار مي   x 

كنـد، نمـودار آن    نيمم بـه مـاكزيمم حركـت مـي     كنيم. منتها چون اين تابع از مي استفاده مي

  است: مقابلصورت  به

    

  

yبا دقت در نمودار    ACos t= ω= ω= ω= ω يـابيم   ي آن با نمودار فوق درمي و مقايسه

yصورت  اين تابع به ACos t B= − ω += − ω += − ω += − ω   است.   +

  

  يابيم:   را مي ωωωωابتدا   

0 10 30 10 30 10
2 60

t y y ACos( ) , A
π ππ ππ ππ π

= ⇒ = − ⇒ = − ω× = − ⇒ ω× = ⇒ ω = == ⇒ = − ⇒ = − ω× = − ⇒ ω× = ⇒ ω = == ⇒ = − ⇒ = − ω× = − ⇒ ω× = ⇒ ω = == ⇒ = − ⇒ = − ω× = − ⇒ ω× = ⇒ ω = =  

10صورت:  واحدي به بالا نهايتاً به 10پس تابع با انتقال    10
60

y Cos( t)
ππππ

= − += − += − += −   است.   +

P

A

o20

7
x(t)

90 12060

10

30

10−−−−

90 12060

17

30

90 1206030

maxy A====

miny A= −= −= −= −

y ACos t= ω= ω= ω= ω
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متر است. كدام  15متر و شعاع آن در هنگام گردش  20هاي محافظ كنار آن  ي مركز يك تابِ گردان از ميله فاصله مثال: ����
ي روي تاب و  ي بين نقطه زاويه θθθθدهد؟ ( دست مي ي محافظ به ي تاب در حال گردش را از ميله ي هر نقطه معادله فاصله
  هاست.) ز دوران تا ميلهي مرك خط فاصله

 θθθθي  باشد كه به زاويه مي yي فلزي برابر  از ميله Pي هر نقطه مانند  فاصله حل: �

  بستگي دارد. داريم:

15
15

20 20 15
( )*

x
Cos x Cos ( )*

y x Cos

θ = ⇒ = θθ = ⇒ = θθ = ⇒ = θθ = ⇒ = θ

= − = − θ= − = − θ= − = − θ= − = − θ

  

P y

yx

θθθθ
15

20
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  كاربردهايي از مثلثات �

        ها:ها:ها:ها:    ي كسينوسي كسينوسي كسينوسي كسينوس    قضيهقضيهقضيهقضيه

  در هر مثلث داريم:
BC BH HC

ˆˆa c Cos B b Cos C

= += += += +

→ = +→ = +→ = +→ = +
  

  لذا در هر مثلث داريم:
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

ˆa b c bc Cos A

ˆb a c ac Cos B

ˆc b a ab Cos C

= + −= + −= + −= + −

= + −= + −= + −= + −

= + −= + −= + −= + −

  

  ي فوق صورت گرفته و در كتاب درسي موجود است. ي فيثاغورس و رابطه اثبات روابط فوق بر اساس قضيه  
  

  اي در نظر گرفته شده است. محيط اين زمين كدام است؟  شكل براي ساخت يك فروشگاه زنجيرهمثلث زميني  مثال: ����
)30 0 86Cos /° =° =° =° 37و  = 0 8Cos /° =° =° =° =(  

bي  از رابطه حل: � c Cos A a Cos C= += += +=   داريم: +

4 37 5 30 4 0 8 5 0 86 3 2 4 3 7 5b Cos Cos ( / ) ( / ) / / /= ° + ° = + = + == ° + ° = + = + == ° + ° = + = + == ° + ° = + = + =  
  بنابراين محيط مثلث برابر است با:  

5 7 5 4 16 5a b c / /= + + = + + == + + = + + == + + = + + == + + = + +   محيط =
  

3aاگر اضلاع مثلثي  مثال: ���� 3و  ==== 3b 6cو  ====   چقدر است؟ Aي  باشد، زاويه ====
2 2 2 2 9 27 36 2 3 3 6

54 6 3 3
36 3 54

2 636 3 4 3 2 3

a b c bc Cos A Cos A

Cos A Cos A A

= + − → = + − × ×= + − → = + − × ×= + − → = + − × ×= + − → = + − × ×

ππππ
⇒ = → = = = = → =⇒ = → = = = = → =⇒ = → = = = = → =⇒ = → = = = = → =

  

  

3ي  الساقيني رابطه اگر در مثلث غير متساوي مثال: ���� 3 2a b c (a b)− = −− = −− = −− =   كدام است؟ Cي  برقرار باشد، زاويه −
  حل: �

2 2 2 2 2 2a b
(a b) (a b ab) c (a b) a b ab c

≠≠≠≠
− + + = − → + + =− + + = − → + + =− + + = − → + + =− + + = − → + + =  

  از طرفي همواره داريم:  
2 2 2 2 ˆc a b ab Cos C= + −= + −= + −= + −  

  ي اين دو رابطه خواهيم داشت: با مقايسه  
1

2 120
2

ˆ ˆ ˆab Cos C ab Cos C C→ − = → = − → = °→ − = → = − → = °→ − = → = − → = °→ − = → = − → = °  
  

  است. 2ضلعي منتظم را پيدا كنيد كه طول ضلع آن  طول قطر كوچك يك ششمثال:  ����
  ها داريم: ي كسينوس است. لذا طبق قضيه °°°°120 منتظم ضلعي ي شش دانيم هر زاويه مي حل: �

2 2 2

2 2

2

2 120

1
2 2 2 2 2 12

2

12 12 2 3

BC AB AC AB . AC Cos

( )

BC BC

= + −= + −= + −= + −

= + − × × × − == + − × × × − == + − × × × − == + − × × × − =

→ = → = =→ = → = =→ = → = =→ = → = =

  

2ي  ضلعي منتظم از رابطه nنكته: هر زاويه داخلي  180(n )

n

− ×− ×− ×−   آيد. دست مي به ×

A

B C

A

B

C

120

A

B C
H

c b

B

A C

5a ====4c ====

b
����������	

30°°°°37°°°°
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ندازه سازد به همان ا درجه مي 60ي  متر حركت كرده و سپس روي مسيري كه با مسير اول زاويه 30متحركي ابتدا  مثال: ����
  ي شروع چقدر است؟  ي وي از نقطه رسد، فاصله كند. وقتي متحرك به انتهاي مسير دوم مي حركت مي

   ها داريم: ي كسينوس با توجه به قضيه حل: �

2 2 2 1
30 30 2 30 30 900

2

900 30

x ( ) ( ) ( ) ( )

x

= + − × == + − × == + − × == + − × =

⇒ = =⇒ = =⇒ = =⇒ = =

  

  توان حل كرد. البته اين مثال را با روش هندسي نيز مي  

  

C ،6و  Bي دو شهر  يلومتر و فاصلهك B ،8و  Aي بين  دو شهر  فاصله مثال: ���� دو  كيلومتر است. اگر اين سه شهر را دوبه 2
چند  Cتا شهر  Aي شهر  شود. فاصله مي °°°°60با دو شهر ديگر  Aي  روي نقشه با خط راست به هم وصل كنيم، زاويه

  كيلومتر است؟
   حل: �

  ها داريم: سينوسي ك طبق قضيه  
2 2 2

2 2

6 2 8 2 8 60

72 64 8 8 8 0

( ) x ( ) (x) Cos

( ) x x x x

= + − °= + − °= + − °= + − °

⇒ = + − ⇒ − − =⇒ = + − ⇒ − − =⇒ = + − ⇒ − − =⇒ = + − ⇒ − − =
  

2ضلع با طول منفي نداريم پس غيرقابل قبول است

 حــل معادلــه

8 32 96

4 24 4 2 6

4 24 4 2 6 0( )

x

x∆ = − + =∆ = − + =∆ = − + =∆ = − + =

 = + = += + = += + = += + = +
→→→→ 

= − = − < ⇒= − = − < ⇒= − = − < ⇒= − = − < ⇒
  

  

         ها:ها:ها:ها:    ي سينوسي سينوسي سينوسي سينوس    مساحت مثلث و قضيهمساحت مثلث و قضيهمساحت مثلث و قضيهمساحت مثلث و قضيه

  مساحت مثلث برابر است با: ABCدر مثلث   

1

2
ABCS AH BC

AH AB Sin B AC Sin C


= ×= ×= ×= × 

⇒⇒⇒⇒
= × = ×= × = ×= × = ×= × = × 

  

1 1

2 2
ABCS AB BC Sin B AC BC Sin C

AB AC
AB Sin B AC Sin C

Sin C Sin B

= × × × = ×= × × × = ×= × × × = ×= × × × = ×

→ = → =→ = → =→ = → =→ = → =

  

  ها و اثباتي مشابه داريم: ابطه با يكي ديگر از ارتفاعبا نوشتن اين ر  

1 1 1

2 2 2
ABCS ab Sin C ac Sin B bc Sin A= = == = == = == = =  

aپس:      b c

Sin A Sin B Sin C
= == == == =  

  نامند. ها مي ي سينوس ي فوق را قضيه قضيه  

  عبارتست از: θθθθي بين  و زاويه bو  aالاضلاعي به اضلاع  نكته: مساحت متوازي  

S a b Sin= θ= θ= θ= θ  

A

B C
H

3030
60

x

A

B

C

8

x

6 2
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30Aاگر در مثلثي  مثال: ���� = °= °= °= 120Bو  ° = °= °= °= 8aو °   باشد، سه ضلع مثلث و مساحت آن را بيابيد. ====
  حل: �

8
16 2 8 8 3

30 120 30 3

2

a b c b c b
c c , b

Sin A Sin B Sin C Sin Sin Sin
= = → = = ⇒ = = ⇒ = == = → = = ⇒ = = ⇒ = == = → = = ⇒ = = ⇒ = == = → = = ⇒ = = ⇒ = =  

  توان نوشت: اه ميصورت دلخو حال مساحت را با هر كدام از دو ضلع به  
1 1

8 8 3 30 16 3
2 2

S bc Sin A Sin= = × × == = × × == = × × == = × × =  
  

ي فروش محصولات خود را در زميني به ابعاد مقابل برپا كرده  اي غرفه مؤسسه مثال: �
  است. مساحت اين زمين كدام است؟

  

  

B̂ˆ30الساقين است، لذا  متساوي ABCمثلث  حل: � C= = °= = °= = °= = 180، بنابراين ° 30 30 120Â ( )= − + = °= − + = °= − + = °= − + =   داريم: °

1 1 3
6 6 120 18 9 3

2 2 2
ABCS AB AC Sin A Sin= × × = × × × ° = × == × × = × × × ° = × == × × = × × × ° = × == × × = × × × ° = × =  

  

3طول  بندي به بانكي مثلثي شكل با پارتيشن مثال: ���� ي كارمندان و ارباب رجوع تقسيم شده  متر به دو قسمت براي استفاده 3
باشد، مساحت بانك  °°°°60جديد  و يكي از نواحي ADي مرز  متر بوده و زاويه 4طول  ترين ضلع بانك به است. اگر بزرگ

  چند متر مربع است؟
  حل: �

1 1
60 120

2 2

3 3 3 3 3 3 9 9 9
4 9

2 2 2 2 4 4 4

ABC ABD ACDS S S AD DB Sin AD DC Sin

BD DC (BD DC) (BC)

= + = × × ° + × × °= + = × × ° + × × °= + = × × ° + × × °= + = × × ° + × × °

= × + × = + = = × == × + × = + = = × == × + × = + = = × == × + × = + = = × =

  

  

  

اندازه بگيرد. او  ،خواهد درختي را كه در سمت ديگر رودخانه است  رضا مي مثال: �
 °°°°30ي ديد رضا با نوك درخت  ايستاده است. زاويه Aي  روي درخت در نقطه روبه

با يكديگر  SCو  SBاي كه  گونه كند به حركت مي Cي  است. سپس رضا به سمت نقطه
گيري  متر اندازه 20سازند. اگر در اين حالت رضا طول درخت را  مي °°°°37ي  زاويه

است و داريم:  AB ،15°°°°و  ASي بين  (زاويه چقدر است؟ SBCكند، مساحت مثلث 
15 0 26Sin /° =° =° =° =(  

  حل: �

1 20

203 3

SC SC
ASC : tan A SC

SA

∆∆∆∆
= ⇒ = → == ⇒ = → == ⇒ = → == ⇒ = → =  

20
40 0 256 10 4

115 30

2

SB AS
ASB : SB / /

Sin Sin

∆∆∆∆
= = ⇒ = × == = ⇒ = × == = ⇒ = × == = ⇒ = × =  

  داريم: SBCلذا در مثلث   
1 1 20 6

37 10 4 36 7
2 2 103

BCSS (SB . SC . Sin ) / /= ° × × × == ° × × × == ° × × × == ° × × × =≃  

66

30

A

B C

A

B C
4km D

60
3

3
k

m

S

A

C

B

30

37

30°°°°

20&&&& 
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6aرو اگر  در مثلث روبه مثال: � cm====  30وÂ = °= °= °= 3و  °

5
Cos B   كدام است؟ bباشد، طول ضلع  ====

  

  

  

  حل: �

 0 1802 2 2 2

ــت  پــس ــت اس  مثب

9 16 4
1 1 1

25 25 5

B̂
ˆSin B

Sin B Cos B Sin B Cos B Sin B
< < °< < °< < °< < °

+ = ⇒ = − = − = → =+ = ⇒ = − = − = → =+ = ⇒ = − = − = → =+ = ⇒ = − = − = → =  

6 6 4 48
12

1 430 5 5

2 5

b b
b

Sin Sin B
= ⇒ = ⇒ = × == ⇒ = ⇒ = × == ⇒ = ⇒ = × == ⇒ = ⇒ = × =

°°°°
  

  

23صورت زير است. مساحت اين زمين چقدر است؟ ( شكل كلي يك زمين گلف به مثال: ���� 0 4Sin /°°°° 37و  ⋍ 0 6Sin /°°°° ≃ (  
  حل: �

180 120 37

12 12 0 4
8

37 23 0 6

1 3
12 8 120 48 24 3

2 2

Ĉ ( )

x /
x

Sin Sin /

S Sin

= ° − + °= ° − + °= ° − + °= ° − + °

××××
= ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = =

° °° °° °° °

× × × ° = × =× × × ° = × =× × × ° = × =× × × ° = × =≃

  

  

   

10طول  ري بهكه خودكا متر را در حالي سانتي 15طول  شمعي به مثال: ���� ي  به نوك آن تكيه داده شده و شمع با زمين زاويه 3
كنيم. مدتي پس از آب شدن شمع (بدون تغيير زاويه با زمين) خودكار بدون تغيير طول كمي روي  سازد، روشن مي مي 60°°°°

37متر از شمع آب شده است؟ ( يابد. چند سانتي كاهش مي °°°°37ي آن با زمين به  زمين سر خورده و زاويه 0 6Sin /≃(  
  يابيم: ها مي ي سينوس ابتدا طول شمع را پس از كاهش از رابطه حل: �

10 3 10 3
0 6 12

60 37 3

2

x
x /

Sin Sin
= ⇒ = × == ⇒ = × == ⇒ = × == ⇒ = × =

° °° °° °° °
  

15بنابراين    12 3− =− =− =−   است. متر از شمع آب شده سانتي =

  

متر باشد و قسمت انتهاي  3/1صورت عمودي قرار گرفته است. اگر طول قسمت بيرون زمين آنتن،  آنتني روي زمين به مثال: ����
بسازد، طول آنتن  °°°°30ي  و قسمت ابتدايي بيرون زمين آنتن با آن نقطه زاويه °°°°53ي  در داخل زمين زاويه Aي  ميله با نقطه

23كدام است؟ ( 0 39Sin /°°°° 37و  ⋍ 0 6Sin /°°°° ≃(  
  ها داريم: با توجه به قانون سينوس ACDدر مثلث  حل: �

1 3 1 3 0 6
2

53 30 23 37 0 39

1
30 2 1 1 1 3 2 3

2

CD AC / AC / /
AC

Sin ( ) Sin D Sin Sin /

BC AC . Sin BD BC CD / /

××××
= ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = =

° − ° ° °° − ° ° °° − ° ° °° − ° ° °

= ° × = ⇒ = + = + == ° × = ⇒ = + = + == ° × = ⇒ = + = + == ° × = ⇒ = + = + =≃

  

  

  

A

B

C

a
b

6cm

30

10 3x

37°°°°60°°°°

D

A B

C
1

2

30°°°°

53°°°°

1 3/

A
B

C

12

37°°°°
120°°°°

x
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 3چقدر است؟ ( 127ي  و يك زاويه 5اي با ضلع  مساحت لوزي مثال: �
127

5
Cos °°° −−−≃(  

  حل: �

 
2 2

2 2 در ربـــع دوم

ــت  ــت اس  مثب

1

9 16 4
1 127 1

25 25 5

Sin

Sin D Cos D

Sin D Cos Sin D

+++ ===

=== °°° === →→→ ===⇒⇒⇒ −−− −−− ===
  

4
5 5 20

5
ABCDS AD . DC . Sin D === ××× ××× ======  

  

ي كوه را در  ها قله نگرند. اگر يكي از آن اند و به نوك يك كوه مي حميد و وحيد در يك امتداد روي زمين دراز كشيده مثال: ���
كيلومتر باشد،  8/3يند و ارتفاع كوه برابر درجه بب 45ي  با زاويه Sي  درجه و ديگري در نقطه 75ي  با زاويه  Aي  نقطه

95Sin 0 75ي آن دو از هم چند كيلومتر است؟ ( فاصله /°°° ≃(  
  دايم: AHBدر مثلث  حل: �

3 8 3 8 4 0 95
75

0 95 0 95

2

BH / / /
Sin A Sin y y

AB y / /

y

×××
=== ⇒⇒⇒ °°° === ⇒⇒⇒ === ⇒⇒⇒ ===

→→→ ===

  

   

  چنين داريم: هم   

2 180 75 105 180 105 45 30ˆ ˆA B ( )=== °°° −−− === °°° ⇒⇒⇒ === °°° −−− °°° °°° === °°°+++�  
  ها داريم: از قانون سينوس   

4 8 4
2 2 2

145 30 2 2 2

22

y x x
x x

Sin Sin
⇒⇒⇒ === ⇒⇒⇒ === ⇒⇒⇒ === ======

°°° °°°
  

كيلومتر از هم قرار دارند. 2 2ي  بنابراين اين دو نفر به فاصله   

  

  

A

B

C

D

5

5

127°°°

A
S

B

H

y

x

45°°° 75°°°2

19 2 

5
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���������������������        ::::        
توان با معرفي اعضاي آن كه درايه ناميده مي شوند، يا به وسيله جمله  نامند. ماتريس را مي آرايشي مستطيلي از اعداد را ماتريس مي

  عمومي آن نمايش داد.

[ ]
nmmnm

n

nmij

a.......a

a...aa

aA

×

×
















==

1

11211

⋮  

  ها    تعداد سطرها درايه    تعداد ستون                                           مرتبه يا رتبه ماتريس                                        

nj≤≤1    mi ≤≤1  

ijajiاگر  مثال : ���� =+   را معين كنيد. Aباشد،  A×32باشد و  22

  حل : ����

11 12 13

21 22 23

3 6 11 3 6 11

5 8 13 5 8 13

a a a
A

a a a

= = == = == = == = =     
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =     = = == = == = == = =     

  

        پر كاربرد :پر كاربرد :پر كاربرد :پر كاربرد :هاي هاي هاي هاي     برخي ماتريسبرخي ماتريسبرخي ماتريسبرخي ماتريس

  نامند. را قطر اصلي ماتريس ميiiaها برابر است، در اين حالت عناصر  ماتريسي كه در آن تعداد سطرها و ستون ماتريس مربعي: )1

  اگر ماتريسي فقط از يك ستون تشكيل شده باشد ، به آن ماتريس ، ماتريس ستوني گفته مي شود . ماتريس ستوني: )2

n

a

a

    
    
    
    
        

11

1

⋮⋮⋮⋮  

  اگر ماتريسي فقط از يك سطر تشكيل شده باشد ، به آن ماتريس ، ماتريس سطري گفته مي شود . ماتريس سطري: )3

n
a a a    

        11 12 1
⋯⋯⋯⋯  

و بقية درايه هاي آن صفر باشد.     1ماتريس مربعي كه قطر اصلي آن  ) ماتريس هماني:4
m
I

m m

    
    ====     
         ××××

1 0 0

0 1 0

0 0 1

  

mماتريس  ماتريس صفر: )5 n×××× هاي آن صفر باشد.   اي كه تمام درايهO

m n

    
    ====     
         ××××

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

  

        تساوي دو ماتريس :تساوي دو ماتريس :تساوي دو ماتريس :تساوي دو ماتريس :

  هاي آنها نظير به نظير با هم مساوي باشد. اند هر گاه درايه مرتبه مساوي دو ماتريس هم

ij ij ij ij
a b a b

m n m n

            = ⇔ == ⇔ == ⇔ == ⇔ =                        × ×× ×× ×× ×
  

2ر دو ماتريس اگ مثال : ���� 1

2 1 1

x x

y x

−−−−    
    + −+ −+ −+ −    
4و   1 2

1

y y

x y

−−−−    
    + −+ −+ −+ −    
  كدامند؟ yو  xبرابر باشند،  

  حل : ����

4 1 2 1 2y x x y− = − → =− = − → =− = − → =− = − → =  

2 2y x x y= → == → == → == → =  
1 2 1 2

2 1 1 2
1 1

x y x y
y y y x

y x x y

+ = + → =+ = + → =+ = + → =+ = + → = 
⇒ − = → = → =⇒ − = → = → =⇒ − = → = → =⇒ − = → = → =

− = − → − =− = − → − =− = − → − =− = − → − = 
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        ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :    جمع ماتريسجمع ماتريسجمع ماتريسجمع ماتريس

اگر 
ij

A a
m n

    ====          ××××
و  

ij
B b

m n

    ====          ××××
مرتبه باشند، مجموع دو ماتريس، ماتريسي است هم مرتبه با آن دو و به  دو ماتريس هم

  صورت :

ij ij ij ij
A B a b a b

m n m n m n

                    + = + = ++ = + = ++ = + = ++ = + = +                                        × × ×× × ×× × ×× × ×
  

  يعني كافي است درايه ها را نظير به نظير جمع كنيم .

  شود. به صورت زير تعريف مي rAماتريس  rبه ازاي هر عدد حقيقي 

ij ij
r a ra

m n m n

            ====                        × ×× ×× ×× ×
  

        ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :    هاي جمع ماتريسهاي جمع ماتريسهاي جمع ماتريسهاي جمع ماتريس    ويژگيويژگيويژگيويژگي

  داريم: rو عدد حقيقي  A , B , Cمرتبه  هاي هم به ازاي ماتريس

C)BA()CB(A)  شركت پذيري ++=++1  

(AAOOA  عضو بي اثر =+=+2  

O)A(A)  وجود عضو قرينه =−+3  

(ABBA    جابجايي +=+4  

)rA(s)sA(rA)rs)( ==5  

rBrA)BA(r) +=+6  

1مثال : اگر  ���� 2 1

0 3 2
A

−−−−    
====     −−−−    

1و   0 4

2 5 9
B

−−−−    
====     −−−−    

3ي  را از معادله xباشد، ماتريس   2
2

x
A B+ =+ =+ =+   به دست آوريد. =

  حل : ����

1 2 1 1 0 4 2 0 8 3 6 3
3 2

0 3 2 2 5 9 4 10 18 0 9 62 2

x x− − − −− − − −− − − −− − − −                            
+ = ⇒ = −+ = ⇒ = −+ = ⇒ = −+ = ⇒ = −                            − − − −− − − −− − − −− − − −                            

  

5 6 11 10 12 221

4 19 24 8 38 482
x

− − − −− − − −− − − −− − − −            
× ⇒ =× ⇒ =× ⇒ =× ⇒ =            − −− −− −− −            

  

        ها :ها :ها :ها :    ضرب ماتريسضرب ماتريسضرب ماتريسضرب ماتريس

  شود. ضرب يك ماتريس سطري در يك ماتريس ستوني به صورت زير تعريف مي

n

n n i i

i

a b a b ... a b a b

====

= + + + == + + + == + + + == + + + = ∑∑∑∑11 11 12 21 1 1 1 1

1

[[[[ ]]]]
















1

11

111

n

n

b

b

a....a ⋮  

nmدر حالت ضرب يك ماتريس    شود. به صورت زير تعريف مي ××××pnدر يك ماتريس  ××××

  

ij m n n p ij ik kj

n

C c A B c a b
m p

k
× ×× ×× ×× ×

    = = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ =         ×××× ====
∑∑∑∑

1

  

  است. ABام  iام و ستون  iدرايه سطر  ijcمنظور از 

BAبراي آن كه ماتريس  نكته: باشد. در اين صورت  Bبرابر تعداد سطرهاي  Aهاي  قابل تعريف باشد لازم است تعداد ستون ××××

  گردد. حاصل مي Bام ماتريس jدر ستون  Aام ماتريس iتريس حاصلضرب از ضرب سطر ام ماjام و ستون iمؤلفه سطر 
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اگر  مثال : ����














 −

=






−
=

17
25
13

125
421

A,B  ،باشدABC = ،23C كدامست؟  

  رب كنيم.ض Bرا در ستون سوم  Aضرب، كافي است سطر دوم  براي يافتن سطر دوم و ستون سوم حاصلحل : ����

[[[[ ]]]]23

4
5 2 20 2 22

1
C

    
= = + == = + == = + == = + =    

    
  

اگر  مثال : ����







=

dc

ba
A  باشد، حاصل









−

−
××









−

−

01
10

01
10

A كدامست؟  

  حل : ����

0 1

1 0

a b c d

c d a b

− − −− − −− − −− − −                    
××××                    − = − −− = − −− = − −− = − −                    

  

0 1

1 0

c d d c

a b b a

− − −− − −− − −− − −                    
× =× =× =× =                    − − −− − −− − −− − −                    

 

اگر  مثال : ����







=








=

01
10

12
34

A,B  حاصل)AB()BA(   كدامست؟ ×−×

  ل : ح����

 2 1 3 4 1 3

4 3 1 2 3 1
A B B A

− −− −− −− −                    
→ × − × = − =→ × − × = − =→ × − × = − =→ × − × = − =                    

                    
   

0 1 4 3 2 1

1 0 2 1 4 3

4 3 0 1 3 4

2 1 1 0 1 2

A B

B A

                    
× = =× = =× = =× = =                    

                    

                    
× = =× = =× = =× = =                    

                    

  

اگر  مثال : ����























=









01
10

01
10

43
21

dc

ba
dcbaحاصل     كدامست؟+−−

  حل : ����

1 2 0 1
1 2 3 4 4

3 4 1 0

c d d c
d c b a a b c d

a b b a

                            
= = → = = = = → + − − == = → = = = = → + − − == = → = = = = → + − − == = → = = = = → + − − =                            

                            
  

اگر داشته باشيم :  مثال : ����
b

a

    
−−−−                × =× =× =× =                                    

1
3 0 1 1

2
3 1 1

a، مقدار  b++++ كدام است؟  

  حل : ����

4

1
3 0 1 3 1

2 3 1 4
3 1 3 2 1 1

2 3 1 3
a

a
a a

b b a a b
a

a b b
====

    
− − +− − +− − +− − +                          = = → − = → == = → − = → == = → − = → == = → − = → =                          + ++ ++ ++ + ⇒ + =⇒ + =⇒ + =⇒ + =                              

+ + = → = −+ + = → = −+ + = → = −+ + = → = − 

  

با فرض آنكه   مثال : ����






−
=
























−

1
1

2
2

11
201
y

x
yxمقدار     كدام است ؟ −

  حل : ����

5

1 0 2 4 1
2 4 1 5

1 1 2 2 1 8
2

2 2 1 3
y

y
y

y y
x y x x y

y x x
====

    
− − + −− − + −− − + −− − + −                          = = → − + = − → == = → − + = − → == = → − + = − → == = → − + = − → =                          + ++ ++ ++ + ⇒ − = −⇒ − = −⇒ − = −⇒ − = −                              

+ + = → = −+ + = → = −+ + = → = −+ + = → = − 
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]]]]هاي معادله ماتريسي  ريشه  مثال : ���� ]]]] O

xx

xx ====
























−−−−

−−−−

−−−−

−−−−
1

2

8

11

11

  كدام است؟ 21

  حل : ����

[[[[ ]]]] 2 2

1 1

1 2 1 1 1 2 1 16

8

x x x x x x

x x

−−−−    
         − − = + + − − −− − = + + − − −− − = + + − − −− − = + + − − −         
    −−−−    

  

2 2 2 22
1 2 1 16 2 2 4 1 16 0

1
x x x x x x x x

        + + − − − = + + − − − =+ + − − − = + + − − − =+ + − − − = + + − − − =+ + − − − = + + − − − =             
  

2

1

4
12 1 0 3 1 4 1 0

1

3

x

x x ( x )( x )

x

 = −= −= −= −→ − + + = → − + + =→ − + + = → − + + =→ − + + = → − + + =→ − + + = → − + + = 
 ====


  

        ها :ها :ها :ها :    خواص ضرب ماتريسخواص ضرب ماتريسخواص ضرب ماتريسخواص ضرب ماتريس

nmpnqpاگر  A,B,C                   باشد آنگاه ×××

C)AB()BC(A)       شركت پذيري   =1  

BCACC)BA(ACAB)CB(A)  پذيري يا پخشي توزيع +=++=+2  

)AB(rB)rA()rB(A) ==3  
(AAIIA  عضو بي اثر ضرب ماتريسي nmmnnm == ××4  

نويسيم بلكه حاصلضرب آن عدد در ماتريس هماني با مرتبـه مناسـب    نهايي نميدر فاكتورگيري عبارات ماتريسي هيچگاه اعداد را به ت

  نويسيم. را مي

         )A(AAA 222 +≠+  

)IA(AAA 222 +=+  
OAپذيري ندارد (حتي اگر  ها در حالت كلي خاصيت حذف ضرب ماتريس تذكر:       ، يعني :باشد پذير وارون Aباشد ) مگر آن كه  ≠

CBACAB =⇒/=  
  مثلاً:

                                            
= == == == =                                            

                                            

0 1 3 5 3 4 0 1 1 2 3 4

0 1 3 4 3 4 0 1 3 4 3 4
  

  .تواند صفر شود  حاصلضرب دو ماتريس غير صفر مي تذكر:

  مثلاً:

           a a b b
O

a a b b ××××
                    

= == == == =                    − − − −− − − −− − − −− − − −                     2 2

0 0

0 0
  

  برابر صفر باشد . لذا حاصلضرب دو ماتريس برابر صفر باشد لزومي ندارد يكي از آنها

        جا شونده :جا شونده :جا شونده :جا شونده :    پذير يا جابهپذير يا جابهپذير يا جابهپذير يا جابه    هاي تعويضهاي تعويضهاي تعويضهاي تعويض    ماتريسماتريسماتريسماتريس

جا شونده) گويند هر  پذير (جابه را تعويض Bو  Aضرب ماتريسها در حالت كلي داراي خاصيت جابجايي نمي باشد . دو ماتريس 

BAABگاه  ====  

ها داراي اين خاصيت باشند كه ضرب آنها داراي  آن كه ماتريس باشند مگر ها برقرار نمي در حالت كلي اتحادها در مورد ماتريس

  خاصيت جابجايي باشد.
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اگر ماتريس  مثال : ����






 −−−−
====








====

25

52

73
A,

ba
B  ، مفروض باشندba  پذير باشد؟ تعويض A,Bكدام است در صورتيكه  ++++

  حل : ����

2 5 2 5 2 15 2 35 2 5 5 2

5 2 3 7 3 7 5 2 5 6 5 14 6 35 15 14

a b a b a b a b a b
AB BA

a b

− − − − + − +− − − − + − +− − − − + − +− − − − + − +                                            
= → = → == → = → == → = → == → = → =                                            + + + − ++ + + − ++ + + − ++ + + − +                                            

  

5         شوند. حال اين دو عدد موجب برابري سطرهاي اول نيز مي 6 41 7
4

5 14 1 3

a a
a b

b b

+ = → =+ = → =+ = → =+ = → = 
→ → + =→ → + =→ → + =→ → + =

+ = − → = −+ = − → = −+ = − → = −+ = − → = − 
  

aهايي به صورت  در حالت كلي ماتريسنكته:  b

b a

    
    
    
aهايي به صورت  هاي خودشان و ماتريس با هم خانواده  b

b a

−−−−    
    
    
نيز با هـم   

مرتبـه بـا خـودش       هـاي مربـع هـم    در هر مرتبـه بـا مـاتريس    (I)پذيرند. هم چنين ماتريس هماني  تعويض هاي خودشان خانواده

  پذير است. تعويض

        هاي طبيعي يك ماتريس مربع :هاي طبيعي يك ماتريس مربع :هاي طبيعي يك ماتريس مربع :هاي طبيعي يك ماتريس مربع :    توانتوانتوانتوان

  شود: هاي طبيعي آن به صورت زير تعريف مي باشد، توان ×nnيك ماتريس  Aاگر 

AA =1  

AAA ×=2  

AAA ×= 23  
  

AAA mm ×=+1  
        : : : :     خواصخواصخواصخواص

nmmnnm AAAAA) +==1  
mnnm A)A)( =2  

RA)A() nnn ∈λλ=λ3  

II) n =4   
nnnاشد لذا تساوي ب جايي لزوماً برقرار نمي اما چون در ضرب ماتريس خاصيت جابه BA)AB(   لزوماً برقرار نيست. ====

  

اگر  مثال : ����
















=

100
10

1
x

yx

A  3عنصر واقع در سطر دوم و ستون سومA كدامست؟  

  حل : ����

به دست  Aهاي  ي ستون در كليه Aرا با ضرب سطر دوم  2A، ابتدا سطر دوم 3Aبراي به دست آوردن سطر دوم و ستون سوم 

  آوريم. مي

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
1

0 1 0 1 0 1 2

0 0 1

x y

x x x

    
    = == == == =    
        

  2Aسطر دوم  

  كنيم. ضرب مي Aسطر ايجاد شده را در ستون سوم 

[[[[ ]]]]0 1 2 3

1

y

x x x

    
    = == == == =    
        

  3Aدرايه سطر دوم و ستون سوم  

⋮
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IAAاگر  مثال : ���� 252 4باشد، در اين صورت  =−
A  برحسبA كدامست؟  

  حل : ����

3 2 25 2 5 2 5 5 2 2 25 10 2 23 10A A .A ( A I)A A A ( A I) A A I A A I= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −  
4 3 223 10 23 10 23 5 2 10 115 46 10 105 46A A A ( A I)A A A ( A I) A A I A A I= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −  

اگر  مثال : ����








−
=

01
10

A  7آنگاه ماتريسA كدامست؟  

  حل : ����

2 0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1
A I

−−−−                    
= = = −= = = −= = = −= = = −                    − − −− − −− − −− − −                    

  

6 3 3 7 0 1

1 0
A ( I) I I A A

−−−−    
= − = − = − → = − == − = − = − → = − == − = − = − → = − == − = − = − → = − =     

    
  

اگر  مثال : ����








−

−
=

01
10

A  و رابطه







×=








×

dc

ba
AA

54

42
61

cbبرقرار باشد، حاصل     كدامست؟+

  حل : ����

2 4 2 2 2 5 40 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1
A I A (A ) I I A A A IA A

− −− −− −− −                    
= = = → = = = ⇒ = = == = = → = = = ⇒ = = == = = → = = = ⇒ = = == = = → = = = ⇒ = = =                    − −− −− −− −                    

  

1 6 0 1

2 4 1 0

a b a b c d
I A

c d c d a b

− − −− − −− − −− − −                                    
→ × = = =→ × = = =→ × = = =→ × = = =                                    − − −− − −− − −− − −                                    

  

1

6
1 6 2 4 5

2

4

c

d
c d a b b c

a

b

= −= −= −= − 
= −= −= −= − 

− = − = − = − = ⇒ → + = −− = − = − = − = ⇒ → + = −− = − = − = − = ⇒ → + = −− = − = − = − = ⇒ → + = −
= −= −= −= − 

= −= −= −= − 

  

اگر ماتريس  مثال : ����








−

−
=

31
52

A  آنگاهAA   كدامست؟ 2−

  حل : ����

2 2 5 2 5 1 5

1 3 1 3 1 4
A

− − −− − −− − −− − −                    
= == == == =                    − − −− − −− − −− − −                    

  

2 1 5 2 5 1 0

1 4 1 3 0 1
A A I

− −− −− −− −                    
− = − = =− = − = =− = − = =− = − = =                    − −− −− −− −                    

  

هرگاه داشته باشيم   مثال : ����







====++++====

43

212
A,yIxAA قدرمطلق تفاضل اعداد ،x,yبرابر كدام است ؟  

  حل : ����

2

7
1 2 1 2 7 10 1 2 1 0 2

2 10 5 2
3 4 3 4 15 22 3 4 0 1 3 4

3 15

x y
x y x

A x y x x y
x x y

x

+ =+ =+ =+ = 
++++                                             

= = = + = ⇒ = → = ⇒ == = = + = ⇒ = → = ⇒ == = = + = ⇒ = → = ⇒ == = = + = ⇒ = → = ⇒ =                                            ++++                                             ==== 

  

4باعث برقراري تساوي  yو  xكه اين  22x y+ =+ =+ =+   شوند، پس اين تساوي قابل قبول است. نيز مي =

3| x y |− =− =− =− =  
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        د��
	�ن :د��
	�ن :د��
	�ن :د��
	�ن :
  شود: به صورت مقابل تعريف مي ×22دترمينان يك ماتريس 

                  bcadA)Adet(
dc

ba
A −==⇒








=  

Aاگر  مثال : ����
−−−−    

====     −−−−    

2 1 0

1 3 2
Bو  

    
    = −= −= −= −    
    −−−−    

3 4

1 2

5 2

Aآن گاه دترمينان ماتريس   B×××× چقدر است؟  

  حل : ����

3 4
2 1 0 7 6

1 2 7 14 6 10 98 60 158
1 3 2 10 14

5 2

AB | AB | ( )( )

    
−−−−                = − = → = × − − = + == − = → = × − − = + == − = → = × − − = + == − = → = × − − = + =                − −− −− −− −                −−−−    

  

 اگر   مثال : ����








++++−−−−

−−−−
====

12

1

m

m
A و IAA −−−−====++++    ؟ كدامست  m باشد، 2

  حل : ����

1 1 0 1 1

2 1 0 1 2

m m
A I

m m

− − −− − −− − −− − −                    
− = − =− = − =− = − =− = − =                    − + −− + −− + −− + −                    

  

2
2 2

2

1 2 2
2 2 2 1

2 1 2 2

| A I | m(m ) m m
m m m m m m

| A | m(m ) m m

− = − − = − −− = − − = − −− = − − = − −− = − − = − − 
⇒ − − = + → = − → = −⇒ − − = + → = − → = −⇒ − − = + → = − → = −⇒ − − = + → = − → = −

+ = + − + = ++ = + − + = ++ = + − + = ++ = + − + = + 
  

 Aگاه دترمينان ماتريس  باشد ، آنA××××22، دترمينان ماتريس  A≠≠≠≠0اگر    مثال : ����
A

  كدام است؟ 2

  حل : ����

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
A | A | a a a a

a a

    
= → = −= → = −= → = −= → = −    

    
  

11 12

11 22 12 212 2

21 22

2 2

2 2 4 4 4

2 2

a a
| A | | A |

A | A | (a a a a ) | A |
| A | | A | | A || A | | A |a a

| A | | A |

    
    
    = → = − = × == → = − = × == → = − = × == → = − = × =
    
    
    

  

2هاي  توان در حالت كلي براي ماتريس با توجه به همين مسأله مي نكته:   گفت: ××××2

  λ∈λ∈λ∈λ∈ℝ    2
2 2 2 2| A | | A |× ×× ×× ×× ×λ = λλ = λλ = λλ = λ  
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        ����� وارون ی� ����� ����س :����� وارون ی� ����� ����س :����� وارون ی� ����� ����س :����� وارون ی� ����� ����س :
ABاي كه  وجود داشته باشد به گونه Bماتريس منحصر به فرد  ، Aاگر به ازاي ماتريس مربعي  BA I= == == == را معكوس  Bآنگاه  =

باشد، اما  عضو معكوس ضرب ماتريس مي A−1دهند. توجه كنيد كه  نمايش مي A−1ناميده و با  Aماتريس 
A

A
11 ا . لذ−≠

IAAAA == −− 11.  

معكوس ماتريس  قضيه:







=

dc

ba
A :برابر است با  

  








−

−

−
=










−

−

=−

ac

bd

bcadA

ac

bd

A
11  

  A≠0آن است كه  Aپذيري ماتريس  شرط لازم و كافي براي معكوسنكته: 

  نكات و خواص:نكات و خواص:نكات و خواص:نكات و خواص:

(((( ))))

(((( ))))

) AB B A

) A A

)(A ) A

−−−− − −− −− −− −====

−−−− −−−−λ = λ ≠λ = λ ≠λ = λ ≠λ = λ ≠
λλλλ

− −− −− −− − ====

1 1 1
1

11 12 0

1 1
3

 

111رابطه  توجه: −−− +=+ BA)BA( باشد. لزوماً برقرار نمي  

ماتريس  مثال : ����








+

+
=

22
11
a

a
A پذير است؟ با چه شرطي وارون  

  حل : ����

|0پذيري ماتريس اين است كه: شرط وارون A |≠≠≠≠  

2 0
1 2 2 3 2 2 0 3 0

3

a
| A | (a )(a ) a a a(a )

a

≠≠≠≠
→ = + + − = + + − ≠ → + ≠→ = + + − = + + − ≠ → + ≠→ = + + − = + + − ≠ → + ≠→ = + + − = + + − ≠ → + ≠ 

≠ −≠ −≠ −≠ −
  

Aاگر  مثال : ����
− −− −− −− −    

====     
    

1 4

0 2
aو  

A
b

−−−− −−−−    
====     

    

1 2

0
  كدام است؟ ab، حاصل 

  حل : ����

1
1 2

2 4 2 4 21 1
1

0 1 0 1 02 0
2

a
A

b| A |

−−−−
− −− −− −− −     −−−−                        = = = == = = == = = == = = =                        − −− −− −− −−−−−                            

  

  پس داريم:
1

1
1

2
2

a

ab
b

= −= −= −= −
⇒ = −⇒ = −⇒ = −⇒ = −

====
  

  راه حل دوم:

1AAچون I−−−−   مي باشد ، لذا داريم : ====

1 4 2 2 4 1 0
1

0 2 0 0 2 0 1

1
2 1

2

a a b
a

b b

b b

− − − − −− − − − −− − − − −− − − − −                            
= = → = −= = → = −= = → = −= = → = −                            

                            

= → == → == → == → =
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اگر  مثال : ����








−
=−

67
321

A دترمينان ماتريس ،A كدامست؟  

  حل : ����

1 1 1 1 2

6 3

6 31 1 133 33
6 2 21

7 2 7 212 21 33 33

33 33

(A ) A (A ) A | A | ( ) ( )− − − −− − − −− − − −− − − −

    
−−−−    −−−−    

    = ⇒ = ⇒ = ⇒ = × + == ⇒ = ⇒ = ⇒ = × + == ⇒ = ⇒ = ⇒ = × + == ⇒ = ⇒ = ⇒ = × + =    ++++         
        

  

1 جالب است بدانيد در حالت كلينكته:  1
| A |

| A |

−−−−   است. ====

اگر  مثال : ����







=

27
14

A ،1−− AA كدام ماتريس است؟  

  حل : ����

4 1
8 7 1

7 2
A | A |

    
= ⇒ = − == ⇒ = − == ⇒ = − == ⇒ = − =    

    
  

1 12 1 2 1 2 11 1

7 4 7 4 7 41
A A

| A |

− −− −− −− −− − −− − −− − −− − −                    
= ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = =                    − − −− − −− − −− − −                    

  

A A
−−−−                    −−−−− = − =− = − =− = − =− = − =                    − −− −− −− −                    

4 1 2 1 2 21

7 2 7 4 14 2
  

اگر  مثال : ����







=

dc

ba
A  1و−=A ،1−A كدامست؟  

  حل : ����

1 1 1

1

d b d b d b
A

c a c a c a| A |

−−−− − − −− − −− − −− − −                    
= = == = == = == = =                    − − −− − −− − −− − −−−−−                    

  

اگر  مثال : ����








−
=

21
10

A  و








−

−
=

01
10

B  1ماتريس−)AB( ت؟كدامس  

  حل : ����
1 1

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 01

1 2 1 0 2 1 2 1 2 11
(AB)

− −− −− −− −
−−−−             − − −− − −− − −− − −                                    

= = = == = = == = = == = = =                                                − − − − −− − − − −− − − − −− − − − −−−−−                                                
        

1ي  توانستيم از رابطه مينكته:  1 1(AB) B A− − −− − −− − −− −   نيز بهره بگيريم. ====−

Aاگر مثال : ���� I
    

+ =+ =+ =+ =     
    2

3 6
2

0 5
  چقدر است؟ A−−−−12باشد، دترمينان 

  حل : ����

11 0 3 6 3 6 1 0 2 6 1 3 2 31
2 2

0 1 0 5 0 5 0 1 0 4 0 2 0 12
A A A A

−−−− −−−−                                                    
+ = ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =+ = ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =+ = ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =+ = ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =                                                    

                                                    
  

1 12 3
2 2 2

0 1
A | A |

− −− −− −− −−−−−    
⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ =    

    
  

Aبا فرض  مثال : ����
a

−−−−    
====     

    

1 1

2
  باشد؟ 2برابر A−−−−1كدام باشد تا دترمينان ماتريس  aمقدار  

  حل : ����

1 1

2

11 1 1 1 3
2 2 2

2 12 2 2 22

a
A | A | (a ) a a

a a(a )

− −− −− −− −    
= ⇒ = + = = ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ = + = = ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ = + = = ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ = + = = ⇒ + = ⇒ = −    −−−−+ ++ ++ ++ +     ++++
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1ي  توان از رابطه مينكته:  1
| A |

| A |

−−−−   نيز بهره گرفت: ====

1 3
2

2 2
a a

−−−−
= + ⇒ == + ⇒ == + ⇒ == + ⇒ =  

Aاگر  مثال : ����
    

====     
    

1 3

2 5
  كدام عدد است؟ A2باشد عنصر واقع بر سطر دوم و ستون اول در وارون ماتريس  

  حل : ����

12 6 10 6 2 5 1 51
2 2

4 10 4 2 1 0 54

/ /
A ( A)

/

−−−− − −− −− −− −                    
= ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = =                    − −− −− −− −−−−−                    

  

1ي  توان از رابطه مينكته:  11
( A) A

− −− −− −− −λ =λ =λ =λ =
λλλλ

  نيز بهره گرفت: 

1 1 5 3 2 5 1 51 1 1
2

2 1 1 0 52 2 1

/ /
( A) A

/

− −− −− −− − − −− −− −− −            
= = × == = × == = × == = × =            − −− −− −− −−−−−             

  

اگر   مثال : ����








−−−−
====

11

1 �
Aو








====

11

1�
B آنگاه جواب معادله يBAX   كدام است؟====

  حل : ����

1 1 1AX B A AX A B IX X A B− − −− − −− − −− − −= ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = =        

1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 11

1 1 1 1 1 1 1 1 1 21
A X

−−−−                                     
= = ⇒ = == = ⇒ = == = ⇒ = == = ⇒ = =                                    

                                    
        

اگر  مثال : ����








−−−−

−−−−
====

21

32
A  12باشد، دترمينان ماتريس −−−−)A( كدام است؟  

  حل : ����

2 2 3 2 3 7 12

1 2 1 2 4 7
A

− − −− − −− − −− − −                    
= == == == =                    − − −− − −− − −− − −                    

  

2 1 2 17 12 7 121
49 48 1

4 7 4 749 48
(A ) | (A ) |

− −− −− −− −            
= = → = − == = → = − == = → = − == = → = − =            −−−−             

  

IAAمعكوس پذير باشد و در رابطة  ××××22يك ماتريس  Aاگر  مثال : ���� ++++==== 3
−−−−−−−−1صدق كند، دترمينان ماتريس  2 AA 

  كدام است؟

  حل : ����

2 3 3A A I A(A I) I= + ⇒ − == + ⇒ − == + ⇒ − == + ⇒ − =  
3Aچون معكوس يك ماتريس در صورت وجود منحصر بفرد است، لذا ماتريس  I−−−−  معكوس ماتريسA     است كه بـا ضـرب كـردن

A  در آن حاصل برابرI  :1شده است، لذا 3A (A I)−−−− = −= −= −= −  

  پس:

1 1 3 0
3 3 3 9

0 3
A A A (A I) I | A A | | I |

− −− −− −− −− = − − = → − = = =− = − − = → − = = =− = − − = → − = = =− = − − = → − = = =  
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         ��ر�د �� ����� :��ر�د �� ����� :��ر�د �� ����� :��ر�د �� ����� :�

        دستگاه دو معادله دو مجهول :دستگاه دو معادله دو مجهول :دستگاه دو معادله دو مجهول :دستگاه دو معادله دو مجهول :





=+

=+

2222121

1212111

bxaxa

bxaxa
  

  بيان ماتريسي دستگاه دو معادله دو مجهول به صورت زير است :

                     

a x b y c a b cx

a x b y c a b y c

+ =+ =+ =+ =                                 ⇔ =⇔ =⇔ =⇔ =     + =+ =+ =+ =                                 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

  

  ي دو خط در صفحه است لذا : ر هندسي دستگاه فوق معادلهتعبي

1(
2

1

2

1

b

b

a

a
  دستگاه جواب منحصر به فرد دارد. ⇐دو خط متقاطعند  ⇐≠

2(
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
  دستگاه جواب ندارد. ⇐اند  دو خط موازي ⇐=≠

3(
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
  شمار جواب دارد. دستگاه بي ⇐اند  دو خط منطبق ⇐==

به بيان ديگر:     
a b

a b
⇐ ≠⇐ ≠⇐ ≠⇐ ≠1 1

2 2

  دستگاه جواب منحصر به فرد دارد.0

          
a b

a b
⇐ =⇐ =⇐ =⇐ =1 1

2 2

  شمار جواب دارد) دستگاه جواب ندارد (يا بي 0

دستگاه  مثال : ����




=+−

=+

531
42
yx)m(

ymx
  فقط يك جواب دارد؟ mبا چه شرطي براي 

  حل : ����

2 2
3 2 2 5 2

1 3 5

m
m m m m

m
≠ ⇒ ≠ − → ≠ → ≠≠ ⇒ ≠ − → ≠ → ≠≠ ⇒ ≠ − → ≠ → ≠≠ ⇒ ≠ − → ≠ → ≠

−−−−
  

))))اگر دستگاه  مثال : ���� ))))
(((( ))))

m x y

x n y

 − − =− − =− − =− − =

− + − =− + − =− + − =− + − =

2 1 1

5 2 2
nداراي بي شمار جواب باشد ، مقدار    m−−−− چقدر است؟  

  حل : ����

3 3
22 1 1 1 3

2 4
5 2 2 4

2 2 0

m mm
n m

n
n n


= − → = −= − → = −= − → = −= − → = −− −− −− −− − 

= = ⇒ → − == = ⇒ → − == = ⇒ → − == = ⇒ → − =
− −− −− −− − − = − → =− = − → =− = − → =− = − → = 

  

  شود ؟ مبهم) ميفاقد جواب (، دستگاه معادلات زير  mبه ازاي چه مقدار از  مثال : ����

(((( ))))
(((( ))))

m x y m

x m y m

 − − = +− − = +− − = +− − = +

− + + =− + + =− + + =− + + =

1 3 4 2

1
  

  حل : ����

2 21 3 4 2
1 3 4 2

1 1

m m
m m m

m m

− − +− − +− − +− − +
= ≠ ⇒ − = → = → = ±= ≠ ⇒ − = → = → = ±= ≠ ⇒ − = → = → = ±= ≠ ⇒ − = → = → = ±

− +− +− +− +
  

ــت  ــول اس ــل قب  قاب

ــت  ــول اس ــل قب  قاب

3 2 2
2 2

2 1 2

3 2 2
2 2

2 1 2

m m

m m

− +− +− +− + = → ≠ → == → ≠ → == → ≠ → == → ≠ → = ++++


− − +− − +− − +− − + = − → ≠ → = −= − → ≠ → = −= − → ≠ → = −= − → ≠ → = −
 − + −− + −− + −− + −
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دستگاه  mبه ازاي چند مقدار براي  مثال : ����






−−−−====++++−−−−

−−−−====−−−−++++

133

221 2

xy)m(

myx)m( فاقد جواب است؟  

  حل : ����
21 2 2

3 3 1

m m

m

+ − −+ − −+ − −+ − −
= ≠= ≠= ≠= ≠

− −− −− −− −
        

2
2 3 6m m− − = −− − = −− − = −− − = −        

2
2 3 0m m− + =− + =− + =− + =        

))))اين معادله جواب ندارد ))))∆ <∆ <∆ <∆ <   ، يعني دو خط همواره متقاطعند و اين دستگاه هرگز فاقد جواب نيست.0

        هاي حل دستگاه در معادله دو مجهولي ( در صورت وجود جواب منحصر به فرد ) :هاي حل دستگاه در معادله دو مجهولي ( در صورت وجود جواب منحصر به فرد ) :هاي حل دستگاه در معادله دو مجهولي ( در صورت وجود جواب منحصر به فرد ) :هاي حل دستگاه در معادله دو مجهولي ( در صورت وجود جواب منحصر به فرد ) :    روشروشروشروش

   ::::    ) روش حذفي) روش حذفي) روش حذفي) روش حذفي1111

هاي  ن صورت جوابتوان يكي از متغيرها را بين دو معادله حذف نمود كه در اي براي حل دستگاه دو معادله دو مجهول مي

دستگاه 




=+

=+

222

111

cybxa

cybxa
  آيد: به صورت زير در مي 

c b a c

c b a c

x y
a b a b

a b a b

= == == == =

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

  

  مشهور است. دستور كرامراين روش به 

        ) روش ماتريس وارون :) روش ماتريس وارون :) روش ماتريس وارون :) روش ماتريس وارون :2222                        

BAXBAX)AA(BA)AX(ABAX

I

11111 −−−−− =⇒=⇒=⇒=
���

  

2 1

2 1

1 1

2 2

1

2

b b c

a a cx

y a b

a b

−−−−         
         
−−−−                      ⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =    

    
  

هاي دستگاه  جواب مثال : ����




=−

=+

12
532

yx

yx
  را بدست آوريد. 

  حل: 

  كنيم: دو دستگاه را از هم كم مي حذفي)روش روش اول: (

4 4 1 2 1 1 1y y x x= → = → − = → == → = → − = → == → = → − = → == → = → − = → =  
  روش دوم: (روش كرامر)

5 3 2 5

1 1 2 18 8
1 1

2 3 2 38 8

2 1 2 1

x y
−−−− − −− −− −− −

= = = = = == = = = = == = = = = == = = = = =
− −− −− −− −

− −− −− −− −

  

  روش سوم:
1

2 3 5 2 3 5 1 3 5 8 11 1

2 1 1 2 1 1 2 2 1 8 18 8

x x

y y

−−−− − − −− − −− − −− − −                                                                            −−−−
= → = = = − == → = = = − == → = = = − == → = = = − =                                                                            − − − −− − − −− − − −− − − −                                                                            
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در دستگاه  مثال : ���






=+

=+

10
6

2

2

xyy

xyx  مقدار مثبتx  كدام است؟

  حل : ���

2 2 2 26 6 5 5 9 3
6 3 5 18

10 10 3 3 4 2

x(x y) x 
y x x x( x) x x x x

y(y x) y

+++ ===
→→→ === === +++ === ⇒⇒⇒ +++ === ⇒⇒⇒ === ⇒⇒⇒ ===→→→ →→→

+++ ===
      

از دستگاه معادلات  xمقدار  مثال : ���










−−−===
−−−

===
+++

7

5

3

5

2

xy

xy

yx

xy

  كدام است؟

  حل : ���

5

7 7 112 3 
3 3 14 7 10 11

5 3 2 3 10

7

xy

y xx y
y x x y y x y x

xy x y

y x

−−−+++
=== === →→→ −−− ⇒⇒⇒ === −−− −−− ⇒⇒⇒ === −−− →→→ === −−−−−− === −−−

+++−−−
−−−

  

211 11

5 11 5 9 5 1510 10

11 93 9 3 3 11 11
2

10 10

x( x) x

x x

x x x

−−− −−− ×××
=== === −−− === ⇒⇒⇒ === −−− === −−−⇒⇒⇒

×××−−−
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�    ����� ��	
������ ��	
������ ��	
������ ��	
�    ::::        
هايي براي بدست آوردن تعداد حالات ممكن براي انجام يك عمل، بدون شمارش معرفي  اي از رياضيات كه در آن روش شاخه

  گردد.  مي

   فاكتوريل:فاكتوريل:فاكتوريل:فاكتوريل:

  يك عدد طبيعي باشد:  nاگر 

121 ××−−= ...)n)(n(n!n  
 ...)!n)(n(n)!n(n!n =−−=−=   : نتيجه 211

  : قرارداد �!=1 

        اصل جمع:اصل جمع:اصل جمع:اصل جمع:

انجام باشند و انجام همزمان اين دو عمل، غيرممكن باشد، تعداد  طريق قابل 2nطريق و عمل ديگري به  1nاگر عملي به  

21حالات وقوع عمل اول يا عمل دوم برابر است با  nn  20پيراهن قرمز داشته باشيم به  12. مثلاً اگر هشت پيراهن آبي و ++++

  توانيم پيراهن بپوشيم. حالت مي

        ::::اصل ضرباصل ضرباصل ضرباصل ضرب

م باشد، به فرض آنكه وقوع اين اعمال بر يكديگر تأثيري نداشته طريق قابل انجا 2nطريق و عمل ديگري به  1nاگر عملي به  

21باشد  تعداد حالات انجام همزمان اين دو عمل برابر است با  nn طريق  20شلوار داشته باشيم به  4پيراهن و  5. مثلاً اگر ××××

  توان لباس پوشيد. مي

        ء متمايز:ء متمايز:ء متمايز:ء متمايز:    شيشيشيشي    nجايگشت جايگشت جايگشت جايگشت 

 nجاشدن  نامند. در واقع حالات جابه ء مي شي nيكديگر را جايگشت آن ء متمايز در كنار  شي nحالات مختلف قرار گرفتن 

 , abc , acb  bacعبارت است از  a,b,cنامند. مثلاً جايگشت سه حرف  ء مي شي nء در يك رديف را جايگشت آن  شي

bca , cab , cba 

  n!ست با:شئ متمايز كه در يك رديف قرار گرفته باشند برابر ا n هاي جايگشتتعداد  قضيه:  

  تذكر: در اين درس هرگاه صحبت از جايگشت مي شود ، منظور تعداد جايگشتهاست .

6543210مثال: با ارقام ����   زوج باشد؟ ون ارقام تكراري نوشت به طوري كه توان اعداد هفت رقمي بد به چند طريق مي ,,,,,,

   حل: ����

  براي آنكه عدد زوج باشد بايد رقم سمت راست آن زوج باشد .

ر ارقام جايز نيست ، بايد نسبت به وضعيت صفر مسأله را به دو حالت تقسيم كرد .چون اگـر صـفر در   در حالتي كه تكرا

  سمت چپ قرار بگيرد عدد هفت رقمي نخواهد بود لذا مسأله را در دو حالت بررسي مي كنيم .

و حالـت دوم   حالت اول حالتي است كه صفر در سمت راست قرار دارد و لذا ديگر در سمت چپ قرار نخواهـد گرفـت  

  حالتي است كه ارقام زوج ديگر در سمت راست قرار بگيرند .

6 15 5! != + ×= + ×= + ×= + جواب ×
0

2
4
6

6 5 4 3 2 1 1

5 5 4 3 2 1 3





→→→→
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  شدن داشته باشند را به دست آوريد . تكرارامكان ارقام  در حالتي كهمثال: جواب مثال قبلي ����

  حل: ����
5

6 7 4= × ×= × ×= × ×= × جواب×
0
2
4
6

6 7 7 7 7 7 4 →→→→  

چنان بايد مواظب باشيم صفر  مسأله نياز نيست، چون همدر اين حالت چون امكان تكرار وجود دارد، به دو حالت كردن 

  در سمت چپ عدد قرار نگيرد.

0مثال: با ارقام ���� 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , , توان ساخت به طوريكه تكرار ارقام جايز  مي  3500تر از  چند عدد چهار رقمي بزرگ 

  است؟

  به دو گروه خواهيم داشت : 3500با تقسيم كردن اعداد بزرگتر از  حل: ����

2 33 8 4 8 1: × + × −× + × −× + × −× + × تعداد اعداد−

3 5
6
7

4
5
6
7

1 3 8 8 1 3 8 8

4 8 8 8 4 8 8 8

× × ×× × ×× × ×× × × 



 →→→→× × ×× × ×× × ×× × × 





 

  خواهد را نمي 3500خود 

توان تشكيل داد كه حرف اولش نقطه نداشته  چند كلمه سه حرفي با حروف متمايز مي» جمهوري«مثال: با حروف كلمه ����

  باشد؟

  حل: ����
4 5 4 80= × × == × × == × × == × × = 

ه
و
ر

4 5 4

م

→→→→  

  شود. دار مي دقت كنيد كه ي در اول كلمه نقطه

در ميان در قفسه كنار هم قرار داد  توان چهار كتاب رياضي مختلف و سه فيزيك مختلف يك مثال: تعداد حالاتي كه مي����

  شد؟  چقدر است؟ اگر چهار كتاب رياضي و چهار كتاب فيزيك موجود بود جواب مسأله چه مي

  حل: ����

4 3!      ر      ف       ر      ف       ر      ف       ر    →→→→  ××××!

4كننده باشد يا فيزيك   تواند رياضي شروع مي 4 2! !× × →× × →× × →× × →  
     ر      ف       ر      ف       ر      ف    →→→→

       ف  

  ر    

  باشد؟ 2مثال: چند عدد سه رقمي وجود دارد كه شامل عدد ����

   به جاي دسته بندي مسأله به سه حالت بهتر است تنها حالت غير قابل قبول را از بين حالات حذف كنيم :حل:  ����

2:  2اعداد فاقد 
8 9 9 8 9××××  

2900 8 9 9 100 72 9 28 252( )− × = − = × =− × = − = × =− × = − = × =− × = − = ×   2: اعداد شامل =
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   قضيه طناب پيچ:قضيه طناب پيچ:قضيه طناب پيچ:قضيه طناب پيچ:

)r)!rn!ء معين كنار هم قرار گرفته باشند برابر است با  شي r ء متمايز كه در آن شي  nتعداد جايگشت    و تعداد  −−−−++++1

r)!rn(!n!ء معين كنار هم قرار نداشته باشند، برابر است با  شي rء معين و متمايز كه در آن  شي nهاي  جايگشت 1++++−−−−−−−−  

  

كنار  c,dكنار هم باشند و  a,bتوان نوشت به طوري كه حتماً  چند كلمه شش حرفي مي  a,b,c,d,e,fمثال: با حروف ����

  هم نباشند؟

  حل: ����

5 2! != ×= ×= ×= abكنار هم هستند a,bتعداد اعدادي كه × ,c ,d ,e ,f →→→→  

4 2 2! ! != × ×= × ×= × ×= × abكنار همند c,dكنار هم هستند و  a,bتعداد اعدادي كه × cd e f →→→→  

5 2 4 2 2! ! ! ! !× − × ×× − × ×× − × ×× − ×   كنار هم نيستند dو  cكنار همند و  bو  a= تعداد اعدادي كه ×

  

  كند؟ يك نفر سخنراني ميفقط  bو  aخواهند سخنراني كنند. به چند حالت بين فرد  مي eو  dو c و bو  aنفر  5مثال: ����

  حل: ����

3 2 3 36! × × =× × =× × =× × =    a b *∆∆∆∆  
  

  صحبت كنند a,bتوانند بين نفر مي 3شيء      3جايشگت           a,bكنند           جابجا شدن صحبت مي a,bافرادي كه بين 

        

        اي:اي:اي:اي:    جايگشت با اشياء دايرهجايگشت با اشياء دايرهجايگشت با اشياء دايرهجايگشت با اشياء دايره

معني  د قرار دهيم، جايگاه شروع و پايان بيء را دور يك ميزگر شي nاگر ابتدا و انتهاي يك صف را به هم متصل كنيم و يا   

  شوند:  شود. در واقع چهار حالت زير با هم معادلند و يك حالت محسوب مي مي

  

  

انتخاب است چون بين مكانهاي  1گيرد، داراي  لذا اگر اشيا به صورت دايره اي چيده شود فرد اولي كه تصميم به نشستن مي  

)n(!نفر باقيمانده داراي  n−−−−1افراد به نسبت اين فرد داراي مكان خواهند شد كه نشستن هيچ تفاوتي نيست، اما بقيه  1−−−− 

  جايگشت هستند.

ء برابر است با  شي nبند، گردنبند و تسبيح) تعداد جايگشت  سازي باشند (مانند دسته كليد، دست اگر اشياء قابل وارونه تذكر:

2

1)!n(   باشد. ت جهت چرخش نيز فاقد اهميت ميدر اين حال −−−−

مثال: اگر رئيس، معاون و چهار كارمند مختلف بخواهند دور يك ميز بنشينند، اين كار به چند طريق امكان پذير است ����

  هرگاه:

  الف) رئيس مقابل معاون باشد:   

 تواننـد بنشـيند. (يعنـي مسـئله     د بـه دلخـواه مـي   كارمن 4تواند در مكان مقابل رئيس بنشيند و  اگر رئيس بنشيند، معاون فقط مي حل: ����
  شود.) تبديل به صف مي

4 24! ====  

A

B

C

D

≡≡≡≡

A

B

C

D ≡≡≡≡ A

B

C

D

≡≡≡≡

A

B

C

D

ر

م
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  ب) رئيس مجاور معاون باشد:   

  انتخاب دارد كه در كدام طرف رئيس بنشيند. 2در اين حالت معاون براي نشستن حل:  ����

  جاي معاون

4 2 48!× =× =× =× =  
        

        جايگشت با اشياء تكراري:جايگشت با اشياء تكراري:جايگشت با اشياء تكراري:جايگشت با اشياء تكراري:

ام  mتا از آنها از نوع  km....,تا از آنها از نوع دوم و  2kنوع اول و تا از آنها از  1kء كه  شي nاگر بخواهيم جايگشت   

nkباشد را حساب كنيم (با شرط اينكه 

m

i

i ====∑∑∑∑
====1

ها برابر است با:  ) تعداد جايگشت
!k!...k!k

!n

m21

  

  توان ساخت؟ رقمي مي 9چند عدد  5و5و5و4و4و4و0و0و0مثال: با ارقام ����

5فرض كنيد ارقام متمايز باشند، مثلاً حل:  ���� 5 5 4 4 4, , , , , , , ,′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′� � رقمي نوشته شده،  9در پايان وقتي اعداد  .�

  كنيم. جايگشت اشيا تكراري را حذف مي

  توانيم از صفر استفاده كنيم. براي سمت چپ نمي

6 8

3 3 3

!

! ! !

↑↑↑↑
××××

× ×× ×× ×× ×
  

  توان ساخت؟ رقمي زوج مي 8چند عدد  4و4و4و4و0و0و0و0مثال: با ارقام ����

4:ار برابر است با ، تعداد جايگشتها بدون در نظر گرفتن تكرفرض كنيد ارقام متمايز باشندحل:  ���� 7

4 4

!

! !

××××

××××
  

ترين  حركت كرد به طوري كه كوتاه Bبه نقطه  Aتوان از نقطه  مثال: در شبكه مستطيلي شكل زير به چند طريق مي����

  مسير پيموده شود؟

حركـت انجـام دهـيم. مـثلاً دنبالـه       9بـرويم بايـد حـداقل     Bبـه   Aتـرين مسـير از    كه با كوتـاه  براي آن حل: ����

rruururru مسير فوق است. ( ي دهنده نشانr ي حركت به سمت راست و  نشان دهندهu  ي حركـت   نشان دهنـده

تا  5و  uتا  4حركت به بالا انجام دهيم يعني يك دنباله متشكل از  4حركت به راست و  5به سمت بالاست ) بايد 

r 9كه اين كار به

5 4

!

! !
  پذير است. حالت امكان 

بگذرند، به چند طريق ممكن  cي را بدست آوريم كه حتماً از نقطه مثال: در مسأله فوق اگر بخواهيم تعداد مسيرهاي����

  است؟

5رويم: مي Bبه  Cرويم، سپس از  مي Cبه  Aابتدا از  حل: ���� 4

3 2 2 2

! !

! ! ! !
××××

× ×× ×× ×× ×
  

••••

••••

A

B

B••••

••••C

A
••••

ر
م

م
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        انتخاب:انتخاب:انتخاب:انتخاب:

گرفت. حال به بررسي شمارش جايگشت  هاي مسأله در شمارش حالات ممكن مورد استفاده قرار مي تا اينجا در مسائل كليه داده

توان اشياء را  م كه در آن قسمتي از مجموعه داده شده انتخاب شده باشد. در اينجا ابتدا بايد تعداد حالاتي كه ميپردازي حالاتي مي

  انتخاب كرد را به دست آورد (تركيب) و سپس جايگشت اشيا انتخاب شده را محاسبه كرد (تبديل).

   تبديل:تبديل:تبديل:تبديل:
تايي  rءيا تبديل  شي nء از  شي rاند در كنار يكديگر، جايگشت  هء انتخاب شد شي nء كه از بين  شي rتعداد حالات قرار گرفتن 

n نامند. در واقع تبديل، تعداد حالات انتخاب  ء مي شيr ء از ميان  شيn باشد به طوري كه ترتيب قرار گرفتن اشياء  ء مي شي

  كنار يكديگر، حائز اهميت باشد.

  با:ء برابر است  شي nء از  شي rهايي  تعداد تبديل قضيه:

)!rn(

!n

)!rn(

)!rn(
)rn(...)n(n)rn(...)n(n)n()r,n(P r −

=
−
−

×+−××−=+−××−== 1111  

        تركيب:تركيب:تركيب:تركيب:

 rشيء يا تركيب  nتايي  rشيء كه در آن ترتيب انتخاب اهميت نداشته باشد را تركيب  nشيء از ميان  rتعداد حالات انتخاب  

نامند و با  مي  nاز 








r

n  يا)r,n(c دهند.  نشان مي  

  عضوي است. nي  عضوي يك مجموعه rهاي  زيرمجموعهشيء يافتن  nتايي  rبه عبارت ديگر تركيب 

شيء به  nشيء از ميان  rشيء با تعداد حالات انتخاب بدون ترتيب  nشيء از ميان  rباط بين تعداد حالات انتخاب با ترتيب ارت

  صورت زير است:

!r)!rn(

!n

!r

)r,n(P
)r,n(c)r,n(c!r)r,n(P

−
==⇒×=  

ء معين باشند برابر است با  شي kء كه شامل  شي nتايي  rهاي  تعداد تركيب نكته:نكته:نكته:نكته:








−−−−

−−−−

kr

kn هاي  و تعداد تركيبr  تاييn  شيء

باشند برابر است با ء معين  شي kكه فاقد 






 −−−−

r

kn         rkn ≥≥≥≥−−−−  

    

  حتماً موجود باشند؟ mو oتوان نوشت كه در آن  چند كلمه پنج حرفي مي computerي  مثال: با حروف كلمه����

  چينيم. حرف ديگر كه لازم داريم را انتخاب كرده، سپس همه را در يك رديف مي 3ابتدا حل:  ����

6
5

3
!

    
××××    

    
  

  حرف ديگر 3حرف        5جايگشت 

  توان ساخت كه: چند كلمه چهار حرفي مي Historyحروف كلمه مثال: با ����

  الف) حروف صدادار نداشته باشد؟   
  حرف انتخاب كنيم. 4حرف باقيمانده بايد  5باشند. فقط از  مي u ،o ،i ،e ،aحروف صدادار 

5
4 5 4 5

4
! ! !

    
× = × =× = × =× = × =× = × =    

    
  

  صدا ختم شود؟  ب) با حرف صدادار شروع شود و با حرف بي  

2 5 4 5 2 5 4 5 200

i h
o s

t
r
y

↑ ↑↑ ↑↑ ↑↑ ↑

× × × =× × × =× × × =× × × =  
5

2 2 5
2

!
        

× × ×× × ×× × ×× × ×        
        

 يا
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  باشد؟  Sشروع شود و شامل  Tج) با حرف   
  چينيم. را انتخاب كرده و سپس در كنار هم مي Sعضو ديگر غير از  2ابتدا 

5
3

2
T ! {S , , }

    
× − −× − −× − −× − −    

    
  

  
  كنند؟  خط دو به دو متمايز حداكثر در چند نقطه يكديگر را قطع مي 8مثال: ����
قطـع كننـد. پـس    در نقاط متمـايز  زماني است كه هر دو خط انتخابي همديگردو خط تقاطع  نقاط حداكثر تعدادحل:  ����

مي توان انتخاب  هاي دو عضوي كه از ببين اين خطوط حالات تقاطع دوخط حداكثر برابر است با تعداد زير مجموعه تعداد

كرد: 








2

8
  

  
توان سه مهره انتخاب كرد به نحوي دو مهره قرمز و  مثال: از ميان پنج مهره قرمز و چهار مهره سفيد به چند طريق مي����

  د؟ يك مهره سفيد باش

5                        حل:  ���� 4
40

2 1

            
====            

            
  

       
  سفيد           قرمز 

  
مهره انتخاب كرد و در  3توان  قرمز متمايز به چند طريق مي 3مهره آبي متمايز و  4مهره سفيد متمايز و  5مثال: از بين ����

  اي همرنگ نباشند؟ يك رديف قرار داد به طوري كه هيچ دو مهره

5چينيم: كنيم، سپس در كنار هم مي انتخاب ميمهره را  3ابتدا  حل: ���� 4 3
3

1 1 1
!

                    
××××                    

                    
  

  
سؤال پاسخ دهد. اگر پاسخ به چهار سؤال از پنج سؤال  10آموزي بايد هشت سؤال از ميان  مثال: در يك امتحان دانش����

  تواند به سؤالات پاسخ دهد؟ اول اجباري باشد، او به چند طريق مي

5كنيم: مع ميپذير است كه نهايتاً با هم ج دو حالت امكانحل:  ���� 5 5 5
5 5 10 35

4 4 5 3

                            
+ = × + =+ = × + =+ = × + =+ = × + =                            

                            ����� �����

  

  سوال اول 5سوال از  4سوال اول      5سوال از  5                                                                                    
  

نقطـه قـرار دارد. بـه چنـد طريـق       7نقطه و روي ديگري  5ها  اند. روي يكي از اين خط مثال: دو خط موازي داده شده����
  با اين نقاط، چهارضلعي ساخت؟  توان مي

5كنيم: نقطه از خط پاييني انتخاب مي 2نقطه از خط بالايي و  2 حل: ���� 7

2 2

            
            
            

  

  
  ها برابر كدام است؟  مثال:در مسأله فوق تعداد مثلث����
  حل:  ����

  يا بايد دو نقطه از بالايي انتخاب كنيم و يك نقطه از پاييني و يا بالعكس
                    

++++                    
                    

5 7 5 7

1 2 2 1
  

•••• •••• •••• •••• •••• •••• ••••

•••• •••• •••• •••• ••••

•••• •••• •••• •••• •••• •••• ••••

•••• •••• •••• •••• ••••

•••• •••• •••• •••• •••• •••• ••••

•••••••• •••• •••• ••••



 

 

8 

  مثال: در شكل زير چند مستطيل وجود دارد؟ ����

7هاي عمودي انتخاب كنيم: خط از بين خط 2هاي افقي و  خط از بين خط 2حل: بايد  ���� 5

2 2

            
            
            

  

1هاي موجود برابر است با:  تعداد مستطيل ××××nmدر حالت كلي در يك شبكه  1

2 2

m n+ ++ ++ ++ +            
            
            

  

  

  ك جفت در ميان آنها باشد؟توان سه لنگه انتخاب كرد به طوري كه حتماً ي جفت كفش چگونه مي 10مثال: از ����

مانده يك لنگـه انتخـاب    داريم. سپس از جفت باقي ها را برمي كنيم. سپس يكي از جفت جفت انتخاب مي 2ابتدا حل:  ����

كنيم. مي
  

10 2 2
180

2 1 1

                    
====                    

                    
  

  جفت هست. 1كنيم كه حتماً بينشان  لنگه را انتخاب مي 3داريم، سپس  جفت برمي 2: ابتدا 2راه   

هـا انتخـاب كـرد بـه      نفر از بـين آن  4توان  اند. به چند طريق مي زوج زن و شوهر مفروض 6نفر متشكل از  12مثال: ����  

  ؟نشودها هيچ زن و شوهري يافت  شرطي كه در بين آن

  :حل ����

اً زوج از هركدام يك نفر را انتخاب مي كنيم ، در اين حالت حتم 4زوج انتخاب مي كنيم سپس از بين اين  4ابتدا 

هيچ زن و شوهري با هم انتخاب نشده اند :
  

                                
××××                                

                                

6 2 2 2 2

4 1 1 1 1  
  

 زوج 4انتخاب 

توان در ده پرتاب يك سكه به اين  اندازيم تا براي سومين بار رو بيايد. تعداد حالاتي كه مي اي را آنقدر مي مثال: سكه����

  منظور رسيد كدام است؟

9باشد: بار رو آمده 2بار قبلي  9بايد از حل:  ����

2

    
    
    

  

  

كنيم. تا تعداد عضوهاي پيشامد آن كه در آن فرد  نفر را به تصادف انتخاب مي 3نفر قبول شدگان المپياد،  8مثال: از بين ����

  مشخصي حتماً در بين انتخاب شدگان باشد كدام است؟ 

7اگر فرد قبول شده حتماً در بين افراد باشد، كافي است دو نفر ديگر انتخاب كنيم: حل:  ����

2

    
    
    

  

  تساويهاي زير را با مفاهيم و روابط تركيب اثبات كنيد.مثال: ����
1

1

n n
k n

k k

−−−−            
====            −−−−            

  (الف 

  راه داريم:  2نفر كه يكي از آنها رييس باشد، انتخاب كنيم  kنفره، nاگر بخواهيم از بين جمعي 

كنيم: نفر به عنوان رييس انتخاب مي kنفر را از بين اين  1كنيم. سپس  نفر را انتخاب مي kاول  -1
 1

n k

k

            
            
            

  

1kكنيم و سپس از بين بقيه افراد  نفر را به عنوان رييس انتخاب مي 1ل يا او -2 كنيم: نفر را انتخاب مي −−−−
 

1

1 1

n n

k

−−−−            
            −−−−            
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k

i o

m n m n

k i k i
====

++++                
====                −−−−                
  (ب ∑∑∑∑

0 1 1 0

m n m n m n m n

k k k k

++++                                                    
= + + += + + += + + += + + +                                                    −−−−                                                    

⋯  

  پذير است. طريق امكان 2نفر را انتخاب كنيم به  kنفره،  nنفره و  mگروه  2اگر بخواهيم از 

mنفر را انتخاب كنيم.  kزمان  هم -1 n

k

++++    
    
    

  

  نفر باشند. kانتخاب كنيم كه جمعاً ترتيب افرادي  از گروه اول و دوم به -2

k         نفر از گروه اول 0نفر از گروه دوم  

m n m n

k k

↑↑↑↑
                            

+ ++ ++ ++ +                            
                            

ր

⋯
� �

  

        ا����� ���ر�د:ا����� ���ر�د:ا����� ���ر�د:ا����� ���ر�د:
        ها نبايد كنار هم قرار گيرند:ها نبايد كنار هم قرار گيرند:ها نبايد كنار هم قرار گيرند:ها نبايد كنار هم قرار گيرند:    كنار هم چيدن اشيائي كه بعضي از آنكنار هم چيدن اشيائي كه بعضي از آنكنار هم چيدن اشيائي كه بعضي از آنكنار هم چيدن اشيائي كه بعضي از آن

كه نمي خواهيم كنار  ها اشيائي چينيم، سپس در فواصل بين و بيرون آن مي  ابتدا اشيائي را كه مانعي ندارد كنار هم باشند را

  دهيم. هم قرار گيرند را قرار مي

كنار هم  aتوان ساخت به طوري كه هيچ دو  مي aو پنج حرف  bتايي متشكل از هفت حرف  12مثال: چند دنباله ����

  نباشند؟

  كنيم: ها را جايگزين ميaوجود آمده،  چينيم، سپس در فواصل به ها را ميbحل: ابتدا  ����

8حالت 

5
b b b b b b b

    
− − − − − − − −− − − − − − − −− − − − − − − −− − − − − − − −     

    
  

1234567با ارقام مثال: ���� ها دو رقم متوالي  توان نوشت به طوري كه در هيچ يك از آن چند عدد هفت رقمي مي,,,,,,

  ؟نباشندزوج 

  دهيم: ها را جا مي ها زوج چينيم و در بين آن ابتدا ارقام فرد را مي حل: ����

  قم زوججايگاه ر                                        

5                             -ف - ف - ف -ف -
3 4

3
! !

    
× ×× ×× ×× ×    

    
  

  ها با هم جايگشت زوج      جايگشت فردها با هم                                                                       

  ؟نباشندها پيش هم Eم چيد به شرطي كه هيچ يك از توان پيش ه را به چند طريق ميEEEFFFDDمثال: حروف ����

  حل: ����

6 5

3 3 2

!
F F F D D

! !

    
− − − − − − ×− − − − − − ×− − − − − − ×− − − − − − ×     ××××    

  

  هاEمحل قرار گرفتن   ها با همDها و Fجايگشت   
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        چينش اشيائي كه عده اي از آنها ترتيبشان از قبل معلوم است:چينش اشيائي كه عده اي از آنها ترتيبشان از قبل معلوم است:چينش اشيائي كه عده اي از آنها ترتيبشان از قبل معلوم است:چينش اشيائي كه عده اي از آنها ترتيبشان از قبل معلوم است:

چينيم، سپس  نتخاب كرده و اشياء را طبق ترتيب از قبل معين شده ميابتدا مكان اشيائي كه ترتيبشان از قبل معين است را ا  

  چينيم. ي اشياء را در فواصل خالي باقي مانده مي بقيه

  

اي ساكن شوند به شرطي كه از  توانند در هفت طبقه از يك آپارتمان هفت طبقه مثال: هفت نفر متمايز به چند طريق مي����

  تر از احمد باشد؟ يم پايينتر از كريم و كر بين آنان سعيد پايين

7ابتدا به حل: ����

3

    
    
    

چينـيم. سـپس    هـا را مـي   حالت، طبقه پياده شدن اين سه نفر را انتخاب و طبق ترتيب گفته شده آن 

7كنيم: طبقه لحاظ مي 4جايگشت بقيه افراد را در 
4

3
!

    
××××    

    
  

  

ارد كه در هر يك از آنها رقم صدگان از رقم دهگان و رقم دهگان از رقم يكان مثال: چند عدد سه رقمي وجود د����

  تر باشد؟ بزرگ

10رقم را به  3ابتدا حل: ����

3

    
    
    

  چينيم. حالت انتخاب و سپس طبق ترتيب گفته شده مي 

  

بعد  Aوشت به طوري كه در هر يك از آنها توان ن چند كلمه هشت حرفي ميNOSHABEHي  مثال: با حروف كلمه����

  باشد؟ Aبعد از  Eو نيز  Oاز 

  داريم): Hتا 2چينيم. (توجه كنيد كه  را انتخاب كرده و سپس بقيه حروف را مي Oو  Eو  Aابتدا مكان حل:  ����

8 5

3 2

!

!

    
××××    

    
  

                

  ها با همHجايگشت 

  

        ء كه شامل اشياء تكراري باشند: ء كه شامل اشياء تكراري باشند: ء كه شامل اشياء تكراري باشند: ء كه شامل اشياء تكراري باشند:     شيشيشيشي    nتايي تايي تايي تايي     rتبديل تبديل تبديل تبديل 

ء را بدست  شي n تايي  rهاي مختلف، تعداد تبديلات  بندي مسأله به حالت در صورتي كه اشياء ما تكراري باشند، با تقسيم

  آوريم. مي

  توان نوشت؟ چند عدد سه رقمي مي 6و 6و 4و 4و 2و 2مثال: با ارقام ����

  حل: ����

3جايگشت ارقام     6! 2بدون تكرار   اعداد →→→→حالت==== 4 6{ , , }  

33 2
18

1 1 2

!

!

            
× =× =× =× =            

            
}اعداد با يك تكرار →→→→ , ,*}− −− −− −− −  

  

  رقم غيرتكراري   رقم تكرارشونده              

 كل اعداد 




→→→→



18 6 24= + == + == + == + =
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  توان نوشت؟ چند كلمه چهارحرفي مي ALIABADمثال: با حروف كلمه ����

  حل: ����

5حداكثر يك 
4

4
! A

    
××××    

    
  

  

4بيايد:  Aدوبار  4

2 2

!
AA

    
××××    

    
  

  رقم ديگر 2جايگشت ارقام            انتخاب 

4بيايد: Aبار  سه 4

1 3

!
AAA

!

    
××××    

    
   

  رقم ديگر 1جايگشت ارقام             انتخاب 

        خواص تركيب:خواص تركيب:خواص تركيب:خواص تركيب:

  داريم: -1
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=
⇒








=
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−
=









nyx
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n

x
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rn

n

r

n
  (الف

  شيئ با تعداد حالات عدم انتخاب بقيه اشياء برابر است . nشيئ از بين  rيعني تعداد حالات انتخاب 

nعضوي با تعداد زير مجموعه هاي  nجموعة عضوي يك م rيا تعداد زيرمجموعه هاي  r−−−−  عضوي يك مجموعةn 

  عضوي برابر است .

قاعده پاسكال                                          







=







 −
+
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−

r

n

r

n

r

n 1
1
1

  (ب

ندارد . سمت راست شمارش  عضو يك عضو معين يا حضور دارد يا rمعناست كه در انتخاب اين قضيه مفهوماً به اين 

  نامنظم و سمت چپ شمارش منظم است .

        تعيين ضريب يك جمله از بسط:تعيين ضريب يك جمله از بسط:تعيين ضريب يك جمله از بسط:تعيين ضريب يك جمله از بسط:

nدر حالت كلي در بسط  نكته:
r )a...aa( ++++++++++++ rkضريب جمله  21

r
kk

r

i

i a....aa)nk( 2
2

1
1

1

=∑
=

برابر است با  
!k!....k!k

!n

r21

  

)cba(5مثال: در بسط ���� bcaضريب جمله  ++++++++
  كدام است؟ 3

3aچون جمله حل:  ���� bc  در واقعaaabc هاي  بوده، تمام جايگشتc , b , a , a , a 3ي  جملهa bc   كنـد و   توليـد مـي

مان تعداد بار اين جمله با خودش جمع شود. (چون به ه ضريب جمله در واقع تعداد دفعاتي است كه يك جمله توليد مي

  شود.) مي

3 35

3

!
a bc aaabc a bc

!
× ← =× ← =× ← =× ← =  

        بسط دو جمله اي نيوتن:بسط دو جمله اي نيوتن:بسط دو جمله اي نيوتن:بسط دو جمله اي نيوتن:

      ∑
=

−−
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++
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n
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yx
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yx
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...yx
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yx
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)yx(
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 اگر










 →→→→










 كــل كلمــات

120 72 16 208= + + == + + == + + == + + =
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xبا قرار دادن  نتايج: y=== === xو  1 y=== −−− ===   نتايج مفيد زير به دست مي آيد : 1

n

n

n
...

nn
yx 2

10
1 =









++









+









⇒==)1  

12
2
2

31420
0

210
1 −==+
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nnn

yx)2  

  هاي زوج عضوي و فرد عضوي يك مجموعه با هم برابر است. يعني تعداد زير مجموعه

مثال: اگر ���









=










1011
nn

حاصل  










19
n

  كدامست؟ 

  حل: ���
21 21 20

10 11 210
19 2

n
  ×××

→→→ +++ →→→ === ======  
 

  

  مثال: حاصل عبارات زير را بدست آوريد:���

((( )))
((( )))

((( )))   
((( )))

9
4

10
5

11
6

12
7

8 8 9 10 11

3 4 5 6 7

        
+++ +++ +++ +++ ===        
        ����� 

������� 

����������� 

�������������

  (الف 

  

=









++









+









+










2
20

2
4

2
3

2
2 

  (ب ...

 2جاي  ابتدا به

2

 
 
 

 ،3

3

 
 
 

  گيريم. ي پاسكال بهره مي را جايگزين كرده و سپس متوالياً از قاعده 
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