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 كليه حقوق اين مقاله براي مولفين آن محفوظ است
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 اعداد از صعودي و نامتناهي اي زيردنباله دهيد نشان. كنيم مي رنگ قرمز و آبي رنگ دو با را طبيعي اعداد: سوال

�������� مانند طبيعي   بطوريكه ،دارد وجود 
	��, �� + �	, 	�	 , �	 + ��, 	��, �� + �, 	�  ⋯ 

  .باشد رنگ تك 

������1 نماد با آشنايي اندكي اينجا در دارد جا
  .باشيم داشته �

,�1 دنباله نمايش براي �2, �3, … , ������1 نماد از اختصار به ��
 در شده ذكر دنباله مانند دنباله اين اگر. كنند مي استفاده �

  .شود مي استفاده � جاي به ∞ از باشد، نامتناهي سوال صورت

  .دارد كاربرد نيز جمع و ضرب مانند ديگر جاهاي در نمادها گونه اين از استفاده

� �� = �� + �	 + ⋯ + ��
�

���
 

� �� = ���	 ⋯ ��
�

���
 

  

  .دهيم مي نشان آميزي رنگ از خاصي هاي حالت براي را حكم ابتدا دربراي آشنايي بيشتر با مسئله، 

 . كنيد ثابت را حكم باشند، قرمز فرد، و آبي زوج، اعداد كه حالتي براي •

 

1    2    3    4    5    6    7    8    9    10    11    12    13    14  ⋯ 

اما در اين مثال، هيچ عدد قرمزي . ساختار خواسته شده شامل جملاتي زوج است. گرديم مي مذكور شرايط با اي دنباله دنبال به

 به را فرد اعداد توان مي مثال عنوان به. پس احتمالا بايد در اعداد آبي چنين ساختاري را جستجو كنيم. زوج نيست

������1عنوان
�   . است نظر مورد رنگ تك دنباله همان زوج اعداد دنباله ،صورت اين در گرفت، نظر در  

�2 × 1� = 2 , �1 + 3� = 4, �2 × 3� = 6, �3 + 5� = 8, �2 × 5� = 10, ⋯ 

 رنگ يدلخواه صورت هر به اعداد آن از قبل تا( باشند رنگ تك ها زوج ،بعد به ييجا از اگر داد، نشان توان مي مشابه طريق به 

  .باشد مسئله جوابمي تواند  دوباره ،شييابتدا جمله چند حذف باتنها  بالا دنباله ،)باشند شده

 



 

٢ 

 

 .دهيد نشان را حكم ،) ������	� هندسي تصاعد( هستند آبي 2 هاي توان تنها كه حالتي براي •

1    2    3    4    5    6    7    8    9    10    11    12    13    14    15    16 ⋯ 

  .كنيد توجه دنباله ي خواسته شده ساختار به ابتدا

       	��                             �� + �	                          	�	      �	 + ��    	��              �� + �              	�  ⋯  

    

 عضو دو مساوي گام دو پيمودن و 2�1 مانند زوج عدد يك از شروع با. ساخت گونه اين توان مي را دنباله اين كه توان ديد مي

�1  ،بعدي + �2 عضو دو به آن پيمودن دوبار و جديد گامي انتخاب با دوباره سپس .آوريم مي دست به را، 2�2 و �2 +  و �3

 گام تمامي كه است زماني وضعيت اين براي خاص حالتي. آوريم مي دست به را ديگر اعضاي با ادامه همين روند. رسيم مي 2�3

  .است حسابي تصاعد يك آيد، مي دست به كه اي دنباله حالت اين در ،باشند برابر ها

براي روان تر كردن استدلال ها، اسمي . ما براي ادامه اين مسئله به شدت با ساختار معرفي شده در حكم، سر و كار خواهيم داشت

  .براي معرفي كردن آن ها در نظر مي گيريم

    يك دنباله .تعريف

	��, �� + �	, 	�	 , �	 + ��, 	��, �� + �, 	�  ⋯ 

,��	همچنين همان طور كه در بالا گفته شد، اعداد . معرفي مي كنيمطلايي از اعداد طبيعي را يك  	�	, اعداد تعيين  ⋯

در مقاله . دانست �������	�بنابراين مي توانيم ساختار طلايي فوق را متناظر با دنباله . كننده اي براي يك ساختار طلايي هستند

  .، همين ساختار طلايي متناظر با آن است�������	�هم منظور از طلايي دنباله 

از اعداد هستند كه به  سادهتصاعد ها مجموعه هايي  .هستيم رنگي تك طلايي ساختار پي در. پردازيم مي مسئله حل به حال

براي معرفي اين مجموعه  اعداد بسيار زيادياز  كه ديگر لازم نيست. شناسايي كرد راحتي مي توان تمامي اعضاي آن را معرفي و

  . براي همين تسلط بهتري بر اين موجودات داريم و راحت تر مي توانيم با آن ها كار كنيم. استفاده كرد

 تصاعدهايي اما. داشت نخواهيم آبي رنگ به تصاعدي وضوح به .كنيم پيدا اه رنگ از يكي از يتصاعدبراي حل مسئله  است كافي

,3,6,9,12 دنباله معادل( �������� شكل به حسابي تصاعد به توان مي ساده مثالي عنوان به. موجودند قرمز رنگ به  توجه) ⋯

 را ما نياز مورد، اين لذا. باشند نمي رنگ آبي پس نيستند، 2 از طبيعي توان دنباله اين اعضاي از يك هيچ كه است واضح. كرد

   .سازد مي برآورده
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منظور از فهميدن سوال اين نيست كه چندين و چندبار از روي صورت مسئله . هم سوال استمهم در حل سوال، ف نكاتيكي از 

. براي اين كار راه هاي مختلفي وجود دارد. منظور اين است كه بر جنبه هاي مختلف آن مسلط شويم. بخوانيم يا آن را حفظ كنيم

له را از حالت سه بعدي به دو بعدي تبديل كنيم و اين وم ديديد كه با يك مدل سازي خوب، شكل مسئدر مقاله س به طور مثال،

از حالت كار با مجموع اعداد در يك ( سوال شكل ليتبد با چهارم مقاله در اي. شود كاسته مسئله يفضااز پيچيدگي كه  باعث شد

با بيان حكم در همان مقاله همچنين . ، راحت تر با مسئله برخورد كرديم)زيرجدول به حالت كار با تعداد مهره ها در آن زيرجدول

پس براي فهم مسئله خوب است كه شكل هاي مختلف مسئله . نيمشهود بهتري نسبت به مسئله پيدا كسعي كرديم در حالت كلي 

تعميم ها يا حالات خاص خوب مسئله را مورد بررسي قرار دهيم تا به كمك اين روش ها به ايده ها و نكات كليدي . را ببينيم

  .     يدا كنيممسئله دست پ

سعي كنيد با همان فرض مسئله حكم را براي يك دنباله . حكم مسئله براي يك دنباله صعودي نامتناهي است •

  .متناهي بيان كنيد

   شكل به رنگي تك ي دنباله دهيد نشانطبيعي  �هر عدد  براي: براي حالت دنباله متناهيحكم 

	��, �� + �	, 	�	 , �	 + ��, 	��, ⋯ , ���� + ��, 	�� 

  .دارد وجود

پس اين جكم بيان مي كند كه براي . اين ها در واقع ساختارهاي طلايي متناهي هستند كه از دنباله هاي متناهي ناشي مي شوند

�2يك ساختار طلايي تك رنگ  با  �هر عدد طبيعي  −   .عضو وجود دارد 1

�واضح است كه حكم براي حالت  = �براي  .برقرار است !عدد زوج تكرنگوجود يعني  1 = دو عدد  حكم معادل است با وجود 2

بايد نشان داد اعداد طبيعي را نمي توان به دو مجموعه افراز كرد به يا معادلا  .زوج همرنگ كه ميانگينشان نيز همرنگ آن ها باشد

  .مجموعه در مجموعه ديگر باشداز يك زوج طوريكه ميانگين هر دو عدد 

 ممكن است به گاهي ،يا ذكر تعابير ديگري براي مسئله جديد و ايجاد مسئله ايحكم تغيير له، كم كردن شرط هاي مسئ اضافه و

  .از اين چنين حركاتي استفاده شودپس خوب است براي تسلط بيشتر بر سوال،  .ايده حل مسئله منجر شود يافتن

  "برهان خلف"آشنايي مختصر با  

روش برهان خلف به اين طريق است كه از روي . برهان خلف يكي از قدرتمندترين ابزارهاي رياضي و به خصوص در تركيبيات است

حال اگر اين فرض با بقيه فرض هاي موجود در مسئله سازگار . فرض كردن نادرستي حكم، فرضي به محيط مسئله اضافه مي شود

از . باشدنباشد و تناقضي در اين بين به وجود بيايد، اثبات مي شود كه فرض ما نادرست بوده و در نتيجه حكم لزوما بايد درست 

  .  برقرار خواهد بودنظر منطقي، وقتي نشان دهيم رخ دادن نقيض حكم مسئله محال است، پس خود گزاره مسئله 
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از برهان خلف در مواقعي . همان طور كه در مقاله پيش ديديد، يك فرض خلف مي تواند در پيش بردن مسئله بسيار كارساز باشد

، نادرستي حكم ينپيشي به طور مثال در مقاله . قوي روي مسئله ايجاد كند ياستفاده مي شود كه درست نبودن حكم شرط

�معادل اين بود كه هر زيرجدول  × روي  يدر نتيجه با فرض خلف، شرط. مي تواند حداكثر تعداد معيني علامت داشته باشد �

بر اين كه كسري مثل فرض خلف مبني  ،اما در مقاله اول. كرد به حل سوالكمك زيادي هر زيرجدول يافتيم كه 
�
�  � < �� 

 سعيدر آينده . زيرا هيچ شرط كارايي را روي مسئله ايجاد نكرده است. دست يافتني نيست، هيچ كمكي به حل مسئله نخواهد كرد

  .بررسي شوددقيق تر به صورتي  برهان خلفموضوع  خواهد شد

  . باشد حكم نادرستي معادل دقيقا خلف فرض كه كرد توجه بايد خلف برهان از استفاده در

 .فرض خلف را به صورت مناسب بيان كنيد. نادرست باشد فرض كنيد حكم مسئله •

مثلا مي توان گفت كه به . همان طور كه از صورت اين قسمت مي توان حدس زد، به چند صورت مي توان فرض خلف را بيان كرد

������1ازاي هر دنباله صعودي نامتناهي مانند 
  عداد مجموعه ا �

2�1, �1 + �2, 2�2, �2 + �3, 2�3, ⋯ 

  . تك رنگ باشد نمي تواند

 در قسمت. پس بايد بيان كاراتري را ارائه داد. مي نمايدهمان طور كه از ظاهرش بر مي آيد، اين بيان غير قابل استفاده و بررسي 

 آننامتناهي وجود ندارد كه تمام اعضاي  يحكم مي گويد كه ساختار طلاي. معرفي كرديم متناهي را هاي قبل ساختار هاي طلايي

متناهي معرفي  طلايينامتناهي را به عنوان امتداد ابدي يك  طلاييهمان طور كه در قبل گفته شد، مي توان يك  .تك رنگ باشد

 2�1مي يابيم كه از  2�2سپس عددي زوج آبي مانند . مثلا از رنگ آبي موجود است 2�1يك عدد زوج مانند  ابتدا يعني. كرد

�1و  بزرگتر باشد + �2بزرگتر باشد و  2�2مي يابيم كه از  2�3سپس يك عدد زوج آبي مانند . دآبي باش �2 + . آبي باشد �3

 اگر اما. ادامه داد كه حكم ثابت مي شودتا ابد را حال اگر بتوان اين روند . ها را اضافه مي كنيم ��2به همين ترتيب يكي يكي 

در واقع فرض خلف مي كنيم كه هيچ دنباله اي را نمي توان بدين شكل تا بي نهايت ادامه داد و از هيچ . نشود چه اتفاقي مي افتد

  .رنگي طلايي نامتناهي وجود ندارد

 1"��2يعني ديگر . اما ديگر نمي توان آن را گسترش داد. اين كار را مي توان انجام داد ��2در اين صورت حتما تا جايي مانند 

��پيدا نمي شود كه  ��2آبي بزرگتر از  +   . هم آبي باشد 1"��

�عدد زوج آبي باشد كه  �2چون اگر . را هم نمي توان گسترش داد ��2دنباله تك عضوي  + باله هم آبي باشد، آن موقع دن ��

������1
ما اين گونه اعداد مشكل ساز . مربوط مي شود ��پس مشكل گسترش ناپذيري اين دنباله تنها به . هم قابل گسترش بود �

  .مي ناميمادامه ناپذير را اعداد 

 .اعداد ادامه ناپذير چه خواصي دارند •
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. نتايج، مسئله را حل كنيماز با يك جمع بندي مناسب  سپس .در اين قسمت مي خواهيم خواصي از اعداد ادامه ناپذير را پيدا كنيم

  :سعي كنيد نتايج زير را ثابت كنيد

  .دارد وجود ناپذير ادامه عدد يك حداقل رنگ هر از .1

,1#2بي نهايت عدد ادامه ناپذير قرمز مانند  .2 2#2, به همين ترتيب بي نهايت عدد ادامه ناپذير آبي . وجود دارند ⋯

,1$2مانند  2$2,  .وجود دارند ⋯

%�كه  %2يك عدد ادامه ناپذير قرمز باشد، به ازاي هر عدد قرمز زوج مثل  #2اگر  .3 > #�%، اعداد  + و  #

4% −  .حكمي مشابه، براي اعداد ادامه ناپذير آبي برقرار است. آبي هستند 2#

%�كه  %يك عدد ادامه ناپذير قرمز باشد، به ازاي هر عدد قرمز مانند  #2اگر  .4 > 2#�%�2، عدد  − #�آبي  

 .است

 .مسئله را حل كنيد با توجه به نتايج به دست آمده •

حل  در پس. ساختار ساده اي كه دارند، مورد توجه هستند ه دليلگفتيم كه تصاعدها ب. پيشتر، با مزاياي تصاعدها آشنا شديم

براي اين ). با اين كه ممكن است در تمامي حالات اين كار امكان پذير نباشد( مسئله به پيدا كردن تصاعدي تك رنگ اشتياق داريم

  . منظور، اول از نتايجي استفاده مي كنيم كه كمك بيشتري در اين جهت بتوانند بكنند

هاي  در خيلي از مواقع راه حل يكتا براي مسئله وجود ندارد و طرز تفكر .در اين جا دو راه حل از مسئله را بيان مي كنيم

  .مختلف به راه حل هاي مختلف مي انجامند

  راه اول

% آبي و   'قرمز و  %بالا بيان شد، اگر  در با توجه به نتيجه چهارمي كه  > 'و  2#1 >   ، آن گاه2$1

% − #1 ≠ ' − $1 

%پس اگر  > 2$1 > %، آن گاه  2#1 + �$1 − #1�، 4زيرا اگر آبي باشد، آن گاه طبق نتيجه . خواهد بودقرمز عددي  

2[�% + $1 − #1� − %�2، 4 همچنين طبق همان نتيجه .قرمز خواهد بود [$1 − #1�. آبي خواهد بود كه اين تناقض است 

%به همين ترتيب  + 2�$1 − #1�%زيرا . نيز قرمز خواهد بود  + �$1 − #1�در شرط هايي كه بيان شد،  وعددي قرمز است  

% (صدق مي كند  + �$1 − #1� > % > 2$1 > %پس با استدلالي مشابه مي توان گفت كه ). 2#1 + 2�$1 − #1�قرمز  

%صاعد تبه همين ترتيب مي توان نتيجه گرفت،  .است + ��$1 − #1� طلاييدر نتيجه اين تصاعد يك . تك رنگ قرمز است 

با فرض پس . نامتناهي تك رنگ وجود ندارد طلايياما فرض كرده بوديم كه . مز هستندنامتناهي است كه همگي اعضاي آن قر

ي حتما ساختار طلايپس چنين . وجود نداشته باشد ينامتناهي تك رنگ طلاييو محال است كه هيچ  رسيديم تناقضبه خلفمان 

  .وجود دارد

  . توجه كنيد كه به هيچ وجه ثابت نكرديم كه يك تصاعد تك رنگ وجود دارد
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  راه دوم

  .پردازيم مي مسئله حل به فوق نتايج داشتن درنظر با

+ كنيد فرض مسئله كليت از كاستن بدون. بگيريد نظر در را رنگ آبي ,2 و رنگ قرمز 2+ ناپذير ادامه عدد دو > ,.  

-���,+2] بازه زوج هاي قرمز تعداد را  ,+2] بين هاي آبي تعداد را ���% و [�2 + + با استفاده از نتيجه  بگيريد نظر در  [�

+، 2α، مثل  ���- ، براي هر عضو3 + ���%پس . آبي است / ≥ -��� .  

,+2]، تعداد اعداد آبي در بازه ���-همچنين مي توان گفت كه  � + /�2است كه  /مانند  [+ − +�از ادامه در . قرمز باشد 

  .استفاده خواهيم كرد جديد تعبيراين 

  

  

  

,,2] بازه زوج هاي آبي تعداد را ), از بزرگتر و دلخواه � براي( ���1 اگر , براي مشابها  قرمزهاي تعداد را ���' و [�2

[2,, � + ���': داريم. بگيريم [, ≥ 1��� .  

���1و  ���-با توجه به نوع تعريف  ، � دلخواه عدد براي ، -��� + 1��� �2 و +2 بين زوج اعداد تعداد برابر حداكثر 

  .باشد مي �2 و ,2 بين زوج اعداد تعداد برابر لااقلهمچنين اين مقدار . است

� − + ≤ -��� + 1��� ≤ � − , 

  

  

 

,+2]  رنگ آبي اعداد تعداد ���% دانيم مي طرفي از � + ,,2]  قرمز اعداد تعداد ���' و [+ � +  مجموع بنابراين. است[,

,,2]  اعداد تعداد از كمتر عدد دو اين � +   .است [,

%��� + '��� ≤ � + + − 2, 
  :آيد مي دست به فوق هاي نامساوي از استفاده با

[%��� − -���] + ['��� − 1���] = %��� + '��� − [-��� + 1���] ≤ �� + + − ,� − �� − +� = 2�+ − ,� 

3��� 

4��� 

٢ +٢ ,٢� '(� '(� 

5��� 

4��� 

٢+ + + � ٢� '(� 



 

٧ 

 

���% بودن نامنفي به توجه با − -������' و  − Y��� ، 2�+ − ,� به حال. باشد مي نيز دو اين از يك هر براي كراني 

,+2]ه باز براي كه كنيد توجه نكته اين � + +]، %��� اعدادي تعدادهمان طور كه گفتيم،  ���- وآبي   اعداد كل تعداد 

� كهاست   /مانند + + ≥ / > /2 كه اين شرط با است + − ���% بنابراين باشد، قرمز +2 − -��� آبي اعداد تعداد برابر 

27 عدد ها آن براي كه است 7 مانند بازه اين از رنگي − ���% مي توان ديد كه مقدار. است آبي +2 − -��� �بر حسب  
  .صعودي است

���%  كه اين  به توجه با حال − -������% ،گيريم مي نتيجه است، � از مستقل كراني داراي ،� هر براي  − -���از يك  

  . باشد آبي ،+2 منهاي دوبرابرشان و خودشان كه دارند ودوج ويژگي اين با عدد متناهي تعداد ثابت است و در كل ،جا به بعد

29 ،9 مانند  8 از بزرگتر آبي اعداد براي .بناميد 8 را عدد اين، بگيريد نظر در را ويژگي اين با عدد بزرگترين −  قرمز لزوما +2

:2 حتما باشد +2 از بزرگتر : مانند يقرمز  عدد اگر كه دانيم مي طرفي از. بود خواهد −  اين غير در چون. (بود خواهد آبي +2

�2 عدد بزرگ، كافي اندازه به � ازاي به بنابراين.). است بوده پذير ادامه + صورت −   .داشت خواهد � رنگ مخالف رنگي +2

 

 

���1  مشابها '��� ,] بازه از ; مانند رنگي قرمز اعداد تعداد − + �, ;2 كه شرط اين با است [,2 −  و باشد مي آبي  ,2

�2 رنگ ،� هر ازاي به بعد به جايي از گرفت نتيجه توان مي − بزرگترين عدد كه خودش و دوبرابر (. باشد مي � مخالف ,2

  .)بناميد ′8، قرمز باشد را ,2منهاي آن 

�( بزرگ هاي � ازاي به گيريم مي نتيجه مذكور هاي گزاره به توجه با > max �8, 8@��2 اعداد ) − �2 و +2 − 2, 

��2 چون. باشند مي يكرنگ − 2,� − �2� − 2+� = 2�+ − ,� دو هر ،بعد به جايي از گيريم مي نتيجه است � از مستقل 

�2را مي توان برابر  A )A مانند بزرگ كافي اندازه به عددي از شروع با بنابراين. باشند مي يكرنگ اختلاف، اين با عدد − گرفت  ,2

  شكل به اي دنباله ساختن و) يكي از اين اعداد بزرگي است كه بالا معرفي شد �كه 

A     A + 2�+ − ,�    A + 4�+ − ,�    A + 6�+ − ,�    A + 8�+ − ,� ⋯ 

  .آيد مي دست به اعداد از تكرنگ اي دنباله

فرض ( اوليه هاي فرض برقراري صورت در بنابراين كند مي ارضا را مسئله شرط رنگ تك حسابي تصاعد هر كه داديم نشان قبلا 

پس . در تناقض است )نين ساختار طلاييچ نبود( كه با فرض ما طلايي تك رنگي وجود خواهد داشت ،)مسئله به همراه فرض خلف

  .تك رنگ وجود دارد طلايي دنباله لزوما يك

  

٢+ + + � ٢ �٢9 + + 9 



 

٨ 

 

درست نبودن حكم شرط بسيار قوي روي مسئله در مسائلي كه . برهان خلف يكي از قوي ترين ابزار حل مسئله است �

 . ايجاد مي كند، مي تواند ايده اي كارساز باشد

ماهر كسي است كه بتواند نتايج . يك فرد ماهر در تركيبيات كسي نيست كه بتواند در زمان كمتري مسئله را حل كند �

به همين منظور خوب . يق تري را پيدا كند و از آن ها به طرز مناسبي در جهت رسيدن به حل، استفاده كندبيشتر و دق

است كه در هنگام حل مسئله تنبلي را كنار گذاشته و تا وقتي كه ايده مشخصي براي حل مسئله نداريم، با بررسي 

 .جوانب مسئله و نتيجه گيري ها، به ايده حل مسئله دست پيدا كنيم

بررسي حكم بدان معنا است كه حكم مسئله را براي . يكي از راهكارها براي بررسي جوانب مسئله، بررسي حكم است �

حالات محدودتر بيان و بررسي كنيم يا تعميمي براي آن حدس بزنيم يا براي حالاتي خاص و مثال ها درستي حكم را 

 . بررسي كنيم

يكي از مفاهيم كليدي بود كه ادامه ناپذيري مثلا در اين مقاله . در مسائل، برخي مفاهيم كليدي و تعيين كننده هستند �

خوب است كه در هنگام حل مسائل، براي مفاهيم كليدي اسمي . با بررسي دقيق آن، به حل مسئله دست پيدا كرديم

 از راهكارهاي(ركز كنيم و همچنين راه حلي روان تر ارائه دهيم مناسب انتخاب كنيم كه راحت تر بتوانيم روي آن ها تم

 ). جلوگيري از پريدن الكي نمره

برخي از مسائل مانند مسائل دنباله هاي نامتناهي . با يك ساختار متناهي و قابل تسلط سر و كار نداريمدر همه مسائل  �

راهكار هاي مختلفي براي رويارويي با اين پديده وجود دارد كه با يكي از آن ها در . داراي ساختارهايي نامتناهي هستند

  .  ي را به عنوان امتداد نامحدود يك ساختار متناهي معرفي كرديمدر اين مقاله يك ساختار نامتناه. اين مقاله آشنا شديد


