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اعداد نظريهٔ پيش رفتهٔ مباحث معرفی

پيش نوشتار ۱ . ۱
نداشتم. بخوانم بايد چه که اين و بعد) به اين (از المپياد مسير از کاملی تصور بودم، شده طلا دوره وارد تازه خودم که زمانی
می شوند. مطرح هم ... و آناليز پل، معادله ی ها، چندجمله ای مثل مباحثی بعد به جا اين از اعداد، نظريه در خاص طور به
به سوال هايی نمونه کدام هر از بپردازم. المپياد در نظريه اعداد پيشرفته ی مباحث معرفی به کرده ام سعی مقـاله اين در
خود ذهن در شخص که است اين مقـاله اين از هدف بدهم. کوتاهی توضيح مبحث آن مورد در و بياورم جواب همراه
به ناخودآگاه را انسان داردکه سبکی هدفش، به توجه با مقـاله اين نکته : آورد. دست به جديد مباحث از کلی تصويری
زياده روی مساله اين در که باشيد داشته توجه می دهد. سوق مختلف روش های و لم ها بيشتر هرچه گرفتن ياد سمت
اهداف مهم ترين و المپيادی يک وسايل اصلی ترين عنوان (به خود فکری توانايی و علمی جرئت خلاقيت، تقويت از و نکنيد

نشويد! غافـل المپياد)

سيدصالحی حسين محمد سيد
۱۵/۱۲/۱۳۹۳
seyyedsalehi@live.com

مسائل ۲ . ۱
بيابيد. را زير معادله ی جواب های همه ی باشد طبيعی عددی n و اول عددی p اگر .۱

pn − ۱ = (p− ۱)!

(a + a۱ − کنيد ثابت است. بخش پذير ها ai ضرب حاصل به که است عددی a و طبيعی اند اعدادی a۱, a۲, , an .۲
نيست. بخش پذير an+۱ + a− ۱ بر ۱)(a+ a۲ − ۱) . . . (a+ an − ۱)

که دارد وجود n طبيعی عدد بی نهايت کنيد ثابت .۳

n۲ + ۱ | n! (آ)
n۲ + ۱ - n! (ب)

باشد. مرکب عددی p(m!) که دارد وجود m بی نهايت کنيد ثابت باشد، دو درجه حداقـل چند جمله ای يک p(x) اگر .۴
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اعداد نظريهٔ پيش رفتهٔ مباحث معرفی

باشيم داشته حقيقی x يک برای اگر می دانيم يکسان. درجه های با هستند حقيقی ضرايب با چند جمله ای دو g و f .۵
داشته که دارند وجود n و m طبيعی اعداد کنيد ثابت بود. خواهد طبيعی هم f(x) آنگاه است طبيعی p(x) که

f = m× g + n

ام k توان همواره بزرگ Xهای برای طبيعی ضرايب با P (X) ای جمله چند که دانيم می و است طبيعی عددی k .۶
که دارد وجود طبيعی ضرايب با Q(X) کنيد ثابت است. کامل

P (X) = Q(x)k

۳k | ۵n − ۲ که دارد وجود ،nای k هر برای کنيد ثابت .۷

a | b۲ + ۱ و a | b۲ + ۱ که بيابيد را طبيعی aهای و b همه .۸

پذير بخش ارقـامش مجموع به که دارد وجود ناصفر رقم n با طبيعی عددی ، n طبيعی عدد هر برای دهيد نشان .۹
است.

n! = ua − ub دارد: جواب متناهی رو به رو معادله ی دهيد نشان است. ثابت و طبيعی عددی u .۱۰

است.) اول عددی p و طبيعی اند اعدادی a و m) کنيد. حل کامل طور به را xm ≡ a(modp) معادله ی (آ) .۱۱
بيابيد. p پيمانه ی به را ۱n + ۲n + + (p− ۱)n باقی مانده (ب)

است. کامل مربع n کنيد ثابت .p | X۲ − n که دارد وجود ای X دانيم می ، p اول عدد هر ازای به .۱۲

باشد؟ بخش پذير ۲۰۱۳(ab+ bc+ ca) بر a۲ + b۲ + c۲ که دارند وجود c و b و a طبيعی اعداد آيا .۱۳

می دانيم و طبيعی عددی هم x و نيست کامل مربع که است طبيعی عددی n .۱۴

x۲ + (x+ ۱)۲ + ...+ (x+ n− ۱)۲

که دارد وجود طبيعی y بی نهايت کنيد ثابت است. کامل مربع

y۲ + (y + ۱)۲ + ...+ (y + n− ۱)۲

باشد. کامل مربع

طبيعی اعداد در a۲ + ۲b۲ فرم به نمايشی ها ai همه ی کنيد ثابت .an = ۴an−۱ − an−۲ و a۲ = ۱۱ و a۱ = ۳ .۱۵
دارند.

بخش p بر اعضايشان مجموع که هستند {۱, ۲, . . . , ۲p} از عضوی p مجموعه ی زير چند است. فرد و اول عدد يک p .۱۶
باشد؟ پذير

a + ۲b فرم به يکتا نمايشی طبيعی عدد هر که است موجود طبيعی اعداد از A يکتای زيرمجموعه ی کنيد ثابت .۱۷
.a, b ∈ A که باشد داشته



..

۳

.

..
اعداد نظريهٔ پيش رفتهٔ مباحث معرفی

مثلثی an + b اگر فقط و اگر است مثلثی n عدد باشيم داشته n هر ازای به که بيابيد را طبيعی های b و a همه .۱۸
باشد.

دو توان های همه ی شامل P (۱), P (۲), P (۳), . . . که بيابيد را p(x) مثل طبيعی ضرايب با چند جمله ای ها همه ی .۱۹
باشد. ها) ۲n)

کامل مربع (an − ۱)(bn − ۱) که دارد وجود n طبيعی عدد دهيد نشان .۱ از بزرگتر و طبيعی اند اعدادی b و a .۲۰
نباشد.

داريم که دارد وجود گويا اعداد از an دنباله ی و می باشد دو حد اقـل درجه و گويا ضرايب با چند جمله ای يک f .۲۱
است. متناوب دنباله اين دهيد نشان .f(an+۱) = an

کنند؟ افراز را N ،Sc و Sb و Sa که دارند وجود c و b و a حقيقی عدد سه آيا ،Sa = {[na] | n ∈ N} .۲۲

که دارند وجود
(
p۱
q
,
p۲
q

)
صورت به گويا اعداد از جفت بی نهايت دهيد نشان .۲۳

∣∣∣∣√۳ − p۱
q

∣∣∣∣ < q−
۳
۲ ,

∣∣∣∣√۲ − p۲
q

∣∣∣∣ < q−
۳
۲

راه نمايی ۳ . ۱
نامتعارف. گاهاً پيمانه های به تساوی ها طرف دو گرفتن نظر در .۱

قبل سوال ايدهٔ همان .۲

اصلی ترين از يکی و دارد زيادی کاربرد که است اعداد نظريهٔ در چندجمله ای ها بحث به مربوط ۸ سوال تا سوال اين از .۳
ب قسمت در دارد. ارتباط P (x)|P (x+P (x)) پرکاربرد لم به الف قسمت بود. مسلط آن به بايد که است مباحثی

بسازيد. اول عدد يک روی از را n کنيد سعی هم

.k = degP (x) و Q(x) = xkP ( ۱
x ) کنيد توجه P (x) دوگان ای جمله چند به .۴

است، کمتر دو آن از درجه اش که که بگيريد نظر در را g و f از خطی ترکيبی که است اين مساله اين سادهٔ حل يک .۵
است زبر تساوی از استفـاده آن ديگر راه يک اما

g(xn+۱)− g(xn)

f(xn+۱)− f(xn)
=

g(a)

f(b)

تمرين های می شود. استفـاده مختلف مسايل حل در آن اثبات روش هم است مهم لم اين خود فهم هم هنسل. لم .۶
است. لم اين صورت بيان ميرزاخانی خانم کتاب هفتم فصل ۸ و ۷ ،۶

کاربرد مبحث در که لم هايی با را آن و ببينيد کاربردی لمی عنوان به می توانيد را سوال اين خود صورت درضمن
کنيد. مقـايسه می شود گفته اعداد نظريهٔ در آناليز

کنيد. حل را سوال اين آورده ايد دست به هنسل لم اثبات روش از که شهودی کمک به .۷
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سوالات در می کند. حل را خاصی سوالات تيپ و نيست کاربردی خيلی روش اين البته ،vieta-jumping روش .۸
تقـارن متغيرها به نسبت عموماً فرض ها و می شوند ظاهر دو، عموماً پايين، های درجه با جبری عبارات آن به مربوط

دارند.

نگاه Problems from the bookکتاب در مربوطه فصل به می توانيد ارقـام مجموع به مربوط لم های ديدن برای .۹
کنيد.

دارند ساده ای بسيار اثبات های عموماً که هستند لم چند اين آن مهم نکات و نيست، کاربردی خيلی هم مبحث اين

S(m) + S(n) ≥ S(m+ n) (آ)
S(n) = n−

∑
k⌊

n
۱۰k ⌋ (ب)

S(n) ≡ n (mod ۹) (ج)
S(n) ≤ ۹(⌊log n⌋+ ۱) (د)

دارد. ۹n برابر ارقـامی مجموع باشد، (۱۰n − ۱)۲ کوچک تر که ۱۰n − ۱ فرم به عدد يک از مضرب هر (ه )
۱
tS(nt) < S(n) ،۱ نامساوی خاص حالت از پايين کران برای و ۴ نامساوی از بالا کران برای عموماً سوالات در (و)

می کنند. استفـاده مناسب) t انتخاب (با

.۱۰
n− Sp(n)

p− ۱ = vp[n!]

p مبنای در n ارقـام مجموع :Sp عدد يک تجزيهٔ در pها تعداد :vp

گروه نظريه اختار به توجه آن ی نکته ترين مهم تقريبا است. اوليه ريشه به شهودتان يادآوری برای بيشتر سوال اين .۱۱
ثابت توان يک به را گروه اين اعضای اگر که نکته اين بررسی و است آن ضربی های زيرگروه بررسی و Zp در ها

افتد. می اتفـاقی چه برسانيم

خورد نخواهد دردتان به احتمالا آن روی گذاشتن وقتزياد و ندارد کاربرد سوالات حل در خيلی هم تقـابل چند هر .۱۲
داد. خواهد ارتقـا اعداد نمايش و معادلات حل و توانی های مانده باقی مفهوم درک در را شهودتان آن به تسلط اما

بالاست. حرف از مثالی .۱۳
(a+ b+ c)۲ = (۳t+ ۲)(ab+ ac+ bc)

کند. می صدق ها آن مورد در ها آن صحبت که که باشند مبحثی سه شايد پل ی معادله و اعداد نمايش تقـابل، .۱۴
خصوص به و شان اصلی نکات اما ( عمومی ی توصيه يک عنوان (به نشويد ها آن با مساله حل در غرق خيلی
يک x۲ − dy۲ = m معادلهٔ اگر که کنيد توجه اين به نيز سوال اين در باشيد. داشته خاطر به را اثباتشان روندهای
ی معادله حل در که روندی در راحتی به نکته اين داشت. خواهد جواب بيشمار گاه آن باشد داشته اوليه جواب

شود. می ديده ايم داشتيه پل

روشی کنيد.(همان تکرار جا اين را ايد داشته a۲ + b۲ فرم به اعداد نمايش مبحث در که که روندی دقيقـاً کنيد سعی .۱۵
کمک مساله حل به کار اين است ممکن البته (n|x۲ + ۱ که داشت وجود xای که کرد می بررسی را nای اعداد که

است. مفيد تعميم اين ديدن اما نکند
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نمايش و پل از نظرم به اما نيست زياد خيلی ها آزمون در آن اهميت است، مولد تابع به مربوط بعدی و سوال اين .۱۶
با ”کار و مولد” تابع زبان به مساله ”بيان يعنی آن اصلی های مهارت به يکبار اگر چنين هم است. تر مهم اعداد
فصل نيز Problems from the book کتاب کرد.در نخواهيد فراموش را آن ديگر احتمالا شويد مسلط ها” سری
جهانی المپياد يعنی آن منبع به توانيد می هم سوال اين حل ديدن برای دارند. وجود موضوع اين توضيح در هايی

کنيد. مراجعه ۱۹۹۵ سال در

دارد. وجود يک و صفر فقط ها آن ۴ مبنای نمايش در که اعدادی .۱۷

اهميتش و شده زياد آن به اقبال که است سالی چند است. اعداد نظريه در آناليز کاربرد به مربوط ۲۱ تا ۱۸ سوالات .۱۸
توانيد می ندارند. کاربردی المپيادی مسايل در هنوز که دارد وجود آن در زيادی عميق های لم و مباحث رفته. بالا
مهم کل در است. زياد اضافی مطالب هم آن در البته بخوانيد Problems from the book کتاب در را آن فصل
جمله چند يک f(x) الف) بگويم. بعدی های لم در ام کرده سعی را باشيد داشته آن از بايد که هايی ضهود ترين
مثبت را f پيشرو (ضريب که موجودند l۲ و l۱ حقيقی اعداد کنيد ثابت مثبت حقيقی عدد يک c و است حقيقی ای

بگيريد)
f(cx+ l۱) ≤ c۲f(x) ≤ f(cx+ l۲)

باشد k برابر f درجهٔ اگر ب)
∃l۱, l۲ : (x+ l۱)

k ≤ f(x) ≤ (x+ l۲)
k

باشند b و a پيشرو ضرايب با و درجه هم چندجمله ای دو g و f اگر ج)

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

a

b

شود می ظاهر سوال در ای دنباله ابتدا در که است اين مبحث اين سوالات از زياذی تعداد حل در کلی روش عموما
که مساله فرض به توجه با بعد و ( lim

n→∞
an

an−۱
→ α کند(يعنی می ميل ثابتی عدد به آن متوالی اعضای نسبت که

استفـاده بديهی لم اين از آخر در و است برقرار آن مشابه يا ثابت) = lim
n→∞

(an−an−۱)) فرم به قوی تری بسيار شرط
از خيلی در البته است. برابر حدش با بعد به جايی از باشد، داشته حد که صحيح اعداد از دنباله هر که شود می

می دهد. نتيجه سرعت به را حکم ب لم همان و نيست کارها اين به نيازی سوالات

IMO Shortlist 2009 در توانيد می را کامل حل نه. يا است کامل مربع ab که کنيد تقسيم حالت دو به را مساله .۱۹
ببينيد.

Problems from the book کتاب از ۱۷ فصل به کنيد رجوع .۲۰

آن مطالب البته که دارد اختصاص آن به هم کتاب از فصلی که است {nα}ها معروف مبحث مورد در آخر سوال دو .۲۱
زير لم باشيد داشته خود ذهن در مبحث اين از بايد که نکته ای اولين است. بالاتر بسيار المپيادی کاربرد سطح از

است
۱ − ۱

α
≤

{n

α

}
⇔ ∃m ∈ N : n = ⌊mα⌋

در مهم نکته دومين زدن کبوتری لانه سبک اين ببينيد. را ميرزاخانی خانم کتاب ۱۸ فصل از ۲ لم اثبات روش .۲۲
{nα}هاست. به مربوط مسايل


