
1هندسه
4فصل�
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 چندوجهي:

مي بخشي از فضا كه از همه طرف به صفحه محدود است، شكلي پديد مي هـا هايي از صفحه بخش.گويند آورد كه به آن چندوجهي

را پديد مي مي آورند، سطح كه چندوجهي اين هاي ها يك وجه، ضلع هر كدام از اين چندضلعيكنند. هايي با محيط چندضلعي ايجاد

و رأس ها، يال وجه مي رأس،ها هاي اين وجه ها .شود هاي چندوجهي ناميده

:هاي منتظم چندوجهي
از بخشي از فضا كه از همه طرف به چند ضلعي در هر ضلع بـا يكـي از اضـلاع چنـد ضـلعيهاآن هاي منتظم متساوي كه هر يك

مي چندوجهي،استديگري از همين نوع مشترك  .شود منتظم ناميده

 مكعب مستطيل:
شش،مكعب مستطيل و همنهشـتههاي روب وجه.هاي آن مستطيل هستند وجهي است كه همه وجه يك رو در مكعب مستطيل موازي

و يال هاي مجاور يك مكعب مستطيل صفحه وجه.هستند و8مستطيل مكعب.ها عمود هستند هاي آن بر وجه هاي عمود بر هم رأس

در هـر مكعـب مسـتطيل،.شـود هاي متقابل گفته مـي يل به دو رأس كه در يك وجه قرار ندارند رأسمستط در مكعب.يال دارد12

به پاره را مي خطي كه دو رأس متقابل مي هم وصل و پاره كند، قطر مكعب مستطيل ناميده خطي كه دو رأس غيرمجـاور در يـك شود

ب را ميهوجه مي هم وصل .شود كند، قطر وجه ناميده

:نكات

ا1 aيهباشند، طول قطر مكعب از رابطcوa،b گر طول اضلاع يك مكعب مستطيل) b c+ +2 2 ميهب2 .آيد دست

هم4) مكعب مستطيل داراي2 و اين نقطه از اقطـار(رئوس به يـك فاصـله اسـتيهقطر متساوي است كه در يك نقطه همرسند

.و لذا مكعب مستطيل قابل محاط شدن در يك كره است)منصف همديگرند

 abc، برابرcو عرضbطول،a) حجم مكعب مستطيلي به ارتفاع3

آنتو مساح a(bجانبي c)+2و مساحت كل آن(ab ac bc)+ .است2+

هم4 هاي مكعب مستطيل به يكديگر رأسيه) با وصل كردن
 

= 
 

8
28

2
مي پاره قطر وجـه12،يال12شود، كه شامل خط حاصل

و  .قطر است4جانبي

با)5 و بر4هر يال مكعب مستطيل و4(.يال ديگر عمود است8 يال موازي، )يال متنافر4يال متقاطع

 مكعب:

مي مكعب مستطيلي كه طول يال شش هاي آن با هم برابر باشند، مكعب ناميده هم شود يا هـاي وجـوه آن مربـعيهوجهي منتظمي كه

مي متساوي باشند،  .شود مكعب ناميده

 نكات:

آن1 آنوa3باشد برابرa) حجم مكعبي كه طول يال .است26aو مساحت كل آن24aمساحت جانبي

a

b

c
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aيهقطر متساوي به انداز4) مكعب داراي2 هميهفاصل.است كه در يك نقطه همرسند3 يهشعاع كـر(رئوسيهاين نقطه از

a)محيطي مكعب 3
هميهو فاصل2 aوجوهيهآن از

كر(2 .است)محاطي مكعبيهشعاع

1بين دو قطر مكعبيه) زاوي3 1
3

Cos−)1يا 2 2tan−(است.

2 زيرا: 2 2 2AB OA OB OA OBCos= + − ⋅ θ

2 2 2 23 3 32
2 2 2

a a aa ( ) ( ) ( ) Cos⇒ = + − θ

11 1
3 3

Cos Cos−⇒ θ = ⇒ θ =

aهر قطر وجه جانبي در مكعب)4 و لذا مساحت صفح2 a2)شامل دو قطر مكعبيهصفح(قطري مكعبيهاست .است2

ويهصفح9هر مكعب)5 .محور تقارن دارد13تقارن

؟كدام استBM̂Aيهزاوي.استCDوسط يالM،در مكعب شكل مقابل:مثال�

 حل:�

7
24

7
24

16
21

2
2

2
1

2
2

4
2

22
1

2
2

2

2
tanArc

tan

tan
tan

a

a

tan

=α⇒=
−

=
α

−

α

=α

===
α

و ارتفاع آن برابر قطر اين مربع است. زاويه قطـر مكعـب مسـتطيل بـا يـال مثال:� قاعده يك مكعب مستطيل، به شكل مربع است

 تر آن چند درجه است؟ كوچك

 حل:�

2 2 2 12 2 60
2 2
aa (a ) a a Cos
a

+ + = ⇒ θ = = ⇒ θ = °

، چند درجه است؟ ABCDدر مكعب شكل مقابل، زاويه صفحه قطري سايه زده با صفحه وجه مثال:�

و اگر يك خط از صفحه ABCDچون يال مكعب بر وجه حل:� ياي عمود باشد، آن صفحه بر صفحهاي بر صفحه عمود است

 است.مذكور عمود

 مقطع حاصل به چه شكل خواهد بود؟،يك رأس مكعب، يك صفحه بگذرانيمازهاي سه يال گذرا اگر بر وسط:مثال�

 الزاويه مثلث قائم)1

 الزاويه الساقين قائم مثلث متساوي)2

 الساقين مثلث متساوي)3

 الاضلاع مثلث متساوي)4

A

B

O

C

E

2cotArc

3
1cosArc

D

D

C

M

A

B
H

α

N

M
A

B

P

C

2a

a
a

θ θ
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.صحيح است4گزينه حل:�

را MNگيريم داريمبaاگر ضلع مكعب MP PN a 2= = ي خط واصل بين اوساط اضلاع مثلث داريم:و بر اساس قضيه =

ACBCMNAB ===
2

؟متر مربع است سطح كل مكعب چند سانتي.است23برابر ABCDمساحت چهارضلعي،در مكعب شكل مقابل:مثال�

 حل:�

1863232 222 ==⇒=⇒= aSaa

 قطر مكعب كدام است؟.در مكعبي محاط شده است3به شعاعاي كره:مثال�

چون كره در مكعب محاط شده است، لذا: حل�
2
aR Raجاو از آن= a لذا:،=2 R d a2 2 3 6 3 6 3= = × = ⇒ = = 

واحـد،aي قطر مكعب مستطيل با يال بـه طـولرا چنان بسازيم كه زاويه1وa،2خواهيم مكعب مستطيلي به ابعاد مي مثال:�

 برابر كدام عدد انتخاب شود؟aدرجه باشد.30برابر 

: حل�

22 2 2 22 1 2 1 3L a a a= + + = + + =  قطر مكعب مستطيل+

و يال دانيم زاويه، ميABCي الزاويه در مثلث قائم اسـت.°30ر، برابaي بين قطر مكعب مستطيل

 پس داريم:

ــل ــلع مقاب 3 ض 330 3
ــاور ضلع مج 3

ABtan tan a
AC a

θ = ° = = = = ⇒ =

اند. طول قطر هر يك از اين دو مكعب واحد جاي گرفته6طور كامل در يك مكعب به طول يال دو مكعب مستطيل يكسان به مثال:�

 است؟مستطيل كدام 

مي6مكعبي به طول يال: حل� را در نظر بر واحد بهگيريم. طور كاملاي اين كه در داخل اين مكعب، دو مكعب مستطيل يكسان

را دقيقاً از وسط ارتفاع اين مكعب عبور دهيم. با انجام اين كار، مكعب به دو مكعب مستطيل توانيم صفحه جا بگيرد، مي اي

و تنهاي اين دو مكعب مستطيل با قاعده شود كه قاعده يكسان تقسيم مي ارتفاع آن دو، نصف ارتفاعي مكعب يكسان بوده

مي6و6و3مكعب است. بنابراين ابعاد اين دو مكعب مستطيل يكسان برابر   باشد. واحد

باشند، قطر اين مكعبcوa،bهاي مكعب مستطيل يالي دانيم اگر اندازه از طرفي مي

2مستطيل برابر با  2 2a b c+  خواهد بود. بنابراين: +

2 2 2 2 2 26 6 3 81 9d a b c= + + = + + = =

 منشور:
و در دو صـفح و وجـه مـي مـوازي قـراريهمنشور يك چندوجهي است كه دو وجه آن همنهشـت بـوده آن گيرنـد هـاي ديگـر

.هستندالاضلاع متوازي

BA

D C

C

B

A

3
2 3a +

a
30θ = �

C

B

A a
θ 2

1

2 22 1 3( ) + =

6
6

3

3
dقطر
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مييهدو وجه همنهشت منشور كه در دو صفح الاضـلاعزيهاي ديگر كه متـوا وجه.هاي منشور نام دارند گيرند، قاعده موازي قرار

و يال هستند، وجه مي هاي جانبي منشور هستند يال هايي از منشور كه محل تلاقي وجه هاي جانبي شوند كه همگـي هاي جانبي ناميده

.با هم موازيند

ب خطي است كه صفحه ارتفاع منشور پاره را ميههاي دو قاعده و بر هر دو قاعده عمود است هم وصل .كند

و اگر يال بر قاعده هاي جانبي اگر يال را يك منشور قائم را هاي جانبي بر قاعـده هاي منشور عمود باشند، آن هـا عمـود نباشـند، آن

.نامند منشور مايل مي

 منشور قائم منشور مايل

را بر اساس شكل چندضلعي مي هاي قاعده منشور را منشـور هاي يك منشو كنند، مثلاً اگر قاعده هاي آن نامگذاري ر مثلث باشند، آن

.به اين ترتيب مكعب مستطيل يك منشور چهارضلعي قائم است.نامند مثلثي مي

 منشور مثلثي ضلعي منشور چهارضلعي منشور پنج

ميال الاضلاع همنهشت باشند، به آن متوازي هاي يك منشور دو متوازي اگر قاعده .شود سطوح گفته

را مساحت جانبيي وجهها مساحتمجموع مي مساحت رويه(هاي جانبي يك منشور را تشكيل و مجموع)دهداي كه اطراف منشور

و مساحت دو قاعدهها مساحت آنرا منشوريي جانبي  نامند.ميمساحت كل

ط:قضيه .ول يال جانبي منشورمساحت جانبي منشور قائم برابر است با محيط قاعده ضرب در

shV:برابر است باsيو مساحت قاعدهhنكته: حجم منشوري با ارتفاع =

؟ چقدر استو ارتفاعش مساوي محيط قاعده آن باشد،8و6اش لوزي به اقطار سطح كل منشور قائم كه قاعده:مثال�

و اقطار لوزي بر هم عمودند، لذا ضلع قاعده برا:حل� بر است چون قاعده لوزي است

5با:
2
6

2
8 22

=





+






:2054و لذا محيط قاعده برابر است با =×

6 لذا سطح كل اين منشور برابر است با: 82 4 5 20 448
2

S ( )× = + × = 
 

 

ا32در داخل نيمكره به قطر مثال:� است،3ست كه قطر مربع برابر بزرگترين منشور قايم با قاعده مربع طوري ساخته شده

 حجم منشور كدام است؟

:حل�

2

3 33
4 2

3 3 9
2 2 4

h

( )V Sh

= − =

= = × =

مي، صفحهaدر يك مكعب به طول يال مثال:� را به دو قسمت مساوي تقسيم را در وجه مربع بـهي قطري، آن كند. اين دو قسمت

 است؟2aبرابر چسبانيم. سطح كل منشور حاصل، چند هم مي

a b
c

20

5

4
3

3 h

3
2
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:حل�

و دو قاعده سطح دو قاعده و پايين وي بالا ي كناري تغيير نكرده است. فقط دو مربع جلـو

 اند. عقب به مستطيل تبديل شده

2 2
ل ك 4 2 2 2 2 4S a (a) (a ) ( )a= + + = + 

و ارتفاع منشور1و5،2ي يك منشور، مثلثي به اضلاع قاعده مثال:� را به دو جزء چنان تقسيم1واحد واحد است. اين منشور

 كنيم كه از كنار هم قرار دادن اين دو جزء يك مكعب حاصل شود. قطر مكعب كدام است؟ مي

:حل�

مكعـباي موازي وجه مربع شـكل بگـذاريم، دو جـزء حاصـل تشـكيل مكعب بسازيم اگر از وسط يال دو صفحهكه براي آن

 دهند. مي

3 3a  قطر مكعب=

 كند، پس: راه حل دوم: چون از اين تغيير، حجم تغيير نمي

3 1 2 قطر   1 1 1 3 3
2

a ( ) a a×
= × = ⇒ = ⇒ = = 

 منشور منتظم:
مي منشور قائمي كه قاعده .شود هاي آن دو چندضلعي منتظم باشند، منشور منتظم ناميده

اگر يكي از وجوه جانبي ديگر لـوزي بـه زاويـه.و يك وجه جانبي آن نيز مربع است6مربعي به ضلع يك منشوريهقاعد:مثال�

؟باشد، حجم اين منشور كدام است°30

 حل:�

و لوزي را قاعده ABتوانمي،بر وجه لوزي شكل عمود است ABيال .منشور اختيار كردي را ارتفاع

10863066 =×°×= )sin(طولAB×مساحت لوزي=V

و زاويه6هاي جانبي منشور واحد است. طول يال4الاضلاع به ضلعي يك منشور مايل مثلث متساوي قاعده مثال:� هـاي يال واحد

 درجه است. حجم اين منشور كدام است؟60ي قاعده با صفحه

 حل:�

24 3 6 60 4 3 3 3 36
4

V Sin= × = × = 

a
a

2a

1

1
5

2

1

1 1

1
2

1
2

1

1 1
2 1

2

1

11

4

6

60°

A
6

B

6

30°6
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و همچنين زاويـه6و طول يال مايل آن3آنيهمايلي كه طول ضلع قاعديهالقاعد حجم منشور مربع:مثال� اي كـه وجـه باشد

 چقدر است؟باشد،30°سازد مايل با خط عمودي مي

 حل:�

( ) 3273063 2 =°×= cosV

:استوانه

از نظـر مفهـومي وقتـي.همنهشت هسـتنديهلعي، دو دايرهاي آن به جاي چندض استوانه شكلي فضايي شبيه منشور است كه قاعده

بييهتعداد اضلاع قاعد مي يك منشور منتظم به سمت .شود نهايت ميل كند، منشور به استوانه تبديل

به اگر محور استوانه يعني پاره را مي خطي كه مركزهاي دو قاعده غ هم وصل و در را قـائم يـر كند، بر قاعده عمـود باشـد، اسـتوانه

مي اين را مايل .نامند صورت آن

 استوانه قائم استوانه مايل

ميي از دوران يك مستطيل حول يكي از اضلاعش، يك استوانه .آيد قائم پديد

.قائم، محور استوانه همان ارتفاع استوانه استي تذكر: در استوانه

م را تشكيل مـي)سطحي(اي ساحت رويههمانند منشور، و كه اطراف استوانه و مجمـوع مسـاحت جـانبي دهـد، مسـاحت جـانبي

ميها مساحت .شودي دو قاعده، مساحت كل ناميده

و مساحت كل آن برابر است با:Rhπ2برابر است با:hو ارتفاعRي قائمي به شعاع قاعدهيهمساحت جانبي استوان:هتنك

R Rhπ + π22 2
اس:مثال�  مساحت سطح جانبي آن كدام است؟.استπ12:بابرابر3دواري به ارتفاعي توانهحجم

:حل�

π=××π=π= 123222 rh سطح جانبي⇒=⇒=⇒π=×π=π= 24123 222 rrrhrV

:ها مساحتيهاصل كاواليري دربار
دو هاي دو شكل بر روي يك خط قرار گرفته باشند، اگر هر خطي موازي قاعده فرض كنيد قاعده درهاي هـايي بـا قطعههاآن شكل

.ي آن دو شكل برابر استها مساحتهاي مساوي ايجاد كند، طول

و ارتفاع تذكر: از اصل كاواليري برابر بودن قاعده مي ها .شود ها نيز نتيجه

:ها اصل كاواليري درباره حجم
و صفحهد رااي كه قاعدهو شكل فضايي اي موازي با اين صفحه اگر هر صفحه.در نظر بگيريدهاي دو شكل در آن قرار گرفته باشند

را قطع مي و سطح مقطع كه يكي از اين دو شكل را نيز قطع كند آنها مساحتهاي حاصل داراي كند، ديگري گـاهي برابـر باشـند،

.حجم اين دو شكل برابر است

ارتفاع
B

6

3 3

30°
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و مساحت سطح مقطع مثلاً اگر قاعده اي موازي با اين صفحه هايي كه از برخورد هر صفحه هاي دو منشور در يك صفحه قرار گرفته

آن حاصل مي مي شود، برابر باشند، هـاي لذا طبق اصل كاواليري، اگر مساحت قاعده.گيريم، حجم اين دو منشور برابر است گاه نتيجه

.بود خواهدبرابرهاآن دو منشور هم ارتفاع برابر باشند، حجم

ق حجم استوانه:مثال� دو.اي برابر است القاعده متر است، با منشور مربع سانتي4آنيهطر قاعداي كه متـر سـانتي6اگر ارتفاع هر

)؟باشد، مساحت مربع چقدر است )/π = 3 14

و ارتفاع هر دو با هم برابر است لذا بايد مساحت قاعده،طبق اصل كاواليريحل:� .هايشان نيز با هم برابر باشد چون حجم

( ) 561242 2 /=π=π=مساحت مربع=مساحت دايره 

 هرم:
بهي هرم يك چندوجهي است كه همه .جز يكي در يك رأس مشتركند وجوه آن

و وجهيهاز هرم كه رأس هرم در آن قرار ندارد، قاعد وجهي هـاي جـانبي وجـه.شـوند هاي جانبي ناميده مـي هاي ديگر، وجه هرم

مييهخطي است كه از رأس هرم بر قاعد ارتفاع هرم پاره.تندهمواره به شكل مثلث هس .شود آن عمود

 هرم مثلثي هرم مربعي ضلعي هرم پنج هرم ناقص

Vبرابر است با:hو ارتفاعSيهنكته: حجم هرمي با مساحت قاعد S h= ×1
3

 هرم منتظم:
قيهقاعد اگر و پاي ارتفاع آن بر مركـز اعـده منطبـق باشـد، هـرم را منـتظم يك هرم چندضلعي منتظم باشد

را ارتفاع يكـي از ايـن مثلـث.الساقين متساوي هستند هاي متساوي وجوه جانبي هرم منتظم، مثلث.نامند مي هـا

).شود براي هرم غيرمنتظم سهم تعريف نمي(.نامند سهم هرم منتظم مي

2222 BKSBHKSH  = سهم+=−

:)ممنتظيهالقاعد هرم مثلث(نكاتي در مورد چهاروجهي منتظم
باشـد، احكـام زيـر درaهر يال چهاروجهي منتظميهاگر انداز.الاضلاع هستند مثلث متساوي،هاي چهاروجهي منتظم وجهيههم

.مورد آن صحيح است

يه) چهاروجهي داراي چهار ارتفاع مساوي به انداز1
3

6a
.گذرند است، كه از يك نقطه مي

a3) حجم اين چهاروجهي2 2
آن،12 مساحت جانبي

4
33 2a

a2و مساحت كل آن .است3

3آنيهاي كه ضلع قاعد القاعده مثال: حجم هرم منتظم مربع� ؟است، كدام است5و طول هر يال جانبي آن2

 حل:�

3
2

223223 =
×

=×= HB,BD

( ) 24423
3
1

3
1416925

2222 =×==⇒=⇒=−=−= ShVOHHBOBOH

O

C

A B

H
D

VV ′=

KH

S

سهم

C

A

D

B
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؟هاي جانبي چند درجه است رأس مثلثيهيزاو.آن استيهالقاعده، طول ارتفاع برابر نصف قطر قاعد در يك هرم منتظم مربع:مثال�

 حل:�

°=⇒==⇒== 60ÂADCDACHDHCAH

ضليـسانت7يـمنتظميهالقاعد ارتفـاع هرم مربع:مثال� و يك ؟متر استيـيال هرم چند سانت.متر استيـسانت8اشع قاعدهـمتر

 حل:�

9cm( ) 813249247
22 =⇒==⇒ يال=+=+== 24

2
8

82 aa

شش قاعده مثال:� و طول يال جانبي آن برابر1ضلعي منتظمي است به ضلعي يك هرم منتظم، واحد است. حجم اين هرم2واحد

 چند واحد مكعب است؟

1(22(33(34(3
2

 حل:�

2 2

2

2 1 3

1 1 3 36 3
3 4 2

h

( )V ( )

= − =

= × =

34SAدر هرم مربعي منتظم زير، مثال:� 5SHو=  . حجم اين هرم كدام است؟=

 حل:�

34 5SA , SH= =

2 2 2 34 25 9 3
3 6

S A H : AH SA SH AH
OH , AB

∆
= − = − = ⇒ =

⇒ = =
 

2 2 2 25 9 16 4SO H : SO SH OH SO
∆

= − = − = ⇒ =
21 6 4 48

3
) ( )= × 1مساحت قاعده×ارتفاع=

3
V  حجم هرم=)

يمثال:� وجهي منتظم، چند برابر اند. حجم اين هشت وجهي منتظم هاي يك هشت، رأسك مكعب، مركز تقارن هر وجه جانبيدر

(هشت  وجهي منتظم: دو هرم چهاروجهي منتظم در قاعده مشترك) حجم مكعب است؟

د طور همان حل:� ميكه هم FBCDEو ABCDEكنيد، دو هرمر شكل ملاحظه از قاعده به

يك چسبيده و به8اند را يي ارتفاع وارد بر قاعده اند كه اندازه وجود آورده وجهي منتظم

BCDE هر ها نصف طول ضلع مكعب يعني كدام از اين هرم در
2
aاست. اما براي پيدا كردن

يد مساحت قاعده را نيز پيدا كنيم كه با توجه به شكل زير، هر يك از اضلاع مربع حجم هرم با

به قاعده با استفاده از رابطه ميي فيثاغورس آيد: دست
 2 2 2

2 2
4 4 2

a a ax x= + ⇒ =

 هاي آن با هم برابرند، در نتيجه:ي يال وجهي ايجاد شده منتظم است. پس همهو چون هشت
2 3

2
وجهي هشت  

وجهي هشت  

 مكعــب

1 2 2
2 2

3 3 2 3 2 2 6
1
6

ABCDE
a a a aV V ( Sh) (x )( ) ( )( )

V

V

= = = = =

⇒ =

C

A

B

H

D

B
H

A

S

B

H

A

O

S

a 8

7

B

A

C

D

E

F

B

C

x

2
a

1
1 1

1

2



54

:هرم ناقص منتظم
و پاره كه دو قاعدهاي چند وجهي آن خط واصل بين مراكز دو قاعده، اش دو چندضلعي منتظم ارتفـاع

ميهرم ناقص باشد،  السـاقين هـاي متسـاوي وجوه جانبي هرم ناقص منتظم، ذوزنقه.شود منتظم ناميده

و ارتفاع يكي از اين ذوزنقه ميها، سهم متساوي هستند .شود هرم ناقص منتظم ناميده

وVاگر Sحجم ,S′و  ارتفاع يك هرم ناقص باشد، همواره براي هر نوع هرم ناقص داريم:hمساحت دو قاعده

( )V h S S SS′ ′= + +1
3

 چند نكته در مورد هرم:
.موازي با قاعده، يك چندضلعي است كه با قاعده متشابه استيهمقطع هرم با هر صفح:) قضيه1

ABCDE~EDCBA ′′′′′
م:) قضيه2 آنيههرم به مساحت قاعديهقطع موازي با قاعدنسبت مساحت هرم برابر است با مربع نسـبت فواصـل رأس هـرم از

و قاعده .مقطع

و سـطح مقطـعرا با صفحهSيهو سطح قاعدVاگر هرم با حجم اي به موازات قاعده قطع كنـيم

 باشد داريم:′Vو حجم متناظر با آن′Sدست آمدههب

33

2







 ′

=






 ′
=
′







 ′

=
′

OH
HO

S
S

V
V

OH
HO

S
S

مييهاي موازي قاعده كه از وسط ارتفاع نظير قاعدرا با صفحهV هرمي با حجم:مثال� حجـم هـرم.دهـيم مـي گذرد، قطع هرم

 چقدر است؟ناقص 

 حل:�

VVV
8
7

⇒′=⇒حجم هرم ناقص=−′=





=

′
VV

V
V

8
1

2
1 3

بهيهاگر دو سطح قاعد:مثال� ه سانتي18و27ترتيب يك هرم ناقص و ارتفاع يهمتـر باشـد، فاصـل سانتي12رم اصلي، متر مربع

؟متر است كوچكتر از رأس هرم چند سانتييهقاعد

 حل:�

64
27
18

12
=′⇒=

′
=

′
AO

S
SAO

آن3 1باشد،cوa،b) حجم هرمي كه طول سه يال همرس
آن حجم متوازي6 .باشدcوa،b السطوحي است كه سه يال همـرس

OABCVالسطوح حجم متوازي = 1
6

O

D

CB

A H
E

H ′
C′

A ′
B′

D′
E′

A

O

A′

C

O A

B

h

S′

S



55

م:مثال�  است؟كل چه كسري از حجمAMLKحجم هرم.هاي سه يال هستند وسطK,L,Mكعب شكل مقابل در

 حل:�

ــربعحجم كل  م
1 1 1 1
3 3 2 6ABCD ABDV S h S h= × × = × × =

48
1

6
1

8
1

8
1

8
1

4
1

2
1

3

=





==⇒

=⇒











=⇒=










 ′
=

∆∆

ABCDAMLK

ABCD
AMLK

BCDMLK

ABCD
AMLK

VV

V
V

SSBDML

S
S

V
V

 مخروط:
بهيهمخروط شكلي فضايي شبيه هرم است كه قاعد يـكيهاز نظر مفهومي اگر تعداد اضلاع قاعد.دايره است،جاي چندضلعي آن

مي هرم منتظم به سمت بي .شود نهايت ميل كند، هرم به مخروط تبديل

را به مركز داير پاره مييهخطي كه رأس مخروط اگر محور بر قاعده عمود باشـد، مخـروط.كند، محور قاعده نام دارد قاعده وصل

و در غير اين مي قائم .شود صورت مايل ناميده

حو از دوران يك مثلث قائم ميالزاويه وتر مثلث اصطلاحاً مولـد ايـن مخـروط قـائم.آيدل يك ضلع قائمش يك مخروط قائم پديد

 شود.ميناميده 

hrVبرابر است با:hو ارتفاعrيهنكته: حجم مخروطي با شعاع قاعد 2
3
1
π=

Sمحيط قاعده× مولد=rLπبرابر است با:Lو مساحت جانبي مخروط قائم با مولدي به طول = 1
2

شمثال:� را با صفحه6و ارتفاع3عاع قاعده مخروطي به و به فاصله واحد دهـيم. واحد از آن، قطع مـي4اي موازي صفحه قاعده

 حجم مخروط جدا شده كدام است؟

 حل:�

3 2
ل  ك  

ل ك

2 1 1 1 1 23 6
6 27 27 27 3 3

V ( ) V V ( )
V

π
= = ⇒ = = × π × = 

ك.ايماي محاط كرده است، كره4و ارتفاعش3اش در مخروط دواري كه شعاع قاعده:مثال� ؟دام استشعاع اين كره

 حل:�

( )
2
344 22222 =⇒+=−⇒+= xxxABOBOA:در مثلث قائم الزاويهOAB∆

مييشهارا حول يكي از ضلع4الاضلاعي به ضلع مثلث متساوي:مثال� ؟حجم حاصل چقدر است.دهيم دوران

م(هايشان الزاويه حول يكي از ضلع توان فرض كرد دو مثلث قائمميحل:� )الاضلاع ثلث متساويارتفاع

و دو مخروط به .اند وجود آورده دوران كرده

212 2 2 3 2 16
2 3
aDO V ( )= = ⇒ = × π × = π===⇒= 32

2
3

4 ,AOaha

MD

K

C

A

B

L

A

B
3

3
x xo

2

حجم كلحجم كل

6

3

4

2

D

4

o

A
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AOBˆدر شكل مقابل:مثال� = OAاگر.است°60 = 4 ؟باشد، حجم مخروط كدام است3

 حل:�

( ) π=×π=π=

=°===×=°==⇒=

24632
3
1

3
1

32606
2
3346034

22hrV

cosOAOBr,sinOAABhOA

قا5ي قائم به ارتفاع از داخل يك استوانهمثال:� را خارج كرده واحد، بزرگ2ي عدهو شعاع از ترين مخروط ممكن اند. شكلي كه

مي1يي مخروط به فاصلهاي موازي قاعده مانده را با صفحه استوانه باقي  مقطع حاصل كدام است؟دهيم. مساحت واحد از آن قطع

 حل:�

4 8
2 5 2 5

AH r r r
AO

= ⇒ = ⇒ =

2 2
مقطع   

8 64 362 4 1 44
5 25 25

S ( ) ( ) /π
= π − π = π − π = = π

ق :ائممخروط ناقص
مي قائمي از دوران ذوزنقه و الزاويه حول ساق قائمش، مخروط ناقص قائم پديد آيد، ساق مايل ذوزنقه، مولـد، سـاق قـائم، ارتفـاع

مي هاي قاعده هاي ذوزنقه شعاع قاعده .باشند هاي مخروط ناقص قائم

Sهاي نكته: حجم هر نوع مخروط ناقص قائم با سطح قاعده ,S′و ارتفاعhبا: برابر است
 

V h(S S SS )′ ′= + +1
3

شش،در مخروط ناقص قائمي:مثال� مي هرم ناقص ؟كدام استهاآن هاي نسبت حجم.كنيم پهلويي محاط

 حل:�

را هاي قاعده اگر شعاع RRهاي مخروط ناقص را′, :بگيريمhو ارتفاع آن

2
2

33
2

306 RcosRR =
°

Rاي به شعاعط در دايرهضلعي محا مساحت شش=×

V′=و حجم هرم ناقصV=حجم مخروط ناقص

π
=

′π+′π+π

′
+′+

=
′+′+

′+′+
=

′
2

332
33

2
33

2
33

3
1

3
1

22

22

1111 RRRR

RRRR

)SSSS(h

)SSSS(h

V
V

آن هاي رأس آن برابر است با مربع نسبت فاصلهيهمخروط به مساحت قاعديهنسبت مساحت هر مقطع موازي با قاعد:نكته مخـروط از

و قاعد .مخروطيهمقطع

كـهاي به موازات قاعده قطع كنيم، به طوريرا با صفحهSيهو سطح قاعدVاگر مخروط با حجم

ب  باشد، داريم:′Sدست آمدههسطح مقطع

2 3 3S OH V S OH( ) ( ) ( )
S OH V OHS
′ ′ ′ ′ ′
= = = 

 كره:
مييهاين فاصل.يك فاصله باشند كره مكان هندسي نقاطي از فضا است كه از يك نقطه ثابت به نام مركز به .نامند ثابت را شعاع كره

را قطـر كـره هر پاره و وتري كه از مركز كـره بگـذرد را وتر كره مي نامند خطي كه دو سر آن روي كره باشد

مي.نامند مي مقطع هر صفحه با كـره.آيد كره يك سطح دوار است كه از دوران يك نيم دايره حول قطرش پديد

، شعاع دايره مقطع برابر است با:باشدRو شعاع كره،xمركز كره از صفحهيهاگر فاصل.ه استيك داير

2 2r R x= −

S

S′
h

Rx
r

A

BO
�06

o 2

A

H r

O

H′

H
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از:1نكته .استABاي به قطر به زاويه قائمه ديده شود، كرهABخط ثابت پارههاآن مكان هندسي نقاطي از فضا كه از هر يك

3برابر است با:Rعاي به شعا : حجم كره2 نكته
3
4 RV π=

24و مساحت آن برابر است با: RS π=

واحد از صفحه مماس چقـدر2اي به فاصله مساحت مقطع آن با صفحه.اي مماس است واحد بر صفحه6اي به شعاع كره:مثال�

؟است

 حل:�

π=−π=π= 2046 222 )(rS

 ترين مكعب درون يك كره چه نسبتي از حجم آن كره است؟ حجم بزرگ مثال:�

1(3
2π

2(2 2
3π

3(3 2
4π

4(2 3
3π

 حل:�

3

 مكعــب

ه3 ر ك  

3 2

2 8
3 23 3

4 4 3
3 3

a R

R
V

V R

=

 
 
 = = =

π ππ

چه اط شده است. بيشينهمح48πاي قائم با سطح جانبي واحد، استوانه5در داخل يك كره به شعاع مثال:�  قدر است؟ حجم اين استوانه

 حل:�

5Rشعاع كره =

24
2 48 24S r h rh h

r
= π × = π ⇒ = ⇒  سطح جانبي استوانه=

2
225

4
h r=  : در مثلث هاشور خورده+

2
2

224 2
2 2

2
25

4

24
2425 25

4 4

h
r

h r

( ) ( )r r r
r

=

= +

→ = + ⇒ = +

2 2 4 2 2 2 2
2

2 2
2

2 2

14425 25 144 25 144 0

9 9 8 9 8 72
25 144 0

16 16 6 16 6 96

r r r (r ) r r t
r

t r ,h V r h
t t

t r ,h V r h

⇒ = + ⇒ = + ⇒ − + = ⇒ =

= = = ⇒ = π = π× × = π− + = ⇒ 
= = = ⇒ = π = π× × = π

آن واحد كه قطر خارجي دهانه3كره، به ضخامت يكنواخت است به شكل نيمظرفي مثال:� واحد اسـت. سـطح كـل ايـن16ي

 است؟πظرف چند برابر 

1(208 2(212 3(215 4(217 

 حل:�

2 2 2 2
ل  ك  

1 4 8 4 5 8 5 128 50 39 217
2

S ( ( ) ( ) ) ( )= π + π + π − = π + π + π = π

6
4

r

2
h

h
5

r

5 8


