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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  :مرجع 

  دكتر  شيد فر ترجمه  –اروين كرزينگ  –رياضي مهندسي پيشرفته 

  : فصل ها 

  آناليز فوريه : فصل اول 

  توابع مختلط: فصل دوم 

  نگاشت ها : فصل سوم 

  دنباله ها و سري ها : فصل چهارم 

  انتگرال مختلط : فصل پنجم 

  معادلات با مشتقات جزئي : فصل ششم 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  آناليز فوريه: فصل اول 

  : در اين فصل گفته مي شود 

 يادآوري -

 قضيه دريكله  -

 سري فوريه   -

 بسط زوج و فرد     

 فرم مختلط سري فوريه     

 انتگرال فوريه     

 تبديل فوريه  -

  خواص تبديل فوريه   

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

 

  

3



 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  آناليز فوريه:فصل اول 

  يادآوري 

  :روابط مثلثاتي 

sin( ± ) = sin cos ± sin coscos(α± β) = cos α cos β± sin α sin β  

  

sin ± sin = 2 sin ±
2 	cos ±

2cos p + cos q	 = 2 cos p + q
2 cos p − q

2cos p − cos q = −2 sin p + q
2 sin p − q

2

 

  sin cos = 1
2 sin( + ) + sin( − )]cos a cos b = 1
2 cos(a + b) + cos(a − b)]sin a sin b = − 1
2 cos(a + b) − cos(a − b)] 

  sin2 α = 1 − cos 2α
2cos2 α = 1 + cos 2α
2

 

  

  

  :تناوب 

  را متناوب گويند اگر  f(t)تابع 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 ∀		t ∈ 	 → t + t ∈ Df(t + T) = f(t)  

  : مثال 

  دوره تناوب توابع زير را تعيين كنيد 

  

1) sin 0 	 											 = 2
0
 

2) |cos 0 |											 =
0
 

  

  

  

  :گرال جزء به جزء انت

( ) =  +  = −  

  

sin = sin
2 − cos +x2 sin αx	dx = 2x

α2 sin αx + ( 2a3 − x2a ) cos +  

  

cos 	 = cos
2 + sin +x2 cos ax	dx = 2xa2 cos ax + x2a − 2a3 sinax + c 

  : تابع فرد و زوج 

|cos 0 | 
2 0

                       2 0
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

x	∀  تابعي را زوج گويند هر گاه  ∈ D → −x ∈ Df(x) = f(−x)  

x		∀  تابعي را فرد گويند هر گاه  ∈ D → −x ∈ Df(x) = −f(−x)  

 تابع زوج  = تابع فرد  × تابع فرد 

تابع فرد   = تابع فرد  × تابع زوج   

 تابع زوج  = تابع زوج  × تابع زوج 

تابع	فرد = 0
2

2

	تابع	زوج = 2 2		تابع	زوج

0

2–2

 

  

sin nx cosmx	dx = 0
π

 

sinmx sin nx	dx = 	 0										n ≠ m											n = m 

  : پيوسته تكه اي 

وار گفته مي شود هرگاه بتوان اين بازه را به تعداد متناهي زير بازه متكه اي ه {a,b}در بازه  f(x)تابع 

  . در هر يك از آنها پيوسته باشد  f(x)تقسيم كرد ، بطوري كه 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  

  

  

  داراي حد نيست cدر نقطه 

  

  

  

  

  

  : قضيه دريكله 

برابر    x0در نقطه   f(x)پيوسته تكه اي باشد ، آنگاه داراي سري فوريه مي باشد و مقدار تابع  f(x)اگر تابع 

  است با 

  پيوسته باشد  x0در  f(x)اگر 

  پيوسته نباشد  x0در  f(x)اگر 

  

  :شرايط دريكله 

  داراي سري فوريه باشد  f(x)براي آنكه تابع 

b                                                          a 

                                                 

b                 c                                      a 

                                                 

b                                                          a 

                                                 

( )| 0 = ( 0)( 0 ) + ( 0 )
2
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  دمتناوب باش - 1

 گرال آن در يك دوره محدود باشد انت - 2

 پيوسته باشد  - 3

ممكن است تابعي شرايط . شرايط دريكله ، شرايط كافي براي داشتن سري فوريه هستند نه شرايط لازم 

  . دريكله را نداشته باشد ولي سري فوريه داشته باشد 

  : سري فوريه 

بصورت زير  cosو  sinرا مي توان بر حسب توابع  f(t)باشد ، آنگاه  tتابعي متناوب با دوره تناوب  f(t)اگر 

  : نوشت 

  : 1تعريف 

( ) = 0 + a cos 2πT nt + b sin 2πT nt∞

1
 

0 = 1T f(t)dt 
a = 2T f(t) cos 2πT nt	dt												b = 2T f(t)sin 2πT nt	dt 

  

   2تعريف 

( ) = a0
2 + a cos 2πT nt + b sin 2πT nt∞

1
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 = 2 ( ) cos 2 	 				  

= 2 ( ) 2 	  

0 = 2 ( )  

  تابعي زوج باشد آنگاه  f(t)اگر 

= 2 ( ) cos 2 	 = 4 ( ) cos 2 	 			2

0
			2

2

 

= 2 ( ) sin 2 	 = 0			2

2

 

  تابع فرد

  تابعي فرد باشد آنگاه  f(t)اگر 

= 2 ( ) cos 2 	 = 0			2

2

 

 تابعي فرد

= 2 ( ) sin 2 	 = 4 ( ) sin 2 	 			2

0
			2

2

 

  

  :مثال 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

)مقدار تابع  ) = 0																					 < 2

1																							 > 2

  .تعيين كنيد 2را به كمك بسط فوريه در نقطه  

X :حل =   نقطه ناپيوسته است لذا  	2

2 = 2 ( 2 )
2 = 0 1

2 = 1
2  

  : مثال 

  را به دست آوريد f(t) سري فوريه تابع 

( ) = 														0 ≤ < 1
2 − 							1 ≤ < 2 

  

  

  

  bn=0                                                                 T=2زوج است بنابراين  f(t)تابع 

= 2T f(t) cos 2πT nt	dt = 	 22 t cos πnt	dt +	 (2 − t)2

1
cos πnt1

0
 

t	cosnπt	dt = 	 cos nπt(nπ)2 + t	sinnπtnπ   =1
0

  
cos − 1( )2

1

0
 

t	cos	nπt	dt = 	 cos nπt	(nπ)2 + t sin n	πt	nπ2

1
= 1 − cosnπ(nπ)2

2

1
 

F(T+2)=f(t) 

2     1         1-  2- 

1
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 → = cosnπ − 1(nπ)2 + 2nπ sinnπt − 1 − cosnπ(nπ)2

2

1
 

→ = 2 cos nπ − 2(nπ)2 = 2(nπ)2 (−1) − 1] = 2(nπ)4−	زوج											0 	فرد				  

f(t) = 1
2 − 4

π2
1(2k − 1)2 cos	(2k − 1)πt∞

1
 

0 = 2 tdt + 2 (2 − t)dt = 1
2 + 4 − 2 − 2 + 1

2 = 11
0

1
0  

       

  :مثال 

 را بدست آوريد b2و  a2ضرايب  2πبا دوره تناوب  f(t)براي تابع 

( ) sin 2 										 − < < 2 			,					0 < <
0																																															 − 2 < < 0

  

  

  

  

  

  نه فرد نه زوج 

               π        3π
4        π

2        π
4                                     −π

2     3π
4    −π  
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

2 = 2
2π ( sin 2tcos 2π

2π × 2t	dt + sin 2t	cos 2π
2π × 2tdt	π

0

π
2

π
) 

= 1 ( 1
2 sin 4t	dt + 1

2 sin 4t	dt) = 1
π
(− 1

8 cos4t π
2

π

π
2

π

π
2

π
 

−1
8 cos4t	 ) = 1

π
(− 1

8) − 1
8) − 1

8 − (− 1
8)) = 0

π
2

π
 

b2 = 2
2π ( sin 2t	sin 2π

2π × 2t	dt +	 sin2t	sinπ

0

π
2

π

2π
2π 	× 2t	dt) 

b2 = 1
π
( sin2 2t	dt +	 sin22t	dt) =π

0

π
2

π

1
π
	( 1 − cos 4t

2 dtπ
2

π
 

+ 1 − cos 4t
2 dt) = 1 (t2 − sin4t

8 00
 

= 1 −
4 + 2 + 2 − 0 = 3

4 

  :نكته 

براي توابع سينوسي و كسينوسي با ضرايب صحيح با تبديلات زير مي توان ضرايب سري فوريه را به راحتي 

  بدست آورد 

sin2 at = 1 − cos 2at
2 						a ∈ N 

cos2 at = 1 + cos 2at
2 						a ∈ N 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  :مثال

  ضرايب سري فوريه تابع زير را تعيين كنيد 

( ) = (sin + 2 )2																								 ( + 2 ) = ( ) 
( ) = sin2 + 22 + 2 sin cos 2  

( ) = 1 − 2
2 + 1 + 4

2 + 3 −  

( ) = 1 − − 1
2 2 + 3 + 1

2 4  

  

  

  : تحاد پارسوال ا

  باشد و در شرايط قضيه دريكله صدق كند آنگاه داريم  Tتابعي متناوب با دوره تناوب  f(t)اگر 

2
π

2 ( ) = ( 0
2 )2 + ( 2 + 2)∞

1
 

  . گرال گيري بدست مي آيد به اين اتحاد ، اتحاد پارسوال گويند در خودش و انت f(t)اثبات از   ضرب *

  : مثال 

  . براي تابع زير درستي اتحاد پارسوال را نشان دهيد 

f(t)=sin t 

A4                                     b3                                a2              b1          0
2 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

2 2( ) = 2
2π sin2 = 1

π

1 − 2
2

2π

0

2π

0
 

= 1
π
(t2 − 1

4 sin 2t	 = 1																	a1
2

2π

0
= 1						 

  

  : بسط زوج و فرد 

  تعريف شده باشد  {0,2}در بازه f(t)فرض كنيد تابع 

}چنانچه تابع را در فاصله  –الف  2 }  طوري تعريف كنيم كه تابع حاصله در بازه  { 0,	 2 , زوج شود {2

و سپس سري فوريه اين تابع را بنويسيم، اصطلاحاً سري فوريه كسينوسي تابع اصلي ) بسط زوج نيم دامنه(

  . نوشته شده است 

( ) = 0
2 + cos 2∞

1
 

0 = 2 × 2 f(t)dt																	a = 2 × 2T f(t) cos 2πT nt	dt2

0

2

0
 

  

  

  

  

  

     2 		                                             2              

f(t) 
f(t) 

t 

t 2  

 تعريف شده است {0,2}در بازه  f(t)تابع  f(t)تابعزوجگسترش 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

}چنانچه تابع را در فاصله ) ب 2 }طوري تعريف كنيم كه تابع حاصله در بازه  { 0,	 2 , فرد شود  {2

و سپس سري فوريه اين تابع را بنويسيم ، اصطلاحاً سري فوريه سينوسي تابع اصلي نوشته   )گسترش فرد (

  . شده و بدست مي آيد 

( ) = sin 2
∞

1
 

= 2 × 2T f(t) sin 2πT nt dt					2

0
 

  

  

  

  

  

  

  

  :مثال

=را با تناوب  g(x)=x2سري فوريه تابع  −در فاصله  2 <   .بدست آوريد  >

( ) = 4 ( 1) 1 = 4 ( − 2
2 + 3

3 ±⋯)
00

 

=4(-cos x +
2

4 − 3
9 +⋯ = − + 2

40  

     2 					                                                       2    

f(t) 
f(t) 

t 

t 2  

 تعريف شده است {0,2}در بازه f(t)تابع  f(t)گسترش فرد تابع
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 −cos 3x

9 +⋯] − (−1 + 1
4 − 1

9 +⋯)] 
= 4 1 − 1

22 + 1
32 −⋯ − + 2

22 − 3
32 ±⋯  

  . قرار دهيم  x=2اگر 

2

4 = 4 1 − 1
22 + 1

32 −⋯ − 0 − 1
4 − 0 + 1

16 +⋯  

⇒ 2

16 = 1 − 1
22 + 1

32 −⋯ − 1
4 (1 − 1

22 + 1
32 −⋯) ⇒ 

1 − 1
22 + 1

32 −⋯ = 2

12 ⇒ g(x) = 4(π2

12 − cosx + cos2x
4 −⋯) 

 

  : فرم مختلط سري فوريه 

  با استفاده از فرمولهاي اويلر ، سري فوريه را مي توان بصورت مختلط نوشت 

θ = θ + θ

2 													sin θ = θ + θ

2i  

( ) = 2 				∞

∞

																	 = 1T f(t)e 2π 	  

=  :  و  بر حسب   += ( − ) 
= 1

2 (a − ib ) 
  :اثبات 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 = 1T f(t)e 2 dt = 1T f(t) cos −2πT nt dt 

− 1 ( ) sin 2 = 1
2 − 2  

1
2 (a + ib ) 

  :خواص سري فوريه مختلط

  : باشد ، داريم  g(x)و  f(x)به ترتيب ضرايب سري فوريه  dnو   cnدر سري فوريه به فرم مختلط ؛ اگر 

( − ) ↔ 2
 

2 ( ) ↔ c  (− ) ↔  

( ) ( − ) ↔  

( ) ( ) ↔ ∞

∞

 

( ) ↔ 2
 

( 0 = (با	شرط	0 ( ) ↔ 2∞
 

  :قضيه پارسوال براي سري فوريه مختلط بصورت زير بيان مي شود 

2T f 2(t)dt = |c |2∞

∞
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  : مثال 

−در بازه  f(x)=exسري فوريه مختلط  <   . را بدست آوريد  >

= 1T f( )e 2 dx = 1
2π e e dx =π

π
 

1
2

1(1 − in) e( 1 ) = 1
2π

1
1 − in × 1 + in

1 + in (e(1 )π − e (1 )π)π

π
 

= 1
2π . 1 + in

1 + n2 eπ(cosnπ− i	sin	nπ) − e π(cosnπ + i	sinnπ)  

= 1
2π . 1 + in

1 + n2 (−1) − (−1) = (−1)
π

. 1 + in
1 + n2 sinhπ 

  :مثال 

=f(x)سري فوريه مختلط تابع 
0در بازه  1 < < ∑بصورت  4 c e 2π

π
4∞

حاصل . مي باشد  ∞ ∑ |c |2∞
  را بدست آوريد  ∞

  : طبق رابطه پارسوال داريم 

1T f 2(t)dt = |c |2∞

∞

 

→ |c |2 = 1
π
4

( 1cos x)2dt = 4
π
tanx = 4

π

π
4

0

π
4

0

∞

∞

 

  

  : گرال فوريه انت
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+و∞−(رفتار يك تابع غير تناوبي كه در فاصله  تعريف شده است را نمي توان از طريق يك ) ∞

+و∞−(در فاصله  f(x)اما اگر . سري فوريه توصيف نموده مطلقاً انتگرال پذير باشد يعني ) ∞ |f(x)|dx < ∞
∞
∞

ملات سينوسي و كسينوسي را مي توان در قالب يك بيان انتگرالي از ج f(x)، آنگاه 

  : گرال فوريه تابع مرسوم است به فرم زير نوشت كه به انت

( ) = ( ( ) + ( ) )∞

0a(ω) = 1
π

f(t) cosωt	dt	∞

∞b(ω) = 1
π

f(t) sinωt	dt∞

∞

 

  تابعي زوج باشد آنگاه  f(t)اگر 

( ) = 2 ( ) cos 	 													 ( ) = 0
∞

0
 

  تابعي زوج باشد آنگاه  f(t)اگر 

( ) = 0										 ( ) = 2 ( ) sin 	 				∞

0
 

  : گرال فوريه بصورت زير بيان مي شود تساوي پارسوال براي انت

1
π

f 2(t)dt = (a2(ω) + b2(ω))dω∞

0

∞

∞
 

,0)تابعي پيوسته تكه اي در بازه  f(t)اگر  بوده و در اين فاصله مطلقاً انتگرال پذير  (∞−

)باشد |f(t)|dt∞

∞
< ∞)			  

,∞−)را در بازه  f(t)مي توان  –الف  بصورت زوج گسترش داده و انتگرال فوريه تابع حاصله را كه  (0

  : ناميده مي شود ، بصورت زير نوشت  f(t)انتگرال فوريه كسينوسي 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

 ( ) = ( )∞
0 											 ( ) = 2 ( )∞

0  

,∞−)را در بازه  f(t)مي توان   -ب بصورت فرد گسترش داده و انتگرال فوريه تابع حاصله را كه انتگرال  (0

  :ناميده مي شود ، بصورت زير نوشت  f(t)فوريه سينوسي 

( ) = ( )∞

0
											 ( ) = 2 ( )∞

0
 

  : مثال 

dω	a(ω)cosωt اگر = 2	 					 | | < 2
0											| | < 2 		∞

  .را بدست آوريد a(ω)باشد ،  0

  . زوج است f(t)چون 

( ) = 2 ( )∞

0
 

( ) = 2 1
2 	 	 = 1

2 (cos(1 + ) + cos	(1 − ) )2

0

∞

0
 

= 1
2π (sin(1 + ω) t

1 +ω + sin(1 −ω) t
1 −ω = 1

2 (cos 2
1 + + cos 2

1 −π
2

0
) 

= 1
2π cosωπ2 . 2

1 −ω2 = cosωπ2
π(1 −ω2) 

  : مثال 

)اگر  ) = ( )∞
0 2باشد آنگاه انتگرال فوريه  	 (   بود ؟به چه صورت خواهد  (

( ) 2 ( ) cos 	 													 ( ) = 2 ( ) × (− )∞

0

∞

0
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2 ( )dω2 = 2
π

f(t) × (−t) × tcosωtdt →∞

0
 

2 ( )dω2 = 2
π

t2f(t)cosωtdt∞

0
 

  بنابراين 

2f(t) = −d2a(ω)dω2 cosωtdω∞

0
	 

  : تبديل فوريه 

مطلقاً انتگرال پذير باشد ، داراي تبديل فوريه است كه (∞,∞−)تابعي تكه اي هموار و دربازه  f(t)اگر 

  : بصورت زير تعريف مي شود 

  : 1تعريف 

( ) = ( ) = 1√2
( )∞

∞( ) = 1 ( ) = 1√2
( )∞

∞

 

  : 2تعريف 

( ) = ( )∞

∞( ) = 1
2 ( )∞

∞

 

  : مثال 

  :تبديل فوريه فوريه توابع زير را بيابيد 
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 ( ) = 0													 < 0						 > 0 

( ) = ( )∞

∞
 

= e e dx = e ( ) dx = −1k + iω e ( ) =∞
0

∞

0

∞

0
 

1k + iω = k − iωk2 +ω2 

2)	f(t) = u(t − a) = 1							t >
0									t < 	 

F(ω) = f(t)e dt∞

∞
= 1e dt = −1iω e∞ ∞

 

= iω  

  :خواص تبديل فوريه 

  خطي بودن - 1

1 ( ) + 2 ( ) = 1 ( ) + 2 ( ) 
  مشتق   - 2

( )( ) = ( ) ( )  

  قضيه انتگرال - 3

( )
∞

= 1 ( ) + (0) ( ) 
	كه ( ) = ∞						 = 0

0					 ≠ 0  
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  شيفت زماني - 4

( − ) = ( ) 
  شيفت فركانسي - 5

( ) = ( − ) 
  :قضيه مشتق گيري از تبديل فوريه - 6

( ) = ( )
 

  كانولوشن- 7

( ) ∗ ( ) = ( ) ( − )∞

∞
 

F(f*g)=F(ω).G(ω) 

  :ر مقياستغي- 8

( ) = 1| | ( ) 
  :پارسوال- 9

f 2(x)dx = 1
2π |f(w)|2dω∞

∞

∞

∞
 

  :نكته 

  .تابعي حقيقي و زوج باشد ، تبديل فوريه آن حقيقي و زوج خواهد بود  f(x)اگر 

  .خواهد بود  فردو  موهومي محضباشد ، تبديل فوريه آن  فردتابعي حقيقي و  f(x)اگر 
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  :مثال 

  .را بدست آوريد  xe-ixf(x)بناميم ، حاصل تبديل فوريه  f(w)را f(x)اگر تبديل فوريه 

  : راه اول 

 f{e-ixf(x)}=f(ω+1) : شيفت زماني 

f{x×e-ixf(x)}=i :مشتق گيري  ( ) = ( + 1) 
  :راه دوم 

( ) = ( ) → ( ) =∞

∞
−ixf(x) 				ω	به	طرفين	از	مشتق	∞

∞
 

( ) = ( )  

  :قرارا مي دهيم  ω ،ω+1به جاي 

( + 1) = ( ) ( 1) → ( + 1) = ( ) 	 
  

  :تابع ضربه 

  :بصورت زير تعريف مي شود  δ(t)تابع ضربه 

( ) = 									تعريف	نشده = 0
0																								 ≠ 0	 												 ( ) = ( )

∞ ́ (t) = δ(t)  

( ) = 1

1 = 2πδ(ω) 

 تبديل فوريه

 تابع
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  موفق باشيد

  احسائيان

25



 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان .......................................................................... مودفصل  -رياضيات مهندسي
 

  توابع مختلط:فصل دوم
  

  

  :شود در اين فصل گفته مي

  يادآوري -

  نواحي در صفحه -

  مشتق توابع مختلط - حد توابع مختلط -

  تابع تحليلي -

  ريمان -قضيه كوشي -

  تابع همساز -

  توابع مقدماتي -

  تابع نمايي -

  مثلثاتي و هذلوليتابع  -

  تابع لگاريتمي و توان عمومي -
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  :تلطيادآوري از اعداد مخ

 Z=x+i.y            2   = -1 

 

1 + 2= 1 + 2 + . ( 1 + 2) 
1. 2=( 1 + 1)(	 2 + 2)=	 1 2- 1 2+i(	 1 2+ 2 1) 

مزدوج       ̅=x-iy 

اندازه        | |= 2 + 2 

  :اندازه و مزدوجخواص 

1- ( 1 ± 2) = 1 + 2       2-    1 2= 1.	 2 

3-| 1 2| = | 1|| 2|             4-  1

2
= | 1|| 2| 

5-   1

2
	= 1

2
                      6-  | |=| ̅| 

7- z. ̅ = | |2                     8-| 1 + 2| ≤ | 1| + | 2| 
  :فرم قطبي اعداد مختلط
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Z=x+iy=r  
 = 2 + 2= 1   

                                                      ==     

 

1 2= 1 2
( 1 2)            

     =   
 

 

  :ام اعدادمختلطnريشه 

ام آن از رابطه زير قابل nريشه هاي ,باشد  z=rريشه است بطوريكه اگر  nهر عدد مختلط داراي 
  :محاسبه است

√ =√  
2

      k=0,....,n-1 

 

  :مثال

  .را بدست آوريد i-1=0-5جواب معادله 

5=i+1 →	 5=√2. 4  → z= √25 2 4
5    k=0,....,4 

  :در صفحه مختلط نواحي

|عبارت است از  0 و zفاصله بين دو نقطه  − z0|, بنابراين دايره به شعاعε  را به صورت زير 0 و مركز
;  .نمايش مي دهيم ∈ ℂ, | − z0| = ε  

28



 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان .......................................................................... مودفصل  -رياضيات مهندسي
 

|و نامساوي   − z0| چنين ناحيه اي را قرص دايره اي باز و  .نقاط دروني دايره فوق رانشان مي دهد,>
|  		εنامساوي − z0| قرص .كه شامل نقاط دروني و خود دايره است را قرص دايره اي بسته  مي ناميم≥
)شود وآنرا با  نيز ناميده مي0همسايگي از εباز يك  )  .نشان مي دهيم(0 0)= ; ℂ, | − z0| <  

|نامساوي  − z0| 1نقاط بيروني دايره و  < < | − z0| < ε2  ناحيه بين دو دايره متحدالمركز به
 .را نشان ميدهد كه به آن طوق باز مي گوييمε2	و  1شعاع هاي 

  

                                                       

 

                                                                              | − z0| ≤ 		                   | − z0| =  

 

 

 اگر يك .گوييمSرا يك نقطه داخلي  z0ϵ	.باشدȻمجموعه اي از نقاط در صفحه مختلط  Sفرض كنيد 
مي گوييم  Sرا يك نقطه خارجي  z1و نقطه  ε(z0)Sوجود داشته باشد به طوريكه  z0همسايگي از 

2نقطه   ⊂ Ȼ-S	ε(z1) يافت شود بطوريكه  z1همسايگي از اگر يك  ∈ c  را يك نقطه مرزيs  مي
  .نه نقطه داخلي باشد و نه نقطه خارجي آن 2ناميم اگر 

  

 

                             

 

 

 

  نقطه خارجي :3نقطه مرزي          :2نقطه داخلي     :1

0 0

 

 s 
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رامجموعه باز مي گوييم اگر هرنقطه متعلق به آن  Sمجموعه .مي ناميم Sرا مرز  sمجموعه كليه نقاط مرزي 
را مجموعه مجموعه بسته گوييم اگر علاوه بر نقاط داخلي شامل نقاط  S يك نقطه داخلي باشد و مجموعه ,

را كراندار ناميم اگر  S مجموعه ).را بسته گوئيم هرگاه مكمل آ باز باشد S مجموعه .(مرزي خود نيز باشد

|z|داشته باشيم  zوجود داشته باشد به قسمي كه براي هر  <0Nعدد حقيقي  < 

 

  

    

  

  

  

اگر هر دونقطه دلخواه آن را بتوان بوسيله يك خط شكسته به هم وصل كرد ,را همبند گوئيم  Sمجموعه باز 
 Sرا همبند ساده گوييم اگر هر منحني بسته واقع در  Sمجموعه .باشد Sبطوريكه تمام نقاط آن درون 

  .واقع باشد Sرابتوان در يك نقطه منقبض كرد كه ضمن انقباض هموار در 

  

  

  

  

  

  :حد توابع مختلط

در اين صورت .تعريف شده باشد0بجز احتمالا خود ,0در همه نقاط همسايگي  f فرض كنيدتابع  lim → 0 	f(z) = ε	∀  :هرگاه شرط زير برقرار باشد,مي باشد 0 > 0	; 	∃ > 0  ; 0< | − z0| <   | ( ) − 0| <   

s

كران دار نيست

 همبند مركب همبند ساده
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=zرا در  f(z)و تابع  →lim  :پيوسته گوئيم هرگاه 0 0
= f(z) 

  .حد يك تابع در صورت وجود منحصر به فرد مي باشد

 :مثال

  .حد توابع زير را درصورت وجود تعيين كنيد

lim →0
| |

=lim( , )→0
2 2 = lim →0 =

1
 

←وابسته به  θ حد ندارد←فرد نيستمنحصر به.  lim →0
( )| | =lim →0 =cos  

  

  

  

  

πاگر از زاويه 

   1√2نزديك شويم  0به  4

πاگر از زاويه 

   0نزديك شويم 0به  2

  ...و 

  :مثال

=f(z)تابع  
	 ( 3)| |2         0

  است؟پيوسته z=0در  aبه ازاي چه مقدار ه مقدار 0

limپيوستگي تابع از  → 0 ( ) = ( lim  .نتيجه مي شود ( →0 ( )=lim →0
( 3)| |2  

Z=0 
حد ندارد
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3=( + )3= 3 + 3 − 3 2 − 3				 ( 3) = 3 − 3 2 ( 3) = ( cos )3-3rcos (r sin )2 = 3 3 − 3 3 cos 2  lim →0
( 3)| |2 =lim →0

3 3 3 3 2

2 =lim →0 cos ( 2 − 3 2 ) 
 .پيوسته باشدz=0باشد تا تابع در  f(z=0)=0بنابراين بايد 

 

  :مشتق توابع مختلط

  :بصورت زير تعريف مي شود 0در  f(z)مشتق تابع 

f′( 0)=lim → 0
( ) ( 0)

0
=lim →0

( 0 ) ( 0) 
  .مشتق پذير است 0در fدر اينصورت مي گوييم تابع ,اگر حدهاي فوق موجود باشند

  :مثال

|مشتق پذيري تابع  lim  .بررسي كنيد 0=0را در 2| →0
(0 ) (0) = lim →0

| |2 0
2 =0 

  .مشتق پذير است ← حد موجود است

 

  :تابع تحليلي

اگر .مشتق پذير باشد0در تمام نقاط همسايگي f(z)تحليلي مي ناميم اگر  0را در نقطه  f(z)تابع 
  .مي ناميم تابع تامآن را ,در كليه نقاط صفحه مختلط تحليلي باشدf(z)تابع

تابع  تكينرا يك نقطه  0تحليلي نباشد ولي در همسايگي آن تحليلي باش آنگاه  0در نقطه fاگر تابع 
f(z) مي ناميم.  

  .يك نقطه تكين است 	1براي تابع  z=0مثلا نقطه 

f(z)=
1
        f′(z)=

1
2  
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  :ريمان در فرم دكارتي -قضيه كوشي

=0در نقطه  f(z)=u(x,y)+iv(x,y)هرگاه تابع  0 +   :آنگاه خواهيم داشت,داراي مشتق باشد 0

f′( 0)= + = −   

== −  

 :ريمان در فرم قطبي –قضيه كوشي 

,f(z)=u(rهرگاه تابع  )+iv(r, =z0در نقطه  ( 0   :گاه خواهيم داشتآن,داراي مشتق باشد 0

f′(z)=( + ) = 1 ( − )  

= 1

= − 1  

  :تذكر

=f(z)مثلا تابع .ريمان شرايط لازم مشتق پذيري هستند نه شرايط كافي –قضاياي كوشي 
( )2

0
								 0

0 

  .ريمان صدق مي كند –مشتق پذير نيست ولي در معادلات كوشي  z=0در 

=z در نقطه f(z)اگر تابع    .در آن نقطه مشتق پذير نيست,در معادلات كوشي ريمان صدق نكند  0

  :قضيه

, آنست كه ,تحليلي باشد Dدر حوزه  f(z)=u(x,y)+iv(x,y)شرط لازم و كافي براي آنكه تابع  ,   .ريمان صدق كنند –پيوسته و در معادلات كوشي  Dكه در ,

  :مثال

=f(z)تابع   .تحليلي است,در كليه نقاط صفحه مختلط  2
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f(z)=	 2=( + )2= 2 − 2 + 2  
= 2 − 2= 2  = 2= −2= 2= 2

               

  :مثال

  .ريمان را براي تابع زير در مبدا بررسي كنيد –روابط كوشي 

f(z)=
( ̅)2

0
    0

0 

f(z)=
( )2

=
( )3

2 2 = 3 3 2

2 2 + 3 3 2

2 2  

(0,0) = lim→0

( , 0) − (0,0)= lim→0

3

3 = 1 

(0,0) = lim →0
(0, ) (0,0) = lim →0

0
3=0 

(0,0) = lim →0
( ,0) (0,0) = lim→0

0
3=0 

(0,0) = lim →0
(0, ) (0,0) = lim→0

3

3=1 == −  

  :مثال

=uفرض كنيد 
2( 2 را در نقطه f′(z)حاصل .بجز در مبدا يا همه جا تحليلي باشد f(z)= u+ivو  2(2

z=1+i بدست آوريد.  

  :راه اول

f′(z)= + = −  

= 2 ( 2 + 2)2 − 2( 2 + 2)(2 )(2 )( 2 + 2)4  
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 u	 			 								(2 )( 2 2)2 2( 2 2)(2 )(2 )( 2 2)4

 

 

 :داريم z= 1+iدر نقطه 

 

  
1
2
1
2

                           (1 + i) = 1
2 + 2      																																																																												                                                                                   

                                                                                                                         

  :راه دوم    

  :به فرم قطبي

                               	(r, θ)  i  +		(r, θ)  = 		(z)  

=  (Ur-i
1	u )    e θ (ur+ivr)   f(z) = e θ  ( , ) = 1 ∗ 2 	( 2)2 = 2

2                                                                                                 

= −2
2
3  

= 2
2
2  

f(z) = (−2
2
3 − 2

2
2 )e θ

 

 

 :داريم eπ4 z=1+i=√2در نقطه

( ) = 1
2√2

−2 2 − 2 2
4 = −1√2

√2
2 − √2

2 = −1
2 + 2 
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 :تابع همساز

همساز گوييم اگر در آن حوزه xyاز صفحه Dرا در يك حوزه x,yاز دو متغير حقيقي hتابع حقيقي 
جزئي زير كه به معادلات داراي مشتقات جزئي مرتبه اول و دوم پيوسته باشد و در معادله با مشتقات 

  .لاپلاس معروف است صدق كند

∇2ℎ = 2

2 +

2

2 = 0 

,x)	 اگر تابع y)  i  +		( , y)  = 		(z) در حوزه D تحليلي باشد ،آنگاه مشتقات جزئي مرتبه اول
u,v  ريمان صدق مي كنند يعني–در معادلات كوشي:  == − 				⟹ == −== − 						⟹ 				 + = 0+ = 0

 

در  Dهمساز باشند و مشتقات جزئي مرتبه اول تنها در   nدر حوزه  u,vاگر دوتابع مفروض 
 .   است Uيك مزدوج همساز Vريمان صدق كنند،گوييم  –معادلات كوشي 

  :قضيه

)شرط لازم و كافي براي تحليلي بودن تابع  ) = ( , ) + 	 	( , آنست  Dدر حوزه  (
  .باشد Dدر  uيك مزدوج همساز  vكه 

  :مثال

)وتابع  U(X,Y)=2X(1-Y)اگر   , )  i  +		( , )  = 		( را  f(z)آنگاه تابع  تحليلي باشد، (

  بدست آوريد ؟

  :خواهد بود يعني Uمزدوج همساز Vتحليلي است  F(z)چون : حل

UY=-VX      

UX=VY 

UX=2(1-Y)=VY   V= 2(1 − ) + ( ) ⟹ = 2 − 2 + ( ) 
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 = − 	⇒ − ( ) = −2 		 ⇒ 		 ( ) = 2 + 		 ⇒ = 2 − 2 + 2 +  

  f(z)=2x(1-y)+i(2y-y2+x2+C) 

  :مثال

3	 cosӨ + iv(r, θ)اگرӨf(z)=r3sin3  يك تابع تحليلي باشد ،آنگاهv(r,ө)  را بدست آوريدu 
  :كند ريمان صدق مي –در معادلات كوشي v و 

Ur=
1
vӨ 

Ur=
1
uӨ 

uӨ=3r3cos3Ө+
3
sinө     →        ur=3r2sin3ө+

3
2  

vӨ=3r3sin3ө+
3
cosө         v=-r3cos3ө+

3
sinө+A(r) 

Vr=-3r2cos3ө -	 3
2sinө+A΄(r)=- 

1
uӨ   →   A΄(r)=0A(r)=c 

  v(r,ө)= -r3cos3ө+
3
sinө+c 

  :توابع مقدماتي 

  :توابع نمايي

  :با رابطه زير تعريف مي شود zتابع نمايي آناليز مختلط به ازاي هر 

ez =ex(cosy+i siny) 

  :تحليلي است و مخالف صفر است zبه ازاي تمام مقادير    ezتابع  

|ez|=ex              arg(ez)=y 

ez+2πi=ez    بنابراين دوره تناوبez  ،π2 است.  

̅داريم   zبه ازاي هر  = (   .در هيچ جا تحليلي نيست  ̅وتابع 		(

  

  :مثال
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  كدام است؟  يك عدد مختلط باشد،مدول و آرگومان عدد  zاگر 

= = ( 1)=|ez+i|=ex   ,    ez+i=y+1 

  :توابع مثلثاتي و هذلولي

      :كنيم را به صورت زير تعريف مي  sinz,coszتوابع 

Sinz= 
1
2 ( − )        

cosz= 
1
2( + )      

    .مي باشندπ 2اين دو تابع متناوب با دوره

tanz=  

cotz=  

 .ازاي تمامي مقادير تحليلي مي باشندبه  sinz,coszتوابع 

  :توجه

  مثلا.برقرارندتمام فرمول هاي توابع مثلثاتي حقيقي براي مقادير مختلط نيز 

 (cos z)΄= -sin z ,  (tan z)΄= +sec2z ,sin2z+cos2z=1 

  توان نشان داد كه  مي

sin z= sinx coshy+i cosx sinhy 

cos z=cosx coshy – i sinx sinhy sın =sin ̅ cos =cos ̅ tan =tan ̅ 
: 

  :توابع هذلولي 
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  :بصورت زير تعريف مي شود zسينوس و كسينوس هذلولي متغير مختلط  

coshz=	 2  sinhz= 2  

 .مي باشند 2 توابع فوق تحليلي با تناوب

cothz=                           tanhz=  

coshz=cos(iz)                       sinhz= -isin(iz) 

cosh(iz)=cosz                       sinh(iz)=isinz 

cosh2z – sinh2z=1                 sinh(-z)= -sinhz 

cosh(-z)=coshz 

  :مشتق توابع هذلولي

(sinhz)’=coshz         (cothz)’=sinhz 

(tanhz)’=sech2z        (cothz)’= -csch2z 

  :توابع معكوس هذلولي 

sin-1z= -ilog(iz+√1 − 2) 

sinh-1z=log(z+√1 + 2) 

cos-1z= -ilog (z+√1 − 2) 

cosh-1z= log(z+√ 2 − 1) 

tg-1z=2 log  

tg-1z=
1
2

1
1  
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  :مثال

  بررسي كنيد؟z|<1|  تحليلي بودن تابع زير را در بازه

f(z)=

1
2 																 ≠ 0

1
2 																									 = 0

 

 

1
2  =

2 2
2

4 2
2

2
2
= 1

2 2
2
 

cos2
2

  .قرار ندارد z|<1|صفر مي شودكه در بازه  z=πبه ازاي   

12 lim	f(0)== پيوسته  →0 ( ) 

1چون تابع 
2 2

2
  .نيز در اين بازه تحليلي است  f(z)تحليلي است ،  z|<1|در بازه    

 

  :تابع لگاريتمي وتوان عمومي 

  :لگاريتمي آناليز مختلط به صورت زير تعريف مي شود تابع 

log z=lnr+iө 

 ө=argzو |r=|zكه در آن

>π-)باشد argzمعرف مقدار اصلي   اگر  ≤   :مي توان نوشت  (

ө= + 2 													 = 0, ±1, ±2, …. 

است را مقدار   arg zرا كه متناظر با مقدار اصلي  log zتابعي چند مقداري است ،مقداري از   log zلذا 
  :دهيم نشان مي Log zناميده و آنرا با  log zاصلي 

  

Log z =lnr +i                    -π< ≤  
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  :مثال

log (-2-2i) =log (√8		 3
4 ) =ln √8 -	34  i 

  :يادآوري

  :رابطه زير براي اعدادمختلط نيز برقرار است

Zn= enlogz 

  :بنابراين

log zn= nlog z+2πki       k=0,±1, ±2, … 

Log z  در بازه-π< < =  پيوسته و تحليلي مي باشد و    1	 										− < <   

  :مثال

  را بدست آوريد؟  1-i(i+1)مقدار اصلي 

(1+i)1-i= e(1-i)log(1+i) 

log(1+i)= log (√2	 4 ) =ln √2 + 4 

(1+i)1-i= e(1-i)(ln√2 
+  i

4
) =e(ln√2    +  i

4
)) +   i(-ln√2 -   i

4
) 

= √2
4 + 4 ( (− √2 − 	 4) + (− √2 − 4)) 

 

  :مثال

z=ei3را در نقطه     log z2مقدار 
 بدست آوريد؟ 4

Log z = ln |z|+iө      -π< <  

Log z2=Log ei3
2 	   =ln1+ i

3
2 = 3

2  
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3چون
>π-در بازه 2 ≤π 2 قرار نداردπكنيم از آن كم مي: = 3

2 − 2 = − 2  

-π<-2<π 

Log z2= - 2               

  

  موفق باشيد

  احسائيان
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    نگاشت ها:فصل سوم  

 

  :در اين فصل گفته مي شود

  تعاريف و قضايا -

  نگاشت هاي مقدماتي -

  نگاشت هماني -

  نگاشت انتقالي -

  نگاشت انبساط يا انقباض -

  نگاشت تواني -

  امnنگاشت ريشه  -

1كسري   نگاشت -
2  

  نگاشت كسري موبيوس -

  نگاشت -

  نگاشت لگاريتمي -

  نگاشت مثلثاتي -

  متوالي تبديل -
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بطوريكه  است، wبه صفحهz بمنزله يك نگاشت از صفحه   w=f(z)عملكرد يك تابع مختلط مانند
 .تبديل مي گردد (u,v) به نقطه (x,y) نقطه fتحت عمل  ض شود،رف w=u+ivو z=x+iyاگر

  .خاص باشد zتبديل يافته يك  ،wيك به يك است هرگاه هر fتابع 

  

  

  v  W=f(z) x 

  

  u y 

 w z   
  :تعاريف و قضايا

 ها تبديل شودw به زاويه اي در صفحهw=f(z) با نگاشت  هاzدر صفحه  z0چنانچه هر زاويه به راس  - 1 
  .مي گويند همديس  z0،نگاشت مذكور را درنقطهباشدزاويه اول  كه از حيث اندازه وجهت مانند

  .ناميده مي شود هم زاويه اينگاشت  )نه جهت آن را و(نگاشتي كه فقط اندازه زاويه را حفظ مي كند - 2

(z0)تحليلي بوده و0 در نقطه f(z)اگر تابع  - 3 ≠   .همديس است 0درw=f(z) آنگاه نگاشت  ،0

  .نظيرخودشان است كه تبديل يافته آنها اطي هستندنق w=f(z)نقاط ثابت نگاشت  - 4

  .باشد Aضوتصويردست كم يك ع Bمي نامند،اگرهرعضو پوشا را Bمجموعه به Aنگاشت از مجموعه - 5

تصاويرمتفاوتي A اگرعضوهاي مختلف  مي نامند، يك به يك را Bبه مجموعهA نگاشت از مجموعه  - 6
  .داشته باشد Bدر

  .مي نامند دوسوييرا  باشد وهم پوشا نگاشتي كه هم يك به يك ياشد - 7
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  :نگاشت هاي مقدماتي

   w=zنگاشت هماني - 1

 .مي نگاردw  بدون هيچ تغييري به صفحه راz  اين نگاشت هرشكل از صفحه

  

  w=z+bنگاشت انتفال - 2

به راست يا Re(b)  به تعبيري شكل را به اندازه.منتقل مي كند bرابه اندازه z اين نگاشت هرشكل از صفحه 
 .پايين انتقال مي دهد به بالا يا Im(b) و به اندازه چپ

  

   w=azنگاشت انبساط يا انفباض همراه با دوران - 3

=aاگرفرض شود 0
0 ،z=r  به دست مي آيد= و:  

W=az→ ρ = r , rr0
0 → ρ = 0, ( )  ⇒ = 0     = + 0

  

  :نگاشت دو عمل متوالي زير را انجام مي دهد نيعني اي

| فاصله هر نقطه از شكل تا مبدا،را)الف   :برابرمي كند لذا|

| چنانچه    | <   .باشد فاصله ها كم و انقباض داريم1

| چنانچه    | >   .باشد فاصله ها كم و انبساط داريم1

| چنانچه    | =   .باشد فاصله ها تغييرنمي كند1

حول  Arg(a)لذا كل شكل را به اندازه  جمع مي كند،  Arg(a)زاويه شعاع حامل هرنقطه را با)ب
  .مبدا،مختصات دوران مي دهد

  :مثال

f(z)=(1-√3نگاشت  تحت ) + | { ناحيه 2 | ≤ 1, θ ≤ Argz ≤ π

ه فرمي تبديل مي چبه  }  3
  شود؟
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 v  y  

  F(z)=(1-√3 ) + 2  π

3    

        

  u x      1   

                                           

1فاصله ها زياد و انبساط داريم − √3 = √1 + 3 = 2 > 1                            ∶  

πدوران به اندازه

3-                               π3 - (1 − √3 ) =                         arg=  
  

  دوران  2iانتقال به اندازه 

                  π

π  انتقال                  3

π  انبساط  3

3  

  2             

  2                       1                  

                                                      

  =wنگاشت تواني  4-

́   همواره  تحليلي و =wاز آنجا كه  = nz  لذا نگاشت همواره مخالف صفراست، z=0به جز در 1
دست مي  به  =wو z=r  كنيمبا مختصات همه جا همديس است اگرفرض  مذكور به جز در مبدا

  :آيد

W= → = (r ) , → ρ =  ⇒ ==  

  :دو عمل متوالي زير را انجام مي دهد اين نگاشت

  .مي رساند nفاصله هر نقطه از شكل تا مبدا به توان ) الف

π

3

? 

٢ 
٢
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 حسائيان

 

       |
2 +

W= 2

ρ = (
α = 2

ديل مي 

اح - سيرجان 

         

− 1| = 1 →
2 = 2 →
 ⇒ ρ =

(2 cos θ)2

2θ               

 ناحيه اي تبد

شگاه صنعتي

             د؟

→  |( − 1) +→ 2=2rcos

  .يد

= 2 2 →
= 2(1 + c                 

D=  هچبه

دانش..................

بديل مي شود

+ | = 1 →
s → =

2c در مي آي

→ = 2= 2

cos2  :خواهد شد )           →

| | | ≤ 2

........................

 

چه منحني تب

→ (x − 1)
2rcos  

cosصورت

2
 

ذكور چنين خ

= 2(1 +

2,0 ≤ argz

........................

.برابرمي كند

=wت به چ 2

2 + 2= 2+

قطبي به صرم

با نگاشت مذ 

+ ) 

w ناحيه ≤ π

3

........ موسصل

ب  nهرنقطه را

تحت نگاشت| 

+ 2 − 2 +
  | − در فر1

= 2rcos

w=(-1+i) 

فص -مهندسي

حامل ه شعاع 

− 1| =

1 = 1 

|نحني  = 1

بديل يافته 

2شت  + 1

3  

رياضيات م
 
 
زاويه) ب

  :مثال

1منحني 

 

بنابراين من

بنابراين تب

  

  :مثال

تحت نگاش
  شود؟

تبديل - 1
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 حسائيان

  

|−1 +(−1 +

w=  

اح - سيرجان 

+ | = √2+ i) = 3π
4

 

= √ 

شگاه صنعتي

=
1
2 ⇒
  : مي دهد

دانش..................

 ⇒ ==
امجي زير را ان

........................

1  
متواليو عمل

  .ي رساند

 

........................

  مري

اني بوده و دو

مي 1ا به توان

.برابرمي كند

........ موسصل

(−1 +  

w= √  

w=  ردا

ه تبديلات تو

 شكل تا مبدا

ب 1هرنقطه را

فص -مهندسي

+ ) 3 + 1

ام  nت ريشه

 z=r و

 نگاشت مشابه

له هر نقطه از

 شعاع حامل ه

رياضيات م
 
 
تبديل - 2

 

 

 

 

نگاشت - 5

 با فرض 

يعني اين

فاصله) الف

زاويه) ب
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 حسائيان

  

  

اح - سيرجان 

  كند؟

شگاه صنعتي

ي تبديل مي ك

دانش..................

ه ناحيه ايچ

........................

x≤ را در به

........................

,0ه ≥ 0

........ موسصل

w=  در ناحيه

w=  

w=-(i  

فص -مهندسي

-(i+1)√ +

= √تبديل 

√(i+1ل  +i

 

رياضيات م
 
 

  :مثال

i+نگاشت 

اول ت: حل

دوم تبديل
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W=√  ⇒ = √= 2
 

−(1 + i) = √2−(1 + i) = − 3π
4

 

 

=wنگاشت كسري  - 6
1 

=wاز آنجا كه 
1
= همواره تحليلي است و z=0به جز در  1

لذا نگاشت . همواره مخالف صفر است 2

 .مذكور بجز در مبدا مختصات همه جا همديس است

  :خواهيم داشت  =wوz=rاگر فرض كنيم 

w=
1     →       = 1   → = 1= −  

  :يعني اين نگاشت دو عمل متوالي زير را انجام مي دهد

  دفاصله هر نقطه از شكل را تامبدا معكوس مي كن) الف

  زاويه شعاع حامل هر نقطه را قرينه مي كند) ب

آينه اي نسبت به تعبير ديگر نقش هر نقطه بعد از يك انعكاس دايره اي نسبت به دايره واحد ويك انعكاس 

  .به محور افقي بدست مي آيد

  :مثال

z|تصوير دايره  − i|=1 را بدست آوريد = تحت نگاشت.  

W=     ⇒  =  ⇒ − = 1  ⇒ | ||1 − | = | |  ⇒ | − 1| = | | 
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   .است 1يعني نقاطي كه فاصله از مبدا برابر فاصله از

  

  

  

   = wنگاشت كسري موبيوس - 7

Aوbوcوd اعداد مختلط دلخواه مي باشند.  

  .مشتق آن همواره مخالف صفر هست همواره تحليلي و =تابع موردنظر بجز در

1در اين نگاشت نقاط .همه جا همديس است=لذا اين نگاشت بجز در نقطه  2و = =  به  ∞

1 = 2  و ∞   .شوند نگاشته مي =

  :مثال

<R={(x,y)|xناحيه  =تبديل خطي كسري  θ, y > θ} را به چند ناحيه اي مي نگارد؟  

W=                    ⇒       + =z-i         
 ⇒          = 1( 1)                       

 = += +  ⇒  ( + ) = + + 1+ − 1     ⇒     − + = ( + 1) +( − 1) +  

 

X
( 1)( 1)        ⇒        − + = 2 1 2 ( )( 1)2 2    

 

  ⇒       = 2( 1)2 2= 1 2 2( 1)2 2

                 > 0> 0                 ⇒ 2( 1)2 2 > 0
1 2 2( 1)2 2 > 0

            

U=12 

1

v 

u
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   ⇒ < 0
2 + 2 < 1                                                                                                  

  

 

 

 

 

  

  

 =نگاشت  - 8

́همواره تحليلي و =نگاشت  = لذا نگاشت مذكور همه جا . نيز همواره مخالف صفر است  
  .است همديس

== :داريم =و  z=x+iyبا فرض  ⇒  ==  

   

 :مثال

≥D={(x y)|0≤x≤1 and 0≤yكه تبديل يافته ناحيه  ′ناحيه  
ԉ

=wتحت نگاشت  {4  .بيابيد 2

 

 

u

v

1-1 
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 = 2 = 2( )  ⟹  = 2= −2  

 

0 ≤ x ≤ 1 
0 ≤ y ≤ 4

        ⇒        2 ≤ ≤ 1

2 ≤ ≤ 0
 

 

 

 w=Ln zنگاشت لگاريتمي - 9

  :باتوجه به اينكه

ln z=ln r+ i(θ+2kԉ)   k=0, �1,�2,... 

  :خواهيم داشت w=Ln zولي براي . بيانگر يك تابع تك مقداره نمي باشد w=ln zتابع 

w=Ln z ⇒u+v=Ln r+iθ ⇒ =  = 
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  :مثال

2ناحيه  + 2 <   .به چه ناحيه اي تبديل مي شود w=Ln z+iتحت نگاشت  1

  

  :از تركيب دو تبديل زير حاصل مي شود w=Ln z+1تبديل 

1 - W=Ln z 
2 - W=Ln z+1 

W=Ln z⇒ =  =              0 ≤ ≤ 1
0 ≤ ≤ 2ԉ       ⇒           −∞ ≤ ≤ 0

0 ≤ ≤ 2ԉ  

 

 

 w=cosو  w=sinنگاشت مثلثاتي -10

 w=sinبراي . لذا نگاشت يك به يك نخواهند بود. مي باشند 2متناوب با دوره  cosو  sinتوابع 

z=kكه در cos=′داريم    .صفر مي شود و در اين نقاط همديس نخواهد بود +

−=′داريم  w=cosبراي تابع  sin  كه درz=k صفر مي شود و در اين نقاط همديس نخواهد بود.  
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  sin = sin( + ) = sin cos + sin cos = sin cos ℎ + cos sin ℎcos = cos( + ) = cos cos − sin sin = cos cos ℎ − sin sin ℎ  

 ⇒ = sin = sin cos ℎ= cos sin ℎ                     = cos = cos cos ℎ= − sin sin ℎ  

 

sin  :تابع هذلولي ℎ = sin ℎ( + ) = sin ℎ cos ℎ + cos ℎ sin ℎ = sin cos + cos ℎ sincos hz = cos h(x + iy) = cos hx cos hiy + sin hx sin hiy = cos hx cos y + i sin hx + sin y 

 

 ⇒  = sin ℎ    = sin ℎ cos= cos ℎ sin               = cosh     = cosh cos= sin ℎ sin  

 

  :مثال

= تصوير خط w=cosتحت نگاشت   4 ℎ را بيارييد.  

  :حل

w= cos ℎ = cos( ) = cos(− + ) = cos(− ) cos − sin(− ) 

w=cos cos ℎ + sin sin ℎ                 ⇒             = cos cos ℎ= sin sin ℎ  

 

  :به صورت زير خواهد بودy=4تصوير خط 
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= cos 4 cos ℎv = sin π4 sin hx                      ⇒            cos hx = √2usin hx = √2v                   
cosاز آنجا كه  ℎ2x − sin h2x =   :خواهيم داشت1

2 2 − 2 2 = 1 → 2 − 2 = 1
2 

  

  تبديلات متوالي

=wبراي محاسبه نگاشت  ( )w=gمي توان ابتدا  ( =wرا بدست آورد سپس  ( ( را  (
  .محاسبه نمود

  :مثال

=Dناحيه  |? ≤ 0  | | ≥ Lnرا تحت نگاشت  1
1
  .را بدست آوريد 2

  :راه اول

1تبديل  - 1
 

1تبديل  - 2 2
 

Lnتبديل  - 3
1
2 

 

 :راه دوم

Ln
1
2 = −2   
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 Ln zتبديل  - 1

 2Ln z-تبديل  - 2

 

  

  

  موفق باشيد

  احسائيان
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دنباله ها و سري ها: فصل چهارم   

:در اين فصل گفته مي شود   

  قضيه تيلور -
 

 - بسط لوران

 
قضيه لوران         

 
  صفرهاي يك تابع مختلط -
 

  قطب هاي يك تابع مختلط -
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:دنباله ها   
	نسبت داده شود آنگاه اعداد  	عددي مانند nاگر به هر عدد طبيعي و تشكيل يك دنباله را ……و

  .نمايش مي دهيم}{خواهند داد كه آنرا بصورت 
limرا همگرا گوييم هر گاه }{دنباله  →∞ = < ∞  
|⇒n∈ N	∀ :اي موجود باشد به قسمي كه  Mرا كراندار گوييم هر گاه عدد مثبت }{دنباله  | ≤  

  

:سري ها   
∑يك سري  به صورت  ( , ناحيه همگرايي اين سري را مي توان با يكي از .  شودنوشته مي ∞(

1  .بدست آورد  ,نامعادلات زير كد شرط همگرايي طبق روش دالامبر و روش كوشي مي باشند = lim→∞ ( + 1, )( , ) < 1
1 = lim→∞ | ( , )| < 1	  

 
:مثال   

∑شعاع همگرايي    را بدست آوريد ؟ ∞!

1 = lim→∞ ( )!
! = lim→∞ + 1 = 0⇒ = ∞  

  همه جا همگرا
 

:مثال   
∑ناحيه همگرايي (  كدام است ؟ ∞(

59



 احسائيان - صنعتي سيرجان  دانشگاه.....................................................................م چهارفصل  -رياضيات مهندسي
 lim →∞ | ( , )|	 < 1 	⇒ lim →∞ 	 < 1	 	⇒ <1 	⇒ | − | < | − 1| 
 
 
 
 
 

 

  :قضيه تيلور 
 در اين صورت دقيقاً. باشد D نقطه اي در=z تحليلي باشد و نقطه D در يك حوزه  f(z)هر گاه 

 :را نشان مي دهد و بصورت زير بيان مي شود f(z) وجود دارد كه 	يك سري به مركز 

f(z)=∑ ( − ) = ( )( )!∞  
،در صورتي كه  =   .مشهور است  مك لورانبسط فوق  به بسط 	0

:بسط مك لوران چند تابع مهم   
=∑ !∞ 							 = ∑ (−1) ( )!∞  

 

cosx=∑ (−1) ( )!∞      sinhx=∑ ( )!∞  

coshx=∑ ( )!∞  11 − = 	= 1 + + +⋯		| | < ∞با	شرط		1

11 + = (−1) = 1 − + …		| | < ∞با	شرط		1  

  :نكته

 .از سري هاي تواني مي توان مشتق و انتگرال گرفت

y=x

1 

| − |
z | − 1|

i 
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-Ln(1-x)=∑∞ ( ) = ∑∞  

Ln(1+x)=∑ (−1)∞ ( ) = ∑ (−1)∞  

 
:مثال   

=تابع حول نقطه 	= f(z)  ربسط تيلو −1 )  كدام است ؟+ ) =بنابراين  = −1 )  .يك نقطه تحليلي مي باشد + ) = 1 ( )	 = −1 = 2 …		 = (−1) ( − 1)!
 (−1 + ) = (−1) ( − 1)!(−1 + )  

f(z)=f( )+∑ ( ) ( )!!( ) ( − (−1 + ))∞  

 

:مثال   
=را حول=f(z) سري تيلور  |در بازه 	1 − 1| < =  .بدست آوريد  1 ( ) = 1 + (1 − ) + (1 − ) + (1 − ) +........... 

1|زيرا  − | <   .در اين بازه تحليلي است =f(z)وتابع  1
  

:بسط لوران   
حول نقطه اي كه تابع در آن نقطه تكين است بسط داده مي f(z) در بسياري از موارد لازم است كه تابع 

  .براي اين منظور از سري لوران استفاده مي كنيم .قضيه تيلور را نمي توان در اين موارد به كار برد .شود 
  
  
  

:قضيه لوران   
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را  f(z) آنگاه ,و در طوق بين آنها تحليلي باشد  z0به مركز  c2و  c1دو دايره متحدالمركز  روي f(z)اگر

  :مي توان با سري لوران زير نمايش داد 
f(z) =∑∞ (z-z0)

n+∑ ( )∞ 

= ∮ ( )( )	
= ∮ ( )( )	    

 
  يا به فرم ديگر 

  
  :                          يا به فرم ديگر

 
f(z)=∑ ( − )∞

∞  
 = 12 ( )(z − z )  

 

  :نكته 
لوران يك تابع چند جمله اي از انتگرال هاي بالا استفاده نمي شود و از بسط زير  معمولا براي محاسبه بسط

11  : استفاده مي شود − = 1 + z + z + z +⋯ z∞ |			باشرط																							 | < 1 
 

  :نكته 
)fتابع  مانده , f(z)در بسط لوران تابع  به ضريب  نمايش داده  گفته مي شود و با  در   (

  .مي شود 
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  :مثال 

)سري لوران تابع  ) = 	 ( )( |  .را در نواحي زير به دست آوريد ( | < ) الف( 1 ) = 1− 1 − 1− 2 

 .در اين نقاط تحليلي نمي باشد  f(z)هستند و تابع  f(z)نقاط  تكين تابع  2و1نقاط 

 

 | | < 1	 ⇒ = − = ∑ −z∞ با شرط    12 − = 12 . 11 − = (2)∞

 

 
 زيرا

≤| |<1⇒ < 1 

f(z)=∑ −∞ + ∑∞ =∑ (∞ -1)  

 
ب(  1<| | < 2 
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 ∗ | | > 1 ⇒ 1| | < 1		 ( ) = 1− 1 + 12 −  1− 1 = 1 11 − = 1 (1)∞ = 1∞

 

∗∗ | |<2⇒ < 1⇒ = . = ∑ ( ) = ∑∞∞  

f(z)=∑ ( + )∞  

 
ج ( | | > 2 

 

 ∗ | | > 2	 ⇒ 1 < 12⇒ 1 < 1 1− 1 = 1 1(1 − ) = 1 (1) =∞ 1∞

 

∗∗ | | > 2	 ⇒ < 1	 = . = .∑ ( )∞ = ∑∞ ⇒ ( ) =∑ − = ∑∞∞  
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  :مثال 

=f(z)بسط لوران تابع  ( 2را در ناحيه ( < | − 1| <   .بدست آوريد   	3

Z0 در بسط لوران بايد مركز دايره باشد.  

F(z)= ( ) = − = (( ) − ( ) ) 
* 2< |z − 1| ⇒ <  

 − 14 < 1 

1( − 1) − 4 = −14 11 − ( ) = −14 ( − 1)4∞ = ( − 1)+ 1∞

 

**	| − 1| > 2 ⇒ < ⇒ < 1 1( − 1) + 1 = 1− 1 . 11 + = 1− 1 ( −1− 1) = (−1)( − 1)∞∞

 

F(z)= ∑ ( )∞ − ∑ ( )( )∞  

 

  :صفرهاي يك تابع مختلط
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  : داراي صفر باشد داريم در نقطه  f(z)اگر تابع 

→ | ( )|=0 

   :ام است هرگاه mداراي صفر مرتبه  در نقطه f(z)   تابع - 1
f( )=0,…,…. ( )( ) = 0	, ( ) ≠ 0	  

)كه  m باشد كوچكترين عدد صحيح   f(z)يك تابع   به تعبيري  اگر   )( ) ≠ مرتبه اين .باشد 0
  .صفر را تعيين مي كند

  f(z)ام تابع تحليلي mيك صفر مرتبه يعني اگر .صفرهاي يك تابع تحليلي تنها هستند - 2

  .مخالف باشد f(z)از آن همسايگي  ≠zوجود دارد بطوري كه براي هر يك همسايگي از .باشد
 

:مثال   
  .مي باشد z=0در نقطه   nداراي صفر مرتبه  a=f(z)چند جمله اي  

 

در   mداراي صفري از مرتبه  f(z)مي گوييم .باشد z=0در   mداراي صفري از مرتبه  	اگر  - 3

z=∞ است.  
  .باشد براي تعيين مرتبه اين صفر مي توان به طريق زير عمل كرد f(z)صفر تابع   اگر 

 

→حاصل - الف ( )( اي كه به ازاي  mمحاسبه كرده و مقدار  .…,m=1,2را به ازاي  (

  .معرفي كنم آن  حد مذكور مقداري متناهي و مخالف صفر پيدا مي كند را به عنوان مرتبه صفر 
 

را بعنوان مرتبه ) -z(نوشته  و عدد پايين ترين توان عبارت  بسط تيلور تابع را حول نقطه -ب
  .گزارش كنم صفر 

 
:قطب هاي تابع مختلط   

.يعني بصورت زير بيان شود.اگر بخش اصلي در بسط لوران داراي تعداد متناهي جمله باشد  

f(z)=∑ ( − ) + ( ) + ⋯+ ( )∞  
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bو <nبراي   0= قطب قطب مرتبه اول را . را مرتبه قطب مي ناميم  mرا قطب و  =zدر  fتكيني  	
  .مي ناميم ساده

→  قطب مي توانبراي تعيين مرتبه  ( − ) 	f(z)  را به ازايm=1,2,… محاسبه مي كنيم .

  .مرتبه قطب مي باشد,برابر مقداري متناهي شودحد فوق ,كه به ازاي آن براي اولين بار  mمقدار 

  .مي ناميم f(z) تكين اساسياين تكين را ,تكيني غير از قطب داشته باشد ,  f(z)اگر تابع تحليلي 
 

:مثال   

)تابع )- f(z)= (   .است z=1در  3و قطبي از مرتبه  z=0داراي قطبي ساده در  (

 
:مثال   

=  .است  z=0داراي يك تكين اساسي تنها در  تابع  ∑ !∞ =1+ + ! + ⋯ 

)fاگر  در  mداراي قطبي از مرتبه  f(z)مي گوييم ,باشد z=0در  mداراي قطبي از مرتبه  (

z=∞ است.  
 

:مثال   

)f= +زيرا. در بينهايت است 2داراي قطبي از مرتبه  f(z)=z+3چند جمله اي  در  (
z=0  داراي قطبي از مرتبهn  در بينهايت دارد.  

 
:نكته   

  .در بينهايت دارد nقطبي از مرتبه  , nهر چند جمله اي از درجه 
 

:مثال   

)چه نقاطي براي تابع z=-2و z=2نقاط  ) 	( ) =f(z) هستند.  

F(z)=( ) ( ) 	( ) 
Z=-2  مي باشد 2قطب مرتبه.  

67



 احسائيان - صنعتي سيرجان  دانشگاه.....................................................................م چهارفصل  -رياضيات مهندسي
 

Z=2  نقطه تكين اساسي	و تابع  f(z) مي باشد.  
  

تحليلي نباشد ولي  =zدر اين  f(z)اگر تابع . مي ناميم تكين برداشتيرا يك نقطه  =zنقطه 
  .طوري تعريف كرد كه در آن نقطه تحليلي شود=zبتوان آنرا در 

 
:مثال   

1  .مي باشد =f(z)كين برداشتني تابع تيك نقطه  z=0نقطه  − = 1 1 − 1 + 2! − 4! ± ⋯ = 2! − 4! ± ⋯ 

 
:قضيه   

=w(z)براي تابع 
( )(   :باشد g(z)ام تابع  nو صفر مرتبه  f(z)تابع  mصفر مرتبه  چناچه  , (

  .است wام تابع ) m-n(صفر مرتبه   z0آنگاه  m>nاگر - 1
  .است wيك تكين برداشتني تابع  z0آنگاه  m=nاگر- 2
>mاگر - 3   .است w(z)  ام تابع ) n-m(قطب مرتبه  z0آنگاه  	

 
:مثال   

=										  چه نقطه اي مي باشد؟ =f(z)براي تابع  z=0نقطه  (1 − )= 0  												= 0= 0 =					  صورت كسر 	 −= 0 					= −1 ≠ 0=   مشتق صورت كسر0

=										  .صفر مرتبه اول صورت كسر است z=0بنابراين  ( − ℎ ) 											= 0= 0=   مخرج كسر0

						= − ℎ 										= 0= 0=   مشتق اول مخرج كسر0
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 									= − − ℎ = 0= 0= =	  مشتق دوم مخرج كسر0 − − ℎ = − ≠ 0= 0=   مشتق سوم مخرج كسر0

1(قطب مرتبه  z=0مرتبه سوم مخرج كسر است و در كل  z=0بنابراين  − 3 =   .استf(z) ام تابع ) 2

 

  موفق باشيد
 احسائيان
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  :فصل پنجم
  

  :خم يا منحني

)  فرض كنيد ) = ( ) + ( ≥كه درآن( تابعي , x (تابعي پيوسته z(t)هرگاه .≥

 .را يك خم يا منحني گويند z)پيوسته باشند

  

  :خم ساده 

,a]بر روي  z(t)يعني . ن منحني خودش را قطع نكنديرا خم ساده گوييم هرگاه ا  z(t)تابع  b]  يك به

 .يك باشد

  

  :سته سادهبمنحني 

z(t)به معادله c منحني  = x(t) + iy(t)	كه اگر بگونه اي باشد( ) = ( )  ها tوبراي ساير 	(  .يك منحني بسته ساده استc  ,يك به يك باشد(

  

  :انتگرال مختلط

	    .تعريف مي كنيم, باشد[a , b]روي  يك تابع پيوسته تكه اي f(z(t))فرض كنيد تابع f(z)dz = f z(t) ź(t)dt=t=ac   
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  :مثال

	را روي منحني z مقدار انتگرال  : ( ) = + 			0 ≤ ≤ بدست آوريد              1

  

   dt )t2 i +1( ) (t + i	t dz= z      

( 2 − 4 −1

0
2 3	) 1+ 2

= 2 − 4 − 4 4 + (2 3	 + 2 3 − 2 5)) = 1

3
− 1

5
− 4

5
+ (1

2
	+ 1

2
	− 1

3
	)1

0= −2

3
+ 2

3
 

  

  : مثال

 .را روي منحني زير بدست آوريد  ℂحاصل انتگرال 

  

 							z(t) = 3 			0 ≤ ≤ 			 
= (3 )1

230 =  3 3i ei(3t2 )dt = 3
π

0

3i
3

2

3

2    /0  
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 = 2 3(

3
2 - 1 ) = -  2 3	(1 + )                     

          

:طول منحني  

  .بصورت زير تعريف مي شود z(t)طول منحني  ,پيوسته تكه اي باشند  z(t)اگر 

	 = │ ́( )│ = ́ 2( ) + ́ 2( ) 			( ) = ( ) + ( )    

   :خواص انتگرال

 داراي انتگرال باشند آنگاه  cروي منحني  g(x)و f(x)اگر -1

( ) ± 2 ( ) = 1 ( ) ± 2 ( )  

  تشكيل شده باشد آنگاه  2و 1از دو منحني  cاگر منحني -2

    ( ) = ( ) + ( ) 																									
21

 

 	 3                       C  

       2        
		 2

         1  

                                                                                       
		 1

 

   :گورسا-قضيه  كوشي

∮  آنگاه ,تحليلي باشد  cدر تمام نقاط درون و روي منحني ساده بسته f(z)اگر  ( )  =0 

  :مثال 

∮		حاصل انتگرال
3 2 2

                 │ -i2-1 z  │=  2  اي است به معادله دايرهc .را حساب كنيد	
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  تحليلي است يا نه  c درمنحني   f(z)بررسي مي كنيم آيا : حل   

3 −2 2 = 0 → 2 − 2 = 0{
2
0 

  تحليلي است بنابراين	درون منحني f(z)تابع 

 ∮ 1
3 2 2

dz = 0																																																											                                          
   :فرمول انتگرال كوشي

و هر مسير بسته  Dاز  0آنگاه به ازاي هر نقطه  ,تحليلي باشدD  در حوزه همبند ساده f(z)فرض كنيد 
∮  م يدار ,نقطه اي در درون آن باشد  0كه  D در Cساده  ( )

0	 =2 	 ( 0) 
   :مثال

∮حاصل انتگرال  2 1
3 2 6

1داير ه اي است به شعاع  cمنحني .(را بدست آوريد  

3
  )i3و به مركز 

  نقاط تكين را بدست مي آوريم: حل

 										z3 − z2 + 6 = 0 → z2 − iz + 6 = 	0 
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 = 0

= ± −1 − 24

2
= ± 5

2
= {

2
3

 

  

  بررسي مي كنيم كدام يك در منحني قرار دارند

  

│ 0-  3i│=  3  > 1

3
       ×									 ∮ 2 1

3 ( 2 ) dz = ∮ 2 1( 2 )
3

  dz 

│ 3i -  3i│=  0 < 1

3
     √           =

2π ×(2 1)( 2 ) │ 3 = π

15
(12 − 2i) 

│- 2i-  3i│= 5 	> 1

3
       ×             

  

   :يلتابع تحليمشتقات يك 

 .تحليلي باشد آنگاه خواهيم داشتD در حوزه f(z)اگر 

f(z)(z − z0) = 2
1 (z0)− 1 ! 																						z0 ∈ ℂ 

  :مثال

∮انتگرال  حاصل 	(1 2)(2 1	منحني  cكه   2(
3

=│z -		
2

  .در جهت مثبت است را بدست آوريد  │
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1
4
ln	(1 + 2)( −

2
)2

= ( 2)⁄
1! × 2π  

Z=
2

   .واقع است c   در دايره 

F(z)=
1

4
ln 1+ 2 			       (z)	= 1

4

2

1 2
					  

2
= 1

4 1
1
4

=
3
 

1
4
ln	(1 + 2)( −

2
)2

= 2 ×
3
= −2

3
 

   :انتگرال گيري به روش مانده ها

  باشد آنگاه    f(z)نقطه تكين تنهاي  0اگر 

f(z )=∑ ( − 0) + ∑ ( 0)∞
1

∞
0  

)	 1ضرايب 1

0
	گوييم و با  z0در نقطه  f(z)را مانده )(

0
f(z)نشان مي دهيم.  

  .را محاسبه نمود f(z)و قضيه مانده ها مي توان انتگرال  1با استفاده از

  :قضيه مانده ها

  بجز در تعداد متناهي از نقاط  منفرد ,در درون و روي آن  f(z)مرز ساده وبسته اي باشد كه  cفرض كنيد 

2,	   تحليلي است آنگاه  ,واقعند    cكه در داخل    . ... .. .. . . .. .. ....  , 1
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 f(z)dz = 2π f(z)

1

 

  :محاسبه مانده ها 

=در نقطه اي  f(z)اگر  -1  داراي يك قطب ساده باشد آنگاه  0

0
f(z) = lim→ 0

Z − Z0 ( ) 
=اگر  -2  آنگاه  ,باشد f(z)تابع  Mيك قطب مرتبه  0

0f(z) = [( − 0) ( )]( 1)( − 1) │ 0 

  

=F(Z)اگر  -3
( )( =zدر  q(z)و p(z)و  ( ≠تحليلي و 0 0 p( داراي يك صفر ساده در  q(z)و  (0

z=  باشد آنگاه 0

  f(z) = ( )́ ( ) 
 

  :مثال 

∮حاصل انتگرال  1
3 2 2

dz  كه در آن c 1دايره اي به معادله	 =z││ بدست آوريد است را.  

  

z3
+2z2=0            z2(z-2)=0→ {, 	قطب	مرتبه	دوم													قطب	ساده								

   

z=0 و هخارج از داير Z=2    است داخل دايره.  

=( ( ))│    x !=( ) │ =  
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 ∮ ( )dz=2 i( )= i 

  :مثال

: اگر | | = ∮مقدار.باشد 3 ( )( ) dz                                                                     را بدست آوريد؟

(z-1)(z-2)=0→ = =قطب	ساده	1  	قطب	ساده2
z=1.z=2دو داخل دايره قرار دارند هر. 

∮ ( )( ) dz= 2 ( ( ) + ( )) 
( )= ( )( )= ( )( ) 

( ) = =1 

( ) = =1			→ 			 ∮ ( ) = 2 (1 + 1) = 4  

  :قضيه

همه جاي صفحه متناهي باشد به جز در تعداد محدودي نقطه تحليلي بوده و تمامي تكين    f(z) اگر تابع
  آنگاه.واقع باشند  cدر داخل مرز بستهf(Z)هاي 

( ) = 2 	 ( 1 	 (1)) 
  :مثال

∮=Iمقدار انتگرال  sin  كه در آنc:| | =   است؟چقدر.مي باشد 2

|مي باشند كه در z=1و z=0نقاط تكين : حل | =   .باشد واقع اند مي2

  :راه حل اول

F(z)= sin =(1+z+ +⋯)( + − ! ± ⋯)      
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=-1+ !- ! ± ⋯ = −sin  ضريب 1

Res	لذا  	f(z) = −sin	1 		نتيجه → 									 ∮ dz=2 (− 1 + 1) = 0 Res f(z) = sin	1 

  :راه حل دوم

f(z)هر دو نقطه تكين z│=2│واقع اند در.  

 ∮ ( ) =2 	 	 =	2 	 	 . sin =	2 	 ( ) = 2 × │ =0 

 

  :محاسبه انتگرال هاي حقيقي با استفاده از انتگرال هاي مختلط

=f(x) يك تابع گوياي حقيقي مانند f(x)فرض كنيد تابع 
( )(   x به ازاي هر مقدار حقيقيq(x)باشد و  (

)انتگرال. باشد p(x)حداقل دو تا بيشتر از درجه q(x)اگر درجه.مخالف با صفر باشد ) 			∞
ا همگر ∞

و مقداري كه انتگرال به آن همگرا است را اغلب مي توان با تعيين مقدار اصلي كوشي آن با استفاده از  است
 .نظريه مانده ها بدست آوريد

  :قضيه

ها نباشد و درجه مخرج حداقل دو درجه بيشتر از درجه xتابعي گويا و داراي قطب روي محور  f(z)اگر 
  آنگاه .صورت باشد

( ) = 2 	 × 	 	قطب	ها	ي	سمت	بالا	)
∞

∞
) 

  :مثال
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∞حاصل انتگرال  
 .را بست آوريد ∞

واحد بيشتر از درجه صورت است و داراي قطب روي محور  2يك تابع گويا و درجه مخرج  تابع  
xها نمي باشد.  

+ 5 + 4 = ( + 4)( + 1) = 0 = ±= ±2  

  .واقع هستند y>0در ناحيه   2i و iاز ميان قطب ها 

( )( )∞
∞ dx = 2 ( 	 ( ) + 	 ( )) = 2 +=  

  :قضيه

=f(x) يك تابع گويابصورت  f(z)اگر 
( )( مخالف با صفر   f(x).. xباشد و به ازاي هر مقدار حقيقي (

)  آنگاه.باشد )( )∞

∞
cos = [2 	 ( ) ]( )( )∞

∞
sin = [2 	 ( ) ] 

  :مثال

∞ناسره  مقدار انتگرال
 را بدست آوريد ∞

+در سمت بالاي محور قرار دارد                                          x=iقطب  1 = 0		 = ± 2+ 1∞

∞
= [2 	 + 1] =  

Re[2 ]=  

زيرا  = =  
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  :قضيه

≥	0و در فاصله  cosو  sinتابعي گويا از   fاگر   آنگاه .متناهي باشد2≥

I= 	, = 2 ∑ | | ( )
 

  .مساله را حل كنيد =zبه عبارتي ديگر با تغيير 

  :مثال

  چقدر است؟ √مقدار 

I= √ = 2 | | 	 ( ) 
 = 12 + = 12 + 1 → ( ) = −2− 2√2 + 1 

− 2√2 + 1 = 0 = √2 + 1= √2 − 1 

= √2 − |درون  1 | = =است ولي  1 √2 + |درون  1 | =   .قرار ندارد1

√ ( ) = −22 √2 − 1 − 2√2 = 1 

→ = 2  

  :مثال

iمقدار انتگرال   .را بدست آوريد =

sin = 12 − = 12 − 1
 

f(z)=  
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I=2 ∑ | | ( ) = 2 ∑ | | ( ) 	= 2 	 | | =2 + 5 + 2 = 0 → = 2 ,  

|درون =zفقط قطب  | = 2  .واقع است 1 × 4 		 =8 = 

  

  

  موفق باشيد

  احسائيان
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معادلات با مشتقات جزئي: فصل ششم   

 
:دراين فصل گفته مي شود  

  تعاريف -

ايط مرزيشر  

شرايط اوليه       

ير در متغيراستفاده از تغ -  

مرتبه اولرانژ در حل معادلات با روش لاك -  

  هاروش جداسازي پارامتر-

حل معادله موج -  

  به روش دالامبر حل معادله موج -

  مرزي همگن معادله حرارت با شرايط -

  حل معادلات بوسيله تبديل لاپلاس -

  تبديل فوريه در حل معادلاتاستفاده از  -

  معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم -

معادله هذلولي گون       
معادله سهمي گون       
معادله بيضي گون       
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  :معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي

تابع از دو يا چند متغير مستقل باشد را معادله ديفرانسيل معادله اي كه شامل يك يا چند مشتق جزئي يك 
  .با مشتقات جزئي مي گوييم

u=u(x,y)           = 											 	 	 											 = 	  

f (x,y,…, , , … , , , … , ,…) = 0 

 
:ف تعاري  

  .ل را مرتبه معادله گوينديفرانسدر معادله ديمرتبه مشتق موجود بالاترين 

 - 	 	+ ( )  = 0 

 مرتبه 3 

  .توان بالاترين مرتبه مشتق موجود در معادله ديفرانسيل را درجه معادله گويند

  .معادله بالا درجه ا است

  .نه توان دار هستند معادله اي كه مشتقاتش نه در هم ضرب شده اند و: معادله خطي 

  .معادله بالا غيرخطي است

            غير خطي             غير خطي

 خطي																	           غير خطي

 

(x,y) + f (x,y)  + … = g(x,y)     خطي 

 

.مشتق يا خود تابع باشد شاملمعادله اي است كه همه جملاتش : معادله همگن  	
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(x,y)  + (x,y)  = g(x,y)     غير همگن	( , )  + ( , )  همگن0 = 

  :مرزي شرايط

  .شرايط مرزي گفته مي شود,دهد مي نشان مرزي رادرنقاط آن جزئي يامشتقات مقاديرتابع كه شرايطي به

  :شرايط اوليه 

ست ا  t=0اده شده در زمان اوليه كه معمولامقادير تابع يا مشتقات جزئي آنرا در يك ناحيه دبه شرايطي كه 
  .شرايط اوليه گفته مي شود ,را نشان مي دهد

  :مثال 

	+  .معادله زير را درنظر بگيريد = 0 

 

  شرط مرزي
  

  شرط مرزي
  

  شرط مرزي
  

  شرط اوليه

( , ) = ( )(0, ) = 0( , ) = ( )
2 , 2 = 0

 

 

 

  

  :مهم  معادلات چند معرفي

  =                                   معادله موج يك بعدي

  	=                                معادله گرما يك بعدي    

  +   0 =                            پلاس دو بعدي لامعادله 

  + 	= f(x,y)  معادله پواسن
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  	+ +   0 =  معادله لاپلاس سه بعدي

)=        معادله موج دو بعدي + )  

)=      معادله گرما دو بعدي + )  

  :قضيه 

,چنانچه    ,باشندجواب هايي از يك معادله با مشتقات جزئي همگن خطي ,…,

نيز جوابي از معادله مذكور خواهد بود كه در آن  +…+هر تركيب خطي آنها يعني  , …   .ثابت هاي اختياري مي باشند  ,

  

  ر در متغيرتغياستفاده از 

  .ير در متغير استفاده مي شودديفرانسيل با مشتقات جزئي از تغ در برخي موارد براي ساده تر شدن معادله   

  :مثال 

)  ير متغيربا تغ  , ) = ( , ) + + ( − زير به چه معادله اي تبديل مي  معادله (
  شود؟

  

- =h      (ثابتh) 0<x 1<  ,   t>0 

u(0,x) = t 

u(1,t) = sint 

u(x,0) = x(1-x) 

(x,0) = 0 

 

  له ديفرانسيل دمعا :حل
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U(x,t) = v(x,t) + t + x(sint - t) 

 =  + 1 + x(cost - 1) 

=  - xsint 

 

 =  + sint               ⇒         معادله     جديد  - xsint -  = h 

 =                                                       ⇒ -  = h + xsint 

 

  :مرزي و شرايط اوليه 

U(x,t) = v(x,t) + t + x(sint - t) ( , ) = (x,t) +1 + x(cost - 1) 

 

U(0,t) = t  t = v(0,t) + t         v(0,t) = 0 

U(1,t) = sint sint = v(1,t) + t + sint - t    v(1,t) = 0 

U(x,0) = x(1-x)  x(1-x) = v(x,0) 

(x,0) =       0  0 = (x,0) + 1     (x,0)= -1 

 

 -  = h + xsint 

V(0,t) = v(1,t) = 0                   0<x<1 

(x,0) = -1 t>0 

V(x,0) = x(1-x) 
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  :مثال 

	= xyzيك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي كه جواب آن در رابطه    (x + y + z)  صدق كند, 
  بيابيد؟

=  داريم u=x+y+zبا فرض : حل (  حذف و  yبه نسبت و xبه با مشتق گيري نسبت .  (
′(   :داريم (

= ( ) +	 ′( ) 		 																																																																										 - =
_ ( ) +	 ( ) 

=
_ ( ) +	 ′( )  

xy ( − )= ( )(_ + 	 )                   ( ) = 	 
xy( −	 ) = z(x –y) 

  

  :معادلات با مشتقات جزئي مرتبه اول روش لاكرانژ در حل 

+ = R(x,y,z)معادله    ( , , ) p(x,y,z)  براي يافتن جواب اين معادله .را در نظر بگيريد ،

  :،تشكيل مي دهيم دستگاه زير را كه به دستگاه لاكرانژ مرسوم است

( , , ) = ( , , ) = ( , , ) 
 .بدست مي آوريم =v(x,y,z) و =u(x,y,z)با حل دو معادله مستقل اين دستگاه دو جواب به صورت 

  .خواهد بودf(u,v)=0جواب معادله به صورت 

  :مثال 

+دله جواب عمومي معا 2   را بدست آوريد؟  =

  دستگاه لاكرانژ را تشكيل مي دهيم: حل 
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                                       2 =                  y-2x =  =	  = 																		 = x            u - =  

−جواب معادله بصورت 2 , − =   .خواهد بود  0

  

  :پارامترهابا استفاده از روش جداسازي  حل معادلات ديفرانسيل

اين تصور كه شايد  با مطرح شده باشد u(x,y,z)تابعفرض كنيد معادله با مشتقات جزئي براي  
u=A(x).B(y).C(z) اگر بتوان پس از اين كار معادله را در فرم . اين تابع را در معادله قرار مي دهيم، باش

  :نوشت  رزي

(x,A, ′, …)= (y,B, ′, …)= (z,C, ′,…) 

 B(y) و C(z)بدين ترتيب به سه معادله ديفرانسيل معمولي براي توابع  .فرض اوليه صحيح بوده استآنگاه 
  .بدست مي آيد A,B,Cمي رسيم كه با حل آنها  A(x) و

  

  :نكته 

  .را مي توان از طريق جداسازي پارامترها حل كردهمگن با شرايط مرزي  هر معادله همگن 

  :مثال 

	   لهجواب معاد  + = 2( +   رابدست آوريد؟   (

  :خواهيم داشت  u(x,y)=F(x)G(y)با فرض : حل

′(x)G(y) + F(x) ′(y) = 2(x+y)F(x)G(y) 

							 ′( )( )  + 
′( )( )  = 2x + 2y                        

′( )( ) – 2x = 2y - 
′( )( )  = c 

′( )( )= c +2x                  LnF(x)=cx + +	                ( ) =  

′( )( )=2y – c                   G(y)= - cy +                 G(y)=  
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U(x,y) = F(x)G(y) = 	 	 	 = k 	 ( ) 
  

  :وج يك بعدي همگن با شرايط مرزي همگن محل معادله 

معادله موج يك بعدي همگن با شرايط مرزي همگن را مي توان با استفاده از جداسازي پارامترها بدست 
 .آورد

  نخ كشسان     

  

				 	=  
 
   U(0,t)=u( ,t )= 0    t>0 
 
   U(x,0)=f(x)      
                                                                 			 (x,0)=y(x) 

 
                    

																																																																  :خواهيم داشت  u(x,t) = F(x)G(t)با فرض  "- kf = 0 

( )( )= "( )( )  = k                                    - kG = 0 

  .را بررسي مي كنيم kحالات مختلف 

 k = 0حالت اول

"( )( )=0                   "( ) = 0		               F(x) = ax + b 

U(0,t) = 0               F(0)G(t) = 0                    F(0)=0 

                         G(t) = 0 
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  F(0)=0بنابراين بايد . يعني جواب بديهي  u(x,t)=0آنگاه  G(t)=0اگر 

U(x, 0) = F(x) 

U(l,t) = F(l)G(t)= 0                 F(l)=0 

    جواب بديهي

F(0)=0                 a = 0 F(x) = 0 u(x,t)=0 

F(l)=0                  b = 0 

 

  .نمي توان به جواب رسيد k=0بنابراين با فرض 

 k>0حالت دوم 

K= > 0                
"
 =  = 											 " - F = 0 

                - G = 0 

 "	-  = 0                F(x) =  +  

F(0)=0                + =0																																								 = -  

F(l)=0                 + _ =0                     - ( − )=0 

 

 =0																								 =0 

     -2 sinh  = 0                     

                                           sinh  = 0																		 l= 0تناقض             

 

, =0            F(x)=0             u(x,t)=0        جواب بديهي

  .نمي توان به جواب رسيد k>0بنابراين با فرض 
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 k<0حالت سوم 

 

K=- <0        " +  = 0 F(x) = Acospx + Bsinpx 

 + G=0 

 

F(0)=A=0                F(x)=Bsinpx       u(t,x)=BsinpxG(t) 

F(l)=0              sinpl  = 0                  pl=n            p=        n=0,±1,…. 
  :داريم B=1با فرض 

F(x)=sin xn=0,±1,±2,…. 
P را در معادله دوم قرار مي دهيم:  

 +  = 0                  (t)=  t + sin  t 

  :داريم وبراي مشخص كردن 

U(x,t) = ∑∞ (x) ( )=∑ (∞  t + sin  t)sin  x 

U(x,0)=F(x)                ∑∞ sin  x = f(x) 

  .هستند f (x)ها ضرايب سري سينوسي   An  درحقيقت

= 2 ( )  

 :مشتق نسبت به زمان 

(x, y) = −A cnπL + cnπL 	  

( , 0) = ( ) 	⇒ 	 = ( ) 
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   .مي باشد g(x)سري سينوسي تابع بالا،  عبارت

 = ( ) 				 ⇒ 				 = ( )  

 

  :مثال

=  .ير را با شرايط داده شده حل كنيدمعادله ديفرانسيل ز 																																	0 < < 				, > 0( , 0) = 0								 ( , 0) = 2 								0 ≤ ≤(0, ) = 0																	 ( , ) = 0																			 ≥ 0  

  :حل

( ) = 0				 ⇒ 								 = 2 ( ) = 0 

= 2 ( ) = 2 2 	  

= 2 cos(1 − ) − cos(1 + ) = 

= 2 sin(1 − )1 − − sin(1 + )1 + 0 = 0			 ≠ 1		2						 = 1 

( , ) = ( , ) = ( , ) = 2 	  

)=  :حل معادلات موج به روش دالامبر , 0) = ( )( , 0) = ( ) 
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  ( , ) = ( + ) + ( − )2 + 12 ( )  

  :مثال 

=  معادله موج زير را حل كنيد؟ 4 																																		 ≥ 0( , 0) = 																			0 ≤ ≤( , 0) = 																																			  
)  :حل ) = ( , 0) =( ) = 	( , 0) =  

y(x,t)= ( + 2 ) + ( − 2 ) + 	  

= [sin(x+2t)+sin(x-2t)]+ [sin(x+2t)-sin(x-2t)] 

=  *2sinx cos2t+ * 2sin2t cosx=sinx cos2t+ sin2t cosx 

  

  :معادلات حرارت با شرايط مرزي همگن

 

														 																			( , 0) = ( )		 	0 ≤ ≤(0, ) = ( , ) = 0						 ≥ 0 

  
:باروش جداسازي پارامترها داريم  

u(x,t)=F(x) G(t) 

F = " ⇒ " = 	. =  

    :داريم-=kبراي .رسيم به تناقض مي k>0و k=0بابررسي حالات 

K= - < 0 "+ = 0+ = 0                                         
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  u(0,t)= u(L,t)=0  
(0) = 0( ) = 0 

F(X)=A cospx +B sinpx      ⇒    F(0)=A=0  ⇒  F(x)=B sinpx 

  :داريم  B =1با قراردادن

F(x)=sin px          F(L)=sin pL=0         pL=n      ⇒  p=         n=0,±1,… 

F(x)=sin  x 

+ = 0					 ⇒ 			 ( )= 	 	 
u(x,t)=∑ 		∞ 			  x 

:شرايط اوليه را بررسي مي كنيم  

u( , 0) = ( )        ⇒       ∑∞  sin 	   =f(x) 

)  =	 .استf(x) ضرايب سري سينوسي ) 	 	  x dx 

  

 :مثال 

.معادله روبرو را حل كنيد  

 

	 									 																	 > 0	,			0 < < 1( , 0) = (1 − )														0 ≤ ≤ 1(0, ) = (1, ) = 0																														 
  :حل

 =2 (1 − ) sin 	 = 	 	زوج																											0	فرد																			 										 = ( ) 
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u(x,t) =∑∞ 	   sin  x 

u(x,t) =∑ ( ) 	 ( ) sin(2 − 1)∞  

  

  :معادلات مشتقات جزيي  تبديل لاپلاس وحل

با اعمال تبديل لاپلاس به طرفين معادله با مشتقات جزيي  .لاپلاس روي متغيرزماني اعمال مي شود
تبديل مي شود وپس از U(x,s)معادله به يك معادله ديفرانسيل معمولي برحسب واستفاده از روابط زير،

  .بدست مي آيدu(x,t)با معكوس لاپلاس گرفتن،U(x,s)محاسبه 

L{ ( , )} = ( , ) 

L{ } =  U(x,s) 

L{ } =s U(x,s) – u(x,0) 

L{x } =x  U(x,s) 

L{ } = -  (s U(x,s) –u(x,0)) 

L{x } =x(  U(x,s) –s u(x,0) - (x,0)) 

L{ 	 } =  (  U(x,s)) 

  :ياددآوري

L{ } = 			                              L{ } =
( )

                    a 

L{ } = 
!

                                                           L{sinat} = 		                      
L{cos at}    =  

L{sinh at} =                                                         L{cosh at} =  

L{  f(t)} =F(s-a)                                         L{ u(t-c) f(t-c)}=   F(s) 
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  :مثال 

+  .با استفاده از تبديل لاپلاس معادله زيرا حل كنيد  xu = xu(x, 0) = 0u(0, t) = 0  

 گيريم از طرفين معادله داده شده لاپلاس مي: حل

L{ + xu } =L{x } 		⇒ 		s	U(x, s) - u(x,0) +x 	=   ⇒		 + =  

  Uبرحسب  معادله مرتبه اول

U(x,s)= 	 {   	   dx + c }= 	 	{ 	 	  dx+ c} = {   dx +c} 

= 1 xs(s + 2) + c = xs(s + 2) + Cx  

,0)  :از شرايط مرزي استفاده مي كنيم cبراي بدست آوردن ثابت  ) = 0				 ⇒ 		 (0, ) = 0			 ⇒ 		 = 0 ( , ) = ( + 2) = 2 1 − 1+ 2 		⇒ 		 ( , ) = 2 (1 − ) ( ) 
 

  :استفاده از تبديل فورريه در حل معادلات با مشتقات جزئي

ن معادله تبديل فوريه مي براي بدست آوردن جواب، ازطرفي. تبديل فوريه روي متغير مكان تعريف مي شود
)  :بدست مي آيد u(x,t)با فوريه معكوس گرفتن حاصل  U(ω,t)گيريم و پس از محاسبه  , ) = ( , ) 

= ( , ) 
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  = ( ) ( , ) 

= ( , ) 
= ( , ) 

  

  :معادلات ديفرانسيل جزئي مرتبه دوم

+  .معادله ديفرانسيل زير را درنظر بگيريد + + , , , , = 0 

  .هستند yو  xتوابعي از  cو  bو  aكه در آن 

−اگر  4 >   .معادله از نوع هذلولي گون است 0

−اگر  4 =   .معادله از نوع سهموي است 0

−اگر  4 <   .معادله از نوع بيضي گون است 0

  

  :مثال

+  .نوع معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي زير را تعيين كنيد 2 + = 0 

=  :حل 					,						 = 2 						,							 = 					,				 − 4 = 4 ( − 1) 
1−به ازاي  < <   .معادله هذلولي گون است  1

<به ازاي  >و  1   .معادله بيضي گون است 1−
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=به ازاي    .معادله سهمي گون است ±1

  

  فرم كانونيك

دوم را به فرم ساده با استفاده از تغيير متغيرهاي لازم مي توان معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه 
براي معادله   معادله مشخصها ر رابطه زير.كانونيك  گفته مي شود تري تبديل كرد كه به آن شكل استاندارد 

  :ديفرانسيل با مشتقات جزيي مرتبه دوم معرفي مي كنيم 

a( )  -b( ) +c=0  

  معادله هذلولي گون- 1

)φمعادله مشخصه داراي دو جواب  ،براي يك معادله از نوع هذلولي گون , )φ	و = ( , ) =  

=αاست و تغيير متغير  	Ψ( , =و ( 	φ( , به شكل كانوني زير تبديل مي  معادله ديفرانسيل  را(
  :كند

  =مشتقات مرتبه دوم 

  

  :مثال

  .ا به فرم كانوني تبديل كنيد ر معادله زير

  :حل

 - =0          b=0       a=           c= -       

     − 4 = 4  هذلولي                      0<

  :معادله مشخصه را مي نويسيم 

 ( )  -  =0         ⇒  

= 	⇒ 			 − 	 == − 		⇒ 			 + = 
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=  :مشتقات جزيي  += +  =	 (−2 ) + (2 ) = −2 + 2= (2 ) +	 (2 ) = 2 + 	2 + 	2  

 :محاسبه  
  

	 = −2 	 − 	2 + 2 + 2 	  

= 	 +	 = −2 + 2 	= + = −2 + 	2 	  

=  بنابراين   

α αα 	 αβ 	 	 βα 	 ββ 	 α β
	
αα 	 ββ αβ

 

= :محاسبه  2 + 2 + 2 + 2 . 

= + = 2 + 2= + = 2 + 2  

= 2 + 2 2 	 + 2 + 2 + 2 2 + 2= 2 + 2 + 4 + 4 + 8 و	   :را در معادله قرار مي دهيم 	

(-2 + 2 + 4 + 4 − 8 ) - (2 + 2 +4 + 4 + 8 =0 
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= :با ساده سازي خواهيم داشت  ( ) 	-	 ( ) 	  

  

  :معادلات سهمي گون  - 2

)φبراي يك معادله از نوع سهمي گون ،معادله فقط داراي يك جواب  بصورت  , ) است  =

=وتغيير متغير  ( , βو ( = 	يا	   :معادله ديفرانسيل را به شكل كانوني زير تبديل مي كند  	

  =مشتقات مرتبه اول             يا                =مشتقات مرتبه اول 

  :مثال 

+  .ا به فرم كانوني تبديل كنيد ر معادله زير 2 + =0  

 :حل

4ac =4-سهمي گون            -4 =0   

)  :معادله مشخصه را مي نويسيم ) - 2xy ( ) + =0    ⇒     = 	   

  ريشه مضاعف   

⇒  ln =ln x +ln ⇒ = 	⇒ 
== يا	 ==      

    
= . + . = −= . + . = + 

 :محاسبه 
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= - . = . + . = − ⇒ = + 

 :محاسبه 
= + 

= . + . = 1 += . + . = 1 +  

= 1 1 + + 1 + = 1 + 2 +  

= - − = − − 	 +  

= - 	 + 	 − 	  

uبا قرار دادن  uو	 uو	   :در معادله  اصلي خواهيم داشت  	

x 2 	 + 	 + 2 − 1 	 − 	 − 	+ 1 	 + 2	 + = 0 

y  :با ساده سازي معادله خواهيم داشت  uββ=0     ⇒   =0 

 

  :معادلات بيضي گون  - 3
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=براي يك معادله از نوع بيضي گون ،جوابهاي معادله مشخصه به فرم  ( , ) + ( , )= ( , ) − ( , مي  (

)باشد كه در آن  , 	و( ( , αبا جايگذاري .توابعي حقيقي هستند ( = ( , βو   ( = ( ,   .معادله به شكل كانوني زير در مي آيد (

uββمشتقات مرتبه اول =		+uαα  

  

  :مثال

+  .معادله روبرو را به فرم كانوني بنويسيد = 0 

:حل  

a=1    b=0    c=  ⇒ − 4 = −4 < y ها                  0   بجز محور 

 معادله مشخصه را مي نويسيم

( ) + = 0 ⇒ = ±  

= ⇒ − 2 == − ⇒ + 2 = ⇒ == − 2  

= . + . = −= . + . =  

= :محاسبه  − − ⇒  = . + . = − ⇒ =	− +
 

 :محاسبه 
= 															 = . + . = 
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  :در معادله اصلي جانشين مي كنيم 

(- + ) + = 0	 ⇒ 	 +	 = ⇒ +	 = 

 

  احسائيان. موفق باشيد
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