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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  :مرجع 

  دكتر  شيد فر ترجمه  –اروين كرزينگ  –رياضي مهندسي پيشرفته 

  : فصل ها 

  آناليز فوريه : فصل اول 

  توابع مختلط: فصل دوم 

  نگاشت ها : فصل سوم 

  دنباله ها و سري ها : فصل چهارم 

  انتگرال مختلط : فصل پنجم 

  معادلات با مشتقات جزئي : فصل ششم 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  آناليز فوريه: فصل اول 

  : در اين فصل گفته مي شود 

 يادآوري -

 قضيه دريكله  -

 سري فوريه   -

 بسط زوج و فرد     

 فرم مختلط سري فوريه     

 انتگرال فوريه     

 تبديل فوريه  -

  خواص تبديل فوريه   
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  آناليز فوريه:فصل اول 

  يادآوري 

  :روابط مثلثاتي 

൜sin(ߙ ± (ߚ = sin ߙ cos ߚ ± sin ߚ cos ±cos(αߙ β) = cos α cos β± sin α sin β  

  

۔ۖەۖ
ۓ sin  ± sin ݍ = 2 sin  ± ݍ

2 	cos  ± ݍ
2cos p + cos q	 = 2 cos p + q

2 cos p − q
2cos p − cos q = −2 sin p + q

2 sin p − q
2

 

  

۔ۖەۖ
ۓ sin ܽ cos ܾ = 1

2 ሾsin(ܽ + ܾ) + sin(ܽ − ܾ)]cos a cos b = 1
2 ሾcos(a + b) + cos(a − b)]sin a sin b = − 1
2 ሾcos(a + b) − cos(a − b)] 

  

൞sin2 α = 1 − cos 2α
2cos2 α = 1 + cos 2α
2

 

  

  

  :تناوب 

  را متناوب گويند اگر  f(t)تابع 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 ൜∀		t ∈ 	ܦ → t + t ∈ Df(t + T) = f(t)  

  : مثال 

  دوره تناوب توابع زير را تعيين كنيد 

  

1) sin߱0ݐ	 											ܶ = 2గఠ0
 

2) |cos߱0ݐ|											ܶ = గఠ0
 

  

  

  

  :گرال جزء به جزء انت

(ݒݑ) = ݒݑ + ݒ݀ݑනݒݑ = ݒݑ − නݑ݀ݒ 

  

۔ە
ۓ නݔ sin ݔ݀ݔߙ = sin 2ܽݔߙ − ݔ cos ܽݔߙ + ܿනx2 sin αx	dx = 2x

α2 sin αx + ( 2a3 − x2a ) cos ݔܽ + ܿ 

  

۔ۖەۖ
ۓ නݔ cos ݔ݀	ݔܽ = cos 2ܽݔܽ + ݔ sin ܽݔܽ + ܿනx2 cos ax	dx = 2xa2 cos ax + ቆx2a − 2a3ቇ sinax + c 

  : تابع فرد و زوج 

|cos߱0ݐ| 
గ

2ఠ0
                       ିగ

2ఠ0
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  تابعي را زوج گويند هر گاه 

൜∀	x ∈ D → −x ∈ Df(x) = f(−x)  

  تابعي را فرد گويند هر گاه 

൜∀		x ∈ D → −x ∈ Df(x) = −f(−x)  

 تابع زوج  = تابع فرد  × تابع فرد 

تابع فرد   = تابع فرد  × تابع زوج   

 تابع زوج  = تابع زوج  × تابع زوج 

۔ۖەۖ
ۓ න تابع	فرد = 0


2ି2න 	تابع	زوج = 2න 		تابع	زوج

2

0


2–2

 

  

න sin nx cosmx	dx = 0
గ
ିπ  

න sinmx sin nx	dx = 	 ቄ 0										n ≠ mߨ											n = mగ
ିగ  

  : پيوسته تكه اي 

وار گفته مي شود هرگاه بتوان اين بازه را به تعداد متناهي زير بازه متكه اي ه {a,b}در بازه  f(x)تابع 

  . در هر يك از آنها پيوسته باشد  f(x)تقسيم كرد ، بطوري كه 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  

  

  

  داراي حد نيست cدر نقطه 

  

  

  

  

  

  : قضيه دريكله 

برابر    x0در نقطه   f(x)پيوسته تكه اي باشد ، آنگاه داراي سري فوريه مي باشد و مقدار تابع  f(x)اگر تابع 

  است با 

  پيوسته باشد  x0در  f(x)اگر 

  پيوسته نباشد  x0در  f(x)اگر 

  

  :شرايط دريكله 

  داراي سري فوريه باشد  f(x)براي آنكه تابع 

b                                                          a 

                                                 

b                 c                                      a 

                                                 

b                                                          a 

                                                 

0|(ݔ)݂ = ቐ 0ିݔ)݂(0ݔ)݂ ) + (0ାݔ)݂
2
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  دمتناوب باش - 1

 گرال آن در يك دوره محدود باشد انت - 2

 پيوسته باشد  - 3

ممكن است تابعي شرايط . شرايط دريكله ، شرايط كافي براي داشتن سري فوريه هستند نه شرايط لازم 

  . دريكله را نداشته باشد ولي سري فوريه داشته باشد 

  : سري فوريه 

بصورت زير  cosو  sinرا مي توان بر حسب توابع  f(t)باشد ، آنگاه  tتابعي متناوب با دوره تناوب  f(t)اگر 

  : نوشت 

  : 1تعريف 

(ݐ)݂ = ܽ0 +a୬ cos 2πT nt + b୬sin 2πT nt∞

୬ୀ1
 

ܽ0 = 1Tන f(t)dt  

a୬ = 2Tන f(t) cos 2πT nt	dt												b୬ = 2Tන f(t)sin 2πT nt	dt  

  

   2تعريف 

(ݐ)݂ = a0
2 +a୬ cos 2πT nt + b୬sin 2πT nt∞

୬ୀ1
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 ܽ୬ = 2ܶන (ݐ)݂ cos ߨ2ܶ ்				ݐ݀	ݐ݊  

ܾ = 2ܶන ݊݅ݏ(ݐ)݂ ߨ2ܶ ்ݐ݀	ݐ݊  

ܽ0 = 2ܶන ்ݐ݀(ݐ)݂  

  تابعي زوج باشد آنگاه  f(t)اگر 

ܽ୬ = 2ܶන (ݐ)݂ cos ߨ2ܶ ݐ݀	ݐ݊ = 4ܶන (ݐ)݂ cos ߨ2ܶ 2்			ݐ݀	ݐ݊

0
			2்ି

2்

 

ܾ୬ = 2ܶන (ݐ)݂ sin ߨ2ܶ ݐ݀	ݐ݊ = 0			2்ି
2்

 

  تابع فرد

  تابعي فرد باشد آنگاه  f(t)اگر 

ܽ୬ = 2ܶන (ݐ)݂ cos ߨ2ܶ ݐ݀	ݐ݊ = 0			2்ି
2்

 

 تابعي فرد

ܾ୬ = 2ܶන (ݐ)݂ sin ߨ2ܶ ݐ݀	ݐ݊ = 4ܶන (ݐ)݂ sin ߨ2ܶ 2்			ݐ݀	ݐ݊

0
			2்ି

2்

 

  

  :مثال 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

(ݔ)݂مقدار تابع  = ቐ ݔ																					0 < 
2

ݔ																							1 > 
2

را به كمك بسط فوريه در نقطه  
  .تعيين كنيد 2

X :حل = 
  نقطه ناپيوسته است لذا  	2

ܨ ቀ2ቁ = ൬శ2 ൰ା(ష2 )
2 = 0ା1

2 = 1
2  

  : مثال 

  را به دست آوريد f(t) سري فوريه تابع 

(ݐ)݂ = ቄݐ														0 ≤ ݐ < 1
2 − 1							ݐ ≤ ݐ < 2 

  

  

  

  bn=0                                                                 T=2زوج است بنابراين  f(t)تابع 

ܽ୬ = 2Tන f(t) cos 2πT nt	dt = 	 22ቆන t cos πnt	dt +	න (2 − t)2

1
cos πnt1

0
ቇ  

න t	cosnπt	dt = 	 cos nπt(nπ)2 + t	sinnπtnπ   න =1
0

  
cos ߨ݊ − 2(ߨ݊)1

1

0
 

න t	cos	nπt	dt = 	 cos nπt	(nπ)2 + t sin n	πt	nπ2

1
න = 1 − cosnπ(nπ)2

2

1
 

F(T+2)=f(t) 

2     1         1-  2- 

1
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 → ܽ୬ = cosnπ − 1(nπ)2 + 2nπ sinnπtන − 1 − cosnπ(nπ)2

2

1
 

→ ܽ୬ = 2 cos nπ − 2(nπ)2 = 2(nπ)2 ሾ(−1)୬ − 1] = ቐ 2(nπ)4−݊	زوج											0  ݊	فرد				

f(t) = 1
2 − 4

π2  1(2k − 1)2 cos	(2k − 1)πt∞୩ୀ1
 

ܽ0 = 2௧  tdt + 2୲  (2 − t)dt = 1
2 + 4 − 2 − 2 + 1

2 = 11
0

1
0  

       

  :مثال 

 را بدست آوريد b2و  a2ضرايب  2πبا دوره تناوب  f(t)براي تابع 

(ݐ)݂ ൝sin 										ݐ2 − ߨ < ݐ < ିగ
2 			,					0 < ݐ < ߨ

0																																															 − గ
2 < ݐ < 0

  

  

  

  

  

  نه فرد نه زوج 

               π        3π
4        π

2        π
4                                     −π

2     ି3π
4    −π  
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 ܽ2 = 2

2π (න sin 2tcos 2π
2π × 2t	dt + න sin 2t	cos 2π

2π × 2tdt	π

0

ିπ
2ିπ ) 

= ߨ1 (න 1
2 sin 4t	dt + න 1

2 sin 4t	dt) = 1
π
(− 1

8 cos4tනିπ
2ିπ

ିπ
2ିπ

ିπ
2ିπ  

−1
8 cos4t	 න ) = 1

π
(− 1

8) − 1
8) − 1

8 − (− 1
8)) = 0

ିπ
2ିπ  

b2 = 2
2π (න sin 2t	sin 2π

2π × 2t	dt +	න sin2t	sinπ

0

ିπ2ିπ 2π
2π 	× 2t	dt) 

b2 = 1
π
(න sin2 2t	dt +	න sin22t	dt) =π

0

ିπ2ିπ 1
π
	(න 1 − cos 4t

2 dtିπ
2ିπ  

+න 1 − cos 4t
2 dt) = ߨ1 (t2 − sin4t

8 නగ
0

గ
0

 

= ߨ1 ቀ−4ߨ + ߨ
2 + ߨ

2 − 0ቁ = 3
4 

  :نكته 

براي توابع سينوسي و كسينوسي با ضرايب صحيح با تبديلات زير مي توان ضرايب سري فوريه را به راحتي 

  بدست آورد 

sin2 at = 1 − cos 2at
2 						a ∈ N 

cos2 at = 1 + cos 2at
2 						a ∈ N 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  :مثال

  ضرايب سري فوريه تابع زير را تعيين كنيد 

(ݐ)݂ = (sin ݐ + ݐ)݂																								2(ݐ2ݏܿ + (ߨ2 =  (ݐ)݂
(ݐ)݂ = sin2 ݐ + ݐ22ݏܿ + 2 sin ݐ cos  ݐ2
(ݐ)݂ = 1 − ݐ2ݏܿ

2 + 1 + ݐ4ݏܿ
2 + ݐ3݊݅ݏ −  ݔ݊݅ݏ

(ݐ)݂ = 1 − ݐ݊݅ݏ − 1
2 ݐ2ݏܿ + ݐ3݊݅ݏ + 1

2  ݐ4ݏܿ
  

  

  : تحاد پارسوال ا

  باشد و در شرايط قضيه دريكله صدق كند آنگاه داريم  Tتابعي متناوب با دوره تناوب  f(t)اگر 

2
π
න ݂2் ݐ݀(ݐ) = (ܽ0

2 )2 +(ܽ2 + ܾ2)∞

ୀ1
 

  . گرال گيري بدست مي آيد به اين اتحاد ، اتحاد پارسوال گويند در خودش و انت f(t)اثبات از   ضرب *

  : مثال 

  . براي تابع زير درستي اتحاد پارسوال را نشان دهيد 

f(t)=sin t 

A4                                     b3                                a2              b1          0
2 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

2ܶන ݐ݀(ݐ)2݂ = 2
2πන sin2 ݐ݀ݐ = 1

π
න 1 − ݐ2ݏܿ

2 2πݐ݀

0

2π

0்  

= 1
π
(t2 − 1

4 sin 2t	 න = 1																	a1
2

2π

0
= 1						 

  

  : بسط زوج و فرد 

,0}در بازه f(t)فرض كنيد تابع    تعريف شده باشد  {2்

}چنانچه تابع را در فاصله  –الف 
ି
2் }  طوري تعريف كنيم كه تابع حاصله در بازه  { 0,	

ି
2் , زوج شود {2்

و سپس سري فوريه اين تابع را بنويسيم، اصطلاحاً سري فوريه كسينوسي تابع اصلي ) بسط زوج نيم دامنه(

  . نوشته شده است 

(ݐ)݂ = ܽ0
2 + ܽ cos 2݊ܶ ୀ1∞ݐ݊

 

ܽ0 = 2 × 2ܶන f(t)dt																	a୬ = 2 × 2Tන f(t) cos 2πT nt	dt
2

0


2

0
 

  

  

  

  

  

     2் 		                                             ି
2்              

f(t) 
f(t) 

t 

t 2ܶ  

,0}در بازه  f(t)تابع  f(t)تابعزوجگسترش   تعريف شده است {2்
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

}چنانچه تابع را در فاصله ) ب
ି
2் }طوري تعريف كنيم كه تابع حاصله در بازه  { 0,	

ି
2் , فرد شود  {2்

و سپس سري فوريه اين تابع را بنويسيم ، اصطلاحاً سري فوريه سينوسي تابع اصلي نوشته   )گسترش فرد (

  . شده و بدست مي آيد 

(ݐ)݂ =ܾ sin ߨ2ܶ ∞ݐ݊

ୀ1
 

ܾ୬ = 2 × 2Tන f(t) sin 2πT nt dt					
2

0
 

  

  

  

  

  

  

  

  :مثال

ݐرا با تناوب  g(x)=x2سري فوريه تابع  = ߨ−در فاصله  ߨ2 < ݔ <   .بدست آوريد  ߨ

(ݔ)݃ = 4න 1ݔ݀(1ݔ)݂ = 4න ݔ݊݅ݏ) − ݔ2݊݅ݏ
2 + ݔ3݊݅ݏ

3 ௫ݔ݀(⋯±
0

௫
0

 

=4(-cos x +
௦2௫

4 − ௦3௫
9 ⋯+ = ቂ−ܿݔݏ + ௦2௫

4 ቃ௫
0  

     2் 					                                                       ି
2்    

f(t) 
f(t) 

t 

t 2ܶ  

,0}در بازه f(t)تابع  f(t)گسترش فرد تابع  تعريف شده است {2்
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 −cos 3x

9 +⋯] − (−1 + 1
4 − 1

9 +⋯)] 
= 4 ൬1 − 1

22 + 1
32 −⋯൰ − ݔݏܿ + ݔ2ݏܿ

22 − ݔ3ݏܿ
32 ±⋯൨ 

=xاگر 
గ
  . قرار دهيم  2

2ߨ

4 = 4 ൬1 − 1
22 + 1

32 −⋯൰ − 0 − 1
4 − 0 + 1

16 +⋯൨ 
⇒ 2ߨ

16 = ൬1 − 1
22 + 1

32 −⋯൰ − 1
4 (1 − 1

22 + 1
32 −⋯) ⇒ 

൬1 − 1
22 + 1

32 −⋯൰ = 2ߨ

12 ⇒ g(x) = 4(π2

12 − cosx + cos2x
4 −⋯) 

 

  : فرم مختلط سري فوريه 

  با استفاده از فرمولهاي اويلر ، سري فوريه را مي توان بصورت مختلط نوشت 

θݏܿ = ݁θ + ݁ିθ
2 													sin θ = ݁θ + ݁ିθ

2i  

(ݐ)݂ =  ܿ݁2గ்௧				∞

ୀ∞ 																	ܿ୬ = 1Tන f(t)eି୧2π୬୲	ୢ୲  

ܿ୬  ܽبر حسب୬  ܾو୬  :  

൜ ܽ୬ = ܿ୬ + ܿି୬ܾ୬ = ݅(ܿ − ܿି) ܿ୬ = 1
2 (a୬ − ib୬) 

  :اثبات 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 ܿ୬ = 1Tන f(t)eି୧2గ்௧dt = 1Tන f(t) cos ൬−2πT nt൰ dt  

−݅ 1ܶන (ݐ)݂ sin ߨ2ܶ ݐ݀ݐ݊ = 1
2ܽ − 2݅ ܾ௧  

1
2 (a୬ + ib୬) 

  :خواص سري فوريه مختلط

  : باشد ، داريم  g(x)و  f(x)به ترتيب ضرايب سري فوريه  dnو   cnدر سري فوريه به فرم مختلط ؛ اگر 

ݔ)݂ − ܽ) ↔ ܿ݁ି2గ் 

݁2గ்௫݂(ݔ) ↔ c୬ିୟ ݂(−ݔ) ↔ ܿି 

න ݔ)݃(ߣ)݂ − ߣ݀(ߣ ↔ ்ܶܿ݀  

(ݔ)݃(ݔ)݂ ↔ܿ݀ି∞

ୀ∞  

݂(ݔ) ↔ ݅݊ ߨ2ܶ ܿ 

(ܿ0 = න(با	شرط	0 ݐ݀(ݐ)݂ ↔ ܶ
݊݅ߨ2 ܿ௫

ି∞  

  :قضيه پارسوال براي سري فوريه مختلط بصورت زير بيان مي شود 

2Tන f 2(t)dt =  |c୬|2∞

୬ୀି∞  
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

  : مثال 

ߨ−در بازه  f(x)=exسري فوريه مختلط  < ݔ <   . را بدست آوريد  ߨ

ܿ୬ = 1Tන f(ݔ)eି୧2గ்௫dx = 1
2πන e୶eି୧୬୶dx =π

ିπ  

1
ߨ2 1(1 − in) e(ି1ି୧୬)୶ න = 1

2π
1

1 − in × 1 + in
1 + in (e(1ି୧୬)π − eି(1ି୧୬)π)π

ିπ  

= 1
2π . 1 + in

1 + n2 ሼeπ(cosnπ− i	sin	nπ) − eିπ(cosnπ + i	sinnπ)ሽ 
= 1

2π . 1 + in
1 + n2 ሼ݁గ(−1) − ݁ିగ(−1)ሽ = (−1)୬

π
. 1 + in
1 + n2 sinhπ 

  :مثال 

=f(x)سري فوريه مختلط تابع 
1௦௫  0در بازه < ݔ < గ

∑بصورت  4 c୬e୧2π
π
4
୬୶

∞୬ୀି∞  حاصل . مي باشد ∑ |c୬|2∞୬ୀି∞  را بدست آوريد  

  : طبق رابطه پارسوال داريم 

1Tන f 2(t)dt =  |c୬|2∞

୬ୀି∞  

→  |c୬|2 = 1
π
4
න ( 1cos x)2dt = 4

π
tanxන = 4

π

π
4

0

π
4

0

∞

୬ୀି∞  

  

  : گرال فوريه انت
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

+و∞−(رفتار يك تابع غير تناوبي كه در فاصله  تعريف شده است را نمي توان از طريق يك ) ∞

+و∞−(در فاصله  f(x)اما اگر . سري فوريه توصيف نموده مطلقاً انتگرال پذير باشد يعني ) ∞  |f(x)|dx < ∞
ملات سينوسي و كسينوسي را مي توان در قالب يك بيان انتگرالي از ج f(x)، آنگاه ∞ି∞

  : گرال فوريه تابع مرسوم است به فرم زير نوشت كه به انت

ەۖۖ
۔ۖ
(ݐ)݂ۓۖ = න ݐ߱ݏܿ(߱)ܽ) + ∞߱݀(ݐ߱݊݅ݏ(߱)ܾ

0a(ω) = 1
π
න f(t) cosωt	dt	∞

ି∞b(ω) = 1
π
න f(t) sinωt	dt∞

ି∞
 

  تابعي زوج باشد آنگاه  f(t)اگر 

ܽ(߱) = නߨ2 (ݐ)݂ cos߱ݐ	ݐ݀													ܾ(߱) = 0
∞

0
 

  تابعي زوج باشد آنگاه  f(t)اگر 

ܽ(߱) = 0										ܾ(߱) = නߨ2 (ݐ)݂ sin߱ݐ	ݐ݀				∞

0
 

  : گرال فوريه بصورت زير بيان مي شود تساوي پارسوال براي انت

1
π
න f 2(t)dt = න (a2(ω) + b2(ω))dω∞

0

∞

ି∞  

,0)تابعي پيوسته تكه اي در بازه  f(t)اگر  بوده و در اين فاصله مطلقاً انتگرال پذير  (∞−

)باشد |f(t)|dt∞ି∞ < ∞)			  

,∞−)را در بازه  f(t)مي توان  –الف  بصورت زوج گسترش داده و انتگرال فوريه تابع حاصله را كه  (0

  : ناميده مي شود ، بصورت زير نوشت  f(t)انتگرال فوريه كسينوسي 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 

(ݔ)݂  =  ∞߱݀ݐ߱ݏܿ(߱)ܽ
0 											ܽ(߱) = 2గ  ∞ݐ݀ݐ߱ݏܿ(ݐ)݂

0  

,∞−)را در بازه  f(t)مي توان   -ب بصورت فرد گسترش داده و انتگرال فوريه تابع حاصله را كه انتگرال  (0

  :ناميده مي شود ، بصورت زير نوشت  f(t)فوريه سينوسي 

(ݔ)݂ = න ∞߱݀ݐ߱݊݅ݏ(ݓ)ܾ

0
											ܾ(߱) = නߨ2 ∞ݐ݀ݐ߱݊݅ݏ(ݐ)݂

0
 

  : مثال 

 اگر a(ω)cosωt	dω = ൝ ୡ୭ୱ ௧2	 					 |ݐ| < గ
2

|ݐ|											0 < గ
2 		∞

  .را بدست آوريد a(ω)باشد ،  0

  . زوج است f(t)چون 

ܽ(߱) = නߨ2 ∞ݐ݀ݐ߱ݏܿ(ݐ)݂

0
 

ܽ(߱) = නߨ2 1
2 ݐ݀	ݐ߱ݏܿ	ݐݏܿ = 1

නߨ2 (cos(1 + ߱) ݐ + cos	(1 − గݐ݀(ݐ(߱
2

0

∞

0
 

= 1
2π (sin(1 + ω) t

1 +ω + sin(1 −ω) t
1 −ω න = 1

ߨ2 (cos߱21ߨ + ߱ + cos߱2ߨ
1 − ߱π

2

0
) 

= 1
2π cosωπ2 . 2

1 −ω2 = cosωπ2
π(1 −ω2) 

  : مثال 

(ݐ)݂اگر  =  ∞ݏܿ(߱)ܽ
0   بود ؟به چه صورت خواهد  (ݐ)2݂ݐباشد آنگاه انتگرال فوريه  ߱݀	ݐ߱

ܽ(߱) නߨ2 (ݐ)݂ cos߱ݐ	ݐ݀													 ݀ܽ(߱)݀߱ = නߨ2 (ݐ)݂ × ∞ݐ݀ݐ߱݊݅ݏ(ݐ−)

0

∞

0
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
 ݀2ܽ(߱)dω2 = 2

π
න f(t) × (−t) × tcosωtdt →∞

0
 

݀2ܽ(߱)dω2 = 2
π
න t2f(t)cosωtdt∞

0
 

  بنابراين 

2f(t)ݐ = න ቆ−d2a(ω)dω2 ቇ cosωtdω∞

0
	 

  : تبديل فوريه 

مطلقاً انتگرال پذير باشد ، داراي تبديل فوريه است كه (∞,∞−)تابعي تكه اي هموار و دربازه  f(t)اگر 

  : بصورت زير تعريف مي شود 

  : 1تعريف 

۔ۖەۖ
ۓ (߱)ܨ = ݂൫݂(ݔ)൯ = නߨ2√1 ∞ݐఠ௧݀ି݁(ݐ)݂

(ݐ)݂∞ି = ݂ି1൫ܨ(߱)൯ = නߨ2√1 ∞ఠ௧݀߱݁(߱)ܨ

ି∞
 

  : 2تعريف 

۔ۖەۖ
ۓ (߱)ܨ = න ∞ݐఠ௧݀ି݁(ݐ)݂

(ݐ)݂∞ି = 1
නߨ2 ∞ఠ௧݀߱݁(߱)ܨ

ି∞
 

  : مثال 

  :تبديل فوريه فوريه توابع زير را بيابيد 
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ..........................................................................فصل اول  -رياضيات مهندسي
(ݔ)݂  = ቄ0													ݔ < 0݁ି௫						ݔ > 0 

(߱)ܨ = න ∞ݔఠ௫݀ି݁(ݔ)݂

ି∞  

= න eି୩୶eି୧ன୶dx = න eି(୩ା୧ன)୶dx = −1k + iω eି(୩ା୧ன)୶ න =∞
0

∞

0

∞

0
 

1k + iω = k − iωk2 +ω2 

2)	f(t) = u(t − a) = ቄ 1							t > ܽ
0									t < ܽ	 

F(ω) = න f(t)eି୧ன୲dt∞

ି∞ = න 1eି୧ன୲dt = −1iω eି୧ன୲∞

ୟ න∞

ୟ  

= ݁ିఠiω  

  :خواص تبديل فوريه 

  خطي بودن - 1

݂ሼ(ݔ)1݂ܥ + ሽ(ݔ)2݃ܥ = (߱)ܨ1ܥ +  (߱)ܩ2ܥ
  مشتق   - 2

݂൛݂()(ݔ)ൟ = (݅߱)݂ሼ݂(ݔ)ሽ 
  قضيه انتگرال - 3

݂ ቊන ௫ݐ݀(ݐ)݂
ି∞ ቋ = 1݅߱ ݂(߱) +  (߱)ߜ(0)݂ߨ

(߱)ߜ	كه = ቄ∞						߱ = 0
0					߱ ≠ 0  
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  شيفت زماني - 4

݂ሼ݂(ݔ − ܽ)ሽ = ݁ିఠܨ(߱) 
  شيفت فركانسي - 5

݂൛݁௫݂(ݔ)ൟ = ߱)ܨ − ܽ) 
  :قضيه مشتق گيري از تبديل فوريه - 6

݂ሼݔ݂(ݔ)ሽ = ݅ ݀ܨ(߱)݀߱  

  كانولوشن- 7

(ݔ)݂ ∗ (ݔ)݃ = න ݔ)݃(ݐ)݂ − ∞ݐ݀(ݐ

ି∞  

F(f*g)=F(ω).G(ω) 

  :ر مقياستغي- 8

݂ሼ݂(ܽݔ)ሽ = 1|ܽ|  (ܽ߱)ܨ
  :پارسوال- 9

න f 2(x)dx = 1
2πන |f(w)|2dω∞

ି∞
∞

ି∞  

  :نكته 

  .تابعي حقيقي و زوج باشد ، تبديل فوريه آن حقيقي و زوج خواهد بود  f(x)اگر 

  .خواهد بود  فردو  موهومي محضباشد ، تبديل فوريه آن  فردتابعي حقيقي و  f(x)اگر 
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  :مثال 

  .را بدست آوريد  xe-ixf(x)بناميم ، حاصل تبديل فوريه  f(w)را f(x)اگر تبديل فوريه 

  : راه اول 

 f{e-ixf(x)}=f(ω+1) : شيفت زماني 

f{x×e-ixf(x)}=i :مشتق گيري 
ௗௗఠ ݂൛݁ି௫݂(ݔ)ൟ = ݅ ሖ݂(߱ + 1) 

  :راه دوم 

(߱)ܨ = න ݔఠ௫݀ି݁(ݔ)݂ → ሖܨ (߱) =∞

ି∞ න −ixf(x)݁ିఠ௫݀ݔ				ω	به	طرفين	از	مشتق	ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ∞

ି∞  

ሖܨ݅ (߱) = න ାஶݔఠ௫݀ି݁(ݔ)݂ݔ
ିஶ  

  :قرارا مي دهيم  ω ،ω+1به جاي 

ሖܨ݅ (߱ + 1) =  ݔ(ఠା1)௫݀ି݁(ݔ)݂ݔ → ݅ାஶିஶ ሖܨ (߱ + 1) =  ାஶିஶ	ݔఠ௫݀ି݁(ݔ)௫݂ି݁ݔ  

  

  :تابع ضربه 

  :بصورت زير تعريف مي شود  δ(t)تابع ضربه 

(ݐ)ߜ = ൜ ݐ									تعريف	نشده = 0
ݐ																								0 ≠ 0	 												ቐන ݐ݀(ݐ)ߜ = ௧(ݐ)ݑ

(t)ݑ́∞ି = δ(t)  

ቐ ݂ሼ(ݐ)ߜሽ = 1݂ሼ1ሽ = 2πδ(ω) 

 تبديل فوريه

 تابع
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  موفق باشيد

  احسائيان
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 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان .......................................................................... مودفصل  -رياضيات مهندسي
 

  توابع مختلط:فصل دوم
  

  

  :شود در اين فصل گفته مي

  يادآوري -

  نواحي در صفحه -

  مشتق توابع مختلط - حد توابع مختلط -

  تابع تحليلي -

  ريمان -قضيه كوشي -

  تابع همساز -

  توابع مقدماتي -

  تابع نمايي -

  مثلثاتي و هذلوليتابع  -

  تابع لگاريتمي و توان عمومي -
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  :تلطيادآوري از اعداد مخ

 Z=x+i.y            ݅2   = -1 

1ݖ  + 1ݔ=2ݖ + 2ݔ + ݅. 1ݕ) + .1ݖ (2ݕ 1ݔ)=2ݖ + 2ݔ	)(1ݕ݅ +  (1ݕ2ݔ+2ݕ1ݔ	)i+2ݕ1ݕ -2ݔ1ݔ	=(2ݕ݅

مزدوج        x-iy=̅ݖ

اندازه        2ݔඥ=|ݖ| +  2ݕ

  :اندازه و مزدوجخواص 

1ݖ) -1 ± (2തതതതതതതതതݖ = 1ഥݖ + 2ഥݖ 1ഥݖ=2തതതതതݖ1ݖ    -2        2ഥݖ	.  

|2ݖ1ݖ|-3 = ቚ௭1௭2  -4             |2ݖ||1ݖ|
ቚ = |௭1||௭2| 

5-   ቀ௭1௭2
ቁതതതതത	= 

௭1௭2ഥഥ                      6-  |̅ݖ|=|ݖ| 
7- z.1ݖ|-8                     2|ݖ| = ̅ݖ + |2ݖ ≤ |1ݖ| +  |2ݖ|

  :فرم قطبي اعداد مختلط
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Z=x+iy=r݁ఏ 
 ൝ݎ = ඥ2ݔ + ߠ2ݕ = 1ି݊ܽݐ ௬௫   

                                                      ൜ݔ = ݕߠݏܿݎ =     ߠ݊݅ݏݎ

            2݁(ఏ1ାఏ2)ݎ1ݎ=2ݖ1ݖ 
ݖ      =   ݁ఏݎ

 

 

  :ام اعدادمختلطnريشه 

ام آن از رابطه زير قابل nريشه هاي ,باشد  z=r݁ఏريشه است بطوريكه اگر  nهر عدد مختلط داراي 
  :محاسبه است

ݖ√ ݎ√=  ݁ഇశ2ೖഏ       k=0,....,n-1 

 

  :مثال

  .را بدست آوريد i-1=0-5ݖجواب معادله 

ഏ4݁.2√=5ݖ 	→ i+1=5ݖ  → z=ඥ√25 ݁2ೖഏశഏ45    k=0,....,4 

  :در صفحه مختلط نواحي

ݖ|عبارت است از  0ݖ و zفاصله بين دو نقطه  − z0|, بنابراين دايره به شعاعε  را به صورت زير 0ݖ و مركز
;ݖሼ  .نمايش مي دهيم ݖ ∈ ℂ, ݖ| − z0| = εሽ 
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ݖ|و نامساوي   − z0| < چنين ناحيه اي را قرص دايره اي باز و  .نقاط دروني دايره فوق رانشان مي دهد,ߝ
ݖ|  		εنامساوي − z0| قرص .كه شامل نقاط دروني و خود دايره است را قرص دايره اي بسته  مي ناميم≥
  .نشان مي دهيمఌܰ(ܼ0)شود وآنرا با  نيز ناميده مي0ݖهمسايگي از εباز يك 

ఌܰ(ܼ0)=ሼܼ; ܼ߳ℂ, ݖ| − z0| <  ሽߝ
ݖ|نامساوي  − z0| > 1ߝنقاط بيروني دايره و  ߝ < ݖ| − z0| < ε2  ناحيه بين دو دايره متحدالمركز به

 .را نشان ميدهد كه به آن طوق باز مي گوييمε2	و  1ߝشعاع هاي 

  

                                                       

 

ݖ|                                                                               − z0| ≤ ݖ|                   		ߝ − z0| =  ߝ

 

 

 ߝاگر يك .گوييمSرا يك نقطه داخلي  z0ϵܵ	.باشدȻمجموعه اي از نقاط در صفحه مختلط  Sفرض كنيد 
مي گوييم  Sرا يك نقطه خارجي  z1و نقطه  εܰ(z0)Sوجود داشته باشد به طوريكه  z0همسايگي از 

2ݖنقطه   ⊂ Ȼ-S	εܰ(z1) يافت شود بطوريكه  z1همسايگي از ߝاگر يك  ∈ c  را يك نقطه مرزيs  مي
  .نه نقطه داخلي باشد و نه نقطه خارجي آن 2ݖناميم اگر 

  

 

                             

 

 

  نقطه خارجي :3ݖنقطه مرزي          :2ݖنقطه داخلي     :1ݖ 

ߝ0ܼ ߝ0ܼ

ࢠ
 ࢠ

  sࢠ
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رامجموعه باز مي گوييم اگر هرنقطه متعلق به آن  Sمجموعه .مي ناميم Sرا مرز  sمجموعه كليه نقاط مرزي 
را مجموعه مجموعه بسته گوييم اگر علاوه بر نقاط داخلي شامل نقاط  S يك نقطه داخلي باشد و مجموعه ,

را كراندار ناميم اگر  S مجموعه ).را بسته گوئيم هرگاه مكمل آ باز باشد S مجموعه .(مرزي خود نيز باشد

|z|داشته باشيم  ݏz߳وجود داشته باشد به قسمي كه براي هر  <0Nعدد حقيقي  < ܰ 

 

  

    

  

  

  

اگر هر دونقطه دلخواه آن را بتوان بوسيله يك خط شكسته به هم وصل كرد ,را همبند گوئيم  Sمجموعه باز 
 Sرا همبند ساده گوييم اگر هر منحني بسته واقع در  Sمجموعه .باشد Sبطوريكه تمام نقاط آن درون 

  .واقع باشد Sرابتوان در يك نقطه منقبض كرد كه ضمن انقباض هموار در 

  

  

  

  

  

  :حد توابع مختلط

در اين صورت .تعريف شده باشد0ݖبجز احتمالا خود ,0ݖدر همه نقاط همسايگي  f فرض كنيدتابع  lim௭→௭0 	f(z) = ε	∀  :هرگاه شرط زير برقرار باشد,مي باشد 0ݓ > 0	; ߜ ∃	 > 0  ; 0< ݖ| − z0| < (ݖ)݂|  ߜ − |0ݓ <   ߝ

s

كران دار نيست

 همبند مركب همبند ساده
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lim௭→௭0  :پيوسته گوئيم هرگاه 0ݖ=zرا در  f(z)و تابع 
= f(z) 

  .حد يك تابع در صورت وجود منحصر به فرد مي باشد

 :مثال

  .حد توابع زير را درصورت وجود تعيين كنيد

lim௭→0
|௭|௭ =lim(௫,௬)→0

ඥ௫2ା௬2௫ା௬ = lim→0
 ୡ୭ୱఏା ୱ୧୬ఏ=

1ୡ୭ୱఏା୧ୱ୧୬ఏ 

←وابسته به  θ حد ندارد←فرد نيستمنحصر به.  lim௭→0
ோ(௭)|௭| =lim→0

 ୡ୭ୱఏ =cos  ߠ

  

  

  

  

πاگر از زاويه 

   1√2نزديك شويم  0به  4

πاگر از زاويه 

   0نزديك شويم 0به  2

  ...و 

  :مثال

ோ(௭3)|௭|2ܽ	f(z)=ቊتابع           ௭ஷ0௭ୀ0 به ازاي چه مقدار ه مقدارa  درz=0 است؟پيوسته  

lim→0پيوستگي تابع از  (ݖ)݂ = lim௭→0  .نتيجه مي شود (ݖ)݂ lim௭→0=(ݖ)݂
ோ(௭3)|௭|2  

Z=0 
حد ندارد
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ݔ)=3ݖ  + 3ݔ=3(ݕ݅ + ݕݔ3݅ − 2ݕݔ3 − (3ݖ)ܴ݁				3ݕ݅ = 3ݔ − (3ݖ)ܴ݁ 2ݕݔ3 = ݎ) cos 3-3rcos(ߠ r)ߠ sin 2(ߠ = ߠ3ݏ3ܿݎ − 3ݎ3 cos ߠ lim௭→0 ߠ2݊݅ݏ

ோ(௭3)|௭|2 =lim→0
3௦3ఏି33 ୡ୭ୱఏ௦2ఏ2 =lim→0 ݎ cos ߠ2ݏܿ)ߠ −  (ߠ2݊݅ݏ3

 .پيوسته باشدz=0باشد تا تابع در  f(z=0)=0بنابراين بايد 

 

  :مشتق توابع مختلط

  :بصورت زير تعريف مي شود 0ݖدر  f(z)مشتق تابع 

f′(0ݖ)=lim௭→௭0
(௭)ି(௭0)௭ି௭0

=lim→0
(௭0ା)ି(௭0)  

  .مشتق پذير است 0ݖدر fدر اينصورت مي گوييم تابع ,اگر حدهاي فوق موجود باشند

  :مثال

lim→0  .بررسي كنيد 0=0ݖرا در 2|ݖ|مشتق پذيري تابع 
(0ା)ି(0) = lim→0

||2ି02 =0 

  .مشتق پذير است ← حد موجود است

 

  :تابع تحليلي

اگر .مشتق پذير باشد0ݖدر تمام نقاط همسايگي f(z)تحليلي مي ناميم اگر  0ݖرا در نقطه  f(z)تابع 
  .مي ناميم تابع تامآن را ,در كليه نقاط صفحه مختلط تحليلي باشدf(z)تابع

تابع  تكينرا يك نقطه  0ݖتحليلي نباشد ولي در همسايگي آن تحليلي باش آنگاه  0ݖدر نقطه fاگر تابع 
f(z) مي ناميم.  

  .يك نقطه تكين است 	1براي تابع  z=0مثلا نقطه 

f(z)=
1௭        f′(z)=

ି1௭2  
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  :ريمان در فرم دكارتي -قضيه كوشي

0ݔ=0ݖدر نقطه  f(z)=u(x,y)+iv(x,y)هرگاه تابع  +   :آنگاه خواهيم داشت,داراي مشتق باشد 0ݕ݅

f′(0ݖ)=
డ௨డ௫ + ݅ డ௩డ௫ = డ௩డ௬ − ݅ డ௨డ௬  

۔ۖەۖ
ۓ ݔ߲ݑ߲ = ݔ߲ݒ߲ݕ߲ݒ߲ =  ݕ߲ݑ߲−

 :ريمان در فرم قطبي –قضيه كوشي 

  :گاه خواهيم داشتآن,داراي مشتق باشد 0݁ఏ0ݎ=z0در نقطه  (ߠ,r)iv+(ߠ,r)f(z)=uهرگاه تابع 

f′(z)=(
డ௨డ + ݅ డ௩డ)݁ିఏ = 1 (డ௩డఏ − ݅ డ௨డఏ)݁ିఏ 

൞ ݑ = ݎ1 ݑఏݒ = − ݎ1  ఏݒ

  :تذكر

f(z)=൜(௭)തതത2௭0مثلا تابع .ريمان شرايط لازم مشتق پذيري هستند نه شرايط كافي –قضاياي كوشي  								௭ஷ0௭ୀ0 

  .ريمان صدق مي كند –مشتق پذير نيست ولي در معادلات كوشي  z=0در 

  .در آن نقطه مشتق پذير نيست,در معادلات كوشي ريمان صدق نكند  0ݖ=z در نقطه f(z)اگر تابع 

  :قضيه

,௬ݒ آنست كه ,تحليلي باشد Dدر حوزه  f(z)=u(x,y)+iv(x,y)شرط لازم و كافي براي آنكه تابع  ,௫ݒ ,௬ݑ   .ريمان صدق كنند –پيوسته و در معادلات كوشي  Dكه در ௫ݑ

  :مثال

 .تحليلي است,در كليه نقاط صفحه مختلط  2ݖ=f(z)تابع 
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f(z)=	ݔ)=2ݖ + 2ݔ=2(ݕ݅ − 2ݕ + ݑ൜ ݕݔ2݅ = 2ݔ − ݒ2ݕ = ݕݔ2  

൞ ௫ݑ = ௬ݑݔ2 = ௫ݒݕ2− = ௬ݒݕ2 = ݔ2               ௨ೣୀ௩௨ೣୀି௩ 

  :مثال

  .ريمان را براي تابع زير در مبدا بررسي كنيد –روابط كوشي 

f(z)=൜(௭̅)2௭0     ௭ஷ0௭ୀ0 

f(z)=
(௫ି௬)2௫ା௬ =

(௫ି௬)3௫2ା௬2 = ௫3ା3௫௬2௫2ା௬2 + ݅ ௬3ି3௫2௬௫2ା௬2  

௫(0,0)ݑ = lim௫→0

,ݔ)ݑ 0) − ݔ(0,0)ݑ = lim௫→0

3ݔ3ݔ = 1 

௬(0,0)ݑ = lim௫→0
௨(0,௬)ି௨(0,0)௬ = lim௬→0

0௬3=0 

௫(0,0)ݒ = lim௫→0
௩(௫,0)ି௩(0,0)௫ = lim௫→0

0௫3=0 

௬(0,0)ݒ = lim௬→0
௩(0,௬)ି௩(0,0)௬ = lim௬→0

௬3௬3=1 

ቄ ௫ݑ = ௬ݑ௬ݒ =  ௫ݒ−

  :مثال

=uفرض كنيد 
2௫௬(௫2ା௬2)2  وf(z)= u+iv حاصل .بجز در مبدا يا همه جا تحليلي باشدf′(z) را در نقطه

z=1+i بدست آوريد.  

  :راه اول

f′(z)=ݑ௫ + ௫ݒ݅ = ௫ݑ −  ௬ݑ݅

௫ݑ = 2ݔ)ݕ2 + 2(2ݕ − 2ݔ)2 + 2ݔ)(ݕݔ2)(ݔ2)(2ݕ + 4(2ݕ  
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 u	௬			ୀ								(2୶)(୶2ା୷2)2ି2(୶2ା୷2)(2୷)(2୶୷)(୶2ା୷2)4

 

 

 :داريم z= 1+iدر نقطه 

 

  ቊݑ௫ୀି1
௬ୀି1ݑ2
2

                           ሖ݂(1 + i) = ି1
2 + ୧

2      																																																																												                                                                                   
                                                                                                                         

  :راه دوم    

  :به فرم قطبي

,r)	ݒ                                θ)  i  +ݑ		(r, θ)  = ݂		(z)  

=  (Ur-i
1	uߠ)    eି୧θ (ur+ivr)   fሖ(z) = eି୧θ  ݎ)ݑ, (ߠ = 1 ∗ 2 ୡ୭ୱఏ௦ఏ	(2)2 = ௦2ఏ2                                                                                                 

ܷ = −2
3ݎߠ2݊݅ݏ  

ܷఏ = 2
2ݎߠ2ݏܿ  

fሖ(z) = (−2
3ݎߠ2݊݅ݏ − 2

2ݎߠ2ݏܿ  eି୧θ(ݎ݅

 

 :داريم eπ4୧ z=1+i=√2در نقطه

ሖ݂(ݖ) = 1
2√2

ቀ−2 ݊݅ݏ 2ߨ − ݏ2݅ܿ 2ቁߨ ݁ିగ4 = −1√2
ቆ√2

2 − ݅ √2
2 ቇ = −1

2 + 2݅ 
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 :تابع همساز

همساز گوييم اگر در آن حوزه xyاز صفحه Dرا در يك حوزه x,yاز دو متغير حقيقي hتابع حقيقي 
جزئي زير كه به معادلات داراي مشتقات جزئي مرتبه اول و دوم پيوسته باشد و در معادله با مشتقات 

  .لاپلاس معروف است صدق كند

∇2ℎ = ப2୦ப2୶+
ப2୦ப୷2 = 0 

,x)	ݒ اگر تابع y)  i  +ݑ		ݔ), y)  = ݂		(z) در حوزه D تحليلي باشد ،آنگاه مشتقات جزئي مرتبه اول
u,v  ريمان صدق مي كنند يعني–در معادلات كوشي:  

൞ ௫ݑ = ௬ݑ௬ݒ = ௫ݒ− 				⟹ ൞ ௫௫ݑ = ௬௬ݑ௬௫ݒ = ௫௬ݑ௫௬ݒ− = ௬௫ݑ௬௬ݒ = ௫௫ݒ− 						⟹ 				 ቐݑ௫௫ + ௬௬ݑ = ௫௫ݒ0 + ௬௬ݒ = 0
 

در  Dهمساز باشند و مشتقات جزئي مرتبه اول تنها در   nدر حوزه  u,vاگر دوتابع مفروض 
 .   است Uيك مزدوج همساز Vريمان صدق كنند،گوييم  –معادلات كوشي 

  :قضيه

(ݖ)݂شرط لازم و كافي براي تحليلي بودن تابع  = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)	ݒ	݅ آنست  Dدر حوزه  (ݕ
  .باشد Dدر  uيك مزدوج همساز  vكه 

  :مثال

,ݔ)وتابع  U(X,Y)=2X(1-Y)اگر   ,ݔ)		ݑ+  i  (ݕ را  f(z)آنگاه تابع  تحليلي باشد، (ݖ)		݂ =  (ݕ

  بدست آوريد ؟

  :خواهد بود يعني Uمزدوج همساز Vتحليلي است  F(z)چون : حل

UY=-VX      

UX=VY 

UX=2(1-Y)=VY   V= 2(1 − ݕ݀(ܻ + ⟹ (ݔ)݂ ݒ = ݕ2 − 2ݕ +  (ݔ)݂
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௬ݑ  = ௫ݒ− 	⇒ − ሖ݂(ݔ) = 		ݔ2− ⇒ (ݔ)݂		 = 2ݔ + 		ܥ ⇒ ݒ = ݕ2 − 2ݕ + 2ݔ +  ܥ

  f(z)=2x(1-y)+i(2y-y2+x2+C) 

  :مثال

3	୰ cosӨ + iv(r, θ)اگرӨf(z)=r3sin3  يك تابع تحليلي باشد ،آنگاهv(r,ө)  را بدست آوريدu 
  :كند ريمان صدق مي –در معادلات كوشي v و 

Ur=
1vӨ 

Ur=
ି1 uӨ 

uӨ=3r3cos3Ө+
3sinө     →        ur=3r2sin3ө+

32  ߠݏܿ

vӨ=3r3sin3ө+
3cosө         v=-r3cos3ө+

3sinө+A(r) 

Vr=-3r2cos3ө -	 32sinө+A΄(r)=- 
1uӨ   →   A΄(r)=0A(r)=c 

  v(r,ө)= -r3cos3ө+
3sinө+c 

  :توابع مقدماتي 

  :توابع نمايي

  :با رابطه زير تعريف مي شود zتابع نمايي آناليز مختلط به ازاي هر 

ez =ex(cosy+i siny) 

  :تحليلي است و مخالف صفر است zبه ازاي تمام مقادير    ezتابع  

|ez|=ex              arg(ez)=y 

ez+2πi=ez    بنابراين دوره تناوبez  ،π2 است.  

௭̅݁داريم   zبه ازاي هر  = (݁௭)തതതത		 ݁وتابع௭̅  در هيچ جا تحليلي نيست.  

  

  :مثال
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 ା୧=݁୶ା୧୷ା୧=݁୶ା୧(୷ା1)=|ez+i|=ex   ,    ez+i=y+1݁  كدام است؟  ௭ା݁يك عدد مختلط باشد،مدول و آرگومان عدد  zاگر 

  :توابع مثلثاتي و هذلولي

      :كنيم را به صورت زير تعريف مي  sinz,coszتوابع 

Sinz= 
1
2(݁௭ − ݁ି௭)        

cosz= 
1
2(݁௭ + ݁ି௭)      

    .مي باشندπ 2اين دو تابع متناوب با دوره

tanz=
௦௭௦௭ 

cotz=
௦௭௦௭ 

 .ازاي تمامي مقادير تحليلي مي باشندبه  sinz,coszتوابع 

  :توجه

  مثلا.برقرارندتمام فرمول هاي توابع مثلثاتي حقيقي براي مقادير مختلط نيز 

 (cos z)΄= -sin z ,  (tan z)΄= +sec2z ,sin2z+cos2z=1 

  توان نشان داد كه  مي

sin z= sinx coshy+i cosx sinhy 

cos z=cosx coshy – i sinx sinhy sın cos ̅ݖതതതതതത=sinݖ tan ̅ݖതതതതതത=cosݖ  ̅ݖതതതതതത=tanݖ
: 

  :توابع هذلولي 

38



 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان .......................................................................... مودفصل  -رياضيات مهندسي
 

  :بصورت زير تعريف مي شود zسينوس و كسينوس هذلولي متغير مختلط  

coshz=	ାష2  sinhz= ିష2  

 .مي باشند 2 ݅ߨتوابع فوق تحليلي با تناوب

cothz=
௦௭௦                           tanhz=

௦௭௦௭ 
coshz=cos(iz)                       sinhz= -isin(iz) 

cosh(iz)=cosz                       sinh(iz)=isinz 

cosh2z – sinh2z=1                 sinh(-z)= -sinhz 

cosh(-z)=coshz 

  :مشتق توابع هذلولي

(sinhz)’=coshz         (cothz)’=sinhz 

(tanhz)’=sech2z        (cothz)’= -csch2z 

  :توابع معكوس هذلولي 

sin-1z= -ilog(iz+√1 −  (2ݖ

sinh-1z=log(z+√1 +  (2ݖ

cos-1z= -ilog (z+√1 −  (2ݖ

cosh-1z= log(z+√2ݖ − 1) 

tg-1z=

2 log ା௭ି௭ 

tg-1z=
1
2 ݈݃ 1ା௭

1ି௭ 
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  :مثال

  بررسي كنيد؟z|<1|  تحليلي بودن تابع زير را در بازه

f(z)=൞1ି௦௭௦2௭ ݖ																 ≠ 0

1
2 ݖ																									 = 0

 

 

1ି௦௭௦2௭  =
2௦2

2
4௦2

2௦2
2
= 1

2௦2
2
 

cos2௭
2

  .قرار ندارد z|<1|صفر مي شودكه در بازه  z=πبه ازاي   

12 lim→0	f(0)== پيوسته   (ݖ)݂

1چون تابع 
2௦2

2
  .نيز در اين بازه تحليلي است  f(z)تحليلي است ،  z|<1|در بازه    

 

  :تابع لگاريتمي وتوان عمومي 

  :لگاريتمي آناليز مختلط به صورت زير تعريف مي شود تابع 

log z=lnr+iө 

 ө=argzو |r=|zكه در آن

߮>π-)باشد argzمعرف مقدار اصلي   ߮اگر  ≤   :مي توان نوشت  (ߨ

ө=߮ + ݇													ߨ2݇ = 0, ±1, ±2, …. 

است را مقدار   arg zرا كه متناظر با مقدار اصلي  log zتابعي چند مقداري است ،مقداري از   log zلذا 
  :دهيم نشان مي Log zناميده و آنرا با  log zاصلي 

  

Log z =lnr +i߮                   -π<߮ ≤  ߨ
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  :مثال

log (-2-2i) =log (√8		݁ି3ഏ
4 ) =ln √8 -	3గ4  i 

  :يادآوري

  :رابطه زير براي اعدادمختلط نيز برقرار است

Zn= enlogz 

  :بنابراين

log zn= nlog z+2πki       k=0,±1, ±2, … 

Log z  در بازه-π<߮ <   پيوسته و تحليلي مي باشد و   ߨ

ௗௗ௭ ݃ܮ ݖ = 1௭	 										− ߨ < ݖ݃ݎܽ <   ߨ

  :مثال

  را بدست آوريد؟  1-i(i+1)مقدار اصلي 

(1+i)1-i= e(1-i)log(1+i) 

log(1+i)= log (√2	݁ഏ4 ) =ln √2 + ݅ గ4 

(1+i)1-i= e(1-i)(ln√2 
+  iగ

4
) =e(ln√2    +  iగ

4
)) +   i(-ln√2 -   iగ

4
) 

=݁√2 ቀܿݏ గ4 + ݊݅ݏ݅ గ
4ቁ 2√݈݊−)ݏܿ) − 	݅ గ4) + 2√݈݊−)݊݅ݏ݅ − ݅ గ4)) 

 

  :مثال

z=ei3గرا در نقطه     log z2مقدار 
 بدست آوريد؟ 4

Log z = ln |z|+iө      -π<߮ <  ߨ

Log z2=Log ei3గ
2 	   =ln1+ i

3గ
2 = ݅ 3గ

2  
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3గچون
߮>π-در بازه 2 ≤π 2 قرار نداردπكنيم از آن كم مي: ߮ = 3గ

2 − ߨ2 = −గ
2  

-π<-
గ
2<π 

Log z2= - 
గ
2 ݅              

  

  موفق باشيد

  احسائيان
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    نگاشت ها:فصل سوم  

 

  :در اين فصل گفته مي شود

  تعاريف و قضايا -

  نگاشت هاي مقدماتي -

  نگاشت هماني -

  نگاشت انتقالي -

  نگاشت انبساط يا انقباض -

  نگاشت تواني -

  امnنگاشت ريشه  -

1كسري   نگاشت -
2  

  نگاشت كسري موبيوس -

  ݁نگاشت -

  نگاشت لگاريتمي -

  نگاشت مثلثاتي -

  متوالي تبديل -
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بطوريكه  است، wبه صفحهz بمنزله يك نگاشت از صفحه   w=f(z)عملكرد يك تابع مختلط مانند
 .تبديل مي گردد (u,v) به نقطه (x,y) نقطه fتحت عمل  ض شود،رف w=u+ivو z=x+iyاگر

  .خاص باشد zتبديل يافته يك  ،wيك به يك است هرگاه هر fتابع 

  

  

  v  W=f(z) x 

  

  u y 

 w z   
  :تعاريف و قضايا

 ها تبديل شودw به زاويه اي در صفحهw=f(z) با نگاشت  هاzدر صفحه  z0چنانچه هر زاويه به راس  - 1 
  .مي گويند همديس  z0،نگاشت مذكور را درنقطهباشدزاويه اول  كه از حيث اندازه وجهت مانند

  .ناميده مي شود هم زاويه اينگاشت  )نه جهت آن را و(نگاشتي كه فقط اندازه زاويه را حفظ مي كند - 2

ሖ݂(z0)تحليلي بوده و0ݖ در نقطه f(z)اگر تابع  - 3 ≠   .همديس است 0ݖدرw=f(z) آنگاه نگاشت  ،0

  .نظيرخودشان است كه تبديل يافته آنها اطي هستندنق w=f(z)نقاط ثابت نگاشت  - 4

  .باشد Aضوتصويردست كم يك ع Bمي نامند،اگرهرعضو پوشا را Bمجموعه به Aنگاشت از مجموعه - 5

تصاويرمتفاوتي A اگرعضوهاي مختلف  مي نامند، يك به يك را Bبه مجموعهA نگاشت از مجموعه  - 6
  .داشته باشد Bدر

  .مي نامند دوسوييرا  باشد وهم پوشا نگاشتي كه هم يك به يك ياشد - 7
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  :نگاشت هاي مقدماتي

   w=zنگاشت هماني - 1

 .مي نگاردw  بدون هيچ تغييري به صفحه راz  اين نگاشت هرشكل از صفحه

  

  w=z+bنگاشت انتفال - 2

به راست يا Re(b)  به تعبيري شكل را به اندازه.منتقل مي كند bرابه اندازه z اين نگاشت هرشكل از صفحه 
 .پايين انتقال مي دهد به بالا يا Im(b) و به اندازه چپ

  

   w=azنگاشت انبساط يا انفباض همراه با دوران - 3

ݓ و  0݁ఏ0 ،z=r݁ఏݎ=aاگرفرض شود =   :به دست مي آيدఝ݁ߩ

W=az→ ρ݁ఝ = r݁ఏݎ, rr0݁ఏ0 → ρ݁ఝ = ,0ݎݎ ݁(ఏାఏ)  ⇒ ቄ ߩ = ߮     0ݎݎ = ߠ + 0ߠ
  

  :نگاشت دو عمل متوالي زير را انجام مي دهد نيعني اي

  :برابرمي كند لذا|ܽ| فاصله هر نقطه از شكل تا مبدا،را)الف

|ܽ| چنانچه    <   .باشد فاصله ها كم و انقباض داريم1

|ܽ| چنانچه    >   .باشد فاصله ها كم و انبساط داريم1

|ܽ| چنانچه    =   .باشد فاصله ها تغييرنمي كند1

حول  Arg(a)لذا كل شكل را به اندازه  جمع مي كند،  Arg(a)زاويه شعاع حامل هرنقطه را با)ب
  .مبدا،مختصات دوران مي دهد

  :مثال

ݖf(z)=(1-√3݅)نگاشت  تحت + |ݖ| { ناحيه 2݅ ≤ 1, θ ≤ Argz ≤ π

ه فرمي تبديل مي چبه  }  3
  شود؟
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 v  y  

  F(z)=(1-√3݅)ݖ + 2݅  π

3    

        

  u x      1   

                                           

ห1فاصله ها زياد و انبساط داريم − √3݅ห = √1 + 3 = 2 > 1                            ∶  

πدوران به اندازه

3-                               π3 - (1 − √3݅) =                         arg=  
  

  دوران  2iانتقال به اندازه 

                  π

π  انتقال                  3

π  انبساط  3

3  

  2             

  2                       1                  

                                                      

  ݖ=wنگاشت تواني  4-

ݓ́   همواره  تحليلي و ݖ=wاز آنجا كه  = nz୬ି1 به جز درz=0 ،لذا نگاشت همواره مخالف صفراست 
دست مي  به ఝ݁ߩ =wو z=r݁ఏ  كنيمبا مختصات همه جا همديس است اگرفرض  مذكور به جز در مبدا

  :آيد

W=ݖ → ఝ݁ߩ = (r݁ఏ), → ρ݁ఝ = ݁ఏݎ  ⇒ ൜ ߩ = ߮ݎ =  ߠ݊

  :دو عمل متوالي زير را انجام مي دهد اين نگاشت

  .مي رساند nفاصله هر نقطه از شكل تا مبدا به توان ) الف

π

3

? 

٢ 
٢
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 حسائيان

 

2ݔݖ|        + ݕ
W=2ݖ

൜ρ = (
α = 2

ديل مي 

اح - سيرجان 

         

− 1| = 1 2ݕ→ = ݔ2 →
 ⇒ ρ݁ఝ =

(2 cos θ)2

2θ               

 ناحيه اي تبد

شگاه صنعتي

             د؟

→ ݔ)|  − 1) +→ 2rcos=2ݎ

  .يد

= 2݁2ఏݎ →
= 2(1 + c                 

D=ቄ  هچبه

دانش..................

بديل مي شود

+ |ݕ݅ = 1 →
sߠ → ݎ در مي آي 2cݎ=

→ ൜ ߩ = 2߮ݎ = ߠ2
→           (ߠcos2  :خواهد شد

ቄݖ| |ݖ| ≤ 2

........................

 

چه منحني تب

→ ඥ(x − 1)
2rcosߠ 

ߠcosصورت
 ߠ2

ذكور چنين خ

ߩ = 2(1 +

2,0 ≤ argz

........................

.برابرمي كند

به چ 2ݖ=wت

2 + +2ݔ=2ݕ

قطبي به صرم

با نگاشت مذ ݎ

+  (ߙݏܿ

w ناحيه ≤ π

3
ሽ

........ موسصل

ب  nهرنقطه را

تحت نگاشت| 

2ݕ+ − ݔ2 +
ݖ|   − در فر1

ݎ = 2rcosߠ

w=(-1+i) ݖ

فص -مهندسي

حامل ه شعاع 

ݖ − 1| =

1 = 1 

|نحني  = 1

ߠبديل يافته 

2ݖشت  + 1

  3ݖ

رياضيات م
 
 
زاويه) ب

  :مثال

1منحني 

 

بنابراين من

بنابراين تب

  

  :مثال

تحت نگاش
  شود؟

تبديل - 1
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൝|−1 +(−1 +

w= ݁ߩ 

اح - سيرجان 

+ ݅| = √2+ i) = 3π
4

 

=  ఝ݁ݎ√

شگاه صنعتي

ఏ=1ݎ
2݁ ఏ ⇒
  : مي دهد

دانش..................

 ⇒ ൝ߩ = ߮ݎ = ఏ
امجي زير را ان

........................

1 
ఏ

متواليو عمل

  .ي رساند

 

........................

  مري

اني بوده و دو

مي 1୬ا به توان

.برابرمي كند

........ موسصل

(−1 +  

w=   ݖ√

w= ݁ߩఝ ردا

ه تبديلات تو

 شكل تا مبدا

ب 1୬هرنقطه را

فص -مهندسي

+ 3ݖ(݅ + 1

ݖام  nت ريشه
 z=r݁ఏ وఝ

 نگاشت مشابه

له هر نقطه از

 شعاع حامل ه

رياضيات م
 
 
تبديل - 2

 

 

 

 

نگاشت - 5

ఏ با فرض 

يعني اين

فاصله) الف

زاويه) ب
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اح - سيرجان 

  كند؟

شگاه صنعتي

ي تبديل مي ك

دانش..................

ه ناحيه ايچ

........................

x≤ را در به

........................

,0ه ݕ ≥ 0

........ موسصل

w=  در ناحيه

w=  

w=-(i  

فص -مهندسي

-(i+1)√ݖ+

= ݖ√تبديل 

i+ݖ√(i+1ل 

 

رياضيات م
 
 

  :مثال

i+نگاشت 

اول ت: حل

دوم تبديل
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W=√ݖ  ⇒ ൝ߩ = ߮ݎ√ = ఏ
2

 

ቐห−(1 + i) = √2ห−(1 + i) = − 3π
4

 

 

=wنگاشت كسري  - 6
1௭ 

=wاز آنجا كه 
1௭ به جز درz=0 ݓ همواره تحليلي است و = ି1௭2 لذا نگاشت . همواره مخالف صفر است

 .مذكور بجز در مبدا مختصات همه جا همديس است

  :خواهيم داشت ఝ݁ߩ =wوz=r݁ఏاگر فرض كنيم 

w=
1௭     → ఝ݁ߩ       = 1ഇ   → ቊ ߩ = 1߮ =  ߠ−

  :يعني اين نگاشت دو عمل متوالي زير را انجام مي دهد

  دفاصله هر نقطه از شكل را تامبدا معكوس مي كن) الف

  زاويه شعاع حامل هر نقطه را قرينه مي كند) ب

آينه اي نسبت به تعبير ديگر نقش هر نقطه بعد از يك انعكاس دايره اي نسبت به دايره واحد ويك انعكاس 

  .به محور افقي بدست مي آيد

  :مثال

z|تصوير دايره  − i|=1 ݓ تحت نگاشت = ௭ را بدست آوريد.  

W=
௭     ⇒ ݖ  = ௪  ⇒ ቚ ௪ − ݅ቚ = 1  ⇒ |݅||1 − |ݓ = |ݓ|  ⇒ ݓ| − 1| =  |ݓ|
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   .است 1يعني نقاطي كه فاصله از مبدا برابر فاصله از

  

  

  

  w = ௭ା௭ାௗنگاشت كسري موبيوس - 7

Aوbوcوd اعداد مختلط دلخواه مي باشند.  

ݖتابع موردنظر بجز در = ିௗ مشتق آن همواره مخالف صفر هست همواره تحليلي و.  

ݖلذا اين نگاشت بجز در نقطه  = ିௗ1ݖدر اين نگاشت نقاط .همه جا همديس است = ିௗ 2ݖو = 1ݓ به  ∞ = 2ݓ  و ∞ =  شوند نگاشته مي.  

  :مثال

ݓتبديل خطي كسري  = ௭ି௭ା  ناحيهR={(x,y)|x> θ, y > θ} را به چند ناحيه اي مي نگارد؟  

W=
௭ି௭ା                    ⇒ ݖݓ       +          z-i=ݓ݅

 ⇒ ݖ          = ௪ା1(௪ି1)                       
 

ቊ ݖ = ݔ + ݓݕ݅ = ݑ + ݒ݅  ⇒ ݔ)݅  + (ݕ݅ = ݑ + ݒ݅ + ݑ1 + ݒ݅ − 1     ⇒ ݕ−     + ݔ݅ = ݑ) + 1) + ݑ)ݒ݅ − 1) +  ݒ݅

 

X
(௨ି1)ି௩(௨ି1)ି௩        ⇒        − ݕ + ݔ݅ = ൫௨2ି1ା௩2൯ା(௨௩ି௩ି௨௩ି௩)(௨ି1)2ା௩2    

 

  ⇒       ቐݔ = ି2௩(௨ି1)2ା௩2ݕ = 1ି௨2ି௩2(௨ି1)2ା௩2

                 ቐݔ > ݕ0 > 0                 ⇒ ቐ ି2௩(௨ି1)2ା௩2 > 0
1ି௨2ି௩2(௨ି1)2ା௩2 > 0

            

U=12 

1

v 

u

51



 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ......................................................................... موسفصل  -رياضيات مهندسي
 
 

   ⇒ ቄ ݒ < 2ݑ0 + 2ݒ < 1                                                                                                  

  

 

 

 

 

  

  

ݓنگاشت  - 8 = ݁௭ 

ݓنگاشت  = ݁௭ ݓ́همواره تحليلي و = ݁௭  لذا نگاشت مذكور همه جا . نيز همواره مخالف صفر است
  .است همديس

ݓو  z=x+iyبا فرض  =  :داريم ఝ݁ߩ

൜ ݓ = ݁௭݁ߩఝ = ݁௫ା௬ ⇒  ൜ߩ = ݁௫߮ = ݕ  

   

 :مثال

≥D={(x y)|0≤x≤1 and 0≤yكه تبديل يافته ناحيه  ′ܦناحيه  
ԉ

 .بيابيد w=݁ି2௭تحت نگاشت  {4

 

 

u

v

1-1 
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ݓ  = ݁ି2௭ = ݁ି2(௫ା௬)  ⟹  ൜ߩ = ݁ି2௫߮ =  ݕ2−

 

ቐ0 ≤ x ≤ 1 
0 ≤ y ≤ గ

4

        ⇒        ቐ݁ି2 ≤ ߩ ≤ 1ିగ
2 ≤ ߮ ≤ 0

 

 

 

 w=Ln zنگاشت لگاريتمي - 9

  :باتوجه به اينكه

ln z=ln r+ i(θ+2kԉ)   k=0, �1,�2,... 

  :خواهيم داشت w=Ln zولي براي . بيانگر يك تابع تك مقداره نمي باشد w=ln zتابع 

w=Ln z ⇒u+v=Ln r+iθ ⇒ቄݑ = ݒݎ ݊ܮ =  ߠ
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  :مثال

2ݔناحيه  + 2ݕ <   .به چه ناحيه اي تبديل مي شود w=Ln z+iتحت نگاشت  1

  

  :از تركيب دو تبديل زير حاصل مي شود w=Ln z+1تبديل 

1 - W=Ln z 
2 - W=Ln z+1 

W=Ln z⇒ቄݑ = ݒݎ ݊ܮ = ߠ              ቄ 0 ≤ ݎ ≤ 1
0 ≤ ߠ ≤ 2ԉ       ⇒           ቄ−∞ ≤ ݑ ≤ 0

0 ≤ ݒ ≤ 2ԉ  

 

 

w=sinنگاشت مثلثاتي -10 w=cosو  ݖ  ݖ

sinتوابع  cosو  ݖ w=sinبراي . لذا نگاشت يك به يك نخواهند بود. مي باشند ߨ2متناوب با دوره  ݖ  ݖ

ݓداريم  ′=cos ߨz=kكه در ݖ + గଶ صفر مي شود و در اين نقاط همديس نخواهد بود.  

w=cosبراي تابع  ݓداريم  ݖ ′=− sin   .صفر مي شود و در اين نقاط همديس نخواهد بود ߨz=kكه در  ݖ
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ቐ sin ݖ = sin(ݔ + (ݕ݅ = sin ݔ cos ݕ + sin ݕ݅ cos ݔ = sin ݔ cos ℎݕ + ݅ cos ݔ sin ℎcos ݖ = cos(ݔ + (ݕ݅ = cos ݔ cos ݕ݅ − sin ݔ sin ݕ݅ = cos ݔ cos ℎݕ − ݅ sin ݔ sin ℎݕ 

 ⇒ ݓ = sin ݖ ቐݑ = sin ݔ cos ℎݒݕ = cos ݔ sin ℎݓ                    ݕ = cos ݖ ቐ ݑ = cos ݔ cos ℎݒݕ = − sin ݔ sin ℎݕ 

 

  :تابع هذلولي

ቐsin ℎݖ = sin ℎ(ݔ + (ݕ݅ = sin ℎݔ cos ℎ݅ݕ + cos ℎݔ sin ℎ݅ݕ = sin ݔܾ cos ݕ + ݅ cos ℎݔ sin cosݕ hz = cos h(x + iy) = cos hx cos hiy + sin hx sin hiy = cos hx cos y + i sin hx + sin y 

 

 ⇒ ݓ  = sin ℎݖ   ቐݑ = sin ℎݔ cos ݒݕ = cos ℎݔ sin ݓ              ݕ = cosh ݑቐ    ݖ = cosh ݔ cos ݒݕ = sin ℎݔ sin ݕ  

 

  :مثال

ݕ تصوير خط = గ
w=cosتحت نگاشت   4 ℎرا بيارييد ݖ.  

  :حل

w= cos ℎݖ = cos(݅ݖ) = cos(−ݕ + ݅݊) = cos(−ݕ) cos ݔ݅ − sin(−ݕ) 

w=cos ݕ cos ℎݔ + ݅ sin ݕ sin ℎݔ                ⇒             ൜ݑ = cos ݕ cos ℎݒݔ = sin ݕ sin ℎݔ  

 

=yتصوير خط 
గ
  :به صورت زير خواهد بود4
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൞ݑ = cos ߨ
4 cos ℎݔv = sin π4 sin hx                      ⇒            ൜cos hx = √2usin hx = √2v                   

cosاز آنجا كه  ℎ2x − sin h2x =   :خواهيم داشت1

2ݑ2 − 2ݒ2 = 1 → 2ݑ − 2ݒ = 1
2 

  

  تبديلات متوالي

را  ൯(ݖ)w=݂൫݃را بدست آورد سپس  (ݖ)w=gمي توان ابتدا  ൯(ݖ)w=݂൫݃براي محاسبه نگاشت 
  .محاسبه نمود

  :مثال

?|ݖD=ሼناحيه  ≤ |ݖ| ݀݊ܽ 0 ≥ 1ሽ  را تحت نگاشتLnቀ 1௭2ቁ را بدست آوريد.  

  :راه اول

 1௭تبديل  - 1

ቀ1௭ቁ2تبديل  - 2
 

Lnቀتبديل  - 3 1௭2ቁ 

 

 :راه دوم

Lnቀ 1௭2ቁ =  ݖ ݊ܮ2−
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 Ln zتبديل  - 1

 2Ln z-تبديل  - 2

 

  

  

  موفق باشيد

  احسائيان

57



 احسائيان - صنعتي سيرجان  دانشگاه.....................................................................م چهارفصل  -رياضيات مهندسي
 

دنباله ها و سري ها: فصل چهارم   

:در اين فصل گفته مي شود   

  قضيه تيلور -
 

 - بسط لوران

 
قضيه لوران         

 
  صفرهاي يك تابع مختلط -
 

  قطب هاي يك تابع مختلط -
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:دنباله ها   
تشكيل يك دنباله را ……وଶݖوଵݖ	نسبت داده شود آنگاه اعداد  	ݖعددي مانند nاگر به هر عدد طبيعي

  .نمايش مي دهيم}ݖ{خواهند داد كه آنرا بصورت 
∞→limرا همگرا گوييم هر گاه }ݖ{دنباله  ݖ = ݇ < ∞  
|ݖ|⇒n∈ N	∀ :اي موجود باشد به قسمي كه  Mرا كراندار گوييم هر گاه عدد مثبت }ݖ{دنباله  ≤   ܯ

  

:سري ها   
∑يك سري  به صورت  ܽ(݊, ناحيه همگرايي اين سري را مي توان با يكي از .  شودنوشته مي ୀ∞(ݖ

  .بدست آورد  ,نامعادلات زير كد شرط همگرايي طبق روش دالامبر و روش كوشي مي باشند

۔ۖەۖ
1ܴۓ = lim→∞ ቤܽ(݊ + 1, ,݊)ܽ(ݖ (ݖ ቤ < 1
1ܴ = lim→∞ ඥ|ܽ(݊, |(ݖ < 1	  

 
:مثال   

∑شعاع همگرايي  ௭!∞ୀ را بدست آوريد ؟  

1ܴ = lim→∞ ቮ ௭శభ(ାଵ)!௭! ቮ = lim→∞ ቚ ݊ݖ + 1ቚ = 0 ⇒ܴ = ∞  

  همه جا همگرا
 

:مثال   
∑ناحيه همگرايي (௭ି௭ିଵ)∞ୀ كدام است ؟ 
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 lim→∞ඥ|ܽ(݊, 	|(ݖ < 1 	⇒ lim→∞ ටቚ௭ି௭ିଵቚ 	 < 1	 	⇒ ቚ௭ି௭ିଵቚ<1 	⇒ ݖ| − ݅| < ݖ| − 1| 
 
 
 
 
 

 

  :قضيه تيلور 
 در اين صورت دقيقاً. باشد D نقطه اي درݖ=z تحليلي باشد و نقطه D در يك حوزه  f(z)هر گاه 

 :را نشان مي دهد و بصورت زير بيان مي شود f(z) وجود دارد كه ݖ	يك سري به مركز 

f(z)=∑ ܿ(ݖ − )ܿݖ = ()(௭బ)! ∞ୀݖ  
ݖ،در صورتي كه  =   .مشهور است  مك لورانبسط فوق  به بسط 	0

:بسط مك لوران چند تابع مهم   ݁௫=∑ ௫!∞ୀ ݔ݊݅ݏ							 = ∑ (−1) ௫మశభ(ଶାଵ)!∞ୀ  
 

cosx=∑ (−1) ௫మ(ଶ)!∞ୀ      sinhx=∑ ௫మశభ(ଶାଵ)!∞ୀ  

coshx=∑ ௫మ(ଶ)!∞ୀ  

۔ۖەۖ
ۓ 11 − ݔ = ݔ 	= 1 + ݔ + ଶݔ + |ݔ|		⋯ < ∞با	شرط		1

ୀ11 + ݔ = (−1)ݔ = 1 − ݔ + ଶାିݔ |ݔ|		… < ∞با	شرط		1

ୀ
 

  :نكته

 .از سري هاي تواني مي توان مشتق و انتگرال گرفت

y=x

1 

ݖ| − ݅|
z ݖ| − 1|

i 
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-Ln(1-x)=∑ ௫శభାଵ∞ୀ ଵ(ଵି௫)మ = ∑ ିଵ∞ୀଵݔ݊  

Ln(1+x)=∑ (−1) ௫శభାଵ∞ୀ ଵ(ଵା௫) = ∑ (−1)݊ݔିଵ∞ୀଵ  

 
:مثال   

ݖتابع حول نقطه ݖ݊ܮ	= f(z)  ربسط تيلو = −1 + ሖ(ݖ)݂  كدام است ؟݅ = ଵ௭  ݖبنابراين = −1 + ሖ(ݖ)݂  .يك نقطه تحليلي مي باشد ݅ = ݖ1 ݂ଶ(ݖ)	 = ଶݖ1− ݂ଷ = ଷݖ2 …		݂ = (−1)ାଵ(݊ − ݖ!(1  ݂(−1 + ݅) = (−1)ାଵ(݊ − 1)!(−1 + ݅)  

f(z)=f(ݖ)+∑ (ିଵ)శభ(ିଵ)!!(ିଵା) ݖ) − (−1 + ݅))∞ୀଵ  

 

:مثال   
ݖرا حولf(z)=ଵ௭ سري تيلور  = ݖ|در بازه 	1 − 1| < ଵ௭  .بدست آوريد  1 = ଵଵି(ଵି௭) = 1 + (1 − (ݖ + (1 − ଶ(ݖ + (1 −  ...........+ଷ(ݖ

1|زيرا  − |ݖ <   .در اين بازه تحليلي است f(z)=ଵ௭وتابع  1
  

:بسط لوران   
حول نقطه اي كه تابع در آن نقطه تكين است بسط داده مي f(z) در بسياري از موارد لازم است كه تابع 

  .براي اين منظور از سري لوران استفاده مي كنيم .قضيه تيلور را نمي توان در اين موارد به كار برد .شود 
  
  
  

:قضيه لوران   
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را  f(z) آنگاه ,و در طوق بين آنها تحليلي باشد  z0به مركز  c2و  c1دو دايره متحدالمركز  روي f(z)اگر

  :مي توان با سري لوران زير نمايش داد 
f(z) =∑ ܽ∞ୀ (z-z0)

n+∑ (ିబ)∞ୀଵ 

۔ە
ܽۓ = ଵଶగ ∮ (௭)(ିబ)శభ ܾ	ݖ݀ = ଵଶగ ∮ (௭)(௭ି௭బ)షశభ ݀௭	

   

 
  يا به فرم ديگر 

  
  :                          يا به فرم ديگر

 
f(z)=∑ ܿ(ݖ − ∞)∞ୀݖ  
 ܿ = ݅ߨ12 ර z)(ݖ)݂ − z)୬ାଵ  ݖ݀

 

  :نكته 
لوران يك تابع چند جمله اي از انتگرال هاي بالا استفاده نمي شود و از بسط زير  معمولا براي محاسبه بسط

11  : استفاده مي شود − ݖ = 1 + z + zଶ + zଷ + ⋯z୬∞

୬ୀ |ݖ|			باشرط																							 < 1 
 

  :نكته 
نمايش داده  ଵିܿگفته مي شود و با  ݖدر   (ݖ)fتابع  مانده , f(z)در بسط لوران تابع  ଵ௭ି௭బبه ضريب 

  .مي شود 

ܿଶ
 ݖ

ܿଵ
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  :مثال 

(ݖ)݂سري لوران تابع  = 	 ିଵ(௭ିଵ)(௭ିଶ) ݖ|  .را در نواحي زير به دست آوريد| < (ݖ)݂ الف( 1 = ݖ1 − 1 − ݖ1 − 2 

 .در اين نقاط تحليلي نمي باشد  f(z)هستند و تابع  f(z)نقاط  تكين تابع  2و1نقاط 

 

|ݖ|  < 1	 ⇒ ଵ௭ିଵ = − ଵଵି௭ = ∑ −z୬∞୬ୀ با شرط    12 − ݖ = 12 . 11 − ଶ = (2ݖ)∞

ୀ  

 
⇒1>|ݖ|≥ቚ௭ଶቚ زيرا ቚ௭ଶቚ < 1 

f(z)=∑ ∞ୀݖ− + ∑ ௭ଶశభ∞ୀ =∑ (∞ୀ ଵଶశభ-1)ݖ 

 
ب( |ݖ|>1  < 2 
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 ∗ |ݖ| > 1 ⇒ |ݖ|1 < (ݖ)݂		1 = ݖ1 − 1 + 12 − ݖ1 ݖ − 1 = ݖ1 ቌ 11 − ଵ௭ቍ = ∞(ݖ1)ݖ1

ୀ =  ∞ାଵݖ1

ୀ  

∗∗ ⇒2>|ݖ| ቚ௭ଶቚ < 1 ⇒ ଵଶି௭=ଵଶ . ଵଵିమ = ଵଶ∑ (௭ଶ) = ∑ ௭ଶశభ∞ୀ∞ୀ  

f(z)=∑ ( ଵ௭శభ + ௭ଶశభ)∞ୀ  

 
ج ( |ݖ| > 2 

 

 ∗ |ݖ| > 2	 ⇒ ฬ1ݖฬ < 12⇒ ฬ1ݖฬ < ݖ1 1 − 1 = ݖ1 1(1 − ଵ௭) = (ݖ1)ݖ1 =∞

ୀ  ∞ାଵݖ1

ୀ  

∗∗ |ݖ| > 2	 ⇒ ቚଶ௭ቚ < 1	 ଵଶି௭ = ିଵ௭ .
ଵଵିమ = ିଵ௭ . ∑ (ଶ௭)∞ୀ = ∑ ିଶ௭శభ∞ୀ (ݖ)݂⇒ =∑ ቀ ଵ௭శభ − ଶ௭శభቁ = ∑ ଵିଶ௭శభ∞ୀ∞ୀ  
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  :مثال 

=f(z)بسط لوران تابع 
ଵ௭(௭ିହ) 2را در ناحيه < ݖ| − 1| <   .بدست آوريد   	3

Z0 در بسط لوران بايد مركز دايره باشد.  

F(z)=
ଵ௭(௭ିହ) = ଵହ ቀ ଵ௭ିହ − ଵ௭ቁ = ଵହ ( ଵ(௭ିଵ)ିସ − ଵ(௭ିଵ)ାଵ) 

* 2< |z − 1| ⇒ ቚିଵସ ቚ < ଵଶ 

 ฬݖ − 14 ฬ < 1 

ݖ)1 − 1) − 4 = −14 11 − (௭ିଵସ ) = −14  ݖ) − 1)4∞

ୀ =  ݖ) − 1)݊ + 1 ∞

ୀ  

ݖ|	** − 1| > 2 ⇒ ቚ ଵ௭ିଵቚ < ଵଶ ⇒ ቚ ଵ௭ିଵቚ < ݖ)1 1 − 1) + 1 = ݖ1 − 1 . 11 + ଵ௭ିଵ = ݖ1 − 1( ݖ1− − 1) =  ݖ)(1−) − 1)ାଵ∞

ୀ
∞

ୀ  

F(z)=
ଵହ ቂ∑ ି(௭ିଵ)ାଵ∞ୀ − ∑ ( ିଵ)(௭ିଵ)శభ∞ୀ ቃ 

 

  :صفرهاي يك تابع مختلط
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 0=|(ݖ)݂|௭→௭బ݈݉݅  : داراي صفر باشد داريم ݖدر نقطه  f(z)اگر تابع 

   :ام است هرگاه mداراي صفر مرتبه ݖ در نقطه f(z)   تابع - 1
f(ݖ)=0,…,…. ݂(ିଵ)(ݖ) = 0	, ݂(ݖ) ≠ 0	  

(ݖ)()݂كه  m باشد كوچكترين عدد صحيح   f(z)يك تابع   ݖبه تعبيري  اگر   ≠ مرتبه اين .باشد 0
  .صفر را تعيين مي كند

  f(z)ام تابع تحليلي mيك صفر مرتبه ݖيعني اگر .صفرهاي يك تابع تحليلي تنها هستند - 2

  .مخالف باشد f(z)از آن همسايگي  ݖ≠zوجود دارد بطوري كه براي هر ݖيك همسايگي از .باشد
 

:مثال   
  .مي باشد z=0در نقطه   nداراي صفر مرتبه  =f(z)ݖaچند جمله اي  

 

݂	اگر  - 3 ቀଵ௭ቁ  داراي صفري از مرتبهm   درz=0 مي گوييم .باشدf(z)  داراي صفري از مرتبهm   در

z=∞ است.  
  .باشد براي تعيين مرتبه اين صفر مي توان به طريق زير عمل كرد f(z)صفر تابع   ݖاگر 

 

௭→௭బ݈݉݅حاصل - الف (௭)(௭ି௭బ)  را به ازايm=1,2,….  محاسبه كرده و مقدارm  اي كه به ازاي

  .معرفي كنم ݖآن  حد مذكور مقداري متناهي و مخالف صفر پيدا مي كند را به عنوان مرتبه صفر 
 

را بعنوان مرتبه ) ݖ-z(نوشته  و عدد پايين ترين توان عبارت ݖ بسط تيلور تابع را حول نقطه -ب
  .گزارش كنم ݖصفر 

 
:قطب هاي تابع مختلط   

.يعني بصورت زير بيان شود.اگر بخش اصلي در بسط لوران داراي تعداد متناهي جمله باشد  

f(z)=∑ ݖ)݊ܽ − )ݖ + ଵ(௭ି௭బ) + ⋯+ (௭ି௭బ)∞ୀ  
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<nبراي   b=0و قطب قطب مرتبه اول را . را مرتبه قطب مي ناميم  mرا قطب و  ݖ=zدر  fتكيني  	݉
  .مي ناميم ساده

ݖ)௭→௭బ݈݉݅  قطب مي توانبراي تعيين مرتبه  − . محاسبه مي كنيم …,m=1,2را به ازاي  f(z)	)ݖ

  .مرتبه قطب مي باشد,برابر مقداري متناهي شودحد فوق ,كه به ازاي آن براي اولين بار  mمقدار 

  .مي ناميم f(z) تكين اساسياين تكين را ,تكيني غير از قطب داشته باشد ,  f(z)اگر تابع تحليلي 
 

:مثال   

=ହ(௭ିଵ)మ- f(z)تابع
ଶ௭(௭ିଵ)య  داراي قطبي ساده درz=0  در  3و قطبي از مرتبهz=1 است.  

 
:مثال   

ଵ݁تابع  ௭ൗ  داراي يك تكين اساسي تنها درz=0  است.  ݁ଵ ௭ൗ = ∑ ଵ!௭∞ୀ =1+
ଵ௭ + ଵଶ!௭మ + ⋯ 

)fاگر 
ଵ௭)  داراي قطبي از مرتبهm  درz=0 مي گوييم ,باشدf(z)  داراي قطبي از مرتبهm  در

z=∞ است.  
 

:مثال   

ଵ௭زيرا. در بينهايت است 2داراي قطبي از مرتبه  ଶݖf(z)=z+3چند جمله اي  + ଷ௭మ =f(
ଵ௭)  در

z=0  داراي قطبي از مرتبهn  در بينهايت دارد.  
 

:نكته   
  .در بينهايت دارد nقطبي از مرتبه  , nهر چند جمله اي از درجه 

 
:مثال   

)	௭ళ(௭మିସ)మ௫چه نقاطي براي تابع z=-2و z=2نقاط  భషమ) =f(z) هستند.  

F(z)=
௭ళ(௭ିଶ)మ(௭ାଶ)మ௫	( భషమ) 

Z=-2  مي باشد 2قطب مرتبه.  
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Z=2  ݁نقطه تكين اساسيଵ ௭ିଶ	ൗ  و تابعf(z) مي باشد.  
  

تحليلي نباشد ولي  ݖ=zدر اين  f(z)اگر تابع . مي ناميم تكين برداشتيرا يك نقطه  ݖ=zنقطه 
  .طوري تعريف كرد كه در آن نقطه تحليلي شودݖ=zبتوان آنرا در 

 
:مثال   

=f(z)كين برداشتني تابع تيك نقطه  z=0نقطه 
ଵି௦ ௭௭ 1  .مي باشد − ݏܿ ݖݖ = ݖ1 ቆ1 − 1 + !ଶ2ݖ − !ସ4ݖ ± ⋯ቇ = !2ݖ − !ଷ4ݖ ± ⋯ 

 
:قضيه   

=w(z)براي تابع 
(௭)(௭) ,  ݖچناچه  صفر مرتبهm  تابعf(z)  و صفر مرتبهn  ام تابعg(z) باشد:  

  .است wام تابع ) m-n(صفر مرتبه   z0آنگاه  m>nاگر - 1
  .است wيك تكين برداشتني تابع  z0آنگاه  m=nاگر- 2
>mاگر - 3   .است w(z)  ام تابع ) n-m(قطب مرتبه  z0آنگاه  	݊

 
:مثال   

=f(z)براي تابع  z=0نقطه 
ଵି௦ ௭ି௦  چه نقطه اي مي باشد؟  

ቚ										= (1 − ݁௭)ݖ = 0  ቚ												= ݖ0 = 0 =					ቚ  صورت كسر 	 −݁௭ݖ = 0 ቚ					= −1 ≠ ݖ0 =   مشتق صورت كسر0

=										ቤ  .صفر مرتبه اول صورت كسر است z=0بنابراين  ݊݅ݏ) ݖ − ݊݅ݏ ℎݖ) ቚ											= ݖ0 = ݖ0 =   مخرج كسر0

ቤ						= ݏܿ ݖ − ݏܿ ℎݖ ቚ										= ݖ0 = ݖ0 =   مشتق اول مخرج كسر0
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 ቤ									= − ݊݅ݏ ݖ − ݊݅ݏ ℎݖ ቚ = ݖ0 = ݖ0 =   مشتق دوم مخرج كسر0

ቤ	= ݏܿ− ݖ − ݏܿ ℎݖ ቚ= ݖ− ≠ ݖ0 = ݖ0 =   مشتق سوم مخرج كسر0

1(قطب مرتبه  z=0مرتبه سوم مخرج كسر است و در كل  z=0بنابراين  − 3 =   .استf(z) ام تابع ) 2

 

  موفق باشيد
 احسائيان
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  :فصل پنجم
  

  :خم يا منحني

(ݐ)ݖ  فرض كنيد = (ݐ)ݔ + ܽكه درآن(ݐ)ݕ݅ ≤ ݐ ≤ تابعي ݕ, x (تابعي پيوسته z(t)هرگاه .ܾ

 .را يك خم يا منحني گويند z)پيوسته باشند

  

  :خم ساده 

,a]بر روي  z(t)يعني . ن منحني خودش را قطع نكنديرا خم ساده گوييم هرگاه ا  z(t)تابع  b]  يك به

 .يك باشد

  

  :سته سادهبمنحني 

z(t)به معادله c منحني  = x(t) + iy(t)	ݖكه اگر بگونه اي باشد(ܽ) =  .يك منحني بسته ساده استc  ,يك به يك باشد(ݐ)ݖ  ها tوبراي ساير 	(ܾ)ݖ

  

  :انتگرال مختلط

	    .تعريف مي كنيم, باشد[a , b]روي  يك تابع پيوسته تكه اي f(z(t))فرض كنيد تابع f(z)dz =  f൫z(t)൯ź(t)dtݐ=ܾt=ac   
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  :مثال

:ܿ	را روي منحني zଶୡ ݖ݀مقدار انتگرال  (ݐ)ݖ = ݐ + 0			ଶݐ ≤ ݐ ≤ بدست آوريد              1

  

   dt )t2 i +1( )ଶ  (t + i	tଶଵ dz=  zଶ      

න 2ݐ) − 4ݐ −1

0
+൫1(	3ݐ2݅ ݐ൯݀݅ݐ2
= න 2ݐ − 4ݐ − 4ݐ4 + 	3ݐ2)݅ + 3ݐ2 − ݐ݀((5ݐ2 = 1

3
− 1

5
− 4

5
+ ݅(1

2
	+ 1

2
	− 1

3
	)1

0= −2

3
+ 2

3
݅ 

  

  : مثال

حاصل انتگرال   .را روي منحني زير بدست آوريد  ℂݖభమ݀ݖ

  

 							z(t) = 3݁௧			0 ≤ ݐ ≤  			ߨ
ܫ =  (3݁௧)1

23݅గ
0 ݁௧݀ݐ =  3ට3i  ei(3t2 )dt = 3

π

0

ට3i
3

2
݅ ݐ3݅݁

2    /0
గ 
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 = 2ට3(݁3ഏ

2

- 1 ) = -  2 ට3	(1 + ݅)                     

          

:طول منحني  

  .بصورت زير تعريف مي شود z(t)طول منحني  ,پيوسته تكه اي باشند  z(t)اگر 

ܮ	 =  │(ݐ)ݖ́│ ݐ݀ =  ට́(ݐ)2ݔ + (ݐ)2ݕ́ (ݐ)ݖ			ݐ݀ = (ݐ)ݔ + (ݐ)ݕ݅    

   :خواص انتگرال

 داراي انتگرال باشند آنگاه  cروي منحني  g(x)و f(x)اگر -1

න݂݇(ݖ) ± ݖ݀(ݖ)2݃݇ = ݇1 න݂(ݖ)݀ݖ ± ݇2 න݃(ݖ)݀ݖ  

  تشكيل شده باشد آنگاه  2ܿو 1ܿاز دو منحني  cاگر منحني -2

     ݖ݀(ݖ)݂ =  ݖ݀(ݖ)݂ +  21																									ݖ݀(ݖ)݂  

  C                       3ݖ	 

       ܿ2        
2ݖ		

         ܿ1  

                                                                                       
1ݖ		

 

   :گورسا-قضيه  كوشي

∮  آنگاه ,تحليلي باشد  cدر تمام نقاط درون و روي منحني ساده بسته f(z)اگر  ݖ݀(ݖ)݂  =0 

  :مثال 

∮		حاصل انتگرال ା௭3ି2௭2ୡ                  │ -i2-1 z  │=  2  اي است به معادله دايرهc .را حساب كنيد	
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  تحليلي است يا نه  c درمنحني   f(z)بررسي مي كنيم آيا : حل   

3ݖ 2ݖ2− = 0 → ݖ2൫ݖ − 2൯ = 0{௭ୀ2
௭ୀ0 

  تحليلي است بنابراين	ܿدرون منحني f(z)تابع 

 ∮ ା13ି2௭2
dz = 0																																																											                                          

   :فرمول انتگرال كوشي

و هر مسير بسته  Dاز  0ݖآنگاه به ازاي هر نقطه  ,تحليلي باشدD  در حوزه همبند ساده f(z)فرض كنيد 
∮  م يدار ,نقطه اي در درون آن باشد  0ݖكه  D در Cساده  (௭)௭ି௭0	 ݖ݀  (0ݖ)݂	݅ߨ2=
   :مثال

∮حاصل انتگرال  2ା13ି௭2ା6
1داير ه اي است به شعاع  cمنحني .(را بدست آوريد  ݖ݀

3
  )i3و به مركز 

  نقاط تكين را بدست مي آوريم: حل

 										z3 − ݅z2 + ݖ6 = 0 → ݖ ቀz2 − iz + 6ቁ = 	0 
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۔ۖەۖ
ۓ ݖ = 0
ݖ = ݅ ± ට−1 − 24

2
= ݅ ± 5݅

2
= {ି23  

  

  بررسي مي كنيم كدام يك در منحني قرار دارند

  

│ 0-  3i│=  3  > 1

3
       ×									 ∮ 2ା1൫ି3୧൯(ା2୧) dz = ∮ 2శ1(శ2)ି3୧ୡୡ   dz 

│ 3i -  3i│=  0 < 1

3
     √           =

2π୧×(2ା1)(ା2୧) │ୀ3୧ = π

15
(12 − 2i) 

│- 2i-  3i│= 5 	> 1

3
       ×             

  

   :يلتابع تحليمشتقات يك 

 .تحليلي باشد آنگاه خواهيم داشتD در حوزه f(z)اگر 

ර f(z)(z − z0)୬ =ୡ ߨ2݅ ݂൫ି1൯(z0)൫݊ − 1൯! 																						z0 ∈ ℂ 

  :مثال

∮انتگرال  حاصل ୪୬	(1ା௭2)(2ି୧)2   كهc  منحني	1
3

=│z -		
2

  .در جهت مثبت است را بدست آوريد  │
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ර 1
4
ln	(1 + ݖ)(2ݖ −

2݅
)2ୡ ݖ݀ = ݂(ሖ ݅ 2)⁄

1! × 2π݅ 
Z=


2

   .واقع است c   در دايره 

F(z)=
1

4
ln ቀ1+ =	       ሖ݂(z)			2ቁݖ 1

4

2௭
1ା௭2

					  ሖ݂ ቀ
2
ቁ = 1

4


1ି1

4

=

3
 

ර 1
4
ln	(1 + ݖ)(2ݖ −

2݅
)2 ݖ݀ = 2ߨ ݅ ×

3݅
= − 2ߨ

3
 

   :انتگرال گيري به روش مانده ها

  باشد آنگاه    f(z)نقطه تكين تنهاي  0ݖاگر 

f(z )=∑ ܽ(ݖ − (0ݖ + ∑ (௭ି௭0)∞ୀ1
∞ୀ0  

1ି0ضرايب 1ܾ	(
ୀ0ݏ݁ݎ	گوييم و با  z0در نقطه  f(z)را مانده )(

f(z)نشان مي دهيم.  

  .را محاسبه نمود f(z)و قضيه مانده ها مي توان انتگرال  1ܾبا استفاده از

  :قضيه مانده ها

  تحليلي است آنگاه  ,واقعند    cكه در داخل   ݖ . ... .. .. . . .. .. ....  , 1ݖ	,2ݖ  بجز در تعداد متناهي از نقاط  منفرد ,در درون و روي آن  f(z)مرز ساده وبسته اي باشد كه  cفرض كنيد 
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 ර f(z)dz = 2πܴ݅݁ݏୀೕf(z)

ୀ1
  

  :محاسبه مانده ها 

ݖدر نقطه اي  f(z)اگر  -1 = ୀ0ݏܴ݁ داراي يك قطب ساده باشد آنگاه  0ݖ
f(z) = lim→0

ቀZ − Z0ቁ  (ܼ)ܨ
ݖاگر  -2 =  آنگاه  ,باشد f(z)تابع  Mيك قطب مرتبه  0ݖ

ୀ0f(z)ݏܴ݁ = [(ܼ − ܼ0)݂(ݖ)](ି1)(݉ − 1)݅ │ୀ0 

  

=F(Z)اگر  -3
()(௭)  وp(z) وq(z)  درz=تحليلي و 0ݖ≠ 0 p(0ݖ)  وq(z)  داراي يك صفر ساده در

z=باشد آنگاه 0ݖ 

ୀబf(z)ݏܴ݁   =  (ܼ)ݍ́(ܼ)
 

  :مثال 

∮حاصل انتگرال  ି13ି2௭2
dzୡ  كه در آن c 1دايره اي به معادله	 =z││ بدست آوريد است را.  

  

z3
+2z2=0            z2(z-2)=0→ {,ୀଶ								ساده	قطب								ୀ					دوم	مرتبه	قطب	

   

z=0 و هخارج از داير Z=2    ݏܴ݁  .است داخل دايره௭ୀ=(ݖଶ ௭ାଵ௭మ(௭ିଶ))ሖ│௭ୀ   x
ଵଵ!= ିଷ(௭ିଶ)మ│௭ୀ=

ିଷସ  
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 ∮ ௭ାଵ௭మ(௭ିଶ)dz=2ߨi(

ିଷସ )=
ିଷଶ  iߨ

  :مثال

:ܿ اگر |ݖ| = ∮مقدار.باشد 3 ௦గ௭మା௦గ௭మ(௭ିଵ)(௭ିଶ) dz                                                                     را بدست آوريد؟

(z-1)(z-2)=0→ ൝ݖ = ݖقطب	ساده	1 =  	قطب	ساده2
z=1.z=2دو داخل دايره قرار دارند هر. 

∮ ௦గ௭మା௦గ௭మ(௭ିଵ)(௭ିଶ) dz= 2ݏܴ݁)݅ߨ௭ୀଵ݂(ݖ) + ௭ୀଵݏ݁ݎ=(ݖ)௭ୀଵ݂ݏܴ݁ ((ݖ)௭ୀଶ݂ݏܴ݁ (௭)(௭)=(ଵ)(ଵ) 
௭ୀଵݏܴ݁ ೞഏమశೞഏమ(షమ)௭ିଵ = ౩ഏశೞഏషభିଵ =1 

௭ୀଶݏܴ݁ ೞഏమశೞഏమ(షభ)௭ିଶ = ౩రഏశೞరഏమషభଵ =1			→ 			 ∮ ܿ ݖ݀(ݖ)݂ = 1)݅ߨ2 + 1) =  ݅ߨ4
  :قضيه

همه جاي صفحه متناهي باشد به جز در تعداد محدودي نقطه تحليلي بوده و تمامي تكين    f(z) اگر تابع
  آنگاه.واقع باشند  cدر داخل مرز بستهf(Z)هاي 

ර݂(ݖ)݀ݖ = ௭ୀୡݏ݁ݎ	݅ߨ2 ( ଶݖ1  ((ݖ1)݂	
  :مثال

∮=Iمقدار انتگرال  ିଵ௭ିଵ sin ଵ௭ |ݖ|:cكه در آن  ݖ݀ =   است؟چقدر.مي باشد 2

|ݖ|مي باشند كه در z=1و z=0نقاط تكين : حل =   .باشد واقع اند مي2

  :راه حل اول

F(z)=
ିଵଵି௭ sin ଵ௭ =(1+z+ݖଶ + ⋯)(

ିଵ௭ + ଵଷ௭య − ଵହ!௭ఱ ± ⋯)      
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=-1+
ଵଷ!-ଵହ! ± ⋯ = −sin 1 ଵ௭ضريب 

f(z)	Resୀ	لذا  = −sin	1௭ୀنتيجه		 → 									 ∮ ୱ୧୬భ௭ିଵ dz=21݊݅ݏ−)݅ߨ + (1݊݅ݏ = 0 Resୀଵf(z) = sin	1 

  :راه حل دوم

f(z)هر دو نقطه تكين z│=2│واقع اند در.  

ݖ݀(ݖ)݂∮  ௭ୀݏܴ݁	݅ߨ2= ൬ ଵ௭మ 	݂ ቀଵ௭ቁ൰=	2݅ߨ	ݏܴ݁௭ୀ ൭ ଵ௭మ 	 . ݂ ቆ ଵభషభ sin ௭ୀݏܴ݁	݅ߨ2	ቇ൱=ݖ ቀ ௦௭௭(௭ିଵ)ቁ = ݅ߨ2 × ௦௭௭ିଵ │௭ୀ=0 

 

  :محاسبه انتگرال هاي حقيقي با استفاده از انتگرال هاي مختلط

=f(x) يك تابع گوياي حقيقي مانند f(x)فرض كنيد تابع 
(௫)(௫)  باشد وq(x)به ازاي هر مقدار حقيقي x  

انتگرال. باشد p(x)حداقل دو تا بيشتر از درجه q(x)اگر درجه.مخالف با صفر باشد ا همگر ∞ି∞			ݔ݀(ݔ)݂
و مقداري كه انتگرال به آن همگرا است را اغلب مي توان با تعيين مقدار اصلي كوشي آن با استفاده از  است

 .نظريه مانده ها بدست آوريد

  :قضيه

ها نباشد و درجه مخرج حداقل دو درجه بيشتر از درجه xتابعي گويا و داراي قطب روي محور  f(z)اگر 
  آنگاه .صورت باشد

න ݔ݀(ݔ)݂ = 	݅ߨ2 ×  	قطب	ها	ي	سمت	بالا	௬வݖ)݂	ݏܴ݁
∞

ି∞ ) 
  :مثال
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حاصل انتگرال   ௫మିଵ௫రାହ௫మାସ∞ି∞ را بست آوريد. 

واحد بيشتر از درجه صورت است و داراي قطب روي محور  2يك تابع گويا و درجه مخرج  ௭మିଵ௭రାହ௭మାସتابع  
xها نمي باشد.  

ସݖ + ଶݖ5 + 4 = ଶݖ) + ଶݖ)(4 + 1) = 0 ൝ ݖ = ݖ݅± = ±2݅ 
  .واقع هستند y>0در ناحيه   2i و iاز ميان قطب ها 

 ௫మିଵ(௫రାସ)(௫మାଵ)∞ି∞ dx = 2ݏ݁ݎ)݅ߨ	௭ୀ݂(ݖ) + ((ݖ)௭ୀଶ݂	ݏ݁ݎ = ݅ߨ2 ቂ ିଶିସାଵ +ିହିଷଶାଶቃ = గ 

  :قضيه

=f(x) يك تابع گويابصورت  f(z)اگر 
(௫)(௫) باشد و به ازاي هر مقدار حقيقيf(x).. x   مخالف با صفر

  آنگاه.باشد

۔ۖەۖ
නۓ ∞(ݔ)ݍ(ݔ)

ି∞ cos ݔ݀ݔܽ = ݅ߨ2]݁ݎ ௭]௬வන݁(ݖ)݂	ݏ݁ݎ ∞(ݔ)ݍ(ݔ)

ି∞ sin ݔ݀ݔܽ = ݅ߨ2]݉݅ ௭]௬வ݁(ݖ)݂	ݏ݁ݎ
 

  :مثال

ناسره  مقدار انتگرال ௦ଶ௫௫మାଵ  را بدست آوريد ∞ି∞ݔ݀

ଶݔدر سمت بالاي محور قرار دارد                                          x=iقطب  + 1 = ݔ		0 = ±݅ 

න ଶݔݔ2ݏܿ + 1∞

ି∞ = ݏ݁ݎ	݅ߨ2]݁ݎ ݁ଶ௭ݖଶ + 1] =௭ୀ 
Re[2݅ߨ షమଶ ]=

గమ 
زيرا  మ௭మାଵ ቚݖ = ݅ = షమଶ  
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  :قضيه

≥	0و در فاصله  ߠcosو  ߠsinتابعي گويا از   fاگر  ߠ  آنگاه .متناهي باشدߨ2≥

I= ݂൫ߠ݊݅ݏ	, ߠ൯݀ߠݏܿ = ௭|ୀଵ|ݏ݁ݎ∑ߨ2 (௭)௭ଶగ  

  .مساله را حل كنيد z=݁ఏبه عبارتي ديگر با تغيير 

  :مثال

مقدار  ௗఏ√ଶିୡ୭ୱఏଶగ چقدر است؟  

I= ௗఏ√ଶିୡ୭ୱఏଶగ = ௭|ୀଵ|ݏ݁ݎߨ2 	(௭)௭  

ߠݏܿ  = 12 ൫݁ఏ + ݁ିఏ൯ = 12 ൬ݖ + ൰ݖ1 → ݖ(ݖ)݂ = ଶݖ2− − ݖ2√2 + 1 

ଶݖ − ݖ2√2 + 1 = 0 ൜ݖ = √2 + ݖ1 = √2 − 1 

ݖ = √2 − |ݖ|درون  1 = ݖاست ولي  1 = √2 + |ݖ|درون  1 =   .قرار ندارد1

௭ୀ√ଶିଵݏܴ݁ ݖ(ݖ)݂ = −22൫√2 − 1൯ − 2√2 = 1 

→ ܫ =  ߨ2

  :مثال

iمقدار انتگرال  =  ௗఏఱరିୱ୧୬ఏଶగ را بدست آوريد. 

sin ߠ = 12݅ ൫݁ఏ − ݁ିఏ൯ = 12݅ ൬ݖ −  ൰ݖ1

f(z)=
ଵఱరିభమቀ௭ିభቁ 
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I=2ݏ݁ݎ∑ߨ|௭|ୀଵ (௭)௭ = ௭|ୀଵ|ݏ݁ݎ∑ߨ2 ଵ(ఱరିషషభమ )௭ 	= ௭|ୀଵ|ݏ݁ݎ	ߨ2 ସିଶାହ௭ାଶ ଶݖ2= + ݖ5݅ + 2 = 0 → ݖ = 2݅, ଶ 
=zفقط قطب 
ଶ ݖ|درون| = ߨ2  .واقع است 1 × ௭ୀమݏ݁ݎ		4݅ ଵିଶ௭మାହ௭ାଶ ݅ߨ8= ଵିସమାହ = ଼గଷ 

  

  

  موفق باشيد

  احسائيان
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معادلات با مشتقات جزئي: فصل ششم   

 
:دراين فصل گفته مي شود  

  تعاريف -

ايط مرزيشر  

شرايط اوليه       

ير در متغيراستفاده از تغ -  

مرتبه اولرانژ در حل معادلات با روش لاك -  

  هاروش جداسازي پارامتر-

حل معادله موج -  

  به روش دالامبر حل معادله موج -

  مرزي همگن معادله حرارت با شرايط -

  حل معادلات بوسيله تبديل لاپلاس -

  تبديل فوريه در حل معادلاتاستفاده از  -

  معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم -

معادله هذلولي گون       
معادله سهمي گون       
معادله بيضي گون       
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  :معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي

تابع از دو يا چند متغير مستقل باشد را معادله ديفرانسيل معادله اي كه شامل يك يا چند مشتق جزئي يك 
  .با مشتقات جزئي مي گوييم

u=u(x,y)           ݑ௫=
డ௨డ௫ 	ୀ	௬ݑ											 డ௨డ௬ ௫௫ݑ											 = 	 డమ௨డ௫మ 

f (x,y,…,ݑ௫, ,௬ݑ … , ,௫௫ݑ ,௬௬ݑ … ,  ௫௬,…) = 0ݑ

 
:ف تعاري  

  .ل را مرتبه معادله گوينديفرانسدر معادله ديمرتبه مشتق موجود بالاترين 

డయ௨డ௭య - 
డమ௨డೣడ  ହ = 0(డ௨డ௬) +	ݕݔ	

 مرتبه 3 

  .توان بالاترين مرتبه مشتق موجود در معادله ديفرانسيل را درجه معادله گويند

  .معادله بالا درجه ا است

  .نه توان دار هستند معادله اي كه مشتقاتش نه در هم ضرب شده اند و: معادله خطي 

௫௬ݑඥ  .معادله بالا غيرخطي است ଶ௫௫ݑ             غير خطي ௭௭ݑ௫௬ݑ            غير خطي  خطي																	௫௭ݑݕݔඥ           غير خطي

 

ଵ݂(x,y)ݑ௫௫+ fଶ(x,y)ݑ௫௬ + … = g(x,y)     خطي 

 

.مشتق يا خود تابع باشد شاملمعادله اي است كه همه جملاتش : معادله همگن  	
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  ଵ݂(x,y)ݑ௬௬ + ଶ݂(x,y)ݑ௫௬ = g(x,y)     غير همگن	

ଵ݂(ݔ, ,ݔ)௬௬ + ଶ݂ݑ(ݕ  همگن௫௬ = 0ݑ(ݕ

  :مرزي شرايط

  .شرايط مرزي گفته مي شود,دهد مي نشان مرزي رادرنقاط آن جزئي يامشتقات مقاديرتابع كه شرايطي به

  :شرايط اوليه 

ست ا  t=0اده شده در زمان اوليه كه معمولامقادير تابع يا مشتقات جزئي آنرا در يك ناحيه دبه شرايطي كه 
  .شرايط اوليه گفته مي شود ,را نشان مي دهد

  :مثال 

௫௫ݑ  .معادله زير را درنظر بگيريد ௬௬ݑ	+ = 0 

 

  شرط مرزي
  

  شرط مرزي
  

  شرط مرزي
  

ەۖۖ  شرط اوليه
۔ۖۖ
ۓۖۖ ,ݔ)ݑ (ݕ = ,0)ݑ(ݔ)݂ (ݕ = ,ܽ)௫ݑ0 (ݕ = (ݕ)݃

ݑ ൬2ܽ , 2ܾ൰ = 0
 

 

 

  

  :مهم  معادلات چند معرفي

  ௧௧ݑ= ௫௫ܿଶݑ                                  معادله موج يك بعدي

  	௧ݑ=  ௫௫ܿଶݑ                              معادله گرما يك بعدي    

  ௫௫ݑ+   ௬௬ݑ0 =                            پلاس دو بعدي لامعادله 

  ௫௫ݑ+ ௬௬ݑ	= f(x,y)  معادله پواسن
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  	௫௫ݑ+ ௬௬ݑ+ ௭௭ݑ  0 =  معادله لاپلاس سه بعدي

௫௫ݑ)=௧௧ݑ        معادله موج دو بعدي +   ௬௬)ܿଶݑ

௫௫ݑ)=௧ݑ      معادله گرما دو بعدي +   ௬௬)ܿଶݑ

  :قضيه 

  ,باشندجواب هايي از يك معادله با مشتقات جزئي همگن خطي ݑ,…,ଶݑ,ଵݑچنانچه 

نيز جوابي از معادله مذكور خواهد بود كه در آن  ݑଵ+…+ܿݑଵܿهر تركيب خطي آنها يعني  ܿଵ, … , ܿ  ثابت هاي اختياري مي باشند.  

  

  ر در متغيرتغياستفاده از 

  .ير در متغير استفاده مي شودديفرانسيل با مشتقات جزئي از تغ در برخي موارد براي ساده تر شدن معادله   

  :مثال 

,ݔ)ݑ  ير متغيربا تغ  (ݐ = ,ݔ)ݒ (ݐ + ݐ + ݐ݊݅ݏ) − زير به چه معادله اي تبديل مي  معادله ݔ(ݐ
  شود؟

0<x (hثابت)      ௫௫=hݑ -௧௧ݑ   1<  ,   t>0 

u(0,x) = t 

u(1,t) = sint 

u(x,0) = x(1-x) ݑ௧(x,0) = 0 

 

  له ديفرانسيل دمعا :حل
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U(x,t) = v(x,t) + t + x(sint - t) ݑ௧ = ݒ௧ + 1 + x(cost - 1) ݑ௧௧= ݒ௧௧ - xsint 

معادله     جديد         ⇒               ௫ + sintݒ = ௫ݑ  ⇒                                                      ௫௫ݒ = ௫௫ݑ ௫௫ = hݒ - ௧௧ - xsintݒ  ௫௫ = h + xsintݒ -௧௧ݒ

 

  :مرزي و شرايط اوليه 

U(x,t) = v(x,t) + t + x(sint - t) ݑ௧(ݔ,  ௧(x,t) +1 + x(cost - 1)ݒ = (ݐ

 

U(0,t) = t  t = v(0,t) + t         v(0,t) = 0 

U(1,t) = sint sint = v(1,t) + t + sint - t    v(1,t) = 0 

U(x,0) = x(1-x)  x(1-x) = v(x,0) ݑ௧(x,0) =       0  ௧(x,0)= -1ݒ     ௧(x,0) + 1ݒ = 0 

 ௫௫ = h + xsintݒ - ௧௧ݒ 

V(0,t) = v(1,t) = 0                   0<x<1 ݒ௧(x,0) = -1 t>0 

V(x,0) = x(1-x) 
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  :مثال 

 ,صدق كند  ߮ (x + y + z)	xyz =يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي كه جواب آن در رابطه  
  بيابيد؟

ݖ  داريم u=x+y+zبا فرض : حل = ଵ௫௬   :داريم (ݑ)′߮ حذف و  yبه نسبت و xبه با مشتق گيري نسبت .  (ݑ)߮

=௫ݖ భ௫మ௬ (ݑ)߮ +	 ଵ௫௬ =௬ݖ-௫ݖ																																																																										 		௫ݑ(ݑ)′߮
_భ௫మ௬ (ݑ)߮ +	 ଵ௫௬మ =௬ݖ (ݑ)߮

_భ௫௬మ (ݑ)߮ +	 ଵ௫௬  ௬ݑ(ݑ)′߮

xy (ݖ௫ − ଵ௫_)(ݑ)߮=(௬ݖ +	 ଵ௬)                   ߮(ݑ) =  	ݕݔݖ
xy(ݖ௫  ௬) = z(x –y)ݖ	−

  

  :معادلات با مشتقات جزئي مرتبه اول روش لاكرانژ در حل 

,ݔ)ܳ+ = R(x,y,z)معادله    ,ݕ (ݖ డ௭డ௬ p(x,y,z) 
డ௭డ௫ براي يافتن جواب اين معادله .را در نظر بگيريد ،

,ݔ)ݔ݀  :،تشكيل مي دهيم دستگاه زير را كه به دستگاه لاكرانژ مرسوم است ,ݕ (ݖ = ,ݔ)߮ݕ݀ ,ݕ (ݖ = ,ݔ)ܴݖ݀ ,ݕ  (ݖ
 .بدست مي آوريم v(x,y,z)=ܿଶ و u(x,y,z)=ܿଵبا حل دو معادله مستقل اين دستگاه دو جواب به صورت 

  .خواهد بودf(u,v)=0جواب معادله به صورت 

  :مثال 

డ௨డ௫دله جواب عمومي معا + 2 డ௨డ௬ =   را بدست آوريد؟  ݔ

  دستگاه لاكرانژ را تشكيل مي دهيم: حل 
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                                       2݀௫=݀௬                 y-2x = ܿଵ 

ௗଵೣ = 	 ௗଶ  = 
ௗೠ௫ 																		݀௨= x݀௫           u - 

ଵଶ ଶݔ = ܿଶ 

ܨجواب معادله بصورت ቀݕ − ,ݔ2 ݑ − ଵଶ ଶቁݔ =   .خواهد بود  0

  

  :پارامترهابا استفاده از روش جداسازي  حل معادلات ديفرانسيل

اين تصور كه شايد  با مطرح شده باشد u(x,y,z)تابعفرض كنيد معادله با مشتقات جزئي براي  
u=A(x).B(y).C(z) اگر بتوان پس از اين كار معادله را در فرم . اين تابع را در معادله قرار مي دهيم، باش

,′ܣ,ଵ(x,Aܪ  :نوشت  رزي ,′ܤ,ଶ(y,Bܪ=(… ܥ,ଷ(z,Cܪ=(… ′,…) 

 B(y) و C(z)بدين ترتيب به سه معادله ديفرانسيل معمولي براي توابع  .فرض اوليه صحيح بوده استآنگاه 
  .بدست مي آيد A,B,Cمي رسيم كه با حل آنها  A(x) و

  

  :نكته 

  .را مي توان از طريق جداسازي پارامترها حل كردهمگن با شرايط مرزي  هر معادله همگن 

  :مثال 

	௬ݑ   لهجواب معاد  + ௫ݑ = ݔ)2 +   رابدست آوريد؟   ݑ(ݕ

ܩG(y) + F(x)(x)′ܨ  :خواهيم داشت  u(x,y)=F(x)G(y)با فرض : حل ′(y) = 2(x+y)F(x)G(y) 

							ி′(௫)ி(௫)  + 
ீ′(௬)ீ(௬)  = 2x + 2y                        ி′(௫)ி(௫) – 2x = 2y - 

ீ′(௬)ீ(௬)  = c 

ி′(௫)ி(௫)= c +2x                  LnF(x)=cx + ݔଶ +	ܿଵ               (ݔ)ܨ = ܿଶ݁௫ା௫మ 

ீ′(௬)ீ(௬)=2y – c                   ݊ܮG(y)=ݕଶ- cy + ܿଷ                G(y)= ܿସ݁௬మି௬ 
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U(x,y) = F(x)G(y) = ܿଶܿସ݁௫ା	௫మା	௬మି	௬= k݁௫మା	௬మା(௫ି௬) 
  

  :وج يك بعدي همگن با شرايط مرزي همگن محل معادله 

معادله موج يك بعدي همگن با شرايط مرزي همگن را مي توان با استفاده از جداسازي پارامترها بدست 
 .آورد

  نخ كشسان     

  

 ௫௫ݑ=ܿଶ	௧௧ݑ				
 
   U(0,t)=u( ݈,t )= 0    t>0 
 
   U(x,0)=f(x)      
 ௧(x,0)=y(x)ݑ			                                                                 

 
                    

 kf = 0 -"ܨ																																																																  :خواهيم داشت  u(x,t) = F(x)G(t)با فرض 

ሷீ (௧)మீ(௧)=ி"(௫)ி(௫)  = k                                   ܩሷ  - ܿଶkG = 0 

  .را بررسي مي كنيم kحالات مختلف 

 k = 0حالت اول

ி"(௫)ி(௫)=0                   (ݔ)"ܨ = 0		               F(x) = ax + b 

U(0,t) = 0               F(0)G(t) = 0                    F(0)=0 

                         G(t) = 0 
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  F(0)=0بنابراين بايد . يعني جواب بديهي  u(x,t)=0آنگاه  G(t)=0اگر 

U(x, 0) = F(x) 

U(l,t) = F(l)G(t)= 0                 F(l)=0 

    جواب بديهي

F(0)=0                 a = 0 F(x) = 0 u(x,t)=0 

F(l)=0                  b = 0 

 

  .نمي توان به جواب رسيد k=0بنابراين با فرض 

 k>0حالت دوم 

K=ߤଶ> 0                
ி"ி  = 

ሷீమீ = ߤଶ											ߤ - "ܨଶF = 0 

ሷܩ                 ଶG = 0ߤଶܥ - 

 F(x) = ܿଵ݁ఓ௫ + ܿଶ݁ିఓ௫                0 = ܨଶߤ -	"ܨ 

F(0)=0                ܿଵ+ܿଶ=0																																								ܿଵ= -ܿଶ 

F(l)=0                 ܿଵ݁ఓ + ܿଶ݁_ఓ=0                     - ܿଶ(݁ఓ − ݁ିఓ)=0 

 

 ܿଶ=0																								ܿଵ=0 

     -2ܿଶsinh0 = ݈ߤ                     

                                           sinh0 = ݈ߤ																		ߤl= 0تناقض             

 ܿଵ,ଶ=0            F(x)=0             u(x,t)=0        جواب بديهي

  .نمي توان به جواب رسيد k>0بنابراين با فرض 
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 k<0حالت سوم 

 

K=-ଶ<0        ܨ" + ܲଶ0 = ܨ F(x) = Acospx + Bsinpx 

ሷܩ  +  ଶܲଶG=0ܥ

 

F(0)=A=0                F(x)=Bsinpx       u(t,x)=BsinpxG(t) 

F(l)=0              sinpl  = 0                  pl=nߨ           p=
గ        n=0,±1,…. 

  :داريم B=1با فرض 

F(x)=sin
గ xn=0,±1,±2,…. 

P ܩ  :را در معادله دوم قرار مي دهيمሷ + 
మమగమమ ݏܿܣ=(t)ܩ                   = 0ܩ గ  t + ܤsin

గ  t 

  :داريم ܤوܣبراي مشخص كردن 

U(x,t) = ∑ ∞ୀଵܨ (x)ܩ(ݐ)=∑ (∞ୀଵ ݏܿܣ గ  t + ܤsin
గ  t)sin

గ  x 

U(x,0)=F(x)                ∑ ∞ୀଵܣ sin
గ  x = f(x) 

  .هستند f (x)ها ضرايب سري سينوسي   An  درحقيقت

ܣ = 2݈න ݊݅ݏ(ݔ)݂ ܮߨ݊
  ݔ݀ݔ

 :مشتق نسبت به زمان 

,୲(xݑ y) = ቀ−A୬ cnπL ݊݅ݏ ܮߨ݊ܿ ݐ + ܤ cnπL ݏܿ ܮߨ݊ܿ ቁஶݐ
୬ୀଵ ݊݅ݏ	 ܮߨ݊  ݔ

,ݔ)௧ݑ 0) = (ݔ)݃ 	⇒ 	 ஶܮߨ݊ܿ
ୀଵ ݊݅ݏܤ ܮߨ݊ ݔ =  (ݔ)݃
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   .مي باشد g(x)سري سينوسي تابع بالا،  عبارت

 గ ܤ = ଶ  ݊݅ݏ(ݔ)݃ గ 				ݔ݀ݔ ⇒ 				 ܤ = ଶగ  ݊݅ݏ(ݔ)݃ గ ݔ݀ݔ  

 

  :مثال

  .ير را با شرايط داده شده حل كنيدمعادله ديفرانسيل ز

ቐ ௧௧ݑ = 0																																	௫௫ݑ < ݔ < ,				ߨ ݐ > ,ݔ)ݑ0 0) = ,ݔ)௧ݑ								0 0) = 0								ݔ݊݅ݏ2 ≤ ݔ ≤ ,0)ݑߨ (ݐ = ,ߨ)ݑ																	0 (ݐ = ݐ																			0 ≥ 0  

  :حل

(ݔ)݂ = 0				 ⇒ ܣ								 = නܮ2 (ݔ)݂
 ݊݅ݏ ܮߨ݊ ݔ݀ݔ = 0 

ܤ = නߨ2ܿ݊ ݊݅ݏ(ݔ)݃ ܮߨ݊ ݔ݀ݔ = නߨ2݊ గݔ݀ݔ݊݊݅ݏ	ݔ݊݅ݏ2



  

= නߨ2݊ ሾcos(1 − ݊) ݔ − cos(1 + ݊) ݔሿ݀ݔ =గ
  

= ߨ2݊ ቈsin(1 − ݊) 1ݔ − ݊ − sin(1 + ݊) 1ݔ + ݊  0ߨ = ൝0			݊ ≠ 1		2						݊ = 1 

,ݔ)ݑ (ݐ = ݑ(ݔ, (ݐ = ,ݔ)ଵݑ (ݐ = ஶݔ݊݅ݏ	ݐ݊݅ݏ2
ୀଵ  

  :حل معادلات موج به روش دالامبر

۔ۖەۖ
ۓ ௧௧ݑ = ܿଶݑ௫௫ݔ)ݑ, 0) = ,ݔ)௧ݑ(ݔ)݂ 0) =  (ݔ)݃
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,ݔ)ݑ   (ݐ = ݔ)݂ + (ݐܿ + ݔ)݂ − 2(ݐܿ + 12ܿන ௫ା௧݀()݃

௫ି௧  

  :مثال 

  معادله موج زير را حل كنيد؟

ቐ ௧௧ݕ = ݐ																																		௫௫ݕ4 ≥ ,ݔ)ݕ0 0) = 0																			ݔ݊݅ݏ ≤ ݔ ≤ ,ݔ)௧ݕߨ 0) = 																																			ݔݏܿ  
  :حل

൜ (ݔ)݂ = ,ݔ)ݕ 0) = (ݔ)݃ݔ݊݅ݏ = ,ݔ)	௧ݕ 0) =  ݔݏܿ

y(x,t)=
ଵଶ ሾ݂(ݔ + (ݐ2 + ݔ)݂ − ሿ(ݐ2 + ଵସ  ௫ାଶ௧௫ିଶ௧݀	ݏܿ  

=
ଵଶ[sin(x+2t)+sin(x-2t)]+

ଵସ[sin(x+2t)-sin(x-2t)] 

=
ଵଶ *2sinx cos2t+

ଵସ* 2sin2t cosx=sinx cos2t+
ଵଶsin2t cosx 

  

  :معادلات حرارت با شرايط مرزي همگن

 

ቐ 														௧ୀమ௨ೣೣݑ ,ݔ)ݑ																			 0) = 		(ݔ)݂ 	0 ≤ ݔ ≤ ,0)ݑܮ (ݐ = ,݈)ݑ (ݐ = ݐ						0 ≥ 0 

  
:باروش جداسازي پارامترها داريم  

u(x,t)=F(x) G(t) 

Fܩሶ = ܿଶܩ"ܨ ⇒ ி"ி = ಸ	.మீ =  ܭ

    :داريمଶ-=kبراي .رسيم به تناقض مي k>0و k=0بابررسي حالات 

K= -ଶ < 0 ቊ ଶ݂+"݂ = ሶܩ0 + ܩଶܿଶ = 0                                         

93



 احسائيان -دانشگاه صنعتي سيرجان ........................................................................ششمفصل  -رياضيات مهندسي
  

  u(0,t)= u(L,t)=0  ൜(0)ܨ = (ܮ)ܨ0 = 0 

F(X)=A cospx +B sinpx      ⇒    F(0)=A=0  ⇒  F(x)=B sinpx 

  :داريم  B =1با قراردادن

F(x)=sin px          F(L)=sin pL=0         pL=nߨ     ⇒  p=
గ         n=0,±1,… 

F(x)=sin 
గ  x 

ሶܩ + ቀగ ቁଶ ܩ = 0					 ⇒ 			 ݁ିቀഏಽ	ܣ=(ݐ)ܩ ቁమ௧	 
u(x,t)=∑ ∞ୀଵ		ܣ ݁ିቀഏಽ ቁమ௧			݊݅ݏ గ  x 

:شرايط اوليه را بررسي مي كنيم  

u(ݔ, 0) = ∑       ⇒        (ݔ)݂ ∞ୀଵܣ  sin 
గ  =	ܣ .استf(x) ضرايب سري سينوسيܣ f(x)=  ݔ	

ଶ  (ݔ)݂ 	݊݅ݏ	 గ  x dx 

  

 :مثال 

.معادله روبرو را حل كنيد  

 

ቐ	ݑ௧ୀ௨ೣೣ									 ݐ																	 > 0	,			0 < ݔ < ,ݔ)ݑ1 0) = 1)ݔ − 0														(ݔ ≤ ݔ ≤ ,0)ݑ1 (ݐ = ,1)ݑ (ݐ = 0																														 
  :حل

 =2ܣ 1)ݔ − (ݔ sin ଵݔ݀	ݔߨ݊ = ൝ ଼య	గయ  = 										݊	زوج																											0݊	فرد																			
଼(ଶିଵ)యగయ 
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u(x,t) =∑ ∞ୀଵܣ 	݁ିቀഏಽ ቁమ௧  sin 
గ  x 

u(x,t) =∑ ଼గయ(ଶିଵ)య 	݁ି(ଶିଵ)మగమ௧ sin(2݊ − ୀଵ∞ݔߨ(1  

  

  :معادلات مشتقات جزيي  تبديل لاپلاس وحل

با اعمال تبديل لاپلاس به طرفين معادله با مشتقات جزيي  .لاپلاس روي متغيرزماني اعمال مي شود
تبديل مي شود وپس از U(x,s)معادله به يك معادله ديفرانسيل معمولي برحسب واستفاده از روابط زير،

  .بدست مي آيدu(x,t)با معكوس لاپلاس گرفتن،U(x,s)محاسبه 

L{ݔ)ݑ, {(ݐ = ,ݔ)ܷ  (ݏ

L{ݑ௫} = 
డడ௫ U(x,s) 

L{ݑ௧} =s U(x,s) – u(x,0) 

L{xݑ௫} =x 
డడ௫ U(x,s) 

L{ݑݐ௧} = -  
డడ௦(s U(x,s) –u(x,0)) 

L{xݑ௧௧} =x(ݏଶ U(x,s) –s u(x,0) -ݑ௧(x,0)) 

L{ݐଶ	ݑ௫} = 
డమడ௦మ ( డడ௫ U(x,s)) 

  :ياددآوري

L{݁௧} =
ଵ௦ି			                              L{ݐ} =

(ାଵ)௦ೌశభ                     a߳ܳ 

L{ݐ} = 
!௦శభ                                                           L{sinat} =

௦మାమ		                      
L{cos at}    = 

௦௦మାమ 

L{sinh at} = 
௦௦మିమ                                                        L{cosh at} = 

௦௦మିమ 

L{݁௧ f(t)} =F(s-a)                                         L{ u(t-c) f(t-c)}= ݁ି௦  F(s) 
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  :مثال 

  .با استفاده از تبديل لاپلاس معادله زيرا حل كنيد 

ቐݑ୲ + xu୶ = xଶu(x, 0) = 0u(0, t) = 0  

 گيريم از طرفين معادله داده شده لاپلاس مي: حل

L{ݑ୲ + xu୶} =L{xଶ} 		⇒ 		s	U(x, s) - u(x,0) +x 
డడ௫ 	= ௫మ௦   ⇒		 డడ௫ + ௦௫ ܷ = ௫௦ 

  Uبرحسب  معادله مرتبه اول

U(x,s)= ݁ିೞೣ	ௗ௫{ ௫௦  ݁ೞೣ	ௗ௫  dx + c }= ݁ି௦	௫	{௫௦ 	݁௦	௫ dx+ c} =
ଵ௫ೞ{ 

௫௦ ݔ௦ dx +c} 

= ୱݔ1 ቆ xୱାଶs(s + 2) + cቇ = xଶs(s + 2) + Cxୱ 
,0)ݑ  :از شرايط مرزي استفاده مي كنيم cبراي بدست آوردن ثابت  (ݐ = 0				 ⇒ 		ܷ(0, (ݏ = 0			 ⇒ 		ܿ = 0 

,ݔ)ܷ (ݏ = ݏ)ݏଶݔ + 2) = ଶ2ݔ ൬1ݏ − ݏ1 + 2൰ 		⇒ ,ݔ)ݑ		 (ݐ = ଶ2ݔ (1 − ݁ିଶ௧)(ݐ)ݑ 
 

  :استفاده از تبديل فورريه در حل معادلات با مشتقات جزئي

ن معادله تبديل فوريه مي براي بدست آوردن جواب، ازطرفي. تبديل فوريه روي متغير مكان تعريف مي شود
,ݔ)ݑ൫ܨ  :بدست مي آيد u(x,t)با فوريه معكوس گرفتن حاصل  U(ω,t)گيريم و پس از محاسبه  ൯(ݐ = ܷ(߱,  (ݐ

ܨ ൬߲ݔ߲ݑ൰ = ܷ݅߱(߱,  (ݐ
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ܨ   ቆ߲ଶݔ߲ݑଶቇ = (݅߱)ଶܷ(߱,  (ݐ

ܨ ൬߲߲ݐݑ൰ = ݐ߲߲ ܷ(߱, ܨ (ݐ ቆ߲ଶݐ߲ݑଶቇ = ߲ଶ߲ݐଶ ܷ(߱,  (ݐ
  

  :معادلات ديفرانسيل جزئي مرتبه دوم

௫௫ݑܽ  .معادله ديفرانسيل زير را درنظر بگيريد + ௫௬ݑܾ + ௬௬ݑܿ + ,ݔ൫ܨ ,ݕ ,ݑ ,௫ݑ ௬൯ݑ = 0 

  .هستند yو  xتوابعي از  cو  bو  aكه در آن 

ଶܾاگر  − 4ܽܿ >   .معادله از نوع هذلولي گون است 0

ଶܾاگر  − 4ܽܿ =   .معادله از نوع سهموي است 0

ଶܾاگر  − 4ܽܿ <   .معادله از نوع بيضي گون است 0

  

  :مثال

௫௫ݑଶ௫݁  .نوع معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي زير را تعيين كنيد + ௫௬ݑ௫ା௬݁ݔ2 + ݁ଶ௬ݑ௬௬ = 0 

ܽ  :حل = ݁ଶ௫					,						ܾ = ܿ							,						௫ା௬݁ݔ2 = ݁ଶ௬					,				ܾଶ − 4ܽܿ = 4݁ଶ௫ାଶ௬(ݔଶ − 1) 
1−به ازاي  < ݔ <   .معادله هذلولي گون است  1

ݔبه ازاي  > ݔو  1 <   .معادله بيضي گون است 1−
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ݔبه ازاي  =   .معادله سهمي گون است ±1

  

  فرم كانونيك

دوم را به فرم ساده با استفاده از تغيير متغيرهاي لازم مي توان معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه 
براي معادله   معادله مشخصها ر رابطه زير.كانونيك  گفته مي شود تري تبديل كرد كه به آن شكل استاندارد 

  :ديفرانسيل با مشتقات جزيي مرتبه دوم معرفي مي كنيم 

a(ௗ௬ௗ௫)ଶ -b(
ௗ௬ௗ௫) +c=0  

  معادله هذلولي گون- 1

,ݔ)φمعادله مشخصه داراي دو جواب  ،براي يك معادله از نوع هذلولي گون ,ݔ)φ	و ଵܿ= (ݕ  ଶܿ= (ݕ

=αاست و تغيير متغير  	Ψ(ݔ, ߚو (ݕ = 	φ(ݔ, به شكل كانوني زير تبديل مي  معادله ديفرانسيل  را(ݕ
  :كند

  ఈఉݑ=مشتقات مرتبه دوم 

  

  :مثال

  .ا به فرم كانوني تبديل كنيد ر معادله زير

      ଶݔ- =ଶ          cݕ =௬௬=0          b=0       aݑଶݔ- ௫௫ݑଶݕ  :حل

     ܾଶ − 4ܽܿ =  هذلولي                      ଶ>0ݕଶݔ4

  :معادله مشخصه را مي نويسيم 

۔ە  ⇒         ଶ =0ݔ- ଶ (ௗ௬ௗ௫)ଶݕ
ۓ ௗ௬ௗ௫ = ௫௬ 	⇒ 			 ଶݕ − 	ଶݔ = ௗ௬ௗ௫ߙ = − ௫௬ 		⇒ 			 ଶݕ + ଶݔ =  ߚ
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  :مشتقات جزيي 

ቊݑ௫ = ௫ݑఈݑ + ௬ݑ௫ߚఉݑ = ௬ߙఈݑ +  ௬ߚఉݑ

ቊ ௫ݑ = (ݔ2−)ఈݑ	 + (ݔ2)ఉݑ = ఈݑݔ2− + ௬ݑఉݑݔ2 = (ݕ2)ఈݑ (ݕ2)ఉݑ	+ = ఈݑݕ2 + ఈݑݕ2	 +  ఉݑݕ2	

:محاسبه    ୶୶ݑ

  

	௫௫ݑ = 	ఈݑ2− − ݔ2	 ݔఈ߲ݑ߲ + ఉݑ2 + 	ݔ2 ݔఉ߲ݑ߲  

൞߲ݑఈ߲ݔ = ௫ߙ	ఈఈݑ ௫ߚఈఉݑ	+ = ఈఈݑݔ2− + ݔ߲ߚݑఈఉ߲ݑ	ݔ2 = ௫ߙఉఈݑ + ௫ߚఉఉݑ = ఉఈݑݔ2− + ఉఉݑ	ݔ2	  

 ୶మ୳ββି଼୶మ୳αβ	୳ααାସ	୳αାଶ୳βାସ୶మ	୳ββ൯ୀିଶ	୳βαାଶ୶	൫ିଶ୶	୳αβ൯ାଶ୳ಊାଶ୶	୶୶ୀିଶ୳αିଶ୶൫ିଶ୶୳ααାଶ୶ݑ بنابراين   ఉఈݑ=ఈఉݑ
:محاسبه  ௬௬ݑ ୷୷ݑ = ఈݑ2 + ݕ2 డ௨ഀడ௬ + ఉݑ2 + ݕ2 డ௨ഁడ௬ . 

۔ۖەۖ
ݕఈ߲ݑ߲ۓ = ௬ߙఈఈݑ + ௬ߚఈఉݑ = ఈఈݑݕ2 + ݕఉ߲ݑఈఉ߲ݑݕ2 = ௬ߙఉఈݑ + ௬ߚఉఉݑ = ఉఈݑݕ2 + ఉఉݑݕ2  

௬௬ݑ = ఈݑ2 + ఈఈݑ	ݕ൫2ݕ2 + ఈఉ൯ݑݕ2 + ఉݑ2 + ఉఈݑݕ൫2ݕ2 + =ఉఉ൯ݑݕ2 ఈݑ2 + ఉݑ2 + ఈఈݑଶݕ4 + ఉఉݑଶݕ4 + ఈݑଶ(-2ݕ :را در معادله قرار مي دهيم 	௬௬ݑو	௫௫ݑ ఈఉݑଶݕ8 + ఉݑ2 + ఈఈݑଶݔ4 + ఉఉݑଶݔ4 − ఈݑଶ(2ݔ- (ఈఉݑଶݔ8 + ఉݑ2 ఈఈݑଶݕ4+ + ఉఉݑଶݕ4 +  ఈఉ=0ݑଶݕ8
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ఈఉݑ :با ساده سازي خواهيم داشت  = ଶఉିସ(ఉమିఈమ) ݑఈ	-	 ଶఈିସ(ఉమିఈమ) ݑఉ	  

  

  :معادلات سهمي گون  - 2

,ݔ)φبراي يك معادله از نوع سهمي گون ،معادله فقط داراي يك جواب  بصورت  (ݕ = است  ܿ

ߙوتغيير متغير  = ,ݔ)߮ βو (ݕ =   :معادله ديفرانسيل را به شكل كانوني زير تبديل مي كند  	ݕ	يا	ݔ

  =ఈఈݑمشتقات مرتبه اول             يا                =ఉఉݑمشتقات مرتبه اول 

  :مثال 

௫௫ݑଶݔ  .ا به فرم كانوني تبديل كنيد ر معادله زير +   ௬௬=0ݑଶݕ+௫௬ݑݕݔ2

 :حل

   ଶ=0ݕଶݔଶ-4ݕଶݔଶ-4ac =4ܾسهمي گون           

) ଶ(డడೣ)ଶ- 2xyݔ  :معادله مشخصه را مي نويسيم
డడೣ) +ݕଶ=0    ⇒    

డడೣ =
௬௫	   

  ريشه مضاعف   

⇒  ln =ln x +ln ߙ ⇒ ߙ = ௬௫ 	⇒ ቊߙ = ௬௫ߚ = ݕ يا	 ൜ߙ = ߚݔ = ௬௫     

    ൝ ௫ݑ = .ఈݑ ௫ߙ + .ఉݑ ௫ߚ = − ௬௫మ ௬ݑఈݑ = .ఈݑ ௬ߙ + .ఉݑ ௬ߚ = ଵ௫ ఈݑ +  ఉݑ

:محاسبه   ୶୶ݑ
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=௫௫ݑ  

ଶ௬௫య -ఈݑ
௬௫మ . డ௨ഀడ௫ 

డ௨ഀడ௫ = .ఈఈݑ .ఈఉݑ+௫ߙ ௫ߚ = − ௬௫మ =௫௫ݑ⇒ ఈఈݑ
ଶ௬௫య ఈݑ + ௬మ௫ర  ఈఈݑ

:محاسبه  =௬௬ݑ ୷୷ݑ
ଵ௫ డ௨ഀడ௬ + డ௨ഁడ௬ 

۔ە
ݔఈ߲ݑ߲ۓ = .ఈఈݑ ௬ߙ + .ఈఉݑ ௬ߚ = ݔ1 ఈఈݑ + ݕఉ߲ݑఈఉ߲ݑ = .ఉఈݑ ௬ߙ + .ఉఉݑ ௬ߚ = ݔ1 ఉఈݑ + ఉఉݑ  

௬௬ݑ = ݔ1 ൬1ݔ ఈఈݑ + ఈఉ൰ݑ + ൬1ݔ ఉఈݑ + ఉఉ൰ݑ = ଶݔ1 ఈఈݑ + ݔ2 ఈఉݑ +  ఉఉݑ

- =௫௬ݑ
ଵ௫మ ఈݑ − ௬௫మ డ௨ഀడ௬ = − ଵ௫మ ఈݑ − ௬௫మ ቀଵ௫ ఈఈݑ	 +  ఈఉቁݑ

= - 
ଵ௫మ ఈݑ	 + ௬௫య ఈఈݑ	 − ௬௫మ  ఈఉݑ	

  :در معادله  اصلي خواهيم داشت  	u୶୶و	u୶୷و	u୶୷با قرار دادن 

xଶ ൬2ݔݕଷ ఈݑ	 + ସݔݕ ఈఈ൰ݑ	 + ݕݔ2 ൬− ଶݔ1 ఈݑ	 − ଷݔݕ ఈఈݑ	 − ଶݔݕ +ఈఉ൰ݑ	 ଶݕ ൬ ଶݔ1 ఈఈݑ	 + ఈఉݑ	ݔ2 + ఉఉ൰ݑ = 0 

 ఉఉ=0ݑଶߚ   ⇒     yଶuββ=0  :با ساده سازي معادله خواهيم داشت 

 

  :معادلات بيضي گون  - 3
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൜ܿଵبراي يك معادله از نوع بيضي گون ،جوابهاي معادله مشخصه به فرم  = ,ݔ)߮ (ݕ + ,ݔ)߮݅ ଶܿ(ݕ = ,ݔ)߮ (ݕ − ,ݔ)߮݅ مي  (ݕ

,ݔ)߮باشد كه در آن  ,ݔ)߰	و(ݕ αبا جايگذاري .توابعي حقيقي هستند (ݕ = ,ݔ)߮ βو   (ݕ = ,ݔ)߮   .معادله به شكل كانوني زير در مي آيد (ݕ

uββمشتقات مرتبه اول =		+uαα  

  

  :مثال

௫௫ݑ  .معادله روبرو را به فرم كانوني بنويسيد + ௬௬ݑଶݔ = 0 

:حل  

a=1    b=0    c=ݔଶ ⇒ ܾଶ − 4ܽܿ = ଶݔ4− < y ها                  0   بجز محور 

 معادله مشخصه را مي نويسيم

ଶ(ݔ݀ݕ݀) + ଶݔ = 0 ⇒ ݔ݀ݕ݀ =  ݔ݅±

۔ە
ۓ ݔ݀ݕ݀ = ݔ݅ ⇒ ݕ − ݅ ଶ2ݔ = ܿଵ݀ݔ݀ݕ = ݔ݅− ⇒ ݕ + ݅ ଶ2ݔ = ܿଶ ⇒ ൝ ߙ = ߚݕ = ଶ2ݔ−  

ቊݑ௫ = .ఈݑ ௫ߙ + .ఉݑ ௫ߚ = ௬ݑఉݑݔ− = .ఈݑ ௬ߙ + .ఉݑ ௬ߚ = ఈݑ  

:محاسبه  ௫௫ݑ ୶୶ݑ = ఉݑ− − ݔ డ௨ഁడ௫ ⇒  
డ௨ഁడ௫ = .ఉఈݑ ௫ߙ + .ఉఉݑ ௫ߚ = ఉఉݑݔ− ⇒ ௫௫ݑ = ఉݑ−	  ఉఉݑଶݔ+

:محاسبه  =௬௬ݑ ୷୷ݑ
డ௨ഀడ௬ 															డ௨ഀడ௬ = .ఈఈݑ ௬ߙ + .ఈఉݑ  ఈఈݑ=௬ߚ
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  :در معادله اصلي جانشين مي كنيم 

ఉݑ-) + ఈఈݑଶݔ+ (ఉఉݑଶݔ = 0	 ⇒ ఈఈݑ	 ఉఉݑ	+ = ଵ௫మ ఉݑ ⇒ ఈఈݑ ఉఉݑ	+ = ିଵଶఉ  ఉݑ

 

  احسائيان. موفق باشيد
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