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١٣٨٩ زمستانِ ،٢۴ ی شماره گاما،

اصط΋اک بدونِ رویه�ای متحرکاز ذره�ای جداشدنِ شرایط̃

آقامحمدی امیر

از ذره ͳشرایط چه ازایِ به کنیم ͳبررس م�ͳخواهیم م�ͳشود. پرتاب رویه�ای بر مماس ذره�ای

y = f(x) معادله�یِ با ͳمقطع ̮΀سط با دل�خواه رویه�ای برایِ را مسئله ابتدا م�ͳشود. جدا رویه

با رویه�هایی مثال عنوانِ به سپس م�ͳآوریم. دست به را رویه از ذره جداشدن شرط̃ و مطالعه

م�ͳکنیم. ͳبررس بیش�تری تفصیل̥ با را ،y = −αxk, (α, k > 0) معادله�یِ

مقدمه ٣

بین̥ اصط΋اکِ از اگر م�ͳشود. پرتاب ΀سط بر مماس اولیه�ای سرعتِ با R شعاع̮ به نیم�کره�ای بالایِ از ذره�ای

̮΀سط از ابتدا همان در ذره باشد
√
Rg مساوی�یِ یا بزرگ�تر ذره اولیه�یِ سرعتِ و کنیم ͳچشم�پوش رویه و ذره

در ذره بعدتر ͳکم حتماً باشد، حدّی مقدارِ این از کوچ�Έتر آن اولیه�یِ سرعتِ اگر م�ͳشود. جدا نیم�کره

معمولا˦ که است Έانی΋م ساده�یِ نسبتاً و استاندارد مسائل̥ از ͳ΋ی مسئله این م�ͳشود. جدا ̮΀سط از نقطه�ای

مسئله این کل�ͳیِ بررس�ͳیِ ب΋نیم م�ͳخواهیم ما که کاری م�ͳشود. ͳبررس ͳمقدمات ِΈانی΋م درس�هایِ در

ذره رویه�هایی چه برایِ م�ͳشود. پرتاب رویه بر مماس ذره�ای م�ͳگیریم. نظر در دل�خواه رویه�ای ͳیعن است،

رویه�ها از ͳبعض برایِ دید خواهیم نم�ͳشود. جدا رویه از کدام�ها برایِ یا م�ͳشود، جدا ΀سط از ابتدا همان در

اما نم�ͳشود، جدا ΀سط از ابتدا همان ذره باشد، هم بزرگ چه�قدر هر محدودی، اولیه�یِ سرعتِ هیچ ازایِ به

اگر شود. جدا رویه از بعداً که دارد وجود ͳان΋م حتماً ،Έکوچ هم چه�قدر هر اولیه�ای، سرعتِ هر ازایِ به

که است بزرگ�تر حدّی�ای مقدارِ از آن اولیه�یِ سرعتِ یا شود، پرتاب ͳسهم ش΋ل̥ به رویه�ای قله�یِ از ذره�ای

ازایِ به که دارند وجود هم رویه�هایی نم�ͳکند. ترک را ΀سط هرگز آن�که یا م�ͳشود، جدا ΀سط از ابتدا همان

دیΎری. زمانِ هیچ نه و م�ͳشوند جدا ابتدا همان نه اولیه�ای سرعتِ هیچ
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ͳسهم مقط΄̮ با رویه�ای متحرکاز ذره�ای جداشدنِ شرایط̃ ۴

x

y

g

معادله�یِ با سهم�ͳای آن مقط΄̮ ̮΀سط که رویه�ای ابتدا در بیایید

بین̥ اصط΋اکِ از بΎیریم. نظر در را است، y = −ax2

،v0i اولیه�یِ سرعتِ با ذره�ای م�ͳکنیم. ͳچشم�پوش رویه و ذره

چه�قدر v0 م�ͳشود. پرتاب مبدأ از رویه بر مماس ،(v0 > 0)

بر وارد نیروهایِ شود؟ جدا ͳسهم از ابتدا همان در ذره تا باشد

ͳسهم است. N ΀سط عمودی�یِ نیرویِ و ،mg آن وزنِ ذره،

رویِ ذره آن�که برایِ و است دایره از ͳبخش مبدأ نزدی�ͳ΋یِ در

جانب�ِمرکزِ نیرویِ بتواند باید برآیند نیرویِ کند حرکت ͳسهم

کند. تأمین را لازم
نظر در ͳسهم این بر مماس مبدأ در دایره�ای ش΋ل مطابق̥ آوریم. دست به را R دایره این شعاع̮ باید ابتدا

انحنایِ شعاع̮ م�ͳگوییم صورت این در باشند. برابر مبدأ در ͳسهم و دایره دوم̮ مشتق̥ که طوری به م�ͳگیریم

است. ͳ΋ی ͳمنحن دو

از است عبارت است y محورِ رویِ مرکزش و م�ͳگذرد مبدأ از که دایره�ای معادله�یِ

x2 + (y +R)2 = R2. (1)

از است عبارت دایره این معادله�یِ مبدأ هم�سای�ͳΎیِ در

y = −R+
√
R2 − x2 ≈ −R+R

(
1− x2

2R2

)
≈ − x2

2R
. (2)

م�ͳآید دست به مبدأ در ͳسهم انحنایِ شعاع̮ ͳسهم معادله�یِ با معادله این دادنِ قرار برابر از

R =
1

2α
. (3)

از است عبارت م�ͳکند حرکت ͳسهم رویِ مبدأ نزدی�ͳ΋یِ در که ذره�ای برایِ نیوتن قانونِ

mg −N =
mv20
R

= 2αmv20 , ⇒ N = m
(
g − 2αv20

)
(4)

باشد v0 = vc اگر م�ͳشود. جدا سهم�ͳش΋ل رویه�یِ از ابتدا همان در ذره باشد، v0 > vc :=

√
g

2α
اگر

Έی آن مسیرِ بود، شده پرتاب v0 اولیه�یِ سرعتِ با مبدأ از ذره و نبود رویه�ای که کنید فرض م�ͳشود؟ چه

داشته وجود رویه که نیست مهم حالت این در این بر بنا بود. y = −v
2
0 x

2

2g
= −αx2 معادله�یِ با ͳسهم

است. صفر هم�واره ΀سط عمودی�یِ نیرویِ و است رویه بر مماس پرتابه نباشد، یا و باشد
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y = f(x) مقط΄̮ با رویه�ای متحرکاز ذره�ای جداشدنِ شرایط̃ ۵

بΎیریم. نظر در را است، f(0) = 0 شرط̃ با y = f(x) مقطعش ̮΀سط معادله�یِ که رویه�ای بیایید حالا

در بالاخره ذره کنید فرض م�ͳشود. پرتاب y = f(x) خم̮ بر مماس ،v0 اولیه�یِ سرعتِ با مبدأ در ذره�ای

بر وارد نیرویِ تنها و N = 0 ΀سط عمودی�یِ نیرویِ شدن جدا م΋انِ در م�ͳشود. جدا رویه از r0 مثل̥ جایی

جداشدن نقطه�یِ در ذره شتابِ مؤلفه�هایِ پس است. −mgj ذره

ẍ
∣∣
r0

= 0, ÿ
∣∣
r0

= −g. (5)

تا رویه معادله�یِ به توجه با است. زمان به نسبت مشتق�گیری معن�ͳیِ به کمیت Έی بالایِ نقطه علامتِ که

م�ͳکند حرکت رویه رویِ ذره که ͳوقت

ẏ = ẋf ′(x),

ÿ = ẍf ′(x) + ẋ2f ′′(x), (6)

نقطه�یِ در سرعت مؤلفه�هایِ این�ها از استفاده با است. x به نسبت مشتق�گیری معن�ͳیِ به پریم علامتِ که

آورد دست به م�ͳتوان هم را جداشدن

ẋ
∣∣
x0

=

√
g

−f ′′(x0)
,

ẏ
∣∣
x0

= f ′(x0)

√
g

−f ′′(x0)
, (7)

باشد داشته وجود ͳجداشدن نقطه�یِ آن�که برایِ که است این م�ͳآید دست به معادله این از که نتیجه�ای اولین

جداشدنِ نقطه�یِ در که است این حرف این معن�ͳیِ باشد. مثبت باید بالا روابط̃ در رادی΋ال زیرِ جمله�یِ

شرط̃ ندارد ام΋ان است f ′′(x) > 0 آن نقاط̃ همه�یِ در که رویه�ای�ای پس باشد. باید f ′′(x0) < 0

شود. برقرار جداشدن

م�ͳدهد ما به f مشتقاتِ و ،f بین̥ معادله�ای انرژی پایستگ�ͳیِ

m

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
+mgf(x) =

m

2
v20 ,

⇒ ẋ2 =
v20 − 2gf(x)

1 + f ′2(x)
. (8)

نتیجه (8) رابطه�یِ در آن جاگذاری�یِ و است برقرار جداشدنِ نقطه�یِ در که (7) اولِ معادله�یِ از استفاده با

م�ͳشود

− g

f ′′(x0)
=
v20 − 2gf(x0)

1 + f ′2(x0)
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⇒ f ′′(x0)
(
v20 − 2gf(x0)

)
+ g

(
1 + f ′2(x0)

)
= 0. (9)

که م�ͳشود یافت نقطه�ای شد یافت آن برایِ جوابی اگر ،x0 برایِ معادله این حل̥ و f(x) داشتن̥ با بنابراین

یادآوری نم�ͳشود. جدا رویه از ذره باشد نداشته جواب معادله این اگر اما دارد. وجود آن برایِ جداشدن شرط̃

نم�ͳشود. جدا رویه از هرگز جسم باشد مثبت هم�واره رویه تقعرِ اگر که م�ͳکنیم

y = −αxk, (α, k > 0) مثال‐ ۶

مختلفِ مقادیرِ ازایِ به رویه از ذره جداشدنِ خواهیم ͳم است. y = −αxk, (α, k > 0) رویه معادله�یِ

م�ͳآید در زیر صورتِ به (9) شرط̃ کنیم. ͳبررس k

α2gk(k − 2)x2k−2
0 + αv20k(k − 1)xk−2

0 = g. (10)

A(x0) = α2gk(k− خم̮ آیا که ببینیم است ͳکاف نه، یا دارد جواب (10) معادله�یِ آیا این�که بررس�ͳیِ برایِ

م�ͳکند. قط΄ را B(x0) = g ثابتِ و مستقیم خط̃ ،2)x2k−2
0 + αv20k(k − 1)xk−2

0

k > 2 ١‐۶

در رویه و بی�نهایت x = 0 در f(x) خم̮ انحنایِ شعاع̮ حالت این در است. f ′′(0) = 0 ،k > 2 ازایِ به

از استفاده با است. تخت ̮΀سط Έی مثل̥ مبدأ نزدی�ͳ΋یِ

N −mg = mÿ, (11)

رویه بر مماس را ذره نم�ͳتوان محدودی سرعتِ هیچ ازایِ به بنابراین است. مثبت مبدأ Nدر که م�ͳشود نتیجه

در م�ͳماند. ساکن مبدأ در ذره باشد، v0 = 0 اگر شود. جدا رویه از ابتدا همان در که کرد پرتاب گونه�ای به

است، v0 ̸= 0 که ͳحالت در م�ͳکند. حرکت به شروع کنیم ایجاد سرعتش در ͳ΋کوچ اختلالِ که ͳصورت

و ،A(x0) معادله�هایِ با خم دو حتماً پس است. صعودی ͳتابع A(x0) و ،A(0) = 0 ،k > 2 ازایِ به

ذره بزرگ چه�قدر هر محدودی سرعتِ هیچ ازایِ به ،k > 2 برایِ بنابراین م�ͳکنند. قط΄ را هم�دیΎر B(x0)

از بعداً که دارد وجود ͳان΋م حتماً Έکوچ چند هر ͳسرعت هر ازایِ به اما نم�ͳشود، جدا ΀سط از ابتدا همان

شود. جدا رویه
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k = 2 ٢‐۶

در ذره قبل حالتِ مثل̥ باشد، v0 = 0 اگر کردیم. ͳبررس هم ابتدا در که است ͳسهم همان ،k = 2 موردِ

قبلا̈ که است ͳهمان شدن جدا شرط̃ و است A(x0) = 2αv20 ،k = 2 و v0 ̸= 0 برایِ م�ͳماند. ساکن مبدأ

اگر م�ͳشود. جدا رویه از ابتدا همان vc =

√
g

2α
از بزرگ�تر سرعت�هایِ ازایِ به بودیم. آورده دست به

ͳحالت مثل̥ اخیر حالتِ م�ͳماند. رویه مجاورتِ در همیشه ذره و است N = 0 هم�واره باشد vc اولیه سرعتِ

ذره باشد، vc از کوچ�Έتر اولیه سرعتِ اگر است. ͳسهم Έی ذره حرکتِ مسیرِ و نیست رویه�ای که است

نم�ͳشود. جدا ΀سط از هیچ�گاه

1 < k < 2 ٣‐۶

کند حرکت رویه رویِ آن�که برایِ است. صفر مبدأ در انحنا شعاع̮ و f ′′(0) → −∞ ،1 < k < 2 ازایِ به

سرعتِ هر ازایِ به این بر بنا نیست. مم΋ن که شود بی�نهایت منف�ͳیِ باید N نتیجه در و ÿ → −∞ مبدأ در

است. آزاد سقوط̃ سهم�ͳیِ زیرِ اول همان از خم این واق΄ در م�ͳشود. جدا رویه از ذره ابتدا همان صفری غیرِ

م�ͳماند. ساکن مبدأ در ذره باشد v0 = 0 صورت�ͳکه در

k = 1 ۴‐۶

باید را انتظار این نم�ͳکنند. قط΄ را هم�دیΎر هیچ�گاه B(x0) = g و ،A(x0) خم̮ دو و ،A(x0) = −α2g

را ΀سط هرگز شود پرتاب ΀سط بر مماس که ذره�ای و است شیب�دار تختِ ̮΀سط Έی رویه زیرا م�ͳداشتیم،

̮΀سط از هرگز ͳول م�ͳکند حرکت به شروع ذره که است ΀واض باشد v0 = 0 که ͳصورت در نم�ͳکند. ترک

نم�ͳشود. جدا شیب�دار

k < 1 ۵‐۶

انتظار این نم�ͳکنند. قط΄ را هم�دیΎر هیچ�گاه B(x0) = g و ،A(x0) خم̮ دو و است ͳمنف هم�واره ،A(x0)

شود پرتاب ΀سط بر مماس که ذره�ای (7) مطابق̥ و f ′′(x0) > 0 ͳخم چنین برایِ زیرا م�ͳداشتیم، باید را

ͳول م�ͳکند حرکت به شروع ذره که است ΀واض باشد v0 = 0 که ͳصورت در نم�ͳکند. ترک را ΀سط هرگز

نم�ͳشود. جدا رویه از هرگز

این موردِ در که مفیدی پیش�نهادهایِ برایِ ͳالله�΀فت امیرحسین̥ و ͳخرم محمدِ از م�ͳدانم لازم ‐ͳقدردان

کنم. تش΋ر داشتند مقاله
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