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یادآوری جبر خطی و حسابان

نمادھا

تعاریف

بردار -  یک بردار با  درایه است، که  درایه ی  ام می باشد:

 
ام قرار دارد: ام و ستون  ماتریس -  یک بردار با  سطر و  ستون است، که در آن  درایه ای است که در سطر 

x ∈ R
nnxi ∈ Ri

x =

⎛
⎜ ⎜ ⎜ ⎜
⎝

x1

x2

⋮

xn

⎞
⎟ ⎟ ⎟ ⎟
⎠

∈ R
n

A ∈ R
m×nmnAi,j ∈ Rij
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نکته: بردار  که در بالا تعریف شد را می توان به صورت یک ماتریس  در نظر گرفت که به طور خاص به آن بردار ستونی
گویند.

 

ماتریس ھای اصلی:

ماتریس ھمانی - ماتریس ھمانی  یک ماتریس مربعی است که درایه ھای قطری آن ھمه مقدار ۱ و بقیه ی درایه ھا مقدار ۰ دارند:

. نکته: برای ھمه ی ماتریس ھای  داریم 

 
ماتریس قطری - ماتریس  یک ماتریس مربعی است که درایه ھای قطری آن مقادیر غیرصفر دارند و بقیه ی درایه ھا صفر ھستند:

A =
⎛
⎜ ⎜
⎝

A1,1 ⋯ A1,n

⋮ ⋮
Am,1 ⋯ Am,n

⎞
⎟ ⎟
⎠

∈ R
m×n

xn × 1

I ∈ R
n×n

I =

⎛
⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜
⎝

1 0 ⋯ 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 1

⎞
⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟
⎠

A ∈ R
n×nA × I = I × A = A

D ∈ R
n×n
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نکته:  ھمچنین به صورت  ھم نمایش داده می شود.

 

عملیات ماتریسی

ضرب

بردار با بردار - دو نوع عملیات ضرب بردار با بردار وجود دارد:

ضرب داخلی: برای ھر  داریم:

 
ضرب خارجی: برای ھر  و  داریم:

D =

⎛
⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜
⎝

d1 0 ⋯ 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 dn

⎞
⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟
⎠

DD = diag(d1, . . . , dn)

x, y ∈ R
n

xTy =
n

∑
i=1

xiyi ∈ R

x ∈ Rmy ∈ Rn
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ماتریس با بردار - ضرب ماتریس  و بردار  برداری با اندازه ی  است به طوری که:

، و  درایه ھای  ھستند. که  بردارھای سطری و  بردارھای ستونی 

 
ماتریس با ماتریس - ضرب ماتریس ھای  و  ماتریسی با اندازه ی  است که:

که  بردارھای سطری و  و  بردارھای ستونی  و  ھستند.

xyT =
⎛
⎜ ⎜
⎝

x1y1 ⋯ x1yn

⋮ ⋮
xmy1 ⋯ xmyn

⎞
⎟ ⎟
⎠

∈ R
m×n

A ∈ R
m×nx ∈ R

nm
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⎛
⎜ ⎜ ⎜
⎝

aT
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⋮

aTr,mx

⎞
⎟ ⎟ ⎟
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n

∑
i=1

ac,ixi ∈ R
n
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r,iac,jAxix

A ∈ R
m×nB ∈ R

n×pn × p

AB =

⎛
⎜ ⎜ ⎜
⎝
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r,1bc,p

⋮ ⋮
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⎞
⎟ ⎟ ⎟
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=
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T
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T
r,iac,jbc,jAB
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دیگر عملیات

ترانھاده - ترانھاده ی ماتریس  که با  نمایش داده می شود، ماتریسی است که مکان درایه ھای آن نسبت به قطر ماتریس برعکس شده اند:

 
. ، داریم  نکته: برای ماتریس ھای  و 

 
معکوس - معکوس یک ماتریس مربعی معکوس پذیر  که با  نمایش داده می شود، تنھا ماتریسی است که:

نکته: ھمه ی ماتریس ھای مربعی معکوس پذیر نیستند. ھمچنین، برای ماتریس ھای مربعی معکوس پذیر  و  داریم 
.

 
اثر - اثر ماتریس مربعی  که با  نمایش داده می شود، مجموع ھمه ی درایه ھای قطری ماتریس است.

A ∈ R
m×nAT

∀i, j, AT
i,j = Aj,i

AB(AB)T = BTAT

AA−1

AA−1 = A−1A = I

AB

(AB)−1 = B−1A−1

Atr(A)
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. نکته: برای ماتریس ھای  و  داریم  و 

 
، که دترمینان - دترمینان یک ماتریس مربعی  که با  یا  نمایش داده می شود، به صورت یک عبارت بازگشتی بر روی 

-ام است، به صورت زیر تعریف می شود: -ام و ستون  ماتریس  بدون سطر 

. . ھمچنین  و  نکته:  معکوس پذیر است اگر و فقط اگر 

 

ویژگی ھای ماتریس ھا

تعاریف

تجزیه ی متقارن - یک ماتریس دلخواه  را می توان با استفاده از اجزای متقارن و غیرمتقارن آن به صورت زیر نشان داد:

tr(A) =
n

∑
i=1

Ai,i

ABtr(AT ) = tr(A)tr(AB) = tr(BA)

A ∈ R
n×n|A|det(A)A∖i,∖j

Aij

det(A) = |A| =
n

∑
j=1

(−1)i+jAi,j|A∖i,∖j|

A|A| ≠ 0|AB| = |A||B||AT | = |A|

A
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نرم - نرم تابع  است که  یک فضای برداری است، و به گونه ای است که برای ھر  داریم:

   •
•  برای عدد اسکالر  

• اگر  باشد در این صورت 

، نرم ھایی که بیشتر استفاده می شوند در جدول زیر آمده اند: برای 

نرُم نماد تعریف کاربرد

Manhattan, LASSO

Euclidean, Ridge

-norme, Inégalité de Hölder

A =

Symmetric

+


Antisymmetric

A + AT

2
A − AT

2

N : V ⟶ [0, +∞[Vx, y ∈ V

N(x + y) ⩽ N(x) + N(y)
N(ax) = |a|N(x)

N(x) = 0x = 0

x ∈ V

L1 ||x||1

n

∑
i=1

|xi|

L2 ||x||2

 
⎷

n

∑
i=1

x2
i

p Lp ||x||
p (

n

∑
i=1

x
p
i )

1
p
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Infini, Convergence uniforme

 
وابستگی خطی - مجموعه ای از بردارھا وابستگی خطی دارند اگر یکی از بردارھای مجموعه را بتوان به صورت ترکیب خطی دیگر بردارھا تعریف کرد.

نکته: اگر نتوان ھیچ برداری را به این شکل تعریف کرد، در این صورت بردارھا استقلال خطی دارند.

 

رتبه ماتریس - رتبه ی یک ماتریس  که با  نمایش داده می شود، تعداد ابعاد فضایی است که توسط ستون ھای آن ایجاد می شود. این مقدار برابر
است با حداکثر تعداد ستون ھای  که استقلال خطی داشته باشند.

 
ماتریس مثبت نیمه معین - ماتریس  یک ماتریس مثبت نیمه معین است که با  نمایش داده می شود اگر داشته باشیم:

)، اگر یک ماتریس مثبت نیمه معین باشد که برای ھر بردار نکته: به طور مشابه، یک ماتریس  مثبت معین است (
. غیرصفر  داشته باشیم 

 
، که ، گوییم  یک مقدار ویژه ماتریس  است اگر وجود داشته باشد بردار  مقدار ویژه، بردار ویژه - برای یک ماتریس 

یک بردار ویژه نام دارد، به طوری که:

L∞ ||x||∞ max 
i

|xi|

Arank(A)
A

A ∈ Rn×nA ⪰ 0

A = AT  و  ∀x ∈ R
n, xTAx ⩾ 0

AA ≻ 0
xxTA > 0

A ∈ R
n×nλAz ∈ R

n∖{0}
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قضیه ی طیفی - فرض کنید  باشد. اگر  متقارن باشد، در این صورت  توسط یک ماتریس حقیقی متعامد  قطری پذیر است.

با نمایش  داریم:

 
، تجزیه ی مقدار منفرد یک تکنیک تقسیم بندی است که تضمین می کند یک ماتریس یکانی  تجزیه ی مقدار منفرد - برای یک ماتریس  با ابعاد 

، و یک ماتریس یکانی  وجود دارند، به طوری که: ، یک ماتریس قطری 

 

حسابان ماتریسی

گرادیان - فرض کنید  یک تابع و  یک ماتریس باشد. گرادیان  نسبت به  یک ماتریس با ابعاد  است و با 
 نمایش داده می شود، به طوری که:

Az = λz

A ∈ R
n×nAAU ∈ R

n×n

Λ = diag(λ1, . . . ,λn)

∃Λ diagonal, A = UΛU T

Am × n

U ∈ R
n×nΣ ∈ R

m×nV ∈ R
n×n

A = UΣV T

f : Rm×n → RA ∈ Rm×nfAm × n

∇Af(A)
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نکته: گرادیان  تنھا زمانی تعریف شده است که  تابعی باشد که یک عدد اسکالر خروجی دھد.

 
ھسیان - فرض کنید  یک تابع و  یک بردار باشد. ھسیان  نسبت به  یک ماتریس متقارن با ابعاد  است و با 

نمایش داده می شود، به طوری که:

نکته: ھسیان تابع  تنھا زمانی تعریف شده است که  تابعی با خروجی اسکالر باشد.

 
، ویژگی ھای زیر را به خاطر داشته باشید: ، و   ، عملیات گرادیانی - برای ماتریس ھای 

 

(∇Af(A))
i,j

=
∂f(A)

∂Ai,j

ff

f : R
n → Rx ∈ R

nfxn × n∇2
xf(x)

(∇2
xf(x))

i,j
=

∂2f(x)

∂xi∂xj

ff

ABC

∇Atr(AB) = BT ∇ATf(A) = (∇Af(A))T

∇Atr(ABATC) = CAB + CTABT ∇A|A| = |A|(A−1)T
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