
(https://stanford.edu/%7Eshervine/teaching/cs-229.html)

راھنمای کوتاه یاگیری با نظارت

مبانی یادگیری با نظارت

، ھدف ساخت دسته بندی با در نظر گرفتن مجموعه ای از نمونه ھای داده ی  متناظر با مجموعه ی خروجی ھای 
است که پیش بینی  از روی  را یاد می گیرد.

انواع پیش بینی - انواع مختلف مدل ھای پیش بینی کننده در جدول زیر به اختصار آمده اند:

(وایازش (رگرسیون دسته بندی

خروجی اعداد پیوسته دسته

نمونه ھا وایازش خطی وایازش لجستیک، ماشین بردار پشتیبان، بیز ساده

 
نوع مدل ـ انواع مختلف مدل ھا در جدول زیر به اختصار آمده اند.

مدل متمایزکننده مدل مولد

ھدف  تخمین  و سپس نتیجه گیریِ تخمین مستقیم

{x(i), … ,x(m)}{y(i), … , y(m)}

yx

P(y|x) P(x|y) P(y|x)
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نماد ھا و مفاھیم کلی

، حاصل پیش یینی مدل  فرضیه - فرضیه که با  نمایش داده می شود، ھمان مدلی است که ما انتخاب می کنیم. به ازای ھر نمونه داده ورودی 
 می باشد.

 

چیزی که یاد گرفته
می شود

مرز تصمیم گیری توزیع احتمال داده ھا

تصویر

نمونه ھا وایازش ھا، ماشین ھای بردار پشتیبان GDA، بِیز ساده

hθx(i)

hθ(x(i))
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تابع خطا - تابع خطا تابعی است به صورت  که به عنوان ورودی مقدار پیش بینی شده ی  متناظر با
مقدار داده ی حقیقی  را می گیرد و اختلاف این دو را خروجی می دھد. توابع خطای معمول در جدول زیر آمده اند:

 
تابع ھزینه - تابع ھزینه ی  معمولاً برای ارزیابی عملکرد یک مدل استفاده می شود و با توجه به تابع خطای  به صورت زیر تعریف می شود:

خطای کمترین مربعات خطای لجستیک Hinge خطای آنتروپی متقاطع

وایازش خطی وایازش لجستیک ماشین بردار پشتیبان شبکه ی عصبی

L : (z, y) ∈ R × Y ⟼ L(z, y) ∈ Rz

y

(y − z)21

2
log(1 + exp(−yz)) max(0, 1 − yz) −[y log(z) + (1 − y) log(1 − z)

JL

J(θ) =
m

∑
i=1

L(hθ(x
(i)), y(i))
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، رویه ی به روزرسانی گرادیان کاھشی که با نرخ یادگیری و تابع ھزینه ی  بیان می شود به گرادیان کاھشی - با نمایش نرخ یادگیری به صورت 

شرح زیر است:

 

α ∈ RJ

θ⟵ θ − α∇J(θ)SMalek.blog.ir



 
نکته: گرادیان کاھشی تصادفی (SGD) عوامل را بر اساس تک تک نمونه ھای آموزش به روزرسانی می کند، در حالی که گرادیان

کاھشی دسته ای این کار را بر اساس دسته ای از نمونه ھای آموزش انجام می دھد.

 
درست نمایی - از مقدار درست نمایی یک مدل  با پارامتر ھای  در پیدا کردن عوامل بھینه   از طریق روش بیشینه سازی درست نمایی مدل استفاده

می شود. البته در عمل از لگاریتم درست نمایی  که به روزرسانی آن ساده تر است استفاده می شود. داریم::
L(θ)θθ

ℓ(θ) = log(L(θ))
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الگوریتم نیوتن ― الگوریتم نیوتن یک روش عددی است که  را به گونه ای پیدا می کند که  باشد. رویه ی به روزرسانی آن به صورت زیر

است:

نکته: تعمیم چندبعُدی این روش، که به روش نیوتون-رافسون معروف است، قانون به روزرسانی زیر را دارد:

 

مدل ھای خطی

وایازش خطی

در این جا فرض می کنیم 

معادلات نرمال ― اگر  یک ماتریس باشد، مقداری از  که تابع ھزینه را کمینه می کند یک راه حل به فرم بسته دارد به طوری که:

θopt = arg max 
θ

L(θ)

θℓ′(θ) = 0

θ ← θ −
ℓ′(θ)

ℓ′′(θ)

θ ← θ − (∇2
θ
ℓ(θ))−1

∇θℓ(θ)

y|x; θ ∼ N (μ,σ2)

Xθ
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، رویه ی به روزرسانی الگوریتم کمینه ی میانگین مربعات (LMS) برای یک مجموعه ی آموزش با  نمونه الگوریتم LMS - با نمایش نرخ یادگیری با 

داده، که به رویه ی به روزرسانی Widrow-Hoff نیز معروف است، به صورت زیر خواھد بود:

نکته: این رویه ی به روزرسانی، حالت خاصی از الگوریتم گرادیان کاھشی است.

 
LWR ― وایازش محلی وزن دار یا LWR نوعی دیگر از انواع وایازش ھای خطی است که در محاسبه ی تابع ھزینه ی خود ھر کدام از نمونه ھای آموزش را

وزن  می دھد، که این وزن با عامل  به شکل زیر تعریف می شود:

 

دستھ بندی و وایازش لجستیک

θ = (XTX)−1XTy

αm

∀j, θj ← θj + α
m

∑
i=1

[y(i) − hθ(x
(i))]x(i)

j

w(i)(x)τ ∈ R

w(i)(x) = exp(− )
(x(i) − x)2

2τ 2
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تابع سیگموئید ― تابع سیگموئید  که به تابع لجستیک ھم معروف است به صورت زیر تعریف می شود:

 
. داریم: وایازش لجستیک ― فرض می کنیم که 

نکته: ھیچ راه حل بسته ای برای وایازش لجستیک وجود ندارد.

 
وایازش Softmax ― وایازش Softmax یا وایازش چنددسته ای، در مواقعی که بیش از ۲ کلاس خروجی داریم برای تعمیم وایازش لجستیک استفاده

. در نتیجه عامل برنولی  برای ھر کلاس  به صورت زیر خواھد بود: می شود. طبق قرارداد داریم 

 

g

∀z ∈ R, g(z) = ∈]0, 1[
1

1 + e−z

y|x; θ ∼ Bernoulli(ϕ)

ϕ = p(y = 1|x; θ) = = g(θTx)
1

1 + exp(−θTx)

θK = 0ϕii

ϕi =
exp(θTi x)

K

∑
j=1

exp(θT
j
x)
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مدل ھای خطی تعمیم یافتھ

، که معمولاً عامل متعارف یا تابع پیوند نیز خانواده ی نمایی - به گروھی از توزیع ھا خانواده ی نمایی گوییم اگر بتوان آن ھا را با استفاده از عامل طبیعی 
، و تابع دیواره بندی لگاریتمی  به صورت زیر نوشت: گفته می شود، آماره ی کافی 

. ھم چنین می توان به  به عنوان یک عامل نرمال کننده نگاه کرد که باعث می شود جمع احتمال ھا حتماً برابر نکته: معمولاً داریم 
با یک شود.

رایج ترین توزیع ھای نمایی در جدول زیر به اختصار آمده اند:

توزیع

برنولی

گاوسی

پواسون

ھندسی

 

η

T (y)a(η)

p(y; η) = b(y) exp(ηT (y) − a(η))

T (y) = yexp(−a(η))

η T (y) a(η) b(y)

log( )ϕ

1−ϕ
y log(1 + exp(η)) 1

μ y
η2

2
exp(− )1

√2π

y2

2

log(λ) y eη
1

y!

log(1 − ϕ) y log( )eη

1−eη
1
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فرضیه ھای مدل ھای خطی تعمیم یافته - مدل ھای خطی تعمیم یافته به دنبال پیش بینی متغیر تصادفی  به عنوان تابعی از  ھستند و بر سه
فرض زیر استوارند:

 
نکته: کمینه ی مربعات و وایازش لجستیک حالت ھای خاصی از مدل ھای خطی تعمیم یافته ھستند.

 

ماشین ھای بردار پشتیبان

ھدف ماشین ھای بردار پشتیبان پیدا کردن خطی ھست که حداقل فاصله تا خط را بیشینه می کند.

دسته بند حاشیه ی بھینه - دسته بند حاشیه ی بھینه ی  به گونه ای است که:

که  راه حلی برای مساله ی بھینه سازی زیر باشد:

yx ∈ R
n+1

(1) y|x; θ ∼ ExpFamily(η)

(2) hθ(x) = E[y|x; θ]

(3) η = θTx

h

h(x) = sign(wTx − b)

(w, b) ∈ Rn × R
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نکته: در این جا خط با  تعریف شده است.

 

min ||w||2  و y(i)(wTx(i) − b) ⩾ 1
1

2

wTx − b = 0
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خطای Hinge ― در ماشین ھای بردار پشتیبان از تابع خطای Hinge استفاده می شود و تعریف آن به صورت زیر است:

 
، ھسته ی  به صورت زیر تعریف می شود: ھسته - برای ھر تابع نگاشت ویژگی ھای 

در عمل، به ھسته ی  که به صورت  تعریف شده باشد، ھسته ی گاوسی می گوییم. این نوع ھسته یکی از ھسته ھای

پراستفاده محسوب می شود.

L(z, y) = [1 − yz]+ = max(0, 1 − yz)

ϕK

K(x, z) = ϕ(x)Tϕ(z)

KK(x, z) = exp(− )∥x−z∥2

2σ2
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نکته: می گوییم برای محاسبه ی تابع ھزینه از «حقه ی ھسته» استفاده می شود چرا که در واقع برای محاسبه ی آن، نیازی به

دانستن دقیق نگاشت  که بیشتر مواقع ھم بسیار پیچیده ست، نداریم؛ تنھا دانستن مقادیر  کافیست.

 
لاگرانژی - لاگرانژی  به صورت زیر تعریف می کنیم:

نکته: به ضرایب  ضرایب لاگرانژ ھم می گوییم.

 

یادگیری مولدِ

یک مدل مولد ابتدا با تخمین زدن  سعی می کند یاد بگیرد چگونه می توان داده را تولید کرد، سپس با استفاده از  و ھم چنین قضیه ی بِیز، 
 را تخمین می زند.

تحلیل متمایزکننده ی گاوسی

فرضیات - در تحلیل متمایزکننده ی گاوسی فرض می کنیم  و  و  به طوری که:

ϕK(x, z)

L(w, b)

L(w, b) = f(w) +
l

∑
i=1

βihi(w)

βi

P(x|y)P(x|y)

P(y|x)

yx|y = 0x|y = 1
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تخمین - جدول زیر تخمین ھایی که ھنگام بیشینه کردن تابع درست نمایی به آن می رسیم را به اختصار آورده است:

 

دستھ بند بِیز ساده

فرض - مدل بِیز ساده فرض می کند تمام خصوصیات ھر نمونه ی داده از ھم دیگر مستقل است.

 
راه حل ھا - بیشنه کردن لگاریتم درست نمایی به پاسخ ھای زیر می رسد، که 

(1) y ∼ Bernoulli(ϕ)

(2) x|y = 0 ∼ N (μ0, Σ)

(3) x|y = 1 ∼ N (μ1, Σ)

ϕ̂ μ̂j (j = 0, 1) Σ̂

m

∑
i=1

1{y(i)=1}

1

m

∑m

i=1 1{y(i)=j}x
(i)

∑m

i=1 1{y(i)=j}

m

∑
i=1

(x(i) − μy(i))(x(i) − μy(i))T
1

m

P(x|y) = P(x1,x2, . . . |y) = P(x1|y)P(x2|y). . . =
n

∏
i=1

P(xi|y)

k ∈ {0, 1}, l ∈ [[1,L]]
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نکته: دسته بند بیِز ساده در مساله  ھای دسته بندی متن و تشخیص ھرزنامه به صورت گسترده استفاده می شود.

 

روش ھای مبتنی بر درخت و گروه

این روش ھا ھم در مسائل وایازش و ھم در مسائل دسته بندی می توانند استفاده شوند.

CART - درخت ھای وایازش و دسته بندی، عموما با نام درخت ھای تصمیم گیری شناخته می شوند. می توان آن ھا را به صورت درخت ھایی دودویی نمایش
داد. مزیت  آن ھا قابل تفسیر بودنشان است.

 
جنگل تصادفی - یک تکنیک مبتی بر درخت است، که تعداد زیادی درخت تصمیم گیری که روی مجموعه ھایی تصادفی از خصوصیات ساخته شده اند، را به
کار می گیرد. روش جنگل تصادفی برخلاف درخت تصمیم گیری ساده، بسیار غیر قابل تفسیر است البته عمکرد عموماً خوب آن باعث شده است به الگوریتم

محبوبی تبدیل شود.

نکته: جنگل تصادفی یکی از انواع «روش ھای گروھی» است.

 
ترقی دادن - ایده ی اصلی روش ھای ترقی دادن ترکیب چند مدل ضعیف و ساخت یک مدل قوی از آن ھاست. انواع اصلی آن به صورت خلاصه در جدول

زیر آمده اند:

P(y = k) = × #{j|y(j) = k}  و  P(xi = l|y = k) =
1

m

#{j|y(j) = k و x
(j)
i

= l}

#{j|y(j) = k}
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ترقی دادن سازگارشونده ترقی دادن گرادیانی

برای خطاھا وزن  بالایی در نظر می گیرد تا در مرحله ی بعدیِ
ترقی دادن، مدل بھبود یابد.

چند مدل ضعیف روی باقی خطاھا آموزش می یابند

 

سایر رویکرد ھای غیر عاملی

-ھمسایه ی نزدیک - الگوریتم k-ھمسایه ی نزدیک که عموماً با k-NN نیز شناخته می شود، یک الگوریتم غیرعاملی است که پاسخ مدل به ھر نمونه داده
از روی k ھمسایه ی آن در مجموعه دادگان آموزش تعیین می شود. این الگوریتم ھم در دسته بندی و ھم در وایازش استفاده می شود.

نکته: ھرچه پارامتر k برزرگ تر باشد پیش قدر مدل بیشتر خواھد بود، و ھر چه کوچکتر باشد واریانس مدل بیشتر خواھد شد.

k
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نظریھ یادگیری

،  عدد رخداد باشد، داریم: ,A1کران اجتماع ― اگر  … ,Akk

P(A1∪. . . ∪Ak) ⩽ P(A1)+. . . +P(Ak)
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،  عدد متغیر تصادفی مستقل با توزیع یکسان و نمونه برداری شده از توزیع برنولی با پارامتر  باشند و نامساوی ھوفدینگ ― اگر 

ھم چنین  میانگین آن ھا و  ثابت باشد، داریم:

نکته: این نامساوی به کران چرنوف نیز معروف است.

 
، خطای آموزش  (یا ھمان خطای تجربی)، به صورت زیر تعریف می شود: خطای آموزش ― به ازای ھر دسته بند 

 

Z1, … ,Zmmϕ

ϕ̂γ > 0

P(|ϕ − ϕ̂| > γ) ⩽ 2 exp(−2γ2m)

hϵ̂(h)

ϵ̂(h) =
m

∑
i=1

1{h(x(i))≠y(i)}

1

m
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احتمالاً تقریباً درست (PAC) ― چارچوبی است که در ذیل آن نتایج متعددی در نظریه یادگیری اثبات شده است و فرض ھای زیر را در بر دارد:

 
• مجموعه ی آموزش و مجموعه ی آزمایش از یک توزیع ھستند.

 
• نمونه ھای آموزشی مستقل از یکدیگر انتخاب شده اند.

 
خرد شدن ― برای مجموعه ی  و مجموعه ای از دسته بندھای  می گوییم،  مجموعه ی  را اصطلاحاً خرد می کند اگر

به ازای ھر مجموعه ای از برچسب ھای  داشته باشیم:

 
قضیه ی کران بالا ― اگر  یک مجموعه ی متناھی از فرضیه ھا (دسته بندھا) باشد به طوری که  باشد و  و  ثابت باشند، آنگاه با احتمالِ

حداقل  داریم:

 

S = {x(1), . . . ,x(d)}HHS

{y(1), . . . , y(d)}

∃h ∈ H, ∀i ∈ [[1, d]], h(x(i)) = y(i)

H|H| = kδm

1 − δ

ϵ(ĥ) ⩽ (min
h∈H

ϵ(h)) + 2√ log( )1

2m

2k

δ
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بعُد VC ― بعُد Vapnik-Chervonenkis برای ھر مجموعه ی نامتناھی از فرضیه ھا (دسته بندھا)  که با  نمایش داده می شود، برابر است
با اندازه ی بزرگ ترین مجموعه  ای که می توان با استفاده از  آن  را خرد کرد.

{ھمه ی دسته بندھای خطی در ٢ بعد} برابر با ٣ است. نکته: بعُد VC مجموعه ی 

 
قضیه (Vapnik) ― به ازای  به طوری که  و ھم چنین  تعداد نمونه ھای آموزشی باشد، با احتمالِ حداقل  داریم:
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