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:انتگرال معین   

                                                                                          y                                                                   
                                                                                                                                                               

                                                             x                                                                                                
                                                                            b                              a                                                 

                                                                                                                                     (x )f ₌ y              

                                                                           

.باشد و لذا عددی مثبت است همان مساحت ناحیه هاشورزده می             
 

 
  

 

                                                                                           y                                                                  
                                          (x )f ₌ y                                                                                                         

                                                                                     b                                    a                                  
                                                                                                                                                               

                                                                                                                                                               

                                                                                                                                                             

.زده میباشد و لذا عددی منفی است برابر قرینه مساحت ناحیه هاشور            
 

 
  

                                                                                                                                                               

                                                                                          y                                                                   
                                       (x )f ₌ y                                                                                                            

                                                                                                                         a                                    
                                                    x                                                                                                         

                                                             b                         e             d       c                                              
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                                                                                    y                                      
                                             f  ₌ y                               1 (x)                است ،  fشکل مقابل نمودار تابع  : تست   

                                                                  2             4                                      کدام است  ؟   
4
 2 حاصل 

                                                                                                                                    2-                        

                                                                                                                        1-  

3

2
             (4      ) 1              (3      )  

1

2
            (2     )

1

2
 (1      )  

 

(3: )حل   

 

 

 

.ی زیر را بدست آورید هامقدار انتگرال: مثال   

     (1)    
  2

3
     

4
 5                                                                                                  

 
9

2
:  جواب     

 

 

     (2)   
   3  4

2
  

5
 2     

  
22

4
:  جواب     
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y                                                               :قضیه اساسی حساب اتتگرال اولین   

                                                                 (t )f ₌ y                  (a  ثابت)                                                     

                                                                                                                                                               

               
 

 
(          تابع مساحت )    

                                                                  t                 b        x              a  

بر   f)                                                                                                           (پیوسته است     

:نکته   

                                 (x )f ₌ (x )'A                               وx  ( متغیر          )گیریحد بالای انتگرال  

                                  b > x > a                                    t  ( متغیر    )        (گیریمتغیر انتگرال )    

 

.را بدست آورید   y 'آنگاه         
    

2 
          و    

    4      

1  4

 

2 اگر    : مثال    

 

 
   

        2   2    

 2  2

      
   4 

1  4           
         

 
   4 

1  4  2   2    
   4 

1  4
 

2

4 2 :                                                               حل       

 

              
                    
                   

 

 
                                                                                      :نکته  

   
   2 

1  2

 3

3       
                    
             3 2    

   2 3

1  6           :                                                               مثال   

 

:قضیه اساسی حساب انتگرال  دومین  

                          F  یک تابع اولیه دلخواه تابع پیوستهf  است.                    
 

 
                  

(فرض )                                                (            نتیجه )                                
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 3 2    
3

2    3 
3
2    3 3   2 3  22  8  19 :                                                                 مثال    

                                                                                                              3            و     2 3     

 

(معین نا( ) گیری انتگرال) گیری اولیهی اساسی تابع هافرمول  

 1                             C                                  عددی ثابت است  

 2             
1

  1
   1             1  

 3       
  

 
         

 4              
1
 

              0  

 5                 
1
 

                0  

 6                
1
 

                    0   

 2        1     2        
1
 

                0  

 8        1     2         
1
 
                 0  

 9                 
1
 

                    0  

 10              
1
 

                    0  

 

  xانتگرال توان ساده مثلثاتی با کمان غیر از 

 1                       
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2           2   2           مثال    

 2                      

              مثال
1

  
    2         

 3        1     2              

1       مثال     2                           

 4        1     2                

1       مثال     2  3  5 2      
5
3
    3     

 

.را نیز پیدا کرد  Cهرگاه یک نقطه از منحنی مشخص باشد ، آنگاه میتوان عدد ثابت : نکته   

کدام است ؟    2 3            و     2  1     ،  آنگاه   2   هرگاه    : تست  4   

15              (4      ) 13              (3      ) 12             (2     ) 14  (1      )  

 

       3 2  4       3  2 2                                                                                   (2: )حل    

      3  2 2  1                                                                                                                             

   1   1  2    2   
                    
            1                                                                                       

  2  8  8  1  12                                                                                                                         

 

 n) ای باشد که یکی مشتق دیگری باشد ،   مثلثاتی به گونههرگاه حاصلضرب دو عبارت : نکته 
u ' u    ) داریم:                        

         

         
1

  1
    1                                                             
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5

                                                                                                                    :مثال      

 

 

  
5

6
       

6
5 :   جواب      

 

:کنید ی مثلثاتی زیر توجه هابه فرمول،  زوجی هاای سینوس و کسینوس با توانجملهی تکهای انتگرالبرای محاسبه: نکته   

   2   
1

2
 

1

2
   2                                                                                                                               

   2   
1

2
 

1

2
   2                                                                                                                              

 

    2                                                                                                                               :مثال       5

 

 

 
1

2
  

1

20
:    جواب     10     

 

ها را جدا کرده و سپس توان ی فرد ، ابتدا یکی از توانهاسینوس و کسینوس با توانای جملهی تکهای انتگرالبرای محاسبه: نکته 

:کنیم ی زیر جایگزین میهازوج باقیمانده را با استفاده از فرمول  

   2   1     2                                                                                                                                  

   2   1     2                                                                                                                                  

 

    3                2             1     2               :                                    مثال        

                    2             
1

3
   3                                                               
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ی زیر استفاده های انتگرال از فرمولدر مخرج عبارت مثلثاتی باشند برای محاسبه       2 2      و     معمولا هرگاه    : نکته   

.میکنیم   

1

   2  
 1     2                                                                                                                                   

1

    2  
 1      2                                                                                                                                

 

 
   2  

   2  
        2    1     2       

1

8
    8                                                             :مثال     

 

(انتگرال تانژانت با توان زوج ی محاسبه) : نکته   

( xتا ) نویسیم ی فرد کوچکتر از توان داده شده یک در میان ، ابتدا مثبت و سپس منفی میهابرای محاسبه ، توان  

    6      
1

5
    5   

1

3
    3                                                                       :مثال            

 

    2                                                                                                          :مثال               

     2   1  1       1     2                           (تشریحی ) راه دوم                    

 

(محاسبه انتگرال کتانژانت با توان زوج ) : نکته   

و  xنویسیم و باید دقت کنیم که علامت ی فرد کوچکتر از توان داده شده ، یک در میان ، ابتدا منفی و سپس مثبت میهاتوان

.جمله قبلش یکی باشد   

    8       
1

2
    2   

1

5
    5   

1

3
    3                    :                              مثال            

 

    2                                                                                                       : مثال               

  1     2   1       1     2                    (راه تشریحی ) راه دوم                     
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(جزء صحیح ) انتگرال   

هرگاه انتگرال معینی از جزء صحیح داشتیم ، ابتدا آن را در فواصل دو عدد متوالی صحیح مینویسیم و سپس انتگرالها را یکی 

.کنیم یکی حساب می  

کدام است ؟     2        
3

0 حاصل انتگرال      :تست    

13              (4      ) 12              (3      ) 11             (2     ) 10  (1      )  

 

 2    
1

0      2    
2

1      2    
3

2                                                                                 (4: )حل     

  

  2   0 
1

0      2   1 
2

1      2   2 
3

2     0   2 
2

1      4 
3

2                                          

 2   
2
1
  2 2   

3
2
  4  1  18  8  13                                                                                              

 

(قدرمطلق ) انتگرال   

:آوریم و سپس ابتدا ریشه عبارت داخل قدر مطلق را بدست می  

.کنیم مطلق را حذف میعلامت قدراگر ریشه بین دو حد انتگرال باشد آن را به دو انتگرال تبدیل و با توجه به حدود ، ( الف   

.کنیم مطلق را با توجه به حدود انتگرال حذف میاگر ریشه بین دو حد انتگرال نباشد علامت قدر(   ب   

 

    1 
3
 1                                                                                                                                 :مثال     

     1 
1
 1         1 

3
1      

   1 2

2
  

1
 1

  
   1 2

2
  

3
1
                                                      : حل   

 0    2  2  0  4                                                                                                                        

 

      42
0                                                                                                                                      :مثال     
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  5   
2

0  
1

6
  6   

2
0
  

1

6
  2 6  

1

3
  25  

32

3
                                                                                    : حل  

 

:ی خاص هاانتگرال  

 1       
1

1  2                                                                                                                        

 2       
  

1   2              

 3       
  

 2   2   
1
 

        
 

 
   

 4       
1

 1   2
               

 5       
  

 1   2
             

 6       
  

  2   2
  

1
 

         
 

 
   

 2       
  

 
          

 8                  

 

 
2 2    2  

 1    2  
    2  

 1 2    2   

 1    2  
                                                             :مثال                 2 

  

 
  

4   2 5
  

  

   2 2 1
:                                                                           مثال    2             

       

کدام است ؟         2  2      2    
 

 

2
0 حاصل   : تست    

1

2
             (4      )

1

3
             (3      )

1

4
            (2     )

1

6
 (1      )  
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(1: )حل   

 

 

 

 

 

 

( b ₌ xو    a ₌ xها و دو خط   و محور طول   f ₌ y(x)بین منحنی ) سطح محصور   

(حالت دوم )            (                                                   حالت اول )                               

 

                                                                                                              a  

         b                              a                                           b              c                

                                                                 (x )f ₌ y                                                               (x )f ₌ y  

 

           
 

 
           

 

 
                                               

 

 
                           

 

باید سطح محصور را در (  cی بطول مانند نقطه) بدست آمد  bو  aای بین طول نقطه  y ₌ 0اگر از حل  (    حالت دوم ) : نکته 

.دو مرحله بدست آوریم   

 

هاطول و دو خط  0     و   3   2 3       و محور  مطلوبست سطح بین منحنی    (    حالت اول ) : مثال   4   
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3 2  4  0   
                     
            3  4  0    

  0   

   
4

3

                                                                     : حل   

.نیستند   x ₌ 3و    x ₌ 0ها بین هیچکدام از ریشه  

   3 2  4     
3

0    3  2 2  
3
0
  22  18                                                                 جواب     45 

 

هاطول و خطوط    2 5         و محور  مطلوبست سطح محصور بین منحنی    (     حالت دوم ) : مثال   5   

  1     و 3  

5 2  5  0   
                    
          5    1  0    

  0
  1

                                                                       : حل   

        
3
 1     5 2  5     

0
 1      5 2  5     

1
0      5 2  5     

3
1                                   

 

 

 
85

3
: جواب    

 

(ها و محور طول f ₌ y( x)بین منحنی  ) سطح محصور   

(حالت دوم )                                                                                 (حالت اول )   

                                                                                                                                                               

                               y                                                                               y                                             
                                                                                                                                                               

             b                                        a                                     b         c                            a                       
 x                                                                                  x               
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.شود سه  ریشه حاصل می  y ₌ 0از حل معادله                                   .شود دو ریشه حاصل می  y ₌ 0از حل معادله   

 

.ها و محور طول       4 2 مطلوبست سطح بین منحنی   (   حالت اول ) : مثال   8   

 

  0   
                 
         4    2  0   

                 
                            :حل   دو ریشه      2      یا   0           

      4 2  8     
0
 2      

4

3
 3  4 2 

0
 2                                                                               

    
32

3
 16    

32 48

3
  

16

3
                                                                                                           

 

.ها و محور طول      4 3     مطلوبست سطح بین منحنی    (حالت دوم  ): مثال   4 

 

  0   
             
       4   2  1  0   

             
                       : حل   سه ریشه    1     یا   1      یا   0         

     4 3  4     
0
 1      4 3  4     

1
0      4  2 2 

0
 1      4  2 2  

1
0   2                         

 

:سطح بین دو منحنی   

.گیریم در نظر می   b ₌ xو      a ₌ xی بدست آمده را  هادو منحنی را تلاقی داده و ریشه  

                                                 2 y            1y                         y             

                1   2 
 

 
           

                                                                                                                                                               

                                                                b                                            a  
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.را بدست آورید     2        و    2    سطح محصور بین دو منحنی    : مثال    

                                                                                                                y                                             

                                               A          1                               1 2      و     2   :               حل       

                                                                      

                                                                                   x                  1             o  

 

 
 1   2

 2    
   

              
         2       

             
        4    0   

              
         3   1  0 

             
     1    یا  0         

                                                                                                                               1  1     و    0  0   

      2        
1

0      2   
1

0    
1
2    

1
0                                                                                    

   
1

3
 3  

1
0      

2

3
  

3
2  

1
0    

1

3
 

2

3
    

1

3
  

1

3
                                                                                      

 

:بندی مبحث انتگرال به همراه چندین تست جمع  

                                     2        با توجه به شکل رو به رو  ، حاصل انتگرال                                                    : تست 

2                                          کدام است ؟                 2  
2

0     

                                                                                                    4   2       0   

   4              (4      ) 3 5              (3      ) 3             (2     ) 2  (1      )  

 

 

 

کدام است ؟             
2
 1 اگر    : تست                ، حاصل     

3              (4      )
5

2
             (3      )

3

2
            (2     ) 2  (1      )  
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کدام است ؟         ، آنگاه       
5 2 3 

  
اگر    : تست        2           

5  3              (4      ) 3  2              (3      )   2             (2     )   1  (1      )  

 

 

 

کدام است ؟  x ₌ -1و    x ₌ 1ها و دو خط  xو محور     مساحت ناحیه محدود به نمودار تابع  : تست   1  2        

3              (4      )
5

2
             (3      ) 2             (2     )

3

2
 (1      )  

 

 

 

    ،(x )f  برابر کدام است ؟  
3 3 

1   
:     داریم    x > 1با شرط  : تست                 

2  3               (4      ) 3                 (3      ) 3                (2     ) 3  2   (1      )  

 

 

 

،  کدام است ؟           
4
 2 2       ، حاصل انتگرال معین    با توجه به نمودار تابع  : تست   1      

                                    
5

2
             (4      ) 3              (3      )

2

2
            (2     ) 2  (1      )  
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                                                                                                                           y  

                                                                                                                                2                             

                                                                                                          4                                   2-  

 1                                   x       

 

کدام است ؟        باشد  ،      
 1    

2

2  
اگر   : تست              

2     3                                   (2     ) 1     
1

3
  (1      )  

1     
1

3
                                     (4      ) 2     

2

3
 (3      )  

 

 

 

،  کدام است ؟              
2
 2 حاصل      : تست    

4              (4      ) 2              (3      ) صفر             (2     )  2  (1      )  

 

 

 

زده کدام است ؟،  مساحت ناحیه سایه   با توجه به نمودار تابع با ضابطه  : تست             

                                                                                                                         y  

2

3
             (4      )

1

3
             (3      )

1

4
            (2     )

1

6
 (1      )  

                                                                                              x  
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کدام است ؟   ، آنگاه مشتق راست تابع                ، در نقطه   2         
 

 1  2    
 

2 اگر   : تست   

5

3
             (4      )

4

3
             (3      )

2

3
            (2     )

1

3
 (1      )  

 

 

 

کدام است ؟    2       و بالای خط       مساحت ناحیه زیر منحنی به معادله   : تست   5   

33

3
             (4      )

28

3
             (3      )

22

3
            (2     )

16

3
 (1      )  

 

 

 

 

کدام است ؟      2         
2
 2 حاصل   : تست    

8              (4      ) 6              (3      ) 4             (2     ) 3  (1      )  

 

 

 

کدام است ؟   f( x)، آنگاه      
 1    

2
  

  
اگر   : تست                   

2  2               (4      ) 2                 (3      ) 1  2              (2     ) 1     (1      )  
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کدام است ؟       ،  آنگاه      
4  4

3   23         
3

اگر    : تست            

4  1              (4      ) 2  1              (3      )   2             (2     )   4  (1      )  

 

 
4  4

3   23         
3

                                                                                                      (1: )حل          

 
1

3
  4  4    

2
3      

4

3
  

1
3  

4

3
   

2
3     

4

3
 

3

4
 

4
3  

4

3
 3 

1
3                                                     

  
4
3  4 

1
3      

3
    4      

             
              4                                                                    

.استفاده کردیم            
1

  1
    1 1      و      ی   گیری از تابع فوق از قاعدهبرای انتگرال   

         و محور    ها و دو خط
         2    0
 2          0    3

ی   ضابطهی بین نمودار تابع با مساحت ناحیه: تست     

، کدام است ؟      2     و   3  

11              (4      ) 10              (3      ) 9             (2     ) 8  (1      )  

 

         و محور    ها و دو خط  
         2    0
 2          0    3

    بین نمودار تابع   مساحت یمحاسبه برای   (4: )حل  

:          به نمودار رو به رو دقت کنید      2     و   3  

                                                                                                                             9  

                    1S                               2-                          2    2   
3

0  
 3

3
  

3
0  9                                     

                                3                                2S                1     کل   2  2  9  11                          

                                                                                                                     2-  
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.محاسبه کنیم           
0
 2 را هم میتوانیم با استفاده از       S1 

 

کدام است ؟       ، آنگاه      
  1

 3     
    

2 2 اگر    : تست      

2  1              (4      )  2  1              (3      )   2             (2     )    2  (1      )  

 

 
  1

 3     
    

2 2      
             
           1    3      2    3     

  1

 1
 

  2

 2
                  (3: )حل     

  
1

 
 

1

2 2    
 2  1

2 2      
             
             2  1                                                                      

 

، کدام است ؟           
4
 1 با توجه به نمودار تابع   : تست  2             ، حاصل انتگرال معین    

 

                                             2              (4      )
3

2
             (3      ) 1             (2     )

1

2
 (1      )  

                                                                                                                                            

                                                                                                  x       4                                                  

                                                

y                                                                                             (                 2: )حل   

                                                                                  2                                                      

   1   4      4  2      1  0         2  2         

  1  
2 4

2
 40                 2  

5 2

2
 5                                                                                                    

   

        
4
 1          

1
 1            4  5  1

4
1                                                                          

 

زده کدام است ؟ی سایهدر شکل مقابل ، مساحت ناحیه   با توجه به قسمتی از نمودار تابع   : تست                  

www.konkoori.blog.ir

www.konkoori.blog.ir


علی رحمتی                                         انتگرال رشته تجربی                                                                               
 

19 

 

                                                                         2                (2     ) 2   2  (1      )  

1   2                (4      ) 2 (3                 )  

                                                                                     x  

 

زده برابر با انتگرال معین تابع ی سایه، مساحت ناحیه     با توجه به قسمتی از نمودار تابع (    4: )حل                

ی ی مثبت معادلهریشه( کوچکترین ) تا اولین   x ₌ 0از   f                ترین طول از مبداء کوچک) است    

:پس داریم ( .  fمثبت منحنی   

          0   
            
        2        

 

4
  0   

             
         

 

4
                                               

             
            

 

4
   

یریشه مثبت ترینکوچک 
                                                           
                     

  1

     
3 

4
                                                                    

است را نیز    0              توانیم اولین کمان مثبت که در آن، می             ی برای حل معادله: نکته 

.مشخص کنیم   

             
             
         

3 

4
                                                                                                          

زدهسایه                  
3 

4
0                 

3 

4
0

  
 2

2
 

 2

2
    1  0   2  1         

 

کدام است ؟     2         
2
 2 حاصل   : تست    

12              (4      ) 10              (3      ) 8             (2     ) 6  (1      )  

 

:روش اول     (3: )حل   

  2         
2
 2    2         

 1
 2    2         

0
 1    2         

1
0    2         

2
1                 

  2         
2
 2    2    2     

 1
 2    2    1     

0
 1    2   0     

1
0    2   1     

2
1        

 4   
 1
 2   3   

0
 1   2   

1
0   1   

2
1  4  1  3  1  2  1  1  1  10                                 

www.konkoori.blog.ir

www.konkoori.blog.ir


علی رحمتی                                         انتگرال رشته تجربی                                                                               
 

20 
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