
 سومفصل 

 

 

  

 

 

 

فرمولاسيون مسأله برهمکنش فرمولاسيون مسأله برهمکنش 

   جامد جامد‐‐سيالسيال
  

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ۳۴                                                                               جامد‐ ش سيالفرمولاسيون مسأله برهمکن: سومفصل 

 

   مقدمه‐۱‐۳  

به اين منظور . شد خواهد جامد ارائه ‐ فرمولاسيون حاکم بر مسأله برهمکنش سيال, اين فصلدر 

 بيان شده و معادلات پايستگی جرم و مومنتوم ALEاويلری و , ابتدا کلياتی از توصيفات لاگرانژي

شرايط  ,در ادامه. خواهد گرديد تشريح  و جامدآنگاه معادلات حاکم بر مسأله سيال. گردد میری آو ياد

لگوريتم انتگرالگيری زمانی ا , جامد‐ روش کوپل سيال,الگوريتم حرکت شبکه,  جامد‐فصل مشترک سيال

 در. شود اده می توضيح د جامد‐سازی برهمکنش سيال مسأله و ساختار برنامه بکار رفته برای انجام شبيه

 که در مراجع ١نهايت به منظور حصول اطمينان از صحت روش و فرمولاسيون ارائه شده دو مسأله محک

  .سازی خواهد شد اند شبيه مشابه مورد استفاده قرار گرفته

   توصيفات لاگرانژی و اويلری‐ ۲‐۳  

 دو توصيف متمايز عموماً از محيط پيوسته يک حرکتهای پيوسته برای بيان  در مکانيک محيط

  . توصيف اويلری وتوصيف لاگرانژی: شود استفاده می

 را محيط پيوسته ذرات مادی ,شبکه محاسباتینقاط ) ۱‐۳(مطابق با شکل ,  لاگرانژیتوصيفدر 

در اين توصيف .  هستندمنطبق نقاط مادی يکسان برهای شبکه همواره  هنگام حرکت دنبال کرده و گره

 از xR ضمن اينکه پيکربندی جاری .گردد  تعيين میX توسط مختصات مادی XRپيکربندی مرجع 

  . تشکيل شده استxنقاط فضايي 

  
   توصيف لاگرانژی حرکت‐۱‐۳شکل 

                                                 
1 Benchmark 
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 آن مربوط x را به مختصات فضايي محيط پيوسته X که مختصات مادی محيط پيوستهحرکت 

  :شود کند بصورت زير تعريف می می
 

)۳‐۱(  ( ) ( ),      or     ,i it x tφ= =x X Xφ 

)يک ذره مادیسرعت .  استtر زمان  دX نقطه مادی  فضايي موقعيتxدر اين رابطه  ), tv X برابر با 

 بدست X با ثابت نگه داشتن φ  از نگاشت زمانیگيری  مشتقآن ذره بوده و بانرخ تغيير بردار موقعيت 

  :يعنی. آيد می

 

)۳‐۲(  ( ) ( ),
,
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t

t t
∂ ∂

= =
∂ ∂
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 در چون. شوند آيند مشتقات مادی ناميده می  بدست میXمشتقات زمانی که با ثابت نگه داشتن 

 نقاط مادی در طول حرکت بر نقاط يکسان شبکه منطبق هستند بنابراين در محاسبات ,توصيف لاگرانژی

اين مطلب . يابد ود نداشته و مشتق مادی به يک مشتق زمانی ساده کاهش مي وج٢انتقالیلاگرانژی اثرات 

دارند از نقطه نظر محاسباتی بويژه  بر که المانهای يک شبکه لاگرانژی همواره ذرات مادی يکسانی را در

 اما وقتی ماده دچار تغيير شکلهای. در مسائلی که شامل مواد وابسته به تاريخچه هستند بسيار مفيد است

الگوريتمهای لاگرانژی بدليل واپيچش بيش از حد شبکه ) های سيال مثلاً در گردابه(بزرگ شود 

  .بدون نتيجه متوقف شوندممکن است  دقت خود را از دست داده و حتی ,محاسباتی

توان با فرمولاسيون اويلری  مشکلات ناشی از تغيير شکل بيش از اندازه شبکه اجزاء محدود را می

 نسبت به شبکه محاسباتی محيط پيوسته در توصيف اويلری شبکه اجزاء محدود ثابت بوده و .مرتفع نمود

 و x نسبت به مختصات فضايي پايستگیدر اين توصيف معادلات . دهد حرکت کرده و تغيير شکل می

توان با   را میt و زمان xی هر تابع از مختصات فضايي مشتق زمانی ماد. شوند  فرمولبندی میtزمان 

)به عنوان مثال برای يک تابع اسکالر .  بدست آورد٣ای کمک قاعده زنجيره ),f txتوان نوشت  می:  

                                                 
2 Convective 
3 Chain rule 
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کند حرکت نسبی بين  های شبکه را از ذرات مادی تفکيک می که فرمولاسيون اويلری گرهه اينبا توجه ب

 برخلاف ضمن اينکه. گردد می انتقالیاثرات سبب ايجاد ماده تغيير شکل دهنده و شبکه محاسباتی 

 در توصيف اويلری مشکلاتی جدي  و تغيير شکل دهنده مدلسازی مرزهای متحرک,توصيف لاگرانژی

  .آورد د میبوجو

 (ALE) اختياری اويلری ‐لاگرانژی توصيف ‐ ۳‐۳  

تر که محاسن روشهای  نياز به توصيفی کلی, با توجه به مزايا و معايب توصيفات لاگرانژی و اويلری

اين . شود المقدور از معايب آنها اجتناب نمايد احساس می لاگرانژی و اويلری را ترکيب کرده و حتی

  .شود ناميده می (ALE)  اويلری اختياری‐لاگرانژی تر توصيف توصيف کلی

 به عنوان مرجع گرفته xR  و نه پيکربندی فضاييXR نه پيکربندی مادی ALEدر توصيف 

 معرف نقاط شبکه χات مرجع  ناحيه سومی است که در آن مختصRχبلکه پيکربندی مرجع . شود نمی

اين ) ۲‐۳(شکل . کند  حرکت شبکه را مستقل از حرکت ماده تشريح میRχيعنی ناحيه مرجع . است

  . دهد کند نشان می يکی که آنها را به هم مربوط می به نواحی و تبديلات يک

  
  ALEاويلری و ,  تبديلات بين نواحی لاگرانژی‐۲‐۳شکل 
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حرکت شبکه  .شود  به نواحی مادی و فضايي نگاشت میφ̂ و ψ به ترتيب با Rχناحيه مرجع 

  :شود بصورت زير تعريف می
  

)۳‐۴(  ( )ˆ , t=x χφ 

کند و معرف حرکت نقاط   در ناحيه فضايي تبديل میx را در ناحيه مرجع به نقاط χ نقاط φ̂نگاشت 

  :گردد اده تعريف می به طريقی مشابه با سرعت مmv سرعت شبکه. شبکه در ناحيه فضايي است

  

)۳‐۵(  ( ) ( )ˆ ˆ,
,m t
t

t t t χχ

∂ ∂ ∂
= ≡ =

∂ ∂ ∂
xv

φ χ φχ 
  

 ALE  معادلات پايه توصيف ‐۱‐۳‐۳   

به . آوردای بين مشتقات زمانی بدست  بايد رابطه, ALE در چارچوب پايستگیبرای نوشتن معادلات 

به مشتقات  حضور دارند بايد پايستگیعبارت ديگر مشتقات زمانی مادی که بطور طبيعی در معادلات 

)ای برای تابع  مانند قبل با استفاده از قاعده زنجيره به اين منظور. زمانی مرجع مربوط شوند ),f tχ 

  :توان نوشت می

  

)۳‐۶(  
( ) ( ) ( ), , ,i i i i i

i iX

f t f t f tdf f f
dt t t t t tχχ
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= = + = +
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 محاسبه تغيير زمانی مختصات  باناميم  میw که آن را سرعت مرجع سرعت ذره در مختصات مرجع

  :آيد  بدست میX با ثابت نگه داشتن ذره مادی χمرجع 
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  :کردبه صورت زير بيان توان  را می) ۶‐۳( معادله ,با استفاده از سرعت مرجع

  

)۳‐۸(  i
X i

df f f f w
dt t t χ χ

∂ ∂ ∂
= = +
∂ ∂ ∂

 

کند اما نيازمند تعيين گراديان در ناحيه  اين معادله مشتقات زمانی مادی و مرجع را به هم مربوط می

(مرجع 
i

f
χ
∂
∂

پذير است اما معمولاً در مکانيک محاسباتی کار با  گرچه تعيين اين گراديان امکان. است) 
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 رابطه زير بين از, بنابراين برای حذف گراديان در ناحيه مرجع. آسانتر است) يا مادی(ناحيه فضايي 

  :کنيم استفاده می w  و سرعت مرجعmv سرعت شبکه, v سرعت مادی

  

)۳‐۹(  
mi

j i i
j

x w v v
χ
∂

= −
∂

 

  :را بصورت زير بازنويسی نمود) ۸‐ ۳(معادله  توان می) ۹‐۳(با کمک رابطه 

  

)۳‐۱۰(  ( )mi
j j i i

X j i j i

xdf f f f f f f fw w v v
dt t t t x t xχ χ χχ χ

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + = + = + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

  :يا به فرم برداری

  

)۳‐۱۱(  ( )m

X

df f f f
dt t t χ

∂ ∂
= = + −
∂ ∂

v v .∇ 

 برابر است X برای يک ذره fتغيير کميت فيزيکی : توان به طريق معمول تفسير نمود اين معادله را می

 که حرکت نسبی بين سيستم مادی و انتقالیو يک ترم ) χنسبت به مرجع (با جمع تغيير موضعی 

  .آورد مرجع را به حساب می

   مشتق زمانی انتگرال روی حجمهای متحرک‐۴‐۳  

 t در زمان tSنقاط سطح .  محدود شده مورد نظر استtSار  که با سطح بسته هموtVحجم مادی 

)با سرعت  ), t=v v xمشتق زمانی مادی انتگرال يک تابع اسکالر هموار . کنند  حرکت می( ),f tx روی 

  :آيد  بدست می٤ از قضيه انتقال رينولدزtVجم مادی متغير با زمان ح

  

)۳‐۱۲(  ( ) ( ) ( ),
, ,

t c t c tV V V S S

f td f t dV dV f t dS
dt t≡ ≡

∂
= +

∂∫ ∫ ∫
x

x x v.n 

 تعريف شده که در فضا ثابت بوده و در cVانتگرال حجمی سمت راست معادله بالا روی حجم کنترل 

 در cSبه همين صورت سطح کنترل ثابت .  منطبق استtV بر حجم مادی متحرک tزمان مورد نظر 

 بوده و t در زمان tSبردار نرمال خروجی واحد سطح  بيانگر n.  منطبق استtS بر سطح بسته tزمان 

( ), t=v v x سرعت مادی نقاط روی مرز tSاست .  

                                                 
4 Reynolds transport theorem 
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    معادلات پايستگی‐۵‐۳  

 انرژی و تعادل حرارتی تشکيل پايستگی, تعادل مومنتوم خطی,  از پايستگی جرمپايستگیمعادلات 

 ,مياناز اين . ای کاربرد داشته و بايد در تمام لحظات برقرار باشند اين معادلات برای هر ماده. اند شده

د در قسمتهای نمعادلات پايستگی جرم و تعادل مومنتوم خطی که کاربرد بيشتری در اجزاء محدود دار

  .د شدنزير ذکر خواه

 دله پايستگی جرم  معا‐۱‐۵‐۳    

 اشغال شده عبارت ρای با چگالی   که توسط مادهtVقانون پايستگی جرم برای حجم مادی متغير 

  :است از

  

)۳‐۱۳(  0
tV

dm d dV
dt dt

ρ= = ∫ 

  :معادله اخير را بصورت زير بيان نمودتوان  با استفاده از قضيه انتقال رينولدز و قضيه ديورژانس می

  

)۳‐۱۴(  ( )0
t t tV S V

dm dV dV dV
dt t t

ρ ρρ ρ∂ ∂⎛ ⎞= = + = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫ ∫v.n . v∇ 

  : معتبر است بنابراينtVچون اين رابطه برای هر حجم 

  

)۳‐۱۵(  ( ) 0
t
ρ ρ∂
+ =

∂
. v∇ 

رم ديورژانس و استفاده از با بسط ت. شود معادله بالا معادله پايستگی جرم يا معادله پيوستگی ناميده می

  :آيد میتعريف مشتق زمانی مادی فرم ديگر اين معادله بصورت زير حاصل 

  

)۳‐۱۶(  0d
dt
ρ ρ+ =.v∇ 

  

 معادله مومنتوم ‐۲‐۵‐۳    

شود نرخ تغيير مومنتوم   که معادله حرکت نيز ناميده می خطی مومنتومپايستگیمطابق با معادله 

مومنتوم قسمتی از .  ماده برابر با جمع کل نيروهای وارد بر آن قسمت از ماده استيک قسمت مشخص از

 محصور شده مساوی tS که با سطح tVماده با حجم 
tV

dVρ∫ vاگر اين قسمت ماده در معرض . باشد  می
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 مومنتوم برای آن بصورت زير پايستگی قرار داشته باشد معادله t و کشش سطحی ρbنيروی جسمی 

  :خواهد بود

  

)۳‐۱۷(  
t t tV S V

d dV dS dV
dt

ρ ρ= +∫ ∫ ∫v t b 

  :آيد با اعمال قضيه انتقال رينولدز به سمت چپ معادله بدست می
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t t tV V S
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v⊗که در آن حال  v يعنی ( بيانگر ضرب تانسوری است[ ]⊗ = i jij
u vu v .( قضيهبا استفاده از 

  :ديورژانس خواهيم داشت
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∇

 

  :توان نوشت  و قضيه  ديورژانس می٥ کاوشیقانونهمچنين با کمک 

  

)۳‐۲۰(  t t tS S V
dS dS dV= =∫ ∫ ∫t n.σ .σ∇ 

بصورت زير ) ۱۷‐ ۳(با استفاده از دو معادله اخير معادله  . نشان دهنده تنش کاوشی استσکه در آن 

  :خواهد بود

 

)۳‐۲۱(  
t t tV V V

d dV dV dV
dt

ρ ρ= +∫ ∫ ∫
v .σ b∇ 

  :اين برقرار است بنابرtVچون اين رابطه برای هر حجم مادی 

  

)۳‐۲۲(  d
dt

ρ ρ= +
v .σ b∇ 

  .مومنتوم يا تعادل مومنتوم خطی استپايستگی اين معادله همان معادله 

                                                 
5 Cauchy’s law 
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  پايستگی معادلات ALE  فرم ‐۳‐۵‐۳    

 را از فرمهای مادی پايستگی معادلات ALEتوان فرم  براحتی می) ۱۱‐ ۳(با استفاده از معادله 

ورت معادلات پايستگی جرم و تعادل مومنتوم خطی به ترتيب به شکل ص در اين. متناظر استخراج کرد

  :زير خواهند بود

 

)۳‐۲۳(  ( ) 0m

t χ

ρ ρ ρ∂
+ − + =

∂
v v . .v∇ ∇ 

  

)۳‐۲۴(  ( )m

t χ

ρ ρ
⎛ ⎞∂
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v v v . v .σ b∇ ∇ 

  

  ٦  تکميل مسأله مقدار اوليه مرزی‐۴‐۵‐۳    

. وليه مورد نياز را تعيين نمود برای تکميل مسأله بايد شرايط مرزی و ا, معادلات حاکمبعد از تعريف

شرايط مرزی ديريکله مقدار تابع .  باشند٩ يا روبين٨نيومن, ٧شرايط مرزی ممکن است از نوع ديريکله

و شرايط مرزی روبين ترکيبی از تابع , شرايط مرزی نيومن گراديان نرمال تابع در طول مرز, مجهول

  .کنند دهی می مجهول و گراديان آن را پيش

  سأله سيال م‐۶‐۳  

  ١٠تانسورهای نرخ کرنش و اسپين ‐۱‐۶‐۳    

. تحليل حرکت نسبی ذرات مجاور در يک سيال شبيه تئوری تغيير شکل يک جامد الاستيک است

متغيری بسيار مهم . شوند يعنی نرخ کرنش و نرخ چرخش در سيال جايگزين کرنش و چرخش جامد می

سوری مرتبه دوم بوده و بصورت زير در سيستم در توصيف حرکت سيال گراديان سرعت است که تان

  :شود مختصات کارتزين تعريف می

                                                 
6 Initial boundary value problem 
7 Dirichlet 
8 Neumann 
9 Robin 
10 Spin 
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)۳‐۲۵(  

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

v v v
x x x
v v v
x x x
v v v
x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎦

v∇ 

  :خواهيم داشتبه دو بخش متقارن و پادمتقارن با تجزيه اين تانسور 

  

)۳‐۲۶(  SD
1 1     for     , 1,...,
2 2

j ji i i

j j i j i

v vv v v i j n
x x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂
= + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

SDn فرم تانسوری رابطه اخير عبارت است از.دهد  را نشان میی مسألهاد فضادر اين رابطه تعداد ابع :  

  

)۳‐۲۷(  
( )

( )

1
2     where     
1
2

s T

s w

w T

⎧ = +⎪⎪= + ⎨
⎪ = −
⎪⎩

v v v
∇ ∇ ∇

∇ ∇ ∇
∇ ∇ ∇

 

sتانسور متقارن  v∇ و تانسور پادمتقارن ) يا نرخ کرنش( تانسور نرخ تغيير شکلwv∇ تانسور 

  .نام دارد) اسپينيا تانسور  (١١ورتيسيتی

   تانسور تنش در يک سيال نيوتنی‐۲‐۶‐۳    

 ١٢در سيالی که در حالت سکون باشد تنها تنشهای نرمال حضور داشته و تانسور تنش ايزوتروپيک

  :يعنی. است
  

)۳‐۲۸(  
ij ijpσ δ= − 

اما وقتی سيال در حرکت باشد در .  است١٣ دلتای کرونکرijδ فشار استاتيک سيال و pدر اين معادله 

شود به جهت  حالت کلی تنشهای مماسی غير صفر بوده و مؤلفه نرمال تنش که بر المانی سطحی وارد می

تغير بوده و در  که تحت چرخش محورهای مختصات نام−3iiσکميت .  بردار نرمال المان بستگی دارد

  :رود شود برای تعريف فشار در سيال متحرک بکار می سيال ساکن برابر با فشار استاتيک می

                                                 
11 Vorticity 
12 Isotropic 
13 Kronecker delta 
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)۳‐۲۹(  
1
3 iip σ= − 

 يعنی رابطه بين تانسور تنش و تانسور نرخ ١٤معادله ساختاریشود  فرض میبرای يک سيال نيوتنی 

  :شود  تبديل می١٥هم باشد اين رابطه به قانون استوکسناپذير  اگر سيال تراکم. استکرنش خطی 

  

)۳‐۳۰(  
ji

ij ij f
j i

vvp
x x

σ δ µ
⎛ ⎞∂∂

= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

  :قانون استوکس به فرم تانسوری عبارت است از.  لزجت سيال استfµکه در آن 
 

)۳‐۳۱(  2 s
fp µ= − +σ I v∇ 

  

   استوکس‐ معادلات ناوير‐۳‐۶‐۳    

 معادله مومنتوم و معادله ,ناپذير نيوتنی ت حاکم بر جريان وابسته به زمان يک سيال تراکممعادلا

  :شوند  جرم هستند که بصورت زير بيان میپايستگی

  

)  ) الف‐۳۲‐۳( )   in   0,f f f
f f

d T
dt

ρ ρ= ∇ + Ω ×
v .σ b 

  

)  ) ب‐۳۲‐۳( )0   in   0,f T= Ω ×.v∇ 

با بسط مشتق زمانی سرعت مطابق با . شوند کس ناميده می استو‐کنار هم معادلات ناويراين دو معادله در 

ه مومنتوم بصورت زير بدست  معادلALEفرم ) ۲۴‐۳( يا استفاده مستقيم از معادله )۱۱‐۳(معادله 

  :آيد می

 

)۳‐۳۳(  ( ) ( )  in   0,m f f f
f f f T

t χ

ρ ρ ρ∂
+ − = ∇ + Ω ×

∂
v v v . v .σ b∇ 

  :رد بصورت زير بازنويسی ک راتوان معادله بالا می) ۳۱‐ ۳( قانون استوکس در کمکبا 

  

)۳‐۳۴(  ( ) ( )2    in   0,s m f f
f f f fp T

t
ρ µ ρ ρ∂

− + − + = Ω ×
∂ χ

v . v v v . v b∇ ∇ ∇ ∇ 

                                                 
14 Constitutive equation 
15 Stokes’ law 
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 استوکس بايد مسأله مقدار اوليه مرزی را با شرايط اوليه و مرزی مناسب ‐پس از استخراج معادلات ناوير

f برای سرعت روی قسمت Dvدهی مقدار  شرايط مرزی عموماً شامل پيش. تکميل نمود
DΓاز مرز سيال  

  بصورت
  

)۳‐۳۵(  ( ) ( ) ( ), ,    on   0,f
D Dt t T= Γ ×v x v x 

f روی قسمت مکمل ftو مقدار کشش مرزی 
NΓبصورت   

  

)۳‐۳۶(  ( ) ( ) ( ), , on 0,f f f f
Nt t T= Γ ×n .σ x t x 

با استفاده از قانون . حد نرمال خروجی از مرز سيال است در معادله اخير نماينده بردار واfn. دشو می

  :استوکس اين معادله بصورت زير خواهد بود
  

)۳‐۳۷(  ( )2 on 0,f f f f s f f
f Np Tµ= − + = Γ ×n .σ n n . v t∇ 

  :شود شرايط اوليه هم برای مسائل وابسته به زمان به شکل زير تعريف می
  

)۳‐۳۸(  ( ) { }0,0 on 0f= Ω ×v x v 

زيرا مشتق زمانی فشار در معادلات .  تعيين شرايط اوليه برای فشار نداريمقابل توجه است که نيازی به

  .حاکم وجود ندارد

   فرم قوی معادلات حاکم بر سيال‐۴‐۶‐۳    

 استوکس به همراه شرايط مرزی و اوليه مناسب در ‐ با توجه به مطالب بالا فرم قوی معادلات ناوير

 fb)بر واحد جرم (برای نيروی جسمی: شود خلاصه می بصورت زير اختياری اويلری ‐توصيف لاگرانژی

fدهی شده روی قسمت   پيشDvسرعت , داده شده
DΓ مرز و کشش مرزی ft اعمال شده روی قسمت 

fباقيمانده 
NΓ , ميدان سرعتv و ميدان فشار pرا طوری بيابيد که داشته باشيم :  

 

)  ) الف‐۳۹‐۳( ) ( )2    in   0,s m f f
f f f fp T

t
ρ µ ρ ρ∂

− + − + = Ω ×
∂ χ

v . v v v . v b∇ ∇ ∇ ∇ 
 

)  ) ب‐۳۹‐۳( )0   in   0,f T= Ω ×.v∇ 
 

)  ) ج‐۳۹‐۳( ) { }0,0 on 0fx = Ω ×v v 
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)  ) د‐۳۹‐۳( ) ( ) ( ), ,    on   0,f
D Dt t T= Γ ×v x v x 

 

)  ) ه‐۳۹‐۳( )2 on 0,f f f f s f f
f Np Tµ= − + = Γ ×n .σ n n . v t∇ 

  

   معادلات حاکم بر سيال فرم ضعيف استاندارد‐۵‐۶‐۳    

در )  الف‐ ۳۹‐ ۳( با ضرب معادله حرکت  معادلات حاکم بر سيال)گالرکين(فرم ضعيف استاندارد 

δ سرعت يعنی تستتابع  vلگيری روی ناحيه فضايي  و انتگراfΩبطور مشابه قيد . آيد  سيال بدست می

 fΩ روی ناحيه حاصل ضرب شده و از pδ فشار يعنی تستدر تابع )  ب‐۳۹‐۳(ناپذيری  تراکم

 Vفرض کنيد :  استوکس به اين صورت خواهد بود‐  ناويربنابراين فرم ضعيف مسأله. شود انتگرالگيری می

 و Dvسرعت , fbبرای نيروی جسمی .  بيانگر فضای توابع وزن باشدWبيانگر فضای حلهای آزمون و 

}و فشار ميدان سرعت ,  داده شدهftکشش مرزی  }, p ∈v V  تست را طوری بيابيد که برای تمام توابع

{ }, pδ δ ∈v W ۱۳۰و۱۳[ داشته باشيم:[  

  

)۳‐۴۰(  
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

f f
f

f f f

s m
f f f

f
f

t

p p

δ ρ δ µ δ ρ

δ δ δ ρ

Ω Ω
Ω

Ω Ω Ω

⎛ ⎞∂
− + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

+ + =

χ

vv v . v v v v . v

v .v v b

∇ ∇ ∇

∇ ∇

 

)که در آن  ) ( ), d
Ω

⋅ ⋅ = ⋅ Ω∫2  نشان دهنده ضرب داخلیL نسبت به ناحيه Ωتوان نشان داد   می. است

  :که اين فرم ضعيف بصورت زير هم قابل بيان است) پيوست الفجزئيات در (
  

)  ) الف‐۴۱‐۳( ) ( ), ; , ,f fB p p L pδ δ δ δ=v v v 

  :که در اين رابطه داريم

  

  ) ب‐۴۱‐۳(
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

, ; , , , 2

, , ,

f

f

f ff

f s s
f f

m
f

B p p
t

p p

δ δ δ ρ δ µ

δ ρ δ δ

Ω
Ω

Ω ΩΩ

⎛ ⎞∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

+ − − +

χ

vv v v v v

v v v . v . v .v

∇ ∇

∇ ∇ ∇

 

  و
  

)  ) ج‐۴۱‐۳( ) ( ) ( ), , , ff
N

f f f
fL pδ δ δ ρ δ

Ω Γ
= +v v b v t 
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  سازی اجزاء محدود فرم گالرکين معادلات حاکم بر سيال گسسته ‐۶‐۶‐۳    

های سرعت و  از تقريبهای زير برای مؤلفه) ۴۱‐۳(برای بدست آوردن تقريب اجزاء محدود معادلات 

  :کنيم فشار استفاده می

 

      ) الف‐۴۲‐۳(
1

e
Nn

i I iI
I

v N v
=

= ∑  
 

  ) ب‐۴۲‐۳(
1

e
Nn

I I
I

p N p
=

= ∑ 

eدر اين روابط 
Nnهای المان  تعداد گره ,IN 0 تابع شکل اجزاء محدود با پيوستگی از نوعC ,iIv و Ip 

  .های سرعت و فشار هستند مقادير گرهی مؤلفه

) برای يافتن فرم اجزاء محدود ترم غير خطیضمناً  )m
fρ −v v . v∇ بايد اين , )۴۱‐۳( در معادله

 ١٧سازی پيکارد به اين منظور از روش خطی.  است خطی نمود١٦جابجايي که مربوط به ترم غيرخطی را

  :شود سازی پيکارد از تقريب زير استفاده می در خطی .گيريم بهره می
 

)۳‐۴۳(  v. v . v∇ ∇V 

−mبا تعريف .  بردار سرعت از تکرار قبلی استVکه در آن  vV = V جابجاييمربوط به غيرخطی  ترم 

  :شود  زير خطی میبصورت
  

)۳‐۴۴(  ( )m
f fρ ρ− =v v . v . v∇ ∇V 

به فرم زير حاصل ) ۴۱‐۳(تقريب گسسته اجزاء محدود معادله , )۴۴‐۳(و ) ۴۲‐ ۳(با استفاده از روابط 

  :آيد می

 

)۳‐۴۵(  [ ]
T

+ + + =

=

Mv K C v Gp F

G v 0
 

  : ماتريس جرم استاندارد اجزاء محدود استMدر اين رابطه 
  

)۳‐۴۶(  fIJ f I JM N N dρ
Ω

= Ω∫ 

                                                 
16 Convection 
17 Picard linearization 
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Kشود سازی ترمهای وابسته به لزجت حاصل می  نام دارد و از گسسته١٨ ماتريس لزجت:  

  

1  ) الف‐۴۷‐۳( 2= +K K K 
  

1  ) ب‐۴۷‐۳(
f

JI
IJ f

j j

NNK d
x x

µ
Ω

∂∂
= Ω

∂ ∂∫ 

  

2  ) ج‐۴۷‐۳(
f

JI
ijIJ f

j i

NNK d
x x

µ
Ω

∂∂
= Ω

∂ ∂∫ 

C گردد  است و بصورت زير تعريف می١٩جابجايي ماتريس:  

 

)۳‐۴۸(  f
J

IJ f I j
j

NC N d
x

ρ
Ω

∂
= Ω

∂∫ V 

  : است٢١ عملگر ديورژانس گسستهTG و ٢٠ عملگر گراديان گسستهGماتريس 

 

)۳‐۴۹(  f
I

iIJ J
i

NG N d
xΩ

∂
= − Ω

∂∫ 

 مرز توسط fΓدهی شده روی قسمت نيومن   پيشt و کشش سطحی fbز نيروی جسمی اثر ناشی ا

  :گردد  لحاظ میFبردار 

  

)۳‐۵۰(  iff
N

f
f I i IN b d N t dρ

Ω Γ
= Ω+ Γ∫ ∫F 

  .ارائه شده است) الف( فرم گسسته در پيوست جزئيات مربوط به استخراج اين

  معادلات حاکم بر سيالفرم ضعيف پايدار شده  ‐۷‐۶‐۳    

 استفاده ٢٢سازی ترمهای جابجايي از تقريب تفاضل مرکزی روش اجزاء محدود گالرکين برای گسسته

اشد يعنی در غالب ب) يا اثر لزجت( ٢٣پخشجابجايي بر اثر اين تقريب در جريانهايي که اثر . کند می

جريانهايی که دارای عدد رينولدز بالا هستند مناسب نيست و سبب ناپايداری فرمولاسيون گالرکين 

در اين مواقع بايد از فرمولاسيون اجزاء محدود پايدار شده استفاده کرد تا به جوابهای . گردد استاندارد می

                                                 
18 Viscosity matrix 
19 Convection matrix 
20 Discrete gradient operator 
21 Discrete divergence operator 
22 Central difference 
23 Diffusion 
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 استوکس ‐ن به معادلات ناويرعلاوه بر اين هنگامی که روش گالرکي. قابل اطمينان دست يافت

توان بصورت دلخواه انتخاب نمود بلکه وجود يک  شود فضاهای سرعت و فشار را نمی ناپذير اعمال می تراکم

در صورت عدم . معروف استLBB24  رابطه بين آنها ضروری است که اين رابطه به شرايط سازگاری

البته با استفاده از . ای ميدان فشار بدست آيدارضای اين شرايط ممکن است جوابهای نادرست و نوسانی بر

بنابراين دو .  را از ميان برداشتLBBتوان قيد ضرورت ارضای شرايط  تکنيکهای پايدارسازی مناسب می

جلوگيری از ناپايداری : ناپذير وجود دارد  استوکس تراکم‐دليل اصلی برای پايدارسازی معادلات ناوير

  ]. ۱۶وLBB] ۱۳داشتن ضرورت ارضای شرايط جواب در رينولدزهای بالا و بر

يک ترم اضافی که روی ناحيه درونی المان تعريف شده است به , به منظور پايدارسازی ترم جابجايي

 معادله ديفرانسيل اصلی باشد تا ٢٥اين ترم بايد تابعی از باقيمانده. شود فرم ضعيف گالرکين افزوده می

ای انجام شود   سازگاری به اين معناست که پايدارسازی به گونه].۱۳[سازگاری پايدارسازی تضمين گردد 

  . که جواب معادله ديفرانسيل جوابی برای فرم ضعيف هم باشد

  :توان بصورت زير نوشت فرم کلی تکنيکهای پايدارسازی سازگار را می

  

)۳‐۵۱(      ( ) ( ) ( ) [ ]
1

WF , , , WF RHS
el

e

n

e

p p p dδ δ τ
Ω

=

+ Ω =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∑∫v v vL Rp 

)در رابطه اخير  ), pvL  در اينجا معادلات ناوير(عملگر ديفرانسيلی متناظر با معادله ديفرانسيل‐ 

).  بيانگر فرم ضعيف مربوطه استWFو ) استوکس ), pδ δvp يک عملگر معلوم است که به توابع 

δآزمون  v و pδشود  اعمال می .τ و ) يا زمان ذاتی( پارامتر پايدارسازی( ), pvR باقيمانده معادله 

)رابطه زير بين . ديفرانسيل است ), pvL و ( ), pvRبرقرار است :  

  

)۳‐۵۲(  
( ) ( ) RHS= −v vR L 

                                                 
24 Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi 
25 Residual 
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)تکنيکهای پايدارسازی مختلف با تعريف  ), pδ δvpتکنيک دربه عنوان مثال . شوند  متمايز می 

SUPG26 از تعريف زير برای ( ), pδ δvp۱۳۱و۱۶و۱۳[شود   استفاده می:[  
 

)۳‐۵۳(  ( ) pδ δ δ= −v v. v∇ ∇p 

  :تکنيک بصورت زير خواهد بودبرای اين ) ۵۱‐۳(بنابراين معادله 

  

)۳‐۵۴(  ( ) ( ) ( ) [ ]
1

WF , , WF RHS
el

e

n

e
p p p dδ δ τ

Ω
=

+ − Ω =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∑∫v v. v vL R∇ ∇ 

 به شکل زير قابل بيان است SUPG استوکس با تکنيک ‐  فرمولاسيون پايدار شده معادله ناويردر نتيجه

  ]:۱۳۲و۱۶و۱۳[

  

)۳‐۵۵(    
( ) ( )( )

( ) ( )

, ; , ,

, ,

f

f

f m
SUPG M

f
LSIC C

B p p p

L p

δ δ δ δ τ

δ τ δ δ
Ω

Ω

+ − −

+ =

v v v v . v r

. v r v

∇ ∇

∇
 

  :های معادلات مومنتوم و پيوستگی هستند  به ترتيب باقيماندهCr و Mrدر اين معادله 

  

)۳‐۵۶(  ( ) ( ), 2 s m f
M f f f fp p

t
ρ µ ρ ρ∂

= − + − + −
∂ χ

vr v . v v v . v b∇ ∇ ∇ ∇ 

 

)۳‐۵۷(  ( )C fρ=r v .v∇ 

) ترم ضمناً ), fLSIC C Ω
δ τ. v r∇ يک ترم اضافه است که به منظور افزايش پايداری در رينولدزهای بالا 

  همLSICτ و SUPGτ ].۱۳۳و۱۳[ به معادله افزوده شده است SUPGوه بر ترمهای ناشی از تکنيک علا

اين . کنند ای در موفقيت روشهای پايدارسازی ايفا می پارامترهای پايدارسازی هستند که نقش عمده

  :اند تعريف شده] ۱۶[ناپذير بصورت زير در مرجع  اکماستوکس تر‐پارامترها برای معادلات ناوير
 

)۳‐۵۸(  ( ) ( )( )ReLSIC K Kx h xτ λ ξ= v 
  

)۳‐۵۹(  ( )( )
( )

Re
2

K K
SUPG

h x
x

ξ
τ =

v
 

  :که در آن داريم

                                                 
26 Streamline-upwind Petrov-Galerkin 
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)۳‐۶۰(  ( )( ) ( )
Re Min 1.0,

4
K K

K
f

m h x
x

ρ
ξ

µ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

v
 

  

)۳‐۶۱(  ( ) ( ) 2

1

SDn

i
i

x x
=

= ∑v V 

0λانگر ناحيه المان و  بيKدر اين روابط  1λ] ۱۶[در مرجع .  يک پارامتر مثبت است<  پيشنهاد =

1استفاده از مقدار ] ۱۳۱و۱۶و۱۲[مطابق با مراجع . شده است 3Km  برای المانهای خطی و =

1 12Km ] ۱۳۱و۱۶[ است که در مراجع ٢٧ هم قطر المانKh. های مرتبه دوم مناسب است برای المان=

  :وجهی بصورت زير تعريف شده است برای المانهای مستطيلی و شش

  

)۳‐۶۲(  
Element Area2

Element DiagonalKh = 
  

  سازی اجزاء محدود فرم پايدار شده معادلات حاکم بر سيال گسسته ‐۸‐۶‐۳    

آيد  به فرم زير حاصل می) ۵۵‐۳(تقريب گسسته اجزاء محدود معادله , )۴۲‐ ۳(با استفاده از رابطه 

]۱۶:[  

  

)۳‐۶۳(  
LSIC

T

v v v v v

p p p p

ττ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + + + + + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M M v K K K C C v G G p F F

M v G K C v G p E
 

تا ) ۴۶‐ ۳(بردارهای تعريف شده توسط معادلات   همان ماتريسها وF و M ,K ,C ,Gدر اين معادله 

  :گردند اند بصورت زير تعريف می ساير ماتريسها و بردارها که از پايدارسازی حاصل شده. هستند) ۵۰‐۳(

  

)۳‐۶۴(        f
v I
IJ SUPG j J

j

NM N d
x

τ τ
Ω

∂
= Ω

∂∫ V 
  

)۳‐۶۵(  1 2 3
v v v vτ τ τ τ= + +K K K K 

 

)۳‐۶۶(  1

2

IJ f
v JI

f SUPG k
k j j

NNK d
x x x

τ − µ τ
Ω

∂∂
= Ω

∂ ∂ ∂∫ V 

  

)۳‐۶۷(  2

2

IJ f
v JI

f SUPG k
k j j

NNK d
x x x

τ − µ τ
Ω

∂∂
= Ω

∂ ∂ ∂∫ V 

                                                 
27 Element diameter 
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)۳‐۶۸(  3

2

ijIJ f
v JI

f SUPG k
k i j

NNK d
x x x

τ − µ τ
Ω

∂∂
= Ω

∂ ∂ ∂∫ V 

  

)۳‐۶۹(  LSIC
v

f
JI

ijIJ f LSIC
i j

NNK d
x x

τ ρ τ
Ω

∂∂
= Ω

∂ ∂∫ 

  

)۳‐۷۰(  IJ f
v JI

f SUPG j k
j k

NNC d
x x

τ ρ τ
Ω

∂∂
= Ω

∂ ∂∫ V V 

  

)۳‐۷۱(  
v

f
JI

iIJ SUPG j
j i

NNG d
x x

τ τ
Ω

∂∂
= Ω

∂ ∂∫ V 

  

)۳‐۷۲(  f
fI

i f SUPG j i
j

NF b d
x

τ ρ τ
Ω

∂
= Ω

∂∫ V 

  

)۳‐۷۳(  iIJ f
p I

f SUPG J
i

NM N d
x

τ ρ τ
Ω

∂
= Ω

∂∫ 

  

)۳‐۷۴(  1 2
p p pτ τ τ= +K K K 

  

)۳‐۷۵(  1

2

iIJ f
fp JI

SUPG
f j i j

NNK d
x x x

τ µ
τ

ρΩ

∂∂
= − Ω

∂ ∂ ∂∫ 

  

)۳‐۷۶(  2

2

iIJ f
fp JI

SUPG
f i j j

NNK d
x x x

τ µ
τ

ρΩ

∂∂
= − Ω

∂ ∂ ∂∫ 

 

)۳‐۷۷(      iIJ f
p JI

SUPG j
i j

NNC d
x x

τ τ
Ω

∂∂
= Ω

∂ ∂∫ V 

 

)۳‐۷۸(  IJ f
p SUPG JI

f i i

NNG d
x x

τ τ
ρΩ

∂∂
= Ω

∂ ∂∫ 

  

)۳‐۷۹(  f
fI

I SUPG i
i

NE b d
x

τ τ
Ω

∂
= Ω

∂∫ 

  .ارائه شده است) ب(جزئيات مربوط به استخراج اين فرم گسسته در پيوست 

   مسأله جامد‐۷‐۳  

  گراديان تغيير شکل و کرنشتانسورهای  ‐۱‐۷‐۳    

 گراديان تغيير شکل است که محيط پيوستهيکی از متغيرهای مهم در توصيف تغيير شکل يک 

  :شود بصورت زير تعريف می



 ۵۲                                                                               جامد‐ ش سيالفرمولاسيون مسأله برهمکن: سومفصل 

 

  

)۳‐۸۰(     or   i
ij

j

xF
X
∂ ∂

= =
∂ ∂

xF
X

 

 و تکه خط متناظر با آن در dXبنابراين اگر تکه خطی بينهايت کوچک را در پيکربندی اوليه با 

  :توان نوشت می) ۸۰‐۳( نشان دهيم با توجه به رابطه dxپيکربندی جاری را با 
 

)۳‐۸۱(     or   i ij jd d dx F dX= =x F. X 

های متعددی برای کرنش معياريرخطی های پيوسته غ در مکانيک محيط, برخلاف الاستيسيته خطی

 مورد بررسی ٢٨) لاگرانژ‐يا گرين(ها يعنی کرنش گرين معياردر اينجا تنها يکی از اين . دشو استفاده می

  :شود  نمايش داده شده و بصورت زير تعريف میEتانسور کرنش گرين با . گيرد قرار می
 

)۳‐۸۲(  2 2 2    or   2i i i i i ij jds dS d d dx dx dX dX dX E dX− = − =X.E. X 

و ) فضايي( کرنش گرين اختلاف مربع طول يک بردار بسيار کوچک را در پيکربندی جاری معياربنابراين 

ده استفا) ۸۱‐۳(برای تعيين تانسور کرنش گرين از معادله . دهد بدست می) مادی(پيکربندی اوليه 

  :کنيم می
 

)۳‐۸۳(  ( )T T
i i ij j ik k j ji ik kd d dx dx F dX F dX dX F F dX d d= = = =x. x X. F .F . X 

  :توان نوشت با ترکيب دو معادله اخير می
 

)۳‐۸۴(  2 0Td d d d d d− − =X.F .F. X X.I. X X. E. X 

  :با فاکتورگيری خواهيم داشت
 

)۳‐۸۵(  ( )2 0Td d− − =X. F .F I E . X 

  : بايد داشته باشيم برقرار استdXچون اين رابطه برا تمام مقادير 

 

)۳‐۸۶(  ( )1
2

T= −E F .F I 

  يا به عبارت ديگر

  

)۳‐۸۷(  ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1,
2 2

T Tji k k
ij

j i i j

uu u u
X X X X

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
Ε = + + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

E u u u . u0 0 0 0∇ ∇ ∇ ∇ 

                                                 
28 The Green (Green-Lagrange) strain 
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  . در اين معادله گراديان نسبت به مختصات مادی است∇0

  تنشتانسورهای  ‐۲‐۷‐۳    

در اينجا سه تعريف از تنش را ارائه . يان استتعاريف مختلفی برای تنش قابل ب, در مسائل غيرخطی

  :کنيم می

 σ, ٢٩تنش کاوشی ‐۱ 

 .دارد) PK1 (٣٠کيرشهف‐ که رابطه نزديکی با تنش اول پيولاPتانسور تنش نامی  ‐۲ 

 .شود  نمايش داده میS  که با,)PK2(کيرشهف ‐تانسور تنش دوم پيولا ‐۳ 

  :تعاريف اين سه تانسور تنش در جدول زير داده است

   تعاريف تنش‐۱‐۳جدول 

  
    پيکربندی مرجع

  پيکربندی جاری

d  : تنش کاوشی d dΓ = = Γn.σ f t  

0  :تنش نامی 0 0 0d d dΓ = = Γn .P f t  

1  کيرشهف‐نش دوم پيولات 1
0 0 0 0d d d− −Γ = = Γn .S F . f F .t  

  :شوند تنشها با قانون کاوشی تعريف می
 

)۳‐۸۸(  d dΓ = Γn.σ t 

  :عبارت است از) ۸۸‐ ۳ (در پيکربندی مرجع همتای معادله.  است٣١ کششtکه در آن 
 

)۳‐۸۹(  0 0 0 0d dΓ = Γn .P t 

                                                 
29 Cauchy stress 
30 First Piola-Kirchhoff stress 
31 Traction 
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توان نشان داد که تانسور تنش کاوشی متقارن است  ای می با استفاده از اصل بقای مومنتوم زاويه

T: يعنی =σ σ . تعريف تنش نامیP مشابه تنش کاوشی است جز اينکه تنش نامی برحسب مساحت و 

توان نشان داد که تنش نامی متقارن  می. گردد تعريف می) سطح تغيير شکل نيافته( مرجع نرمال سطح

 PK2 کيرشهف يا‐تنش دوم پيولا. شود ف خوانده میکيرشه‐ تنش نامی تنش اول پيولا٣٢ترانهاده. نيست

  :شود بصورت زير تعريف می
 

)۳‐۹۰(  1
0 0 0 0d d−Γ = Γn .S F .t 

  .کيرشهف تانسوری متقارن است‐م پيولاتوان نشان داد که تنش دو می

   تبديل بين تانسورهای تنش‐۱‐۲‐۷‐۳      

  .  آمده است)۲‐ ۳( تنش در جدول  تانسورهای مختلفارتباط بين

   تبديلات تنش‐۲‐۳جدول 

  S کيرشهف‐تنش دوم پيولا  P تنش نامی  σ تنش کاوشی  

σ  1J − F.P 1 TJ − F.S .F  

P 1J −F .σ    TS .F  

S 1 TJ − −F .σ .F  T−P.F   

 که نرمال جاری را با نرمال ٣٣به همراه رابطه نانسون) ۹۰‐۳ (تا) ۸۸‐۳(اين روابط با استفاده از معادلات 

  :رابطه نانسون عبارت است از. اند سازد بدست آمده مرجع مرتبط می
 

)۳‐۹۱(  1 0 1
0 0 0. , .i j jid J d n d Jn F d− −Γ = Γ Γ = Γn n F 

  

  معادله ساختاری برای جامد ‐۳‐۷‐۳    

در اين مسائل . ندسی شامل کرنشهای کوچک و چرخشهای بزرگ هستندبسياری از کاربردهای مه

پاسخ ماده را ). مانند خمش يک ميله ماهيگيری(اثرات تغيير شکل بزرگ عمدتاً ناشی از چرخشها هستند 

                                                 
32 Transpose 
33 Nanson’s relation 
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 و PK2توان با تعميمی ساده از قوانين الاستيک خطی مدل کرد که در آن تنش با تنش  در اين حالت می

 )يا ماده کيرشهف (٣٤کيرشهف‐ونان اين ماده را ماده سن. اند ش گرين جايگزين شدهکرنش خطی با کرن

  :توان بصورت زير نوشت کرنش را برای يک ماده کيرشهف ايزوتروپيک می‐رابطه تنش. نامند می
  

)۳‐۹۲(  ( )2 ,      trace 2ij s kk ij s ij s sS E Eλ δ µ λ µ= + = +S E I E 

 و ضريب sEشوند که با روابط زير از مدول يانگ   ناميده می٣٥ ثوابت لامهsµ و sλدو ثابت مستقل 

  :آيند  جامد بدست میsυپواسون 

  

)۳‐۹۳(  ( )2 1
s

s
s

Eµ
υ

=
+

 

  

)۳‐۹۴(  ( )( )1 1 2
s s

s
s s

Eυµ
υ υ

=
+ −

 
  

  اکم بر جامدفرم قوی معادلات ح ‐۴‐۷‐۳    

 جامد ‐ به مسأله برهمکنش سيالاختياری اويلری ‐همانطور که پيشتر گفته شد در رويکرد لاگرانژی

به منظور تدوين فرمولاسيون اجزاء محدود در . شود از توصيف لاگرانژی برای ساختار جامد استفاده می

 ناميده ٣٦سيون لاگرانژی تامدر روش اول که فرمولا. توصيف لاگرانژی استفاده از دو روش رايج است

های لاگرانژی تنش و کرنش نوشته شده و مشتقها و انتگرالها نسبت به معيارشود معادلات بر حسب  می

 ٣٧در روش دوم که به عنوان فرمولاسيون لاگرانژی بهنگام. شوند  گرفته میX) مادی(مختصات لاگرانژی 

های اويلری تنش و کرنش بيان شده و مشتقها و انتگرالها نسبت معياربر حسب شود معادلات  شناخته می

قابل توجه است در هر دو فرمولاسيون لاگرانژی تام و . شوند  گرفته میx) فضايي(به مختصات اويلری 

  .بهنگام متغيرهای وابسته تابعی از مختصات مادی و زمان هستند

کيرشهف و کرنش گرين معمول ‐تنش دوم پيولا, ن لاگرانژی تام استفاده از تنش نامیدر فرمولاسيو

) ۳‐۳( جامد به همراه شرايط مرزی و اوليه در جدول محيط پيوستهفرم قوی معادلات حاکم بر . است

                                                 
34 St. Venant-Kirchhoff material 
35 Lamé constants 
36 Total Lagrangian formulation 
37 Updated Lagrangian formulation 
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 استفاده شده است Pدهد در معادله مومنتوم از تنش نامی  همانطور که اين جدول نشان می. آمده است

تنش نامی بدليل عدم , اما. ترند  سادهPK2ا معادله مومنتوم حاصله و فرم ضعيف آن نسبت به تنش زير

 استفاده PK2تقارن در معادلات ساختاری مناسب نيست بنابراين برای معادلات ساختاری از تنش 

 براحتی توان  با استفاده از معادلات ساختاری تعيين شد تنش نامی را میPK2وقتی تنش . گرديده است

  .بدست آورد) ۹۸‐۳(با تبديل داده شده در معادله 

   معادلات حاکم برای فرمولاسيون لاگرانژی تام‐۳‐۳جدول 

  :بقای جرم
  

)۳‐۹۵(  0 0 0J Jρ ρ ρ= = 

  :بقای مومنتوم خطی
  

)۳‐۹۶(  0 0 0 0 0   or   jis
i i

j

P
b u

X
ρ ρ ρ ρ

∂
+ = + =

∂
.P b u∇ 

  : کرنشمعيار
  

)۳‐۹۷(      ( ) ( )1 1,      
2 2

T
ij ki kj ijE F F δ= − = −E F .F I 

  :معادله ساختاری
  

)۳‐۹۸(      ( )trace 2    or   2s s ij s kk ij s ij

T

S E Eλ µ λ δ µ= + = +

=

S E I E

P S.F
 

  :شرايط مرزی
  

)۳‐۹۹(  0 0 0 0 0   or   .  on s s s
j ji i i i Nn P t= = Γe .n .P e t 

  

)۳‐۱۰۰(     0 on s
D u= Γu u 

  :شرايط اوليه
  

)۳‐۱۰۱(     ( ) ( )0,0 =P X P X 
  

)۳‐۱۰۲(     ( ) ( )0,0 =u X u X 
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   معادلات حاکم بر جامدضعيففرم  ‐۵‐۷‐۳    

 δu يعنی جابجايي تستدر تابع ) ۹۶‐۳( با ضرب معادله حرکت معادلات حاکم بر جامدفرم ضعيف 

ت  به اين صور جامدبنابراين فرم ضعيف مسأله. آيد  بدست میجامد 0sΩ مادیو انتگرالگيری روی ناحيه 

برای نيروی .  بيانگر فضای توابع وزن باشدS بيانگر فضای حلهای آزمون و Uفرض کنيد : خواهد بود

u∋جاجاييميدان ,  شده داده0st و کشش مرزی Du جابجايي, sbجسمی  U  را طوری بيابيد که برای

δتست تمام توابع  ∈u S ۱۳۴[ داشته باشيم:[  
  

)۳‐۱۰۳( ( ) ( ) ( )0 0 00 0 0, , ,s s sδ δ ρ δ ρ
Ω Ω Ω

+ =u .P u b u u∇ 

 اين کار .دهيم میرا بسط ) ۱۰۳‐۳(به منظور يافتن معادلات اجزاء محدود ابتدا هر يک از ترمهای معادله 

)را با ترم  ) 00, sδ
Ω

u .P∇کنيم  آغاز می:  

  

)۳‐۱۰۴( ( ) 0 0 00 0 0 0, s s s

ji
i

j

P
d u d

X
δ δ δ

Ω Ω Ω

∂
= Ω = Ω

∂∫ ∫u .P u. .P∇ ∇ 

های  نياز است جابجايي) ۱۰۴‐ ۳(اين فرم ضعيف مفيد نيست زيرا بدليل وجود مشتق تنش نامی در 

فرمول از , معادلهاين ذف مشتق تنش نامی از به منظور ح.  باشد1C دارای پيوستگی از نوع ٣٨مونآز

  :گيريم بهره میمشتق حاصلضرب 

  

)۳‐۱۰۵( ( ) ( )
0 0 00 0 0s s s

ji i
i i ji ji

j j j

P u
u d u P d P d

X X X
δ

δ δ
Ω Ω Ω

∂ ∂∂
Ω = Ω − Ω

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ 

توان ترم اول سمت راست را در معادله بالا بصورت يک انتگرال مرزی   میديورژانسبا استفاده از قضيه 

  :بيان کرد

 

)۳‐۱۰۶( ( )0 0 0

0 0
0 0 0s s s

N

s
i ji i j ji i i

j

u P d u n P d u t d
X

δ δ δ
Ω Γ Γ

∂
Ω = Γ = Γ

∂∫ ∫ ∫ 

  :آيد بدست می) ۱۰۴‐ ۳(و مقايسه با معادله ) ۱۰۵‐۳(در ) ۱۰۶‐ ۳(ری از معادله با جاگذا

 

)۳‐۱۰۷( ( ) ( )
0 0 0

0
0 0 0, s s s

N

is
i i ji

j

u
u t d P d

X
δ

δ δ
Ω Γ Ω

∂
= Γ − Ω

∂∫ ∫u .P∇ 

)حال به بررسی ترم  ) 00, sδ ρ
Ω

u bپردازيم  می:  
                                                 
38 Trial displacements 
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)۳‐۱۰۸( ( ) 0 0 00 0 0 0 0, s s s i id u b dδ ρ δ ρ ρ δ
Ω Ω Ω

= Ω = Ω∫ ∫u b u. b 

)و در نهايت ترم  ) 00, sδ ρ
Ω

u u  

  

)۳‐۱۰۹( ( ) 0 0 00 0 0 0 0, s s s i id u u dδ ρ δ ρ ρ δ
Ω Ω Ω

= Ω = Ω∫ ∫u u u. u 

  :سازی خواهيم داشت و ساده) ۱۰۳‐۳(با افزودن عبارتهای بدست آمده مطابق با معادله 

 

)۳‐۱۱۰( 
( )

0 0 0 0

0
0 0 0 0 0 0s s s s

N

i s
i i ji i i i i

j

u
u u d P d u b d u t d

X
δ

ρ δ ρ δ δ
Ω Ω Ω Γ

∂
Ω + Ω = Ω + Γ

∂∫ ∫ ∫ ∫ 
  

  سازی اجزاء محدود فرم ضعيف معادلات حاکم بر جامد گسسته ‐۶‐۷‐۳    

های جابجايي  از تقريبهای زير برای مؤلفه) ۱۱۰‐ ۳(برای بدست آوردن تقريب اجزاء محدود معادلات 

  :کنيم استفاده می

  

)۳‐۱۱۱(     
1

e
Nn

i I iI
I

u N u
=

= ∑ 

eدر اين رابطه 
Nnهای المان  تعداد گره ,IN 0 تابع شکل اجزاء محدود با پيوستگی از نوعC و iIu مقادير 

بدست ) ۱۱۱‐ ۳(سرعت و شتاب با گرفتن مشتق زمانی مادی رابطه  .های جابجايي است گرهی مؤلفه

  :آيد می

  

)۳‐۱۱۲(     
1

e
Nn

i I iI
I

u N u
=

= ∑ 
 

)۳‐۱۱۳( 
1

e
Nn

i I iI
I

u N u
=

= ∑ 

  :آيد بدست می) ۱۱۰‐ ۳(دله در معا) ۱۱۳‐ ۳(تا ) ۱۱۱‐۳(با جاگذاری از معادلات 

  

)۳‐۱۱۴( 
( )( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

0 0 0

0
0 0 0

s s

s s
N

I iI
I iI J iJ ji

j

s
I iI i I iI i

N u
N u N u d P d

X

N u b d N u t d

δ
ρ δ

ρ δ δ

Ω Ω

Ω Γ

∂
Ω + Ω =

∂

Ω + Γ

∫ ∫

∫ ∫
 

  :آيد سازی بصورت زير در می که با ساده

  

)۳‐۱۱۵( 0 0 0 0

0
0 0 0 0 0 0s s s s

N

sI
I J iJ ji I i I i

j

NN N d u P d N b d N t d
X

ρ ρ
Ω Ω Ω Γ

∂
Ω + Ω = Ω + Γ

∂∫ ∫ ∫ ∫ 
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  :توان به فرم ماتريسی زير نوشت اين معادله را می
  

)۳‐۱۱۶( , ,s s int s ext+ =M u f f 

  : ماتريس استاندارد اجزاء محدود استsMدر اين معادله 

  

)۳‐۱۱۷( 0 0 0s

s s
IJ I JM N N dρ

Ω
= Ω∫ 

,s intFشود  بردار نيروهای گرهی داخلی است که بصورت زير تعريف می:  

  

)۳‐۱۱۸(     
0

,
0s

s int I
iI ji

j

Nf P d
XΩ

∂
= Ω

∂∫ 

,s extfارجی است هم بردار نيروهای گرهی خ:  
  

)۳‐۱۱۹(     
0 0

, 0
0 0 0s s

N

s ext s
iI I i I if N b d N t dρ

Ω Γ
= Ω + Γ∫ ∫ 

  . استآمده )۴‐۳(سبه نيروهای گرهی داخلی در جدول روند محا

   الگوريتم محاسبه نيروی گرهی داخلی برای فرمولاسيون لاگرانژی تام‐۴‐۳جدول 

۱‐  int 0=fقرار دهيد . 

 Qξ ٣٩برای تمام نقاط تربيع  ‐۲

) مقدار Iبرای تمام مقادير  )الف   )I Q jN X∂ ∂ξ را محاسبه کرده و مقدار 

ij I j iIH N X u= ∂  .را تعيين کنيد∂
گراديان تغيير شکل و ژاکوبين را با استفاده از روابط   )ب  

( ), detJ= + =F I H Fست آوريد بد                        . 

)تانسور کرنش گرين را از   )ج   )1
2

T= −E F .F Iتعيين کنيد . 

 را از روی Sکيرشهف ‐ با استفاده از معادله ساختاری تنش دوم پيولا  )د  
 .کرنش گرين محاسبه نماييد

T=Pتنش نامی را از رابطه   )ه   S .Fبدست آوريد . 
0s,int :ها قرار دهيد برای تمام گره  )و   s,int I

iI iI ji Q
j

Nf f P J w
X ξ
∂

← +
∂

 .)Qw اوزان 

 ) هستند٤٠تربيع
  پايان حلقه  )ز  

  

                                                 
39 Quadrature points 
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   جامد‐ شرايط فصل مشترک سيال‐۸‐۳  

اند که به بصورت زير  شکيل شده و ديناميکی تسينماتيکی جامد از قيود ‐ شرايط فصل مشترک سيال

fروی فصل مشترک  s−Γشوند  مشخص می:  

  

)۳‐۱۲۰( ( )on 0,
s

f f s T
t

−∂
= Γ ×

∂
u v 

  

)۳‐۱۲۱( ( )on 0,s f f s T−+ Γ ×σ .n σ .n = 0 

f نشان دهنده بردار نرمال خروجی مرز جامد در nدر اين روابط  s−Γبيانگر ) ۱۲۰‐ ۳(رابطه .  است

سازگاری هندسی يعنی برابری سرعت عمودی سيال و جامد در فصل مشترک و عدم لغزش سيال لزج بر 

جزئيات . مبين تعادل نيروها در فصل مشترک است) ۱۲۱‐۳(و رابطه روی فصل مشترک است 

  .سازی اين قيود در قسمتهای بعد تشريح خواهد شد پياده

   الگوريتم حرکت شبکه‐ ۹‐۳  

 جامد دو عنصر کليدی مورد نياز ‐  به مسائل برهمکنش سيالاختياری اويلری ‐در رويکرد لاگرانژی

ای که بتواند حرکت سازه  ای برای حرکت دادن شبکه سيال است به گونه عنصر اول تدارک شيوه. هستند

 ناحيه داخلی سيال گسترش يابد تا شبکه اين تغيير شکل بايد به. جامد را در فصل مشترک دنبال کند

عنصر دوم که در بخشهای قبل به آن پرداخته . سيال در فصل مشترک دچار واپيچش بيش از حد نگردد

مشتق )  الف‐۳۹‐ ۳(به عنوان مثال در معادله .  استALEشد تدوين فرمولاسيون سيال در چارچوب 

m گرفته شده و عبارت ALEزمانی در توصيف 
fρ v . v∇ نقاط متحرک شبکه را به حساب ٤١انتقال 

  .آورد می

در اينجا از رويکرد قياس محيط . اند های مختلفی برای حرکت شبکه در مراجع ارائه شده شيوه

در اين رويکرد فرض ]. ۷۷[کنيم که مبتنی بر حل معادلات الاستيسيته خطی است  الاستيک استفاده می

 پيوسته جاسازی ٤٢ استاتيک‐ در يک محيط مجازی الاستو) FSIال در مسائل شبکه سي(شود شبکه  می

                                                 
41 Convection 
42 Elasto-static pseudo medium 



 ۶۱                                                                               جامد‐ ش سيالفرمولاسيون مسأله برهمکن: سومفصل 

 

خواص الاستيک اين محيط مجازی به همراه شرايط مرزی آن حرکت شبکه را تعريف . شده است

توان آنها را  البته بايد توجه داشت که مقادير خواص الاستيک محيط مجازی خيالی بوده و می. کنند می

 معادله ,در قياس محيط الاستيک. به همگرايي يا کيفيت شبکه حاصل کمک کنندطوری انتخاب کرد که 

  :توان بصورت زير نوشت های شبکه سيال را می حاکم بر جابجايي گره
 

)۳‐۱۲۲( ( )0 in 0,p m f T−∇ = Ω ×.σ 

pدر اين رابطه  m−σکه سيال در آن جاسازی  تانسور تنش کاوشی محيط مجازی است که فرض کرديم شب

  :توان شرايط مرزی ديريکله را به شکل زير تعريف نمود  میiبرای هر مرز . شده است
 

)۳‐۱۲۳( p m b
i i
− =u u 

لات سازه جامد بدست  بردار جابجايي مرزی است که يا از قبل داده شده يا با حل معادbuکه در آن 

  .آيد می

ضمن اينکه . سازيها حفظ کند روش قياس محيط الاستيک قادر است کيفيت کلی شبکه را در شبيه

توان آن را تقويت کرد تا از واپيچش بيش از حد المانها در جابجاييهای  از قوام بالايي برخوردار بوده و می

  ].۱۳۶و۱۳۵و۷۷[ جلوگيری کند FSIبزرگ فصل مشترک 

   جامد‐ روش کوپل سيال‐۱۰‐۳  

جامد و حرکت شبکه از رويکرد تفکيک شده با , در اين تحقيق به منظور کوپل حلگرهای سيال

. گيرد ا تکرارهای متوالی بهره میاز الگوريتمی ب) ۳‐۳(کوپل قوی استفاده شده است که مطابق با شکل 

. شود  همگرايي در هر گام زمانی تکرار میاين طرح تکراری برای سيستم کوپل سيال و جامد تا رسيدن به

 در متغيرهای ميدان بين دو تکرار متوالی از تلرانس ٤٣يابد تا نُرم تغيير نسبی يعنی تکرارها آنقدر ادامه می

  .همگرايي تعيين شده کمتر شود

  .توضيح داده شده است) ۵‐ ۳(سازی اين الگوريتم در جدول  نحوه پياده

  

                                                 
43 Norm of relative change 
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   جامد‐الگوريتم تکراری کوپل سيالازی س  جزئيات پياده‐۵‐۳جدول 

  .مراحل زير را رسيدن به همگرايي در گام زمانی جديد تکرار نماييد

  :مسأله سيال را حل کنيد) ۳۹‐۳(با استفاده از معادله   ‐۱

از تکرار قبلی ) mvهندسه مرزهای سيال و سرعت شبکه (بر اساس حل بدست آمده  ‐  
  )م زمانی قبل برای اولين تکرارگا(

يعنی )  ه‐۳۹‐۳( استوکس از مرحله اول و با استفاده از معادله ‐با داشتن حل معادلات ناوير  ‐۲

2f f f s
fp µ= − +t n n . v∇  کششft سيال را روی فصل مشترک f s−Γمحاسبه کنيد .  

 جامد بايد ‐برای ارضای قيد ديناميکی روی فصل مشترک سيال,)۱۲۱‐۳(عادلهمطابق با م  ‐۳

fروی  s−Γ داشته باشيم s f=t t . بنابراين با توجه به نتيجه مرحله دوم رویf s−Γ 

2s f f s
fp µ= − +t n n . v∇ به عنوان شرط مرزی کشش در معادلات  قرار داده و آن را 

  .اعمال کرده و مسأله جامد را حل نماييداند  داده شده) ۳‐۳(حاکم بر جامد که در جدول 

 جامد جابجايي شبکه سيال ‐در فصل مشترک سيال, با داشتن جابجايي جامد از مرحله سوم  ‐۴

meshيعنی (را مساوی جابجايي جامد قرار دهيد  Solid on f s−= Γu u .( اين کار شرط مرز

برای بدست . کند را برای حلگر حرکت شبکه سيال بهنگام می) ۱۲۳‐۳(ديريکله معادله 

اين فرايند مرزهای شبکه . را حل کنيد) ۱۲۲‐۳(آوردن جابجايي و سرعت شبکه معادله 

 حفظ شود و از FSIکند تا پيوستگی فصل مشترک  سيال را مطابق با حرکت جامد بهنگام می

) ۱۲۰‐ ۳( روی فصل مشترک که توسط معادله سينماتيکیطرف ديگر منجر به ارضای قيد 

 که در اين مرحله mvهندسه جديد مرزهای سيال و سرعت شبکه . گردد داده شده است می

داده شده و تکراری جديد از ) ۳۹‐ ۳(بدست آمدند به معادلات حاکم بر سيال يعنی معادلات 

  ).گام زمانی جديد در صورت همگرايي گام زمانی جاری(شود  مرحله اول آغاز می
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  جامد‐ الگوريتم تکراری کوپل سيال‐۳‐۳شکل 

  

  الگوريتم انتگرالگيری زمانی مسأله ‐۱۱‐۳  

لر استفاده سازی زمانی مسأله حاکم بر سيال از روش انتگرالگيری زمانی ضمنی اوي برای گسسته

  :شود  بصورت زير نوشته میvدر اين روش مشتق زمانی سرعت . گرديد
  

)۳‐۱۲۴( 
1n n

t

−−
=

∆
v vv 

endtt ,امn بيانگر سرعت سيال در گام زمانی nvکه در آن 
N

∆ در صورت ( اندازه گام زمانی بکار رفته =

 زمانی است که حل مسأله در آن مطلوب endt تعداد کل گامهای زمانی و N, )استفاده از گام زمانی ثابت

) ۴۱‐ ۳(در معادله اگر اين روش به عنوان مثال به فرم نيمه گسسته گالرکين معادلات سيال که . است

  :آيد داده شده اعمال گردد معادلات کاملاً گسسته متناظر بصورت زير بدست می

  

)۳‐۱۲۵(  
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1

, ,2 ,

, , , ,

f f
f

f f ff
N

n n ns s n m n
f f f

n nn n f f
f

t

p p

δ ρ δ µ δ ρ

δ δ δ ρ δ

−

Ω Ω
Ω

Ω Ω Ω Γ

⎛ ⎞−
+ + − −⎜ ⎟∆⎝ ⎠

+ = +

v vv v v v v v . v

. v .v v b v t

∇ ∇ ∇

∇ ∇
 

  :که بعد از بازآرايي ترمها خواهيم داشت
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)۳‐۱۲۶(  
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
1

, ,2 , ,

, , , ,

f ff
f

f ff
fN

n ns s n m n n
f f f

nn nn f f
f f

p
t

p
t

δ ρ δ µ δ ρ δ

δ δ ρ δ δ ρ

Ω ΩΩ
Ω

−

Ω Ω Γ
Ω

⎛ ⎞
+ + − −⎜ ⎟∆⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ = + + ⎜ ⎟∆⎝ ⎠

vv v v v v v . v . v

v.v v b v t v

∇ ∇ ∇ ∇

∇

 

  .شود  در هر گام زمانی با استفاده از روش تکراری پيکارد حل میendtاين معادله غيرخطی تا رسيدن به 

سازی زمانی مسأله جامد از روش انتگرالگيری ضمنی نيومارک استفاده شد که دارای  برای گسسته

  :صورت کلی زير است
  

)  ) الف‐ ۱۲۷‐۳( ) ( ) ( )2 21 1 11/ 2n n n n nt t tβ β− − −= + ∆ + ∆ − + ∆u u u u u 
 

)  ) ب‐ ۱۲۷‐۳( )1 11n n n nt tγ γ− −= + ∆ − + ∆u u u u

  :له حاکم بر جامد را به فرم زير در نظر بگيريماگر معاد
  

)۳‐۱۲۸( 
2

2
s s s

t
∂

+ =
∂

uM K u F 

  :توان نشان داد معادلات غيرخطی جامد در هر گام زمانی به شکل زير است می

  

)۳‐۱۲۹(  ( )
( )

( )
1

2 2

1 111 1
2

s sns n s n

s
n s n

t t

t

β β

γ
β β β

−

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ∆⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

M MK u F u

M u M u

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 ۶۵                                                                               جامد‐ ش سيالفرمولاسيون مسأله برهمکن: سومفصل 

 

   ساختار برنامه‐ ۱۲‐۳  

 ‐ برای حل سيستم کوپل حاکم بر مسأله برهمکنش سيالطرح کلی الگوريتم تکراری بکار رفته

سازی هر  جزئيات مربوط به پياده. خلاصه گرديد) ۳‐ ۳(تشريح شده و در شکل ) ۱۰‐۳(جامد در بخش 

  .نمايش داده شده است) ۶‐ ۳(حلگر در اين الگوريتم تکراری در جدول 

 FSIتکراری حل سيستم کوپل سازی حلگرهای بکار رفته در الگوريتم   جزئيات پياده ‐ ۶‐۳جدول 

   برنامه اصلی‐
  حلقه روی گامهای زمانی‐  
   تکرار سيستم کوپل‐    
   حلگر مربوطه‐      
  مقداردهی اوليه به متغيرها‐     
   حلقه روی تکرارهای مربوط به معادلات غيرخطی‐        
   حلقه روی المانهای ناحيه‐          
  مبل و اس تشکيل ماتريس سختی المان‐            
   حلقه روی المانهای مرزی‐      

            
  تشکيل ماتريس مربوط به شرايط مرزی نيومن‐

  و اسمبل
   اعمال شرايط مرزی ديريکله‐      
   حل سيستم‐          

        

 تا وقتی نُرم تغيير نسبی در متغيرهای ميدان بين دو تکرار ‐
متوالی حل سيستم معادلات غيرخطی از تلرانس همگرايي 

  .ن شده کمتر شودتعيي

    
 تا وقتی نُرم تغيير نسبی در متغيرهای ميدان بين دو تکرار متوالی ‐

  .حل سيستم کوپل از تلرانس همگرايي تعيين شده کمتر شود
  تا آخرين گام زمانی‐  
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   مثالهای عددی‐۱۱‐۳  

خشهای قبل در اين بخش به منظور حصول اطمينان از صحت روش و فرمولاسيون ارائه شده در ب

اند  دو مسأله محک که در مراجع مشابه مورد استفاده قرار گرفته,  جامد‐برای حل مسأله برهمکنش سيال

  .کنيم سازی کرده و نتايج بدست آمده را با نتايج گزارش شده در اين مراجع مقايسه می شبيه

  

  ون محک تورک آزم‐۱‐۱۱‐۳    

سازی عددی  برای شبيه] ۱۳۷و۳۶[مکاران در در مثال اول يک آزمون محک که توسط تورک و ه

هدف . گيرد ناپذير آرام و جسم الاستيک پيشنهاد شده است مورد بررسی قرار می برهمکنش جريان تراکم

سازی کدها  های متفاوت پياده اين آزمون محک اعتبارسنجی و مقايسه روشهای عددی مختلف و نيز شيوه

بويژه . حالتهای يکنواخت و نيز وابسته به زمان است جامد در ‐ برای حل مسأله برهمکنش سيال

مکانيزمهای کوپلينگ مختلف شامل روشهای تفکيک شده با کوپل ضعيف يا قوی و روشهای يکپارچه با 

سازی مختلف  توان با کمک اين آزمون کيفيت روشهای گسسته ضمناً می. اين آزمون قابل ارزيابی هستند

اين آزمون محاسباتی که به آزمون تورک . مورد بررسی قرار داد. . . ا حجم محدود ي, مانند اجزاء محدود

به عنوان مثال در ( استفاده شده است FSIنيز مشهور است به منظور صحت سنجی در بسياری از مراجع 

  ]). ۱۳۸‐۱۴۶و۳۵[

تنی پذير و آرام سيالی نيونا در اين آزمون تيری الاستيک در داخل يک کانال در معرض جريان تراکم

 با دامنه ٤٤ تحريک‐ور بوده و در اثر جريان سيال دچار نوسانات خود تير کاملاً در سيال غوطه. قرار دارد

  . گردد بزرگ می

mL 2.5ناحيه محاسباتی دارای طول . نشان داده شده است) ۴‐۳(هندسه مسأله در شکل   و =

mH 0.41ارتفاع  ) گوشه پايينی سمت چپ ناحيه در  بوده و= مرکز دايره دارای .  قرار دارد0,0(

                                                 
44 Self induced 
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)مختصات  mr 0.05 بوده و شعاع دايره 0.2,0.2( ml 0.35طول تير الاستيک .  است=  و ارتفاع آن =

0.02 mh )انتهای پايينی سمت راست تير در . ست ا=  قرار داشته و انتهای چپ آن بصورت 0.6,0.19(

)نقطه کنترل . گيردار به دايره متصل شده است )A t در انتهای آزاد تير با مختصات اوليه 

( ) ( )0 0.6,0.2A صورت نامتقارن تعريف شده تا از وابسته شدن شروع هندسه مسأله عمداً ب.  قرار دارد=

  .نوسانات به دقت محاسبات جلوگيری کند

  
   ناحيه محاسباتی برای آزمون محک تورک‐۴‐۳شکل 

  

   مروری بر هندسه مسأله‐۷‐۳جدول 

 (m)مقدار   پارامتر هندسی

  L۵/۲  طول کانال

  H۴۱/۰  ارتفاع کانال

  )۲/۰وC)۲/۰ مختصات مرکز دايره

  r ۰۵/۰ عاع دايرهش

  l ۳۵/۰  طول تير الاستيک

  h ۰۲/۰  ضخامت تير الاستيک

0tمختصات نقطه مرجع در  =  A )۲/۰۶/۰و(  

گون بصورت زير برای جريان در نظر گرفته  يک پروفيل سرعت سهمی, کانال) سمت چپ(در ورودی 

  :شود می

  

)۳‐۱۲۴( ( ) ( ) ( )2
4.00, 1.5 1.5 0.41

0.1681
2

f y H y
v y U U y y

H
−

= = −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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 1.5U و ماکزيمم پروفيل سرعت جريان ورودی برابر Uبطوريکه سرعت متوسط جريان ورودی برابر 

روی مرزهای ديگر يعنی . فشار برابر صفر قرار داده شده است, کانال) سمت راست(در خروجی . باشد

  . سازه شرط عدم لغزش تعريف شده است‐ ره و فصل مشترک سيالمرز داي, های بالا و پايين ه ديوار

  :يابد پروفيل سرعت بصورت يکنواخت در زمان افزايش مي, برای آزمونهای وابسته به زمان

  

)۳‐۱۲۵( ( ) ( )

( )

1 cos
20,      if   2.0,0,

2
0,                           otherwise

ff

f

t
v y tv t y

v y

π⎧ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠ <= ⎨
⎪
⎪⎩

 

)در اين رابطه  )0,fv y است) ۱۲۴‐ ۳( پروفيل سرعت داده شده در معادله.  

 برای حالت وابسته به زمان با FSI2 برای حالت يکنواخت و FSI1دو وضعيت مختلف با نامهای 

  .شوند سازی می در اين آزمون محک شبيه) ۸‐۳(پارامترهای داده شده در جدول 

  FSI مقادير پارامترها برای آزمونهای ‐۸‐۳جدول 

  FSI1FSI2 پارامتر

  kg/m3 ۱۰۰۰  ۱۰۰۰۰چگالی جامد 

  MPa ۴/۱  ۴/۱تيک مدول الاس

  ۴/۰ ۴/۰ ضريب پواسون

  kg/m3 ۱۰۰۰ ۱۰۰۰چگالی سيال

  Pa.s ۱  ۱لزجت 

  m/s ۲/۰  ۱سرعت ورودی 

  ۱۰۰  ۲۰  رينولدز جريان

های افقی و عمودی جابجايي نقطه  مقادير بدست آمده در اين تحقيق برای مؤلفه) ۹‐۳(جدول 

مطابق با اين جدول نتايج تحقيق . کند مقايسه می FSI1برای آزمون ] ۳۶[های مرجع   را با دادهAکنترل 

نحوه همگرايي جوابها به مقادير جدول  .هستند] ۳۶[حاضر بسيار نزديک به مقادير گزارش شده در مرجع 

سازی بر حسب  برای سه سطح مختلف از تعداد المانهای شبکه به همراه زمان مورد نياز برای شبيه) ۹‐۳(
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در تمام حالتها از المانهای چهارضلعی . فهرست شده است) ۱۰‐ ۳(ثانيه در هر حالت در جدول 

  .بندی مسأله استفاده شده است چهارگرهی برای شبکه 

   با نتايج مرجعFSI1 مقايسه نتايج بدست آمده از آزمون ‐۹‐۳جدول 

  مرجع تحقيق حاضر )متر (Aجابجايي نقطه 

ux×10-3 ۰۲۲۶/۰ ۰۲۲۷/۰  

uy×10-3 ۸۱۶۷/۰  ۸۲۰۹/۰  

  جوابهای بدست آمده از سه سطح مختلف از تعداد المانهای شبکه ‐۱۰‐۳جدول 

  )ثانيه (سازی زمان شبيه  ux×10-3 uy×10-3 المانهای جامدالمانهای سيال کل المانها

۳۹۵۰ ۳۶۵۰  ۳۰۰  ۰۲۱۷/۰  ۷۸۴۶/۰  ۴۲۰  

۱۵۸۰۰  ۱۴۶۰۰  ۱۲۰۰  ۰۲۲۲/۰  ۸۰۷۲/۰  ۱۸۰۰  

۶۳۲۰۰  ۵۸۴۰۰  ۴۸۰۰  ۰۲۲۶/۰  ۸۱۶۷/۰  ۱۱۳۰۰  

∆0.0025t گام زمانی با اندازه۱۴۰۰۰ از FSI2ر انجام آزمون وابسته به زمان به منظو  برای =

در اين حالت بدليل بزرگی دامنه .  ثانيه از برهمکنش بين سيال و جامد استفاده گرديد۳۵سازی  شبيه

تير قرار داشتند مطابق ) زادانتهای آ(ای از شبکه سيال که در مجاورت نوک  المانهای منطقه, نوسانات تير

ت و توقف پيش از موعد دچار واپيچش بيش از حد شده و اين سبب خراب شدن محاسبا) ۵‐ ۳(با شکل 

 ۱۵۸۰۰بالا يعنی تعداد المان نشان داده شده مربوط به سطح دوم جدول شبکه  (گرديدسازی  شبيه

  .)است

ير که دارای دامنه نوسان ماکزيمم است  برای جلوگيری از واپيچش المانهای سيال در نزديکی نوک ت

بايد تدبيری اتخاذ کرد که المانهای سيال موجود در اين ناحيه نسبت به المانهای ديگری تمايل کمتری 

به اين منظور مدول يانگ محيط الاستيک مجازی متناظر با شبکه سيال را . برای تغيير شکل داشته باشند

  :کنيم بصورت زير تعريف می

  

)۳‐۱۲۶( ( )( )2

1

2 2

p m

A A A

E
h hx x y y y yε ε ε

− =
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
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0.0001ε عددی بسيار کوچک است که برای اين مثال برابر با εدر اين رابطه   انتخاب شده =

بسيار سفت شده و تغيير شکل ) Aنقطه (به اين ترتيب محيط مجازی شبکه در اطراف نوک تير . است

اما با دور شدن از نوک تير مدول يانگ کاهش يافته و تغيير شکل . شود  منطقه دشوار میالمانها در اين

در نتيجه تغيير شکل در کل شبکه سيال توزيع شده و تغيير شکل بيش از حد . گيرد تر انجام می راحت

ان ت مختلف از نوس موقعيسهتغيير شکل شبکه سيال در اطراف تير الاستيک در . موضعی نخواهيم داشت

همانطور که . نشان داده شده است) ۸‐۳(تا ) ۶‐۳( در شکل  سطح دوم از تعداد المان تير برای شبکه

کيفيت شبکه سيال در تمام حالتها مطلوب , شود با وجود تغيير شکل نسبتاً زياد تير الاستيک مشاهده می

  .است

  
در مجاورت تير الاستيک مجازی برای مدول يانگ ثابت محيط الاستيک  تغيير شکل شبکه سيال ‐۵‐۳شکل 

  ) ب(نمايی بزرگ شده از منطقه خراب شدن المانها ) الف(
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 در اطراف تير الاستيک در  برای مدول يانگ متغير محيط الاستيک مجازی تغيير شکل شبکه سيال‐۶‐۳شکل 

34.3 st =  

  
 در اطراف تير الاستيک در ير محيط الاستيک مجازی برای مدول يانگ متغ تغيير شکل شبکه سيال‐۷‐۳شکل 

34.5 st =  

  
 در اطراف تير الاستيک در  برای مدول يانگ متغير محيط الاستيک مجازی تغيير شکل شبکه سيال‐۸‐۳شکل 

34.7 st = 
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st 34ازه زمانی  در بAهای افقی و عمودی نقطه  مقادير بدست آمده برای مؤلفه st 35 تا =  به =

همانطور که مشخص است . اند مقايسه شده] ۳۶[های مرجع  با داده) ۱۰‐۳(و ) ۹‐۳(ترتيب در شکلهای 

  .سازی حاضر همخوانی خوبی با مقادير گزارش شده در اين مرجع دارند نتايج شبيه

سازی نشان   ثانيه اول شبيه۱۶ را در Aهای جابجايي نقطه   مؤلفه)۱۲‐۳(و ) ۱۱‐۳(شکلهای 

مطابق با اين شکلها جريان ورودی سيال سبب تحريک تير الاستيک شده و آن را وادار به . ددهن می

st 12دامنه ماکزيمم نوسان با گذشت زمان تا حدود . کند نوسان می ن ثابت يابد و بعد از آ  افزايش می=

  .ماند می

  
  A مقايسه جابجايي افقی نقطه ‐۹‐۳شکل 

  
  A مقايسه جابجايي عمودی نقطه ‐۱۰‐۳شکل 
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   در طول زمانA تغيير جابجايي افقی نقطه ‐۱۱‐۳شکل 

  
   در طول زمانA تغيير جابجايي عمودی نقطه ‐۱۲‐۳شکل 

) ۱۳‐۳(ت سيال به ترتيب در شکلهای های افقی و عمودی سرع سرعت کل و مؤلفه, کانتورهای فشار

) ۱۸‐۳(و ) ۱۷‐۳(های سرعت شبکه در شکلهای  کانتورهای توزيع مؤلفه .اند نشان داده شده) ۱۶‐۳(تا 

  .اند ارائه شده

  
  FSI2 کانتور توزيع فشار سيال برای آزمون ‐۱۳‐۳شکل 
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  FSI2 کانتور توزيع سرعت کل سيال برای آزمون ‐۱۴‐۳شکل 

  
  FSI2 کانتور توزيع مؤلفه افقی سرعت سيال برای آزمون ‐۱۵‐۳شکل 

 
  FSI2 کانتور توزيع مؤلفه عمودی سرعت سيال برای آزمون ‐۱۶‐۳شکل 

  

  
  FSI2 کانتور توزيع مؤلفه افقی سرعت شبکه سيال برای آزمون ‐۱۷‐۳شکل 

  
  FSI2 کانتور توزيع مؤلفه عمودی سرعت شبکه سيال برای آزمون ‐۱۸‐۳شکل 
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   در مخزن سيال صلبسقوط يک ديسک ‐۲‐۱۱‐۳    

ناپذير و لزج پر شده است سقوط   يک ديسک صلب در مخزنی که از سيال تراکم,آزموندر اين 

کند اما از آنجا که چگالی  نيروی جسمی گرانش هم بر ديسک و هم بر سيال مخزن عمل می. کند می

موقعيت ديسک در . کند ن مخزن سقوط میديسک از چگالی سيال بيشتر است ديسک به سمت پايي

داخل مخزن در لحظه آغاز سقوط و همچنين بعد از گذشت زمانی دلخواه از آغاز سقوط به ترتيب در 

  .نشان داده شده است)  ب‐ ۱۹(و )  الف‐ ۱۹(شکلهای 

  
  )ب(و زمانی دلخواه بعد از آغاز سقوط ) الف( موقعيت ديسک سقوط کننده در لحظه اول ‐۱۹‐۳شکل 

 , dپارامترهای . اند فهرست شده) ۱۱‐ ۳(سازی مسأله در جدول  پارامترهای مورد استفاده در شبيه

h و bارتفاع و عرض مخزن هستند,  به ترتيب نماينده قطر ديسک.  

 سازی سقوط ديسک در مخزن ه برای شبيه پارامترهای بکار رفت‐۱۱‐۳جدول 

  ∆fρ  sρ  µ  d h  b  g  t  پارامتر
  g/cm3 g/cm3 g/(cm s) cm cm cm cm/s2 s  واحد

 ۰۰۱/۰  ۹۸۰  ۲  ۶ ۲۵/۰  ۱۰/۰  ۲۵/۱  ۰۰/۱  مقدار
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)  الف‐ ۲۰‐ ۳(سازی مسأله در  شکل   اجزاء محدود بکار رفته برای شبيه ای درشت از شبکه نسخه

ای قبل برای حرکت شبکه سيال از روش قياس محيط الاستيک که در بخشه. نشان داده شده است

st 0.196سازی تا لحظه  شبيه. توضيح داده شد استفاده گرديد  ادامه يافت اما در اين زمان بدليل =

در لحظه (سازی  شبکه نهايي حاصل از اين شبيه. واپيچش بيش از اندازه شبکه سيال متوقف گرديد

0.196 st نمايي بزرگ شده از ناحيه واپيچش شبکه نيز در .  استارائه شده)  ب‐ ۲۰‐۳(در شکل ) =

 ANSYSافزار  سازی همين مسأله با نرم شبکه نهايي حاصل از شبيه. آمده است)  ج‐ ۲۰‐ ۳(شکل 

Multiphysics به نمايش در آمده است)  د‐ ۲۰‐ ۳( در شکل.  

  
شبکه نهايي حاصل از ) ج(ن و نمای بزرگ شده آ) ب(شبکه نهايي ) الف(دی اوليه مسأله بن  شبکه‐۲۰‐۳شکل 

ANSYS) د(  

برای حل مشکل واپيچش شبکه در اين مثال دو خط داخلی فرضی يکی در بالا و ديگری در پايين 

شوند در  اين خطوط فرضی که روی اضلاع رديفی از المانهای سيال کشيده می. کنيم ديسک تعريف می

اين خطوط قسمتی از شبکه . اند  داده شدهچين نشان برای وضعيت اوليه بصورت خط)  الف‐۲۱‐۳(شکل 

در هر تکرار از حل کوپل مسأله .  کنند سيال که ناحيه جامد را در برگرفته است از مابقی شبکه جدا می
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FSI, حرکت اين خطوط فرضی از شبکه را مساوی جابجايي ناحيه جامد که از حل معادلات ديناميک 

رتيب اين خطوط فرضی همراه با ديسک جامد حرکت کرده و به اين ت. دهيم آيد قرار می جامد بدست می

بخشی از شبکه سيال نيز که بين اين دو خط فرضی قرار گرفته بصورت صلب با ناحيه جامد حرکت 

. دهد ديسک جامد و خطوط فرضی را در زمانی دلخواه بعد از سقوط نشان می)  ب‐۲۱‐۳(شکل . کند می

خزن بسيار نزديک سازی را تا زمانی که ديسک به کف م ن شبيهتوا با استفاده از اين خطوط فرضی می

  .شود پيش برد می

  
   خطوط فرضی تعريف شده در شبکه سيال‐۲۱‐۳شکل 

st 0.6شبکه حاصل از اين روش در زمان   که ديسک در نزديکی کف مخزن قرار دارد در شکل =

نمايي بزرگ شده از شبکه سيال را که در اين )  ب‐ ۲۲‐ ۳(شکل . نمايش داده شده است)  الف‐۲۲‐۳(

رغم اينکه  شود علی همانطور که مشاهده می. دهد وضعيت بين ديسک و کف مخزن قرار گرفته نشان می

ديسک بسيار به کف مخزن بسيار نزديک است شبکه سيال کيفيت خود را به ميزان خوبی حفظ کرده 

ر رفته برای حرکت شبکه را در منظم نگهداشتن شبکه سيال در پذيری روش بکا  اين مسأله انعطاف.است

  .دهد جابجاييهای بزرگ جامد نشان می
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  شبکه حاصل از حرکت شبکه با خطوط فرضی‐۲۲‐۳شکل

0tمرکز ديسک در لحظه  ) در موقعيت = ) ( ), 1, 4x y ر ديسک از آنجا که گرانش هم ب.  قرار دارد=

با افزايش . کند شود ديسک بدليل چگالی بالاتر به طرف پايين سقوط می جامد و هم بر سيال وارد می

نيروی پسای وارده از طرف سيال به ديسک بيشتر شده و در مقابل نيروی گرانش وارده بر , سرعت ديسک

در يک مقدار وقتی نيروی گرانش و پسا به تعادل رسيدند سرعت ديسک . کند ديسک مقاومت می

 عمودیسرعت ) ۲۴‐ ۳(و ) ۲۳‐۳(شکلهای . نامند شود که اين سرعت را سرعت حد می مشخص ثابت می

که به ] ۱۴۷و۴۲[اند با نتايج مراجع  و موقعيت عمودی مرکز ديسک را که در اين تحقيق بدست آمده

) ليو و همکاران(ور  و اجزاء محدود غوطه) گلوينسکی و همکاران(ترتيب از روشهای ناحيه موهومی 

همانطور که مشخص است همخوانی خوبی بين نتايج اين تحقيق و . کند اند مقايسه می استفاده کرده

. اند ارائه شده) ۱۱‐۳(سازی در جدول  پارامترهای بکار رفته در اين شبيه. وجود دارد] ۱۴۷و۴۲[مراجع 

∆st 0.001اندازه گام زمانی بکار رفته  بخشهای سيال و جامد به ترتيب از بندی  شبکه و برای بوده =

  .استفاده گرديدچهارضلعی چهارگرهی  المان ۱۰۴۴ و ۱۸۷۳۰
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   سرعت عمودی مرکز ديسک صلب‐۲۳‐۳شکل 

  

  
   موقعيت عمودی مرکز ديسک صلب‐۲۴‐۳شکل 

خطوط . هدد های مشخص از زمان نشان می کانتور توزيع سرعت کل سيال را در لحظه) ۲۵‐۳(شکل 

های سرعت و نيز توزيع فشار به  کانتور توزيع مؤلفه. اند  داخلی فرضی نيز در اين شکل نمايش داده شده

  .اند ارائه شده) ۲۸‐۳(و ) ۲۷‐۳(, )۲۶‐ ۳(ترتيب در شکلهای 
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   توزيع سرعت کل در ناحيه سيال بدليل سقوط ديسک صلب‐۲۵‐۳شکل 

  
   توزيع سرعت افقی در سيال‐۲۶‐۳شکل 
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   توزيع سرعت عمودی در سيال‐۲۷‐۳شکل 

  
   توزيع فشار ناشی از سقوط ديسک صلب در سيال‐۲۸‐۳شکل 

  


