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 . استxf)(>2پس همواره.و این تناقض است. xf)(=2که
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)داریمoxدر همسایگی ) nxxf )پس  = ) nxf  . که مشتق پذیر است  ′=

)پیوســـته باشـــد و  aيدر نقطـــه  fفـــرض کنیـــد تـــابع) 6( ) o≠af.ثابـــت کنیـــد .
( ) ( )nfxxg ][ . مشتق پذیر نیست  aيدر نقطه=−1

 )حل 

)بنابراین ) ( )afaf )و  ′+= ) ( )afaf  . مشتق پذیر نیستپس تابع  ′−=−

 . را طوري تعیین کنید که تابع زیر هر نقطه مشتق پذیر باشدbو  aمقادیر) 7(

( )








<+

≥
=

1

11

2 xbax

x
xxf  

 . ابتدا شرط پیوستگی را بررسی می کنیم) حل

( )
( ) ( ) aff xbax

x
x

x
x

xf

fbaxf
x

2111 11

11

11
11

2

1

=−′=−=+′












<<−+

−≤−

≥

=

==+=
′→

)()(lim

  

2
3

2
1

=⇒−=⇒ ba
  

)د   فرض کنی) 8( ) ( ) ( ) 111
+

−+=′
x

xxxxff arcsin.  را حساب کنید . 

 ) حل

( ) ( ) ( )

( )af
ax
alx

ax
xalfx

ax
afxf

ax

axax

−
−

=

−
−−

=
−
−

→

→→

1

1

lim

limlim
o



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٢

( )
( )arcsin

lim

lim arcsin arcsin

x

x

xx x
xf

x
x

x

π

→

→

+ − −
+′ =

−
 

= + = +  + 

= +

1

1

1 1
11

1
11 1

1 2

1
4

)فرض کنید  ) 9( ) ( ) ( )( ) ( )10021 −−−=′ xxxxxff ....,oراحساب کنید . 

)چون  ) حل ) oo =f  داریم . 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

!

...lim

100

100211001

=

−−−=
−−

=′
→ x

xxxf
x o

o  

)اگر)10( ) xxxf sin][= ، مقدار  





′

2
πfساب کنیدرا ح . 

داریم   ) حل

( ) o
o

o

o

=





′=

−





 +

=

−





 +



 +

=






−






 +

=





′

→

→
→

2

12

22222
2

π
π

ππππ
π

x
h

h

h

hh

h

fhf
f

h

h
h

sin
sin

lim

sin
lim

)اگر براي)11( ) 12 <=≤≤ xxxxfx )، مقدار, )of  . را حساب کنید′

)واضح است که  ) حل ) ooo ≤≤ f    پس( ) oo =f  است . 



 

 

 

١٣          حد و پیوستگی: دومفصل

( )

( )
( )

( ) 1

11

1

11

=−′⇒

≤≤+⇒<

=′⇒>

+≤≤⇒

+

o

o

oo

f
x
xfxx

fx

x
x
xf

  

)  پس ) 1=′ of  است . 

)مقدار مشتق تابع   )12( ) xxxf  . را در صفر بدست آورید  =

):   داریم)   حل ) oo =fو 

( ) ooo
o

o
=′⇒==

−

−
fx

x
xx

limlim

247تمرین صفحه ي3-4-11
. مشتق توابع زیر را حساب کنید) 1

xxyxy 45 51 sincossin) =′→=

( ) ( )( )xtyxxxyxtgxy cossinseccos) +−=′→+= 23 32
( ) ( )xxyxtgy sinsec.cossin) 23 =′→=

( ) ( )xxyxy sincos.cossinsin) =′→=4

( ) ( ) ( )xxxyxy 3023635 2 sincossinsin.sinsincos) −′→=

( )xxyxy 4420456 coscossin)sin(cos) −=′→=



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٤

( ) ( )
( )

( )2

2

3
7

3
1232

3
127

+

−
=

+

−++−
=′→

+
−

=

x
x

x
xxxxy

x
xy

cos
sin

cos
cossincossin

cos
cos)

( ) ( )
( )

( )2

2

1

8

xx

xx
xxxxxxy

xx
xy

sincos

sincos
cossinsinsincoscos

sincos
sin)

−
=

−

++−
=′⇒

−
=

( ) ( )
( )

( )2

2

1
2

1
11

1
19

x
x

x
xxxxy

x
xy

sin
cos

sin
sincossincos

sin
sin)

−
=

−

++−
=′⇒

−
+

=

( ) ( )
( )

( )2
2

2
22

1
2

1
11

1
110

x
x

x
xxxxy

x
xy

tan
sec

tan
tansectansec

tan
tan)

+
=

+

−−+
=′→

+
−

=

در هر مورد  ) 2
dx
dyy  . را بیابید  ′=

xxyx
yxyyyxyxyyx

−+
−+

−=′=+
sincos
cossinsinsin)1



 

 

 

١٥          حد و پیوستگی: دومفصل

3

32
3

32
3

3 163 23 22
x
y

y

xyyxy −=−=′=+=)

x
xy

x

x
x

y

yxxxy 4
32

3
253 −

=
−

−=′=−)

122
2224

−+
==+

yx

xyyyyyx
sin

sin)

 . مشتق هر یک از توابع زیر را بیابید) 3(

4491
142711

x
xyxy

−
−=′





−= cos)

( )
2

221

223212





 +−

+
−=′−=

xx

xyxy cossin)

( ) 2
221

22213 −=
−

−
=′−=

x

xyxy
cos

sincossin)

01

45514
1+

=′




−=

x

xyxy tan)

( )
x

xyxy 21
15

cos

sincostan)
+

−
=′−=



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٦

21251

21
5

156





 −−

−
−

=′




 −=

x

xyxy

cos

coscos)

( )
( ) ( )212

1
211

12
1

117
++

=
++

+=′+−=
xxx

xyxtgy)

o=′⇒=−+−= yyxxy 2
11 πcossin)8 

( ) 1
21

1 =
−

=′−=
x

xyxy
sin

cossincos)9 

12
1

2
11

2
1

11
+

−=
+

−
=′






−=

x
x

xy
x

y tan)10

21
1

212

y
yx

xyyyxyx

+
+

+
−=′−=+

cos

sintansin)11

( ) ( )

( )
( )

21
11

221

21
1

221

2
1112

)(
sin

cossin)

yx
xy

yx

xy
yxyx

y

y

yxxyy

++
+−+

−

++
+

−
−=′

+−=−

)هرگاه) 4( ) xxxf += )، مطلوب است محاسبه    3 ) ( )21 ′− f. 



 

 

 

١٧          حد و پیوستگی: دومفصل

 ) حل

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) 4
1

1
1213

1
21

222

12

2

33

=
′

=
′

⇒+=′

=⇒
=++−⇒

=−+⇒=+⇒=

−

f
fxxf

x
xxx

xxxxy

o

o

طـی مـی کنـد،مطلوب اسـت محاسـبه       tمسافتی باشدکه متحرك درزمـان  fاگر) 5(

2تاب  ش

2

dt
sda 2168050، اگر= tts  . باشد  =++

                          a=32)          حل

2ttxاگر) 6( 3ttyو=+ ، مقدار=+
dx
dy2و

2

dx
yd  1را در=bمحاسبه کنید . 

 )حل

( ) ( )

( ) ( ) ttgttgtgtty

tfttftfttx

62313

2212

=+=′=+=

⇒
=+=′=+=

)('',

)('',

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) 9

10
9

818
31

111112
2

4
3

1
11

=
−

=
′

′′′−′′′
=

=
′
′

=⇒

f

gffg

dx

yd

f
g

dx
dy



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٨

ــر  ) 7( 143اگـ 2 ++= xxy   ــاه ــه ازاي  dyو∆yآنگـ o=∆x/1وx=3را بـ

 . محاسبه کنید

( ) ( ) ( ) ( )313 ffxfxxfy −+=−∆+=∆ /o

 ) حل

( ) ( )
( )

232394128328
394126193

112271134133 2

///
//

//

=−+=
−+=

−−−++=

( )
( ) ( ) 22346

221022
=′⇒+=′

=×=⇒∆′=
fxxf
dyxxfdy //

)8 (2 33020اگر معادله ي حرکت یک ذره   tts شـتاب ذره را درباشد، سـرعت و  =++
2=tمحاسبه کنید . 

66

422630

2

2
=⇒==

=⇒+==

a
dt
da

vt
dt
dsv

s

)(

xxxfاگر) 9( += y، آنگاه)(2
dx
dy را در هر مورد بیابید  =′



 

 

 

١٩          حد و پیوستگی: دومفصل

( ) ( )

( )
( ) ( )xxxx

xx
x

y

xx

xxfxxfy

+++

++










+=′

+

+
=′+=

2

2

2
12

2
11

2
121)

( )

( )( ) ( )
( ) ( )xxxx

xxxxy

xxfy

cotcoscotcos

cotcoscotsin

cotcos)

+++

++
+−−=′

+=

2
2

2
121

2

( )








+
−+








+
−









+
−

+
=′









+
−=⇒









+
−

=

1
211

21

1
212

1
4

1
211

13

2

2

2

2

22

22

2

xx

x
x

xy

x
fy

x
xfy)

24224

1242
2

1222

22224

xxxx

xx

xfx

xxy

xffxfxyxffy

++





 +

++

+

+
=′⇒







 





′





′=′⇒






 





=

..

)

معادله هاي خطهاي مماس و قائم بر منحنی هر یک از تابع هـاي بـه معادلـه ي    )10(



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٠

 . زیر در نقطه اي به طول یک واقع بر منحنی را بنویسید

( )

( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) 9181189
1832314423

941

3
421

2

3

−=⇒−=−
=−−=′⇒−−=′

=−=






 −=

xyxy
yxxxy

y

xxxf)

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) 2
7

2
3

12
32

2
3

4
61

1
6

1
14122

212
11

12
12

2222

22

2

2

+−=⇒
−

−=−

−=
−

=′⇒
+

−
=

+

+−−
=′

=
−
+

=

−
+

=

xy
x

y

y
x

x
x

xxxxy

y

x
xxf)

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( ) 3
7

3
413

41
3
41

223
22

121
23

3
1

23
2

2

3 2

3 22

+−=⇒−−=−

−=′⇒

−×=′⇒−=

=−=

−=

−

xyxy

y

xxyxy

y

xxf)



 

 

 

٢١          حد و پیوستگی: دومفصل

( )

( )

( ) ( ) 21
2

1
2

1
2111

14

=⇒=′⇒−=′

=+==

+=

yy
xxx

xy

fy
x

xxf

o

)

در تابع به معادله)11
1

1
2 +

=
x

y  اگرy′  وy مشقات مرتبه اول و دوم لا باشـند،  ′′

422ثابت کنید رابطه yyyy  . برقرار است  ′−′′=

) حل

( ) ( )

( ) 423

42316
2233

3
4

2
12

22
12

12
12

1

yyyy

yyyy
y

yyyy

x
y

yxyyy

x

xyy
x

y
x

y

=′′−′⇒

−=′−′′⇒−=
′−

⇒

−=
′

⇒−=′⇒





=

+


′⇒
+

=⇒
+

=

  

در تابع به معادله)12(
x

xy 12 +
22ثابت کنید  = =′+′′ yyx

 )حل



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٢

( ) 2212122

1111

11

23

22

2

=′+′′⇒′−=





=′′⇒=′′

′−=⇒−=′

+=
+

=

yyxy
x

yx
x

y

y
xx

y

x
x

x
xy

  

)13(RRgf ــد ــذیر باشــند و,:→فـــرض کنی ــابع هـــاي مشــتق پ )ت ) oo ≠′gو
( ) ( ) ooo == gfثابت کنید . 

( )
( )

( )
( )o
o

o g
f

xg
xf

x ′
′

=
→

lim  

 )حل

( )
( )

( )

( ) )('
)('

limlim
o

o

o

o
o

o

oo g
f

x
xg

x
xf

xg
xf

xx
=

−
−

−
−

=
→→

  

)فرض کنید   )  14( )










>−

≤
=

o

o

xxx

xx

xf
42

2
5
3
3

 . تابع مشتق تابع را پیدا کنید    

  )حل

( )









>−

≤
=′

o

o

xx

xx
xf

45

2
  



 

 

 

٢٣          حد و پیوستگی: دومفصل

).      فرض کنید)  15( ) ( )( )
( )








>−−
≤≤−−

<−
=

22
2121

11

xx
xxx

xx
xf          تابع مشتق تابع را

 . بیابید

  

  )حل

( ) ( )








>+
≤≤−−−

<−
=′

21
2112

11

x
xxx

x
xf  

 . مشتق هر یک را تعیین کنید)16

xxxxy

xxy
x

xy

tan..sec

.tantan)

3
5

3
2

2

3
2

3 2

3
2

1

−−

−

−=′⇒

=⇒=
  

( )
( ) ( )

x

x
x

x
xxxy

x
xy

sin

sin
sin

sin
cossinsin

sin
cos)

+
−

=

+
−−

=
+

−+−
=′⇒

+
=

1
1

1
1

1
1

12 22

2

  



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٤

( ) 24

1
2

41
2
1

23

2

2

2

xArcx
y

xArc

x

yxArcy

cot

cot
cot)

+

−
=′⇒

+

−

′⇒=
  

( )

( )
( )

( ) 





 +−++

−+
=

+−+

+
−

=′

+−=

222

2

22

2

2

111
1

11
1

1

14

xxx

xx

xx

x
x

y

xxArcy tan)

  

















<
−

=
−

>
−

−
=

−

−

=′










<−

>
=⇒=

o

o

o

o

x
xx

x

x

x
xx

x

x

y

x
x

Arc

x
x

Arc
y

x
Arcy

1
1

11

1

1
1

11

1

1

1
15

2
2

2

2
2

2

sin

sin
'sin)



 

 

 

٢٥          حد و پیوستگی: دومفصل

x
y

xyxxyx
xyyxyyyxyxy −=

−
−

−=′⇒=+
sincos
sincoscossin o)6 

( )

( )
( ) ( )xyxyxy

xyyy

xxyy
y
xArctgyx

2

22 1

7

sectan
sec

tan)

+
−

−=′⇒

=−⇒= o

  

  

1
1

1

1
1

1

8

2

2

+
−

−
−−=′

=+−−
−=−

y

xy

yxyArcxArc
yArcxArcyx
ocossin

cossin)
  

)فرض کنید)17( ) ( )xArcnxf sinsin.  . ثابت کنید=

( ) ( ) ( ) ( ) o=+′−′′− xfnxfxxfx 221  
 : و طرف اثر می دهیمرا دsinArc)حل

( )
( )( ) 22 11 x

n

xf

xf
−

=
−

′
)مشتق  ⇒ ) xArcnxfArc sinsin =

( )( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )( )xfnxfx
x

n
xf

xf 2222
2

2

2

2
1111
−=′−⇒

−
=

−

′
⇒  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )xfxfnxfxxfxfx ′−=′−′′′−⇒ 222 مشتق2212



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٦

( ) ( ) ( )( ) ( ) o=+′−′′−⇒ xfnxfxxfx 221  
)فرض کنید)18( ) [ ] Rxxxxf ∈= π2sin.  تابع مشتقfرابیابید . 

=oچون) حل
→

x
nx

π2sinlim  براي هرnصحیح در تمام نقاط پیوسته است . 

)فرض کنید       )19( ) ( )31
212 +





 −= xxxf  تابع مشتقfرابیابید . 

 )حل

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( )( ) 1
111

1111122

1
2

121
2

12

121
2

12

2

22

+
+

+−+

++−−++=′⇒

 +








++





 −=

++




 −=

x
xxx

xxxxxxxf

xxxx

xxxxf

||
||

|  

)20(RRf  . ثابت کنید. مشتق پذیر باشدمرتبهn،:→فرض کنید

( )[ ]( ) ( ) ( )baxfabaxf nnn +=+

  
 : این مطلب را نشان می دهیمnبا استقرا روي) حل

( )( ) ( )
( )( )( ) ( )( )baxnfnanbaxfnk

baxfabaxfn

+=+⇒=

+′=′+⇒= 1



 

 

 

٢٧          حد و پیوستگی: دومفصل

 : با مشتق گیري از دو طرف فرض داریم

( )[ ]( ) ( ) ( )baxfabaxf nnn +=+ +++ 111

 . پس حکم برقرار است

 . ام  تابع داده شده را به دست آوریدnدر هر مورد مشتق مرتبه)20(

( ) 





 +=⇒= 2

πnxyxy n sinsin)1 

( ) 





 +=⇒= 2

πnxyxy n coscos)2 

( ) ( ) 





 +=⇒






 +=⇒= −

22222 12 ππ nxynxxyxy nnn sinsinsin)3 







 +=







 +×=⇒

+=⇒=

−

222

2222
1

22
1

2
14

1

2

π

π

nx

nxy

xyxy

n

n

cos

cos

coscos)

  

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) 1

5
4

4

32

1
21

1
48

1
12

1
4

1
2

1
15

+−
−=

−
=

−
−

=′′′

−
=′′

−
−

=′
−
+

=

n
nn

x
ny

x
y

x
y

x
y

x
y

x
xy

!
.......

,

,)

  

)22(bc cbxxy,مقادیر =++را طوري تعیین کنید که نمودار )در نقطه2 )11,Aبـر
y x  . مماس باشد  =خط       



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٨

),)حل )   11cb =++روي نمودار قرار داردپس 11

=+1bاز طرفی شیب برابر 21است پس داریم









−=
=→

=+
⇒

1
1

b
c

cb o

  

23در چه نقـاطی از منحنـی   )23 −+= xxy        خـط ممـاس بـر منحنـی مـوازي حـط
14 −= xy  است؟

)باید) حل ) 4=′ xy  باشد پس

1133413 222 ±=⇒=⇒=⇒=+ xxxx  
  

ــی   )24 ــر منحن ــاس ب ــه ي مم 53معادل 23 −+= xxyــه ــید ک ــطرا بنویس ــر خ ب
o=+− 162 yxعمود باشد . 

6 )حل
1

3
1126 +=⇒+= xyxy

3پس شیب خط داده شد برابر
است پس−3است لذا شیب خط مماس برابر1

( )
( ) 631333631

311
12363

2

22

−−=⇒+−=+⇒−=−=−′
−=⇒−=⇒=+

=++⇒−=+

xyxyy
yxx

xxxx

)(
o

o

  
)25(RRf )میدانیم  :→در مورد تابع ) Rxxxf ∈≤ ,|| o=xدرfثابت کنید  2

)مشتق پذیر است )of  . رابیابید′



 

 

 

٢٩          حد و پیوستگی: دومفصل

 ) حل

( ) ( ) ( )

( ) |||

||||

x
x
xf

x
x
xfxxxfxxf

≤⇒

≤≤−⇒≤⇒≤ 22

):  از طرفی داریم ) o==− 1111 xx limlim  پس

( ) ( ) ( ) oo
o

o

oo
=′=

−
−−

=
→→

f
x

xf
x
xf

xx
limlim  

  

26(RRf )می دانیم:→در مورد تابع ) x
x
xfxx

x
xf

≤≤−⇒≤ آیـا)(11

مشتق پذیر است؟o=xدر نقطهfمی توانیم نتیجه بگیریم که

مثلاً) حل )خیر؛  ) xxf  . مشتق نداردo=xرا در نظر بگیرید این تابع در=

)اگر)27 ) [ ] xxxf sin=مقدار





′

4
πfرا حساب کنید . 

14چون  ) حل <<
π

oo= است پس







4
πf

( ) [ ]
o=

−
=

−







−

=





′

→→
44

4
4

44
ππ

π
π

ππ x

xx

x

fxf
f

xx

sin
limlim  

  
)28(RRf ــر ــابع و:→اگـــ )یـــــک تـــ )af ــل′ ــد، حاصـــ ــود باشـــ موجـــ



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٣٠

( ) ( )
h

hafhaf
h

−−+

→

2lim
o

 . را حساب کنید  

 ) حل

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )afafaf
hhh

h
hafaf

h
afhaf

h
hafhaf

′=′+′=
→→→

−−
+

−+
=

−−+

32

2
222

ooo

limlimlim

  

  

)اگر به ازاي)29 ) 12 <+≤≤ xxxxfx )مقدار, )of  . را حساب کنید′

ooo:  با توجه به نا مساوي داریم) حل ≤< )(fo   o  .f )(=پس

( ) ( ) ( ) ( ) 1==
−
−

=′
→→ x

xf
x

fxff
xx
limlim

oo o

o
o

)زیرا ) x
x
xf

+≤≤ 11

)اگر)30( ) ( ) ( ) ( ) o
o

==′−+
→

afaf
h

afhaf
h

,,lim 45
را2

 . حساب کنید

 ) حل

( ) ( )

( ) ( ) 1045
2

5
2

5
2

5
2

=′⇒=′=

−+
=

−+
→→

afaf

h
afhaf

h
afhaf

hh

)()(
limlim

oo

)دو مرتبـه مشـتق پـذیر باشـد و     Rبـرfاگر)31( ) ( )( )xxffxg =( og(آنگـاه    را′′



 

 

 

٣١          حد و پیوستگی: دومفصل

 . حساب کنید

  
 :یدقرار ده)حل

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )oooo

ooooo

oo

oo

fffg

ffffg

ufuufuxg

ufuxgufxg
fuxfxxfxu

uxxfxu

′′+′=′′⇒

′′+′′=′′⇒

′′′+′′′=′′

′′=′⇒=
=′⇒′+=′

=⇒=

22

2

2

2
2

  

  

مشتق پذیر باشند وRبرgوfاگر توابع)٣٢

( ) ( ) ( ) 222 −=′==−′ afafg  
)مقدار ) ( )afg ′

oرا حساب کنید . 

 )حل

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) 22122 =−−=−−′=

′′=′

.
.

g
afafgafg o

اگر)33(






=

+=
3

22
ty

tx مقدار)(
dx
dy3را به ازاي=tحساب کنید . 

 )حل



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٣٢

522
542

2
12

=
×

=⇒

==
+

)(
dx
dy

t

d
d
d
d

dx
dy

t
t

t

x

t

y

o1
27

52
27322

3 2
=

×
=⇒

+
== )(

)( dx
dy

t
t

dx
dy

dt
dx
dt
dy

211اگر)34( −== )()(' ff32و =− )('gحاصل ،)()'( 1fg oرا حساب کنید . 

 )حل

62322
111

−=−×=−⋅−=
⋅=

)()()('
)('))((')()'(

g
ffgfg o

مقدار. باشدaتابعی مشتق پذیر درfاگر)35(
ax ax

xafaxf
→ −

− )()(limرا حساب کنید . 

 : را به صورت اضافه و کم کنیدxxf)(مقدار) حل

)(')(

)()()(lim

)()()()(lim

aafaf
ax

ax
afxfx

ax
ax
axxf

ax
ax

xafxxfxxfaxf

−=
→
−
−

−

→
−
−

=

→
−

−+−

منحنی پـارامتري بـه معادلـه    ضریب زاویه خط مماس بر نمودار)36(






+=

−=

1
1

2

2

ty

txدر

2=tرا حساب کنید . 

 ) حل



 

 

 

فصل چهارم

كاربرد مشتق



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢

290تمرین صفحه4-2-14
ابتدا نشان دهید که هریک از توابع زیر دربازه داده شده در شرایط قضیه رل صدق مـی) 1(

 . مربوطه را بدست آوریدcپس مقدار. کند

1 ([ ]2122 23 xxxxxfوو −∈+−−=)(

چون مشتق پذیرند و مشـتق. ه رل را دارندچند جمله اي ها روي هر بازه شرایط قضی) حل
. آنها نیز چند جمله اي است

3
72

6
284

143
12

2

±
=

±
=

=−−⇒=

=−=

c

cccf

ff

oo

o

)('

)()(

2 ([ ] xxxوfوx 164 3 −=−∈ )(o

 : حل

3
4163

64644
2 ±=⇒=−=

==+−=−

cccf

ff

o

oo

)('

)()(

3 (

[ ]

3
2

3
1

3
1

3
4

3
4

34
−

−=

−=∈

xxxf

xxxfx

)('

)(,,o

]پس تابع روي )پیوسته و رويoو3[  . مشتق پذیر استoو3(



 

 

 

٣          کاربرد مشتق: چهارمفصل

4
3

3
23
34

3
2

1
3
4

33333

3
1

33

=⇒

=
−

=−⇒

=−===

c

c

c

c
c

ff

o

ooo )()(

4 ([ ]42 4
1

4
3

,,)( o∈−= xxxxf

 :حل

4
3

4
1

2
1

4
3 −−

−= xxxf )('

]رويfپس تابع )پیوسته و رويoو4[  . مشتق پذیر استoو4(

9
4

4

23

2

1

4

3

2
1

4
3

4
3

2
1

4
3

4
1

4
3

4
1

=⇒

=
−

=−

=−
−−

c

c

c

cc

cc

o

o

5 (
[ ]





>→−
≤→+

=−∈ 27
2373

xx
xx

xfx )(,,

پیوسته است، پس همه جا پیوسـته اسـت و    2این تابع در) حل



>→−
≤→

= 21
21

x
x

xf )('

 . لذا شرایط را ندارد. مشتق پذیر نیست 2پس در



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٤

6 (
[ ] 3

1243
2

−
−−

=−∈
x

xxxfx )(,,

]تابع در) حل ]433  . ه را نداردپیوسته نیست، پس شرایط قضی∋−,

7 ([ ]326116 23 ,,)( ∈−+−= xxxxxf

 ) حل

12
3

2
1

24
1212

11123
63354273

6222482

2

±=
±

=

=+−=

=−+−=
=−+−=

c

cccf

f
f

o

o

o

)('

)(
)(

8 ([ ]ππ ,,sin)()( o∈−= xxxf

xs) حل  . همه جا پیوسته و مشتق پذیرندinچند جمله اي و

( )

π
π
π

π
π

=+⇒
−=⇒
−=⇒

=−+=
==

cc
cc

ccc
ccccf

ff

tan
tan

cossin
cos)(sin)('

)()(
o

oo

 . جواب دراین بازه استπ=cواضح است که

9 (
[ ]43

245
292

,)( −∈→






≥→−
<→−= x

xx
xxxf

]ایــــــــن تــــــــابع در) حــــــــل ]432 پیوســــــــته نیســــــــت چــــــــون∋−و



 

 

 

٥          کاربرد مشتق: چهارمفصل

−→

=≠−=−=

2
62592

x

fxxf )()lim()(lim

 . پس شرایط قضیه برقرار نیست

10(
[ ]421

522
,,)( −∈

−
+−

= x
x

xxx
 

f
. 

]این تابع در) حل ]421  . پیوسته نیست، پس شرایط قضیه برقرار نیست∋−و

xxxxxfاگر) 2( −+−= 234 باشد، به کمک قضیه رل ثابت کنید کـه معادلـه   )(22
o=−+− 1464 23 xxxدر بازه(  . حداقل یک ریشه داردoو1(

o) حل

oo

=−+−=
=

12211)(
)(

f
f

)تابع چند جمله اي در قضیه رل صدق می کند، پس در ocو1( وجـود داردحداقل یـک   
که
o=−+−= 1464 23 ccccf )('

)3 (o=++ cxxبه کمک قضیه رل ثابت کنید که معادله یک ثابـتc، که در آن23
 . دلخواه است، نمی تواند بیش از یک ریشه حقیقی داشته باشد

cxxxfاگر) حل ++= 2بـیش از یـک ریشـه داشـته     )(23 =باشـد    3 2 +xxf )('

 . حداقل یک ریشه دارد که تناقض است

4 (o قضیهرل ثابـت کنیـد معادلـه     =++−=با استفاده از  )()( xوfxxxxf 3235

)دقیقا یک ریشه در بازه  . داردoو1(



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٦

oo) حل <)()( 1ff311پس −== )()( oوffحـداقل یـک   طبق قضیه مقدار میانی

)ریشه در =++<oاز طرفی. داردoو1( 235 24 xxxf )(' . 

')(چون xf)(  . دقیقا یک ریشه داردxfهیچ ریشه اي ندارد پس
سـپس. ین صدق می کننـدابتدا نشان دهید توابع داده شده در شرایط قضیه مقدار میانگ) 5

 . مربوطه را بدست آوریدcمقدار

1 ([ ]13
2

,,)( o∈= xxx f. 

) حل
3
1

3
2 −

= xxf )('

]رويfپس ]1,oپیوسته و روي( )1,oمشتق پذیر است . 

27
8

11
11

3
2

3

=⇒

=
−
−

=⋅

c

ff
c o

o)()(

2 (





∈

−
+−= 32

3
1

11 ,,)( x
x

xxf

تابع داده شده روي) حل



 32

3 ,
پیوسته روي







 32

3 ,
مشتق پذیر است،



 

 

 

٧          کاربرد مشتق: چهارمفصل

2
33

2
33

1
11

1
1

2

2

−

−
=

−
−⇒

−
−=

)()(

)(

)(
)('

ff

c

c
cf

o

o

=⇒

=−⇒==
−

−
−

c

c
c

11
1

11 2

2
32

2
5

2
5

)(
)(

3 (
[ ]





≥−
<+

−∈

3215
332

51

x
xx
xو

,
,

2مش 3تابع در) حل    3 −=تق پذیر نیست، چـون )('f23و −=+ )('f   پـس شـرایط ،
 . قضیه را ندارد

4 ([ ] 3
2

4354 )()(,, −=−∈ xxf x. 

3) حل
1

42
−

−= )()(' xxf،fدر[ ]544 مشـتق پـذیر نیسـت، پـس شـرایط      ∋−و
 . برقرار نیست

5 (
[ ] 3

35
2

+
−

=−∈
x
xxfx )(,, o

 . 

]تابع در ]o,53  . پیوسته نیست پس شرایط قضیه برقرار نیست−∋−

6 ([ ] 1751 2 −+=−∈ xxxfx )(,, . 



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٨

پس. چند جمله اي است، شرایط برقرار استfچون) حل

o=⇒

=
−

=
−−

=+

c

ffc 76
749

6
1572 )()(

 . ریشه حقیقی دارد 3حداکثر 3نشان دهید هر چند جمله اي از درجه) 6(
ریشـه دارد 2است و حداکثر 2، چندجمله اي درجه3چون مشتق چندجمله اي درجه) حل

 . ریشه دارد 3حداکثر 3پس چندجمله اي درجه

+++=oنشان دهید معادله) 7( 133 35 xxxداراي بیش از یک ریشه حقیقی نیست . 
 . ریشه حقیقی داردچون درجه چند جمله اي فرد است، حداقل یک) حل

195از طرفی 24 ++= xxxf هیچ ریشه اي ندارد، پس چنـد جملـه اي داده شـده،    ')(
 . دقیقا یک ریشه دارد

)8 (o=+++ baxxنشان دهید معادله n ∋<oبراي12 aNn  . دقیقا یک ریشه دارد,
 . داردچون چندجمله اي از درجه فرد است، حداقل یک ریشه) حل

a xnxfاز طرفی n ++= 212 ')(، پسo>aو')()( xfهیچ ریشه اي ندارد، پـس
 . معادله دقیقا یک ریشه دارد

)9 (o=+++ 135نشان دهید xxxدقیقا یک ریشه دارد . 
1 35از طرفی 24 ++= xxxf  . ادله دقیقا یک ریشه داردهیچ ریشه اي ندارد پس مع')(

نشان دهید)10(

xxLn
x

xوx <+<
+

> )()( 11o
 . 

)()(تابع) حل nLntf += ]را روي بازه1 در نظر بگیرید این تابع شرایط قضـیهxoو[



 

 

 

٩          کاربرد مشتق: چهارمفصل

 : پس. مقدار میانگین را دارد

xxLn
x

x
x

xLn
c

c

xLn
xx

xLn
cx

xc

x
xLn

c

xc
x

fxfcf

<+<
+

⇒

+
=

+
>=

+
⇒<

+<
+

⇒
+

=
+

<
+

⇒<

+
=

+
⇒

<<
−
−

=

)(

)(

)()(

)(

)()()('

11

1
1

111
1

11
11

1
1

1
1

1
1

1

o
o

o

o

o

. نشان دهید)11(

xx
Ln

x
x 1111

1
<+<

+
> )(),( o

xxکافی است در تمرین قبل به جاي) حل قرار دهیم
1

 : داریم

xx
Ln

x

x
Ln

x

x

1111
1

1111

1

<+<
+

⇒

+<
+

)(

)(

]بر بازه بستهfاگر)12( oooو1[ ')(و اگرf)(=پیوسته و xf     بـر بـازه بسـته بـاز

( oxو1( موجود و صعودي باشد، نشـان دهیـد کـه    
xfxg )()( =

)نیـز بـر بـازه     oو1(

 . صعودي است
>>1براي) حل xoقضیه مقدار میانگین داریمطبق : 



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٠

2121 1 cxcxxx

cxf
x

fxfxg

≤⇒<<<

=
−
−

=

o

o

o )(')()()(

'fصعودي است)(')('' 21 cxfcxff ≤⇒

gg xgxgصعودي است ⇒≤⇒ )()( 21

)13(21 xفرض کنید
xxf

+
=)('

 : متمایز داریمbوaثابت کنید به ازاي هر. 

abafbf −≤− 2
1)()(

) حل

22

2

22

2

22

22

1
1

1
1

1
21

)()()(
)('

x
x

x
x

x
xxxf

+
−≤

+

−
=

+

−+
=

222از طرفی 12 )( xx 2پس≥+
1

1 22

2
≥

+ )( x
x

لذا. 

2
1

2
11 =−≤)(' xf

 . متمایز و دلخواه باشدbوaحال اگر

abafbf

cf
ab

afbf

−≤−⇒

≤=
−
−

2
1

2
1

)()(

)(')()(

2اگر)14(
π

αβ <≤<o
 : باشد، نشان دهید که



 

 

 

١١          کاربرد مشتق: چهارمفصل

α

βα
βα

β

βα
22 cos

tantan
cos

−
≤−≤

−

xxfتابع) حل tan)( ]را روي بازه= ]αβدر نظر بگیریدو . 
 : پس.این تابع شرایط قضیه مقدار میانگین را داراست

c2
1

cos
tantan

=
−
−

βα
βα

αβچون << cوx2
1

cosپس. تابعی صعودي است

αβ 222
111

coscoscos
≤≤

c

لذا

αβα
βα

β 22
11

cos
tantan

cos
≤

−
−

≤

]درستی قضیه مقدار میانگین را براي تابع زیر در فاصله)15( . بررسی کنیدoو2[










>

≤≤
−

=
11

12
3 2

x
x

xx

xf
,

,
)(

o

1) حل
11

→
==

x
fxf )()(lim

]پس تابع همه جا خصوصـا روي ]2,oاز. پیوسـته اسـت
 : طرفی



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٢







>−

≤≤−
=== +− 11

1
111

2 x
x

xx
xfff

,

,
)(',)(')('

o

)همه جا خصوصا رويfپس مشتق )2,oلـذا شـرایط قضـیه مقـدار     . موجـود اسـت
 . میانگین برقرار است

xثابت کنید که)16( xمعادله −= )یک و تنها ریشه در بازه2 )1,oدارد . 

xxاز) حل −= 2x xLogنتیجه می گیریم −=2

x Logxfحال تابع x += )را روي فاصله)(2 )1,oدر نظر بگیرید . 

fریشه اي در







12
1 ,

. دارد
⇒<−=+−=

>=

o

o

2
1

2
112

1
11

)(

)(

f

f

11
2

1
از طرفی

+⋅=
xLn

xf )('
xLogپس. هیچ ریشه اي ندارد x =2

x xدقیقا یک ریشه دارد، لذا −= )دقیقا یک ریشه در2 )1,oدارد . 

+−=oقضیه)17( 13رل را بیان کرده با استفاده از آن نشان دهید که معادله xxیـک
 . و فقط یک ریشه حقیقی دارد

]رويfاگـر) حل ]ba )پیوسـته و روي, )ba ,)     ( )(مشـتق پـذیر باشـد و bfaf =

),(آنگاه bac ∈o=)('  .c fموجود است که
. چون معادله داده شده از درجه فرد است پس حداقل یک ریشه دارد

1 =از طرفی 3 2 +xxf )(')( نمی توانـدxfهیچ ریشه اي ندارد، پس طبق قضیه رل
 . بیش از یک ریشه داشته باشد



 

 

 

١٣          کاربرد مشتق: چهارمفصل

1با است)18(       =x eفاده از قضیه رل ثابت کنید بـین هـر دو ریشـه حقیقـی معادلـه x sin

1−=x eحداقل یک ریشه x cosقرار دارد . 

xe=1) حل x sinx exمعادل است بـا −=sin .1و−=xe x cos    معـادل اسـت بـا
xex −−=cos.

xexxfحال تابع −−= sin)(این تابع شرایط قضیه رل را داراست و. را در نظر بگیرید
xexxf −+= cos)(' .

)('  . وجود داردxfبنابراین بین هر دو ریشه

xexیعنی بین هر دو ریشه −=sinxe xیک ریشه از −−=cosود داردوج . 

1. با استفاده از قضیه مقدار میانگین ثابت کنید)19(
111
+

≥
+

≤<
ax

xLnx )(o
   . 

1داریمo>xبراي)11(طبق تمرین) حل
1

+
>

+
x

x
x

xLn )(
 . است

>≥1حال اگر xoآنگاهxx
x

+
≤

+ 1
1

 : بنابراین1

)(
x

xLn
x

x 1
1

+
≤

+

)20(1      ≥α با استفاده از قضیه مقدار میانگین نشان دهید که بـه ازاي هـر عـدد حقیقـی

)به شرط آنکه. (رابطه زیر برقرار است ) o>+1zباشد.(

o≥z    اگر ( ) zz αα +≥+ 11

xxxfتابع) حل αα −+= )()( ]را روي فاصله1 در نظر بگیریدzoو[



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٤

zcپـــس.ایـــن تـــابع شـــرایط قضـــیه مقـــدار میـــانگین را داراســـت <<oموجـــودات کـــه

o
o

o
≥−+=

−−+
⇒=

−
− − αα

αα
α 1111 )()()(')()( c

z
zzcf

z
fzf

zzاست پسo>cچون αα +≥+ 11 )(

xxxfتابعo<zاگر αα −+= )()( ]را روي1 ]ozدر نظر می گیریمو

α

α
α

α

α
α

)(

)()(

)(')()(

zz

c
z

zz

cf
z

zff

+≤+⇒

≤−+=
−

++−

=
−
−

11

111
o

o

o

o

)21(x xxxfبا استفاده از قضیه رل نشان دهید که مشتق تابع 128 24 فقـط)(=−−

]یک ریشه در  . دارد−و11[
) حل

2
2

2

3

3
4

12
16

1612
12164

±=⇒=⇒=

−=

−−=

xxxf

xxf

xxxf

o)(''

)(''

)('

)('' ]خارجxfریشه هاي ')(−و11[ ]حداکثر یک ریشـه درxfقرار دارند پس −و11[

 . دارد
o=−+−=−  . و این تنها ریشه تابع مشتق استf')(121641از طرفی

)22(2 334ثابت کنید که تـابع    35 −++= xxxxf ]در فاصـله)( ]1,o   تنهـا یـک
 . ریشه دارد



 

 

 

١٥          کاربرد مشتق: چهارمفصل

ooo) حــل <−=>= 281 )(,)( ffــداقل یــک ریشــه در ]پــس ح ]1,oاز. دارد
 : طرفی

oo >++= 392 24 xxxf )('

)(' xf)(  . دارددقیقا یک ریشهxfهیچ ریشه اي ندارد پس

)23()( ]رويxfفـــرض کنیـــد ]1,oثابـــت کنیـــد عـــددي ماننـــد. مشـــتق پـــذیر باشـــد
cc ,1<<o)( ')()(وجود دارد به طوري که 122 fccfcfc =+

)()(تابع) حل xfxxh ]را روي فاصله=2 گیرید این تابع شـرایط قضـیه   در نظر بoو1[
 : مقدار میانگین را داراست پس

)()()('

)()(')(,

)(')()(,

12

21
11
1

11

2

2

fccfcfc

ccfcfcfc

chhhc

=+⇒

+=
−

<<

=
−
−

<<

o
o

o

o
o

 . 300تمرین صفحه 4-3-8
 . تعیین کنید توابع زیر روي چه بازه هایی صعودي یا نزولی هستند) 1(

o<+−=−=

+−−=

)()('

)()

4545
241

44

5

xxxf

xxxf

fهمواره نزولی است . 

)()('

)()

1444
22

23

24

−=−=

−=

xxxxxf

xxxf

) ]تابع روي ]تابع صعودي روي1+∞ ]1,oنزولی



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٦

]روي ]o,1−تابع صعودي و روي]( 1−∞−  . نزولی است,

344
2

2

1
3

1
4211

1
2121

1
23

)(
)(

)(
))((

)(
))(()()('

)(
)()

−
−

=
−

−++−−
=

−
+−−−−−

=

−
+−

=

x
x

x
xxx

x
xxxxf

x
xxf

)تابع روي )31 )نزولی و روي, )و3,+∞(  . صعودي است−∞,1(

2
4

24
4

4

44

2

2

2

2
2

2

±=⇒=
−

−
=

−
−−=

−=

x
x

x

x

xxxf

xxxf

o)('

)()

)تابع روي )22 )صعودي و روي−, )22− )و,− )22  . نزولی است,
[ ]xxf =)()5

 . تابع جزء صحیح همه جا صعودي است









≤→−
<≤−→−−

−<→
=

+−=

x
xx

x
xf

xxxf

o

o

1
112

11
16

)(

)()

o≥−=
+=

xxf
xxxf

sin)('
cos)()

1
7

 . همواره صعودي است

22

2
2

1
1

1
8

)(
)('

)()

x

xxf

x
xxf

+

−
=

+
=



 

 

 

١٧          کاربرد مشتق: چهارمفصل

)تابع روي )11 )صعودي و روي−, )1−∞− )و,  . صعودي است1,+∞(

o<−
+

=−
+

=

−+=

)()('

)()

xxxx
xf

xxxf
1

1
1

2
1

2
1

12
1

19

xxچون. تابع همواره نزولی است
1

1
1

 
≤

+. 

2

2

2 2
14

2
12

2
1210

x
x

x
xf

x
xxf

−
=−=

+=

)('

)()

تابع روي






− 2

1
2
1 ,

نزولی و روي






 ∞+,2

1
و







 −∞− 2

1,
 . صعودي است

2

2

2

2
2

2

5
25

5
5

511

x

x

x

xxxf

xxxf

−

−
=

−
−−=

−=

)('

)()

ــابع روي تـ









− 2

5
2
5 ,

ــعودي و روي صـ









−− 2

5 5 ,
و







 52
5 ,

 . نزولی است

3
1

1212 )()() −−= xxf

=−−>⇒همواره نزولی است
−

o3
2

1)()(' xxf

))(())(()()()('

)()()

65226322223
213

22322

23

−−=+−−=−+−=

−=

xxxxxxxxxxxxf

xxxf



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٨

تابع روي






 ∞− 5

و6
)و صعودي و روي2و+∞(







 25

6 و
 . نزولی است

14()(sincos

)sin(coscossin)('
coscos)(

2
12

122
22

+−=

+−=−−=
−+=

xx

xxxxxf
xxxf

تابع نزولی
⇒<⇒<< oo )(' xfx 2

π

ابع صعوديت
⇒>⇒<< o)(' xfπ x π2

تابع نزولی
⇒<⇒<< o)(' xfx 6

7π
π

تابع صعودي
⇒>⇒<< o)(' xfx 2

3
6

7 ππ

تابع نزولی
⇒<⇒<< o)(' xfx 6

11
2

3 ππ

تابع صعودي
⇒>⇒<< o)(' mfxπ

π26
11

2با فرض) 2(
π

<< xo
 . ، نامساوي هاي زیر را ثابت کنید

xx) الف < sin. 

ttfتابع) حل sin)( ]را روي= ]x,oدر نظر بگیرید
 . شرایط قضیه مقدار میانگین را دارد پس



 

 

 

١٩          کاربرد مشتق: چهارمفصل

xxc
x

xcf
x

fxf
<⇒<=⇒=

−
− sincossin)(')()( 1

o

o

) ب
xxx sin<− 6

3

6تابع) حل
3tttf += sin)(

]را روي فاصله ]x,oدر نظر بگیرید
پس داریم. شرایط قضیه مقدار میانگین را دارد

613
6 32

3

xxxcc
x

xx
cf

x
fxf

−>⇒>+=
+

⇒=
−
− sincos

sin
)(')()(

o

o

. نشان دهید) 3(

xtrc
x

x
x

<Α<
+

>

tan

)(

21

o

trctfتابع) حل tan)( Α=را روي بازه[ ]x,oدر نظر بگیرید
 : پس داریم. داردشرایط قضیه مقدار میانگین را

21
1
cx

xrccf
x

fxf
+

=
−Α

⇒=
−
− o

o

o tan)(')()(

xcچون <<oپس
1

1
1

1
1

22 <
+

<
+ cxلذا داریم : 

xxrc
x

x
x

xrc
x

<Α<
+

⇒<
Α

<
+

tantan
22 1

1
1

1

)4 () )()با فرض xLnxxf +−= >>1و1 xoنشان دهید . 



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٠

214
22 xxLnxx

<+−< )(

ــابع) حــل )()(ت tLnttf +−= 2ttgو1 ]روي)(= ــدارxoو[ ــرایط قضــیه مق ش
 : میانگین را دارند، پس داریم

)(
)(

/)()(
)('
)('

)()(
)()(

cx
xLnx

c
c

c
x

xLnx
c

c
x

xLnx
cg
cf

gxg
fxf

+
=

+−
+

=
+−

⇒+
−

=
+−

⇒=
−
−

12
11

21
1

2
1

111

2

22o

o

>>>1از طرفی چون xcoلذا داریم : 

2
1

12
1

4
1

<
+

<
)( c

: پس داریم

2   
142

11
4
1 22

2
xxLnxx

x
xLnx

<+−<⇒<
+−

< )()(

: نشان دهید) 5(
xxLn

x
xx <+<
+

> )()( 11o

 . مراجعه کنید292به تمرین صفحه) حل

2: نامساوي زیر را ثابت کنید) 6(   
2 π
π

<<<< xxxx o,sin

xx) حل  . قسمت الف نشان داده شد 2در تمرینsin>نامساوي

تابعo>xبراي
tttf

π
2

−= sin)(
را روي فاصله





2
π,x

در نظر بگیرید، این تـابع



 

 

 

٢١          کاربرد مشتق: چهارمفصل

 . شرایط قضیه مقدار میانگین را دارد

c
x

xx
c

x

xx
cf

x

xff
cos

sin
cos

)(sin
)('

)()(
−=

−

−
⇒−=

−

−−
⇒

−

−

ππ
π

ππ
π

π

π
2

2

2
2

2

2

2

2 o

2اگر) 7(
π

<o < x
x: باشد نشان دهید   xx 2>+ sin tan. 

]در بازهfفرض کنید تابع) 8( ]ba )در فاصلهf''وپیوسته, )ba همـواره موجـود و   ,
 . نشان دهید. مثبت باشد

[ ] ))()(()(:,, yfxfyxfbayx +≤
+

∈∀ 2
1

2

]در بازهfاگر) 9( oooو1[ ')(f)(=پیوسـته و )xfو اگـر موجـود وo,1(بـر بـازه   

xنشان دهید که. صعودي باشد
xfxg )()( =

)نیز بر بازه )1,oصعودي است . 
 . مراجعه کنید292صفحه12به تمرین) حل



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٢

 . نقاط بحرانی هر یک از توابع زیر را تعیین کنید

o=+=+=

+=

)()('

)()

3441216
441

223

34

xxxxxf

xxxf

⇒






 −= 4

3,o
نقاط بحرانی

o=
+
−

=
+

+−−
=

+
−

=

22
2

22
22

2

4
4

4
24

4
2

)()(
)('

)()

x
x

x
xxxf

x
xxf

{ }⇒−= نقاط بحرانی,22

2
1

3
2

2

=

=⇒
=−=

−=

x

x
xxxf

xxxf

sin

cos
cossin)('

sinsin)()

o

o

⇒






 +++= 6

52622
π

π
π

π
π

π kkk ,,
نقاط بحرانی







≤≤−

<≤−−
=







≤≤+−

<≤−−
=

521
22

332

523
22

334
2

x

xx
xf

xx

xx
xf

)('

)()

 . ه بحرانی استنقطx=2پس. پیوسته است ولی مشتق پذیر نیستx=2تابع در



 

 

 

٢٣          کاربرد مشتق: چهارمفصل

oo =−+→=
−+

=

−+=

−+=

−

347
3

347
3
4

3
7

35

2

3
2

2

3
2

3
1

3
4

3
1

3
4

3
7

xx

x

xx

xxxxf

xxxxf

)('

)()

⇒






 − 7

31,,o
پس نقاط بحرانی

xxxx

xxx

xx

xxxf

xxxf

121243
263
433

63
436

223

2

3 223

2

3 23

−=⇒=+−⇒=+−

=⇒=−

+−

−
=

+−=

,)()(

,

)(
)('

)()()

oo

oo

مشتق موجود است پسx=2به ازاي
{ }⇒−1,oنقاط بحرانی

)(
)()()

45
17 2 +−

+
=

xx
xxf

) حل
{ }

oo =−+⇒=+−−⇒

+−

++−−+−
=

−=

9292
45

552245
41

22

22

22

xxx

xx
xxxxxxf

RD f

)(
)('

,

⇒
نقاط بحرانی

±−=
±−

= o
o 112

42x



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٤

248 2
1

2
3

+−= xxxf )()

[ ]

⇒=⇒
−

=−=

+∞=

−

3
4

2

4322
3

2
1

2
1

2
1

x

xxxxf

D f

)('

,o

نقطه بحرانی   
313تمرین صفحه4-3-21

 
با استفاده از آزمون مشتق دوم نقاط ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی هر یک از توابع زیـر را

 .تعیین کنید

1 (263
43

2

23

==⇒=−=

+−=

xxxxxf

xxxf

,)('

)(

oo

=⇒=−⇒ماکزیمم نسبی 6)('' oo fx

=⇒=⇒مینیمم نسبی 622 )(''fx

2 (xxf

xxxxf

xxxf

cos)(''

,sinsin)('

cos)(

−=

=⇒=⇒=−=

+=

4
3

42
2

2
2

2
2

ππ
o

⇒
ماکزیمم نسبی

−=−⇒= 2
2

444 )cos()('' πππ fx

⇒
مینیمم نسبی

=⇒= 2
2

4
3

4
3 )('' ππ fx



 

 

 

٢٥          کاربرد مشتق: چهارمفصل

3 (
2
324

71
62618612

1834
22

23

−==⇒
±

=⇒

=−−−=++−=

++−=

xxx

xxxxxf

xxxxf

,

)()('

)(

o

=⇒>⇒ماکزیمم نسبی
+−=

o)(''
)(''

22
624

fx
xxf

مینیمم نسبی
⇒>−⇒−= o)('' 2

3
2
3 fx

4 (1812
336186

2792
2

23

−=
==⇒−=−=

+−=

xxf
xxxxxxxf

xxxf

)(''
,)()('

)(

o

=⇒=−>⇒ماکزیمم نسبی ooo 18)(''fx

=⇒=<⇒مینیمم نسبی oo 183 )(''fx

5 (2
5

2
3

2
3

2
1

2
1

2
1

3

11211222

44

−−

−−

−

+−=

=⇒=
−

=−=−=

+=

xxxf

x
xx

x
xxx

xxxf

xxxf

)(''

)()()('

)(

o

⇒>= o21)(''fمینیمم نسبی

6 (f3در=xمینیمم نسبی دارد .⇒−= 43)()( xxf

7 (



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٦

[ ]

x
xxxx

x

xx
x

xx
xf

xx
x
xx

x
xxx

x
xxxxf

Dxxxf f

2
4542412

2

45412412

5
44

2
454

2
444

2
1442

4
2

2

2

))(()(
))(()(

)(''

,))((

)()()()()('

,)()(

−−−−
=

−−−−
=

==⇒=
−−

=

−+−
=−+−=

+∞=⇒−=

o
o

o

o

f4در 
⇒>=

×
=

مینیمم نسبی
o168

1684)(''f

f5در
4

ماکزیمم نسبی
⇒<

−×
= o

5
8

45
8

5
4 )(

)(''f

8 (
33

2

3

2

2

2
81

2
81

9
281

9
29

9
9

=⇒=⇒=
+−

=+−=

+=

xx
x

xx
x

xf

x
x

xf

o)('

)(

مینیمم نسبی

⇒>⇒+= o)('')('' 3
3 2

81
9
218 f

x
xf



 

 

 

٢٧          کاربرد مشتق: چهارمفصل



 

 

 

پنجمفصل

ضد مشتق



 

 

 

٢٩          ضد مشتق: پنجمفصل

350تمرین صفحه 5-2-9
 : هر یک از انتگرال هاي زیر را حل کنید) 1(

 )الف
cxdxxdxx +

−
⋅=−=− ∫∫ 5

23
3
13233

123
544 )()()(

) ب
cxxdxxdx

x
x

+++×=+=
+

+
∫∫ 113

2
2
112

1
12

1 )(

xdx )ج   x +∫ 12

xuقرار دهید += dxuduپس12 =2

cxxx

cuuu

duuuuduuu

+
+

+
+

−
+

=

++−=

+−=− ∫∫

))()()((

)(

)()(

3
1

5
12

7
12

35
2

72

2221

2
3

2
5

2
7

357

246222

) د
cxxcuuuduu

xdxuduxdxuduxu

dxxx

+
−

+
−

=++=+

=⇒=⇒−=

−

∫

∫

2
1

4
1

241

221

1

22224
2

22

23

)()(

 )ه
∫

− dx
x

x 21)(



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٣٠

cx

cuduu
x

dxduxu

+−=

+−=−⇒=⇒= ∫
3

32

13
2

13
2122

)(

)()(

) و
cx

cxdx
x

x

x

dxx

+−−=

+−×−=
−

−
−=

−
∫ ∫

6

6
6

5

6

5

13
1

126
1

1
6

6
1

1

) ز
∫ ∫

∫ ∫

+−
=

−+

=⇒+=

+++
=

++

5332

22

222322

111

1
11111

uu

udu

uu

udu
xdxuduxu

xxx

xdx

xx

xdx

)(

)()(

) ح
c

x
c

uu
duxu

x
dxx

xx
dxx

+
++

−=+×−×=⇒++=

++

+
=

++

+
∫ ∫

2223
2

3232

114
11

2
1

2
111

11
1

22
1

))((
)(

))((
)(

)(
)(

∫) ط ∫

∫

+−=⋅=

=⇒=
−

cxxdxxdx
x
x

xdxduxudx
x

x

322
4
2

4
2

12
1

4
1

4
1

224

cotcsccot
sin
cos

cossin;



 

 

 

٣١          ضد مشتق: پنجمفصل

∫ )ي

∫

+++=+×=

+=⇒++=

++

+

cxxcu
u

du

dxxduxxu

dx
xx

x

3
2

33
2

3

23

3 3

2

132
1

2
3

3
1

3
1

1313
13

1

)(

)(

 )ك
cxxx

cuuu

duuuuduuu

dxduuxu

dxxx

+
−

+
−

−
−

−=

++−−=

+−−=−−

=−⇒−=

−

∫ ∫

∫

))()()((

)(

)()(

o

o
o

o

1
1

7
12

4
13

17
2

43

2313
31

1

3
1

3
7

3
4

174

963323

23

32

) ل
∫ ∫ ++×=

+
=

+
cxdx

x

xdx
x

x 3
2

3
3 3

2

3 3

2
12

3
3
1

1
3

3
1

1
)(

) م
cx

dxxxdxxx

+−×−=

−−−=−∫ ∫
5
6

2

5 25 2

56
5

2
1

252
15

)(

)(

)2 (x xfفرض کنید  : به صورت زیر تعریف شده باشدFو تابع)(=










≥

<−
=

o

o

xx

xx
xF

,

,
)(

2

2

2
1

2
1



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٣٢

ضد مشتقFنشان دهید )رويfیک  )+∞∞−  . است,

) حل
)(

,
,

)(' xf
xx
xx

xF =




≥
<−

=
o

o

 . 355تمرین صفحه5-3-13

∫انتگرال xx
dx

42 cossinرا حل کنید . 

) حل
cxxx

xdxxx
x

dxxdx

xx
dx

x
dxdx

xx
xx

xx
dx

+−+=

++=+=

+=
⋅

+
=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

223

241
2

4

3

222
2

4

2442
22

42

cottantan

csc)tan(sec
)(sin

sec

)cos(sincoscossin
cossin

cossin

 . 357تمرین صفحه5-3-20
 . کنیدهر یک از انتگرال هاي زیر را حساب) 1(

1 (
cxxx

dxdxxxdxx

dxxxxdx

++−=

++−=

−=

∫ ∫ ∫
∫∫

tantan

)(tansectan

)(sectantan

3

1

1

3

222

224

2(
cxxxx

xdxxdxx

xdxxxdxxxdx

+−+−=

−⋅=

−=⋅=

∫ ∫
∫ ∫ ∫

tantantan

tansectan

tan)(sectantantan

35

1

35

424

42426



 

 

 

٣٣          ضد مشتق: پنجمفصل

3 (
c

xx

dx
x
xdx

x
xdx

x
xx

dx
x
x

++−=

−=
−

= ∫ ∫ ∫

∫

68

799

2

9

3

6
1

8
1

1

sinsin

sin
cos

sin
cos

sin
)sin(cos

sin
cos

4 (∫ ∫

∫ ∫ ∫

+−−=+=

+
==⋅

c
xx

dx
x
xdx

x
x

dx
x

xxdx
x
xxdxx

354

2

6

2

6

22

6

4
64

3
1

5
1

1

tantantan
sec

tan
sec

tan
)tan(sec

tan
seccotsec



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٣٤

c
xx

dx
x

xdx
x

xdx
x

xx
x
x

+−=

−=
−

= ∫∫∫∫

68

999
2

9
3

6
1

8
1

15

coscos

cos
sin

cos
sin

cos
)cos(sin

cos
sin)

cxx

xxdcsexxdxcsex

xxxdxx

++−=

−=

−−

∫ ∫

810

16

810

2729

72274

cotcot

.cot.cot

cot)(cotcsccot.csc)

( )

∫

∫∫
+−==

=

c
x

dx
x

xx

dx
x

xxdxxx

coscos
cossin

cos
cotsinsinseccos)

2
12

2
1

7

2

2
2

cxx

dxxxdxxx

dxxxxdxxx

++−=

−=

−=

∫ ∫
∫ ∫

216
1212

1
2222

2212228

86

75

5253

coscos

sin.cossin.cos

cos)cos(sincos.sin)

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
∫

∫

+
−

+
=+−+=







 =⇒=

+=
+

11
1

12
111

119

1112
1011

2

10
2

10

xxduuu

x
dxduxu

duuudx
x

xx

tantan

cos
tan

cos
tantan)



 

 

 

٣٥          ضد مشتق: پنجمفصل

( )
( )

∫

∫ ∫

+
+

=−=

=−⇒+=
+

=
++

c
xu

du
dxxduxu

x
dxx

x
dxx

1
1

1
112

10

2

22

cos

sincos
cos
sin

coscos
sin)

dxxInفرض کنید) 2( ntan=.In و4I,بیابیـدیک فرمول بازگشتی براي محاسـبه   
6Iرا محاسبه کنید .

) حل

( )
( )

c
n

IIn

cI
n

dxxxdxxx

xdxxxdxxxIn

n

n

n

n

nnn

nn

+
−

=+⇒

+−
−

=

−−=

=−==

−

−

−

−

−−−

−

∫ ∫
∫ ∫

1

61

1

1

1
2

2
1

2221

222

tan

tan

sectantan.tan

tansectantan.tan

( )

cxxxxI

cxxxI

xxdxxdxxI

+−+−=

++−=

−=−== ∫ ∫

tantantan

tantan

tansectan

35

3

1

35
6

3
4

23
2

)یی رابیابید که ضریب زاویهخطوط مماس در هر نقطـهمعادله دسته منحنی ها) 3( )yx,



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٣٦

yاز آن برابر
x

−
 . باشد

 ) حل

cxdxydy

xdxydy
y
x

dx
dy

+−=⇒

−=⇒−=

cyxcxy 222
2222

=+⇒=−=

. ها، دوایر بر مرکز مبدأ مختصات استمعادله دسته مخفی
),(معادله مخفی را بیابید که از نقطه) 4( گذشته و معادله ضریب زاویه مماس برخی92

23xباشد . 

 )حل
1

189

33

3

3

22

+=

=⇒+=
+=

+=⇒= ∫

xy

cc
cxy

cdxxyxy

)5 (o=− xyمعادله . را حل کنید'2

c )حل   x

cxyxy

+=⇒

+=⇒= ∫
2

22'

x=1هرگاه مقدار. استx+3مشتق تابعی برابر) 6( 1به ازاي تـابع را,  باشـدبرابـر   
. بیابید



 

 

 

٣٧          ضد مشتق: پنجمفصل

) حل

( )

( )

( ) 3
13333

2
3

13243
2111

333
2

33

−++=

−=⇒×××=⇒

+++=⇒

++=⇒+= ∫

xxy

cc

cxxy

cxyxy

,

'

 . هر یک از انترالهاي زیر را حل کنید) 7(

( )

( )∫ ∫

∫

+=

+
+

−=
+

dxxdxx

c
xx

dxx

36

2

218
1

1
1

1
1

coscos

coscos
sin)

( )
( ) ( )

cxxxxxx

dxxxdxxdxxdx

dxxxx

 +








−++++=







 −++++=

+++=

∫ ∫ ∫ ∫

∫

6
222

148
3

2
322

3
8
1

212412
3238

1

2232318
12

3

2

32

sinsinsinsin

sincoscoscos

coscoscos)

( )

cxxx

dxxxdxxxdxxx

xdxxxdxxx

+−+−=

+−=

−=

∫ ∫ ∫
∫ ∫

75
2

3

42

13

7
5

3

62

22225

coscoscos

cos.sincos.sincos.sin

coscossincossin)



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٣٨

( )

cxx

dxxxdxxx

dxxxxdx
x
x

++=

−=

−=

∫ ∫

∫ ∫
−

−

38
132

1

333

3313
3
34

3
8

3
2

3
5

3
1

3
1

2
3

3

sinsin

cos.sincos.sin

sinsincos
sin

cos)

∫ += cydyyy 36
1335 2sincossin)

( )

ctt

dtttdttt

++=

+=∫ ∫
sinsin

coscoscos.cos)

2
124

1
22

136

( )∫ ∫ −= dxxxxxxx 522
1537 sincoscossin.sin.sin)

( )

cxxxx

dxxxdxxx

dxxxdxxx

+++−
−

=

+−





 +=

−=

∫ ∫

∫ ∫

24
136

1
2
3

3
1

2
7

7
1

232
1

2
3

2
7

2
1

52
1252

1

coscoscoscos

sinsinsinsin

cos.sincos.sin



 

 

 

٣٩          ضد مشتق: پنجمفصل

( )

( )

( )
cxxxx

dxxx

xdxx

dxxxdxxx

+





 ++−=

+−=

−==

=

∫

∫∫

∫∫

816
1

2
142

1
32
1

442132
1

4132
1216

1

216
18

2

24

444

sinsin

coscos

cossin

cossincossin)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) cxcuuduuI

dxxxduxu

dxxxx

x ++−+=+==







 −−=⇒−+=

−−−+

−∫

∫

122

2

2

1113
1

3
1

2
1

11211

11119

sinsin

cossinsin

cossin.sin)

( )∫ ∫ ∫ +−=== cx
x

dx
xx

dx
xx

dx 22
2

4
2

410 2222 cot
sincossinsin.cos

)

( ) ( ) ( )

cxxxI

dxxxxx

dxxxx

+





 +++=







 +++=

−−−+−

∫

∫

4
9

9
4

4
11

11
4

4
7

7
4

4
13

13
4

2
1

4
9

4
11

4
7

4
13

2
1

2
1

11111 2

sinsinsinsin

coscoscoscos

cossin.sin)



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٤٠

c
x

x

dx
x
xdx

x
dx

x
x

+−=

+=
+

∫ ∫ ∫

3
1

3
133

1

3
3

1
3
3112 222

.
cos

tan

cos
sin

coscos
sin)

( )
( )

( )

( )∫ ∫

∫

+−=+===

+=⇒−=
−

+

−
cxxcuduu

u
dy

xxduxxu
xx

xx
dx

3
2

3
2

3
1

3

3

3
2

3
2

13

cossin

sincoscossin
cossin

cossin)

∫

∫
+−==

=⇒= −−

cx
n

duu
n

dxx
n

duxudxxx

n

nnnn

cossin

sin)

11

14 11

cxx

dxxxdxxx

dx
x

xxx
x

x n

++−=

−=

−
=

∫ ∫

∫ ∫
−

5
18

5
2

5
13

5
3

5 35 3

3

18
5

2
5

115

coscos

sin.cossin.cos

cos

cossin
cos

sin)

( )∫ ∫ +
+

=+=−=
+

c
x

c
uu

dudx
x

x
coscos

sin) 1
11

2116 2

( )∫

∫
+−==

=⇒=

cx
u

duI

x
dxduxu

xx
dx

cot
sin

,
sin

)

22

217

2

2



 

 

 

٤١          ضد مشتق: پنجمفصل

∫

∫
+==

=⇒=

cx
u

duI

dxxduxu
x

dxx

2
2

2
22

2
1

2
1

218

tan
cos

,
cos

)

( ) ( ) cxduudxxx +
+

−=−=+ ∫∫ 6
1119

6
55 coscossin)

( )∫∫ +++==+ cxxduudxxx 222 113
22220 sinsinsinsin)



 

 

 

فصل ششم

انتگرال معين



 

 

 

٤٣          انتگرال معین: ششمفصل

364نکریم صفحه 6-1-7

)انتگرال تابع, با استفاده تعریف حد ) 2xxf ]را در فاله= ]10 . بیایید,

) حل
( )( )

3
1

6
2

6
121

11

3

1

1

2

1
3

2
2

==
++

=

=





=∫ ∑∑

==

n
nnn

i
nn

dxx
n

i

n

i

lim

limlim
o

 . 366تمرین صفحه 6-2-2
 . هاي زیر ثالث کنیددر شی تساوي

) )الف ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf

ــر) حــل }اگ }81 xxx ,...,,oــرازي از ]اف ]ba iiyباشــدآنگاه, x∆=∆ــازه ــراي ب ب
[ ]ab رود پسبه کار می,

( ) ( ) ( )

( )∫

∫ ∑∑

=

∆−=∆=
==

a

b

b

a

n

i
ii

n

i
ii

dxxf

yfxfdxxf
11

DD limlim

)) ب )∫ =
a

b
dxxf o

) طبق خاصیت الف) حل

( ) ( )

( ) ( ) oo =⇒=⇒

−=

∫∫
∫ ∫

a

b

a

b

a

a

a

a

dxxfdxxf

dxxfdxxf

2

368تمرین صفحه 6-2-5



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٤٤

624 abcطاي شامل نقادر بازهfفرض کنید. −−قضیه پیوسـته باشـد در ایـن    ,,
: صورت

( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf

bcaاگر)اثبات 623، اثبات تساوي از قفضیه>> . شودحاصل می−−
bca  .> >بدون از دست رفتن کلیت فرض کنید

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )∫ ∫
∫∫∫

∫ ∫∫

+=

−=⇒

+=⇒

c

a

b

c

c

b

c

a

b

a

b

a

c

b

c

a
  

dxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

369تمرین صفحه. 6-2-7

ــیه ــر. 6-2-4قض ــرgوfاگ ]ب ]ba ــراي ره   , ــد و ب ــته  باش ]پیوس ]bax ,∈،

( ) ( )xgxf )آنگاه≤ ) ( )∫ ∫≥
b

a

b

a
fxxgfxxf

 . اثبات
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )∫ ∫

∑∑

∑∑

≥⇒

∆ℑ≥∆ℑ⇒

∆ℑ≥∆ℑ⇒

∆⇒≥

==

==

∆≥

b

a

b

a

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii

xgiiii

dxxgdxxf

xgxf

xgxf

xfgf
ii

11

11

lim

DDDD

)2 (f ]بـراگـر    ]ba ,x ]در فاصـــلهانتگـــرال پـذیر باشـد و بـــراي هـر     ]ba ,،



 

 

 

٤٥          انتگرال معین: ششمفصل

( ) o≥xfانگاه( )∫ ≥
b

a
bxxf o

426:اثبات )داریم−−طبق قضیه )∫ ∫ =≥
b

a

b
dxxf

a
dx oo

]رويfاگر) 3( ]ba ]پیوسته باشـد و بـراي هـر    , ]bax ,∈،( ) o<xfانگـاه :

( )∫ ≥
b

a
dxxf o

 )حل

( )∫ ∫ =≤
b

a

b

a
dxdxxf oo

 . 371تمرین صفحه6-2-12

→∞+حد) 1(











+++

n
n
n

nn 3

2

3

2

3

2 28........................... 1lim

. را به صورت یک انتگرال معین بنویسید
 )حل

∫∑ =





=

=

1 2
2

818
o

dxx
n
i

n

n

ni
lim

حد

→∞+حد) 2(
∑

=n
i
nn

i 1
2lim

 . را به صورت انتگرال معین بنویسید
 )حل



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٤٦

∫

∑ ∑ ∑

=

==•=
= = =

1
2

1 1 1
22

2
2

1

11

o
dx

x

n
i
n

ni
n

i
n

ni
nn

i

n

i

n

i )(
.limlimlimlim

. هاي زیر را حساب کنیدبا استفاده از تعریف انتگرال) 3(
 )الف

dxx∫−

1
1

) حل

( ) 1
2

12

12122

2

1
1

1

1 1
2

=
+

=

=





==∫ ∫ ∑ ∑−

= =

n
nn

i
nn

i
n

dxdxx
n

i

n

i

lim

limlim
o

) ب

[ ]∫=
5
3

dxxJ

)دانیممی)  حل )∫ −=
b

a
abkkdxپس

[ ] [ ]
( ) ( ) 7043454343

434
3

5
4

4
3

5
4
=+=−+−=

+=+= ∫ ∫ ∫ ∫ dxdxdxxdxxJ

]رويfاگر تابع) 4( ]ba : ثابت کنید که. انتگرال  پذیر باشد  ,

( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a
dxxfdxxf

ــر) حــل ــراي ه ]چــون ب ]bax ــم∋, ): داری ) ( ) ( )xfxfxf ــق قضــیه−≥≥ طب



 

 

 

٤٧          انتگرال معین: ششمفصل

626 : داریم−−

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫≤≤−
b

a

b

a

b

a
dxxfxfdxxf

پس
( ) ( )∫∫ ≤

b

a

a

a
dxxfdxxf

 . هاي داده شده در آن فاصله قرار گیردهایی را معین کنید که مقدار انتگرالفاصله) 5(
 )الف

( )∫−
+

1
2 2

3
1 dxx  

)تابع )حل ) ( )2
3

1+= xxfروي[ ]11 صعودي است پس−,
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )∫−
−−≤≤⇒

=−=
==

1
2

1222

1
221

dxxf

fxf
fxf

o

omax
max

( )∫−
≤+≤⇒

1
2 2

3
261 dxxo

) ب

dxx∫ +2 2
2
11

"

sin
o

تابع) حل
( ) xxf 2

2
11 sin+=

روي







2
",o

ترکیـب دو تـابع صـعودي    است، چون
است پس



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٤٨

( )

( ) ( ) 222
3

2
3

1

2 "min

max
"

∫ ≤≤×⇒=

=

o
dxxfxf

xf

π

) ج

∫ −
4

1 2 dxx. 

∫ ≤−≤⇒

=−=−

=−=−

4
1

62

222
2242

dxx

x

x

o

omin

max

) د

∫− −
+2

5 3
5 dx

x
x

) حل
( ) 3

5
−
+

=
x
xxf

نزولی است پس
( ) ( )
( ) ( )

( )∫−
≤≤−⇒

−==
=−=

2
5

49

72
5

o

o

dxxf

fxf
fxf

min
max

∫بدونه محاسبه انتگرال نشان دهید) 6( ∫≥
1 1 2
o o

dxxdxx  و∫ ∫≤
1 2

1
2

o
dxxdxx

)تابع) حل ) 2xxxf : را در نظر بگیرید داریم=−



 

 

 

٤٩          انتگرال معین: ششمفصل

( )

( ) ∫∫
∫∫

≤⇒≤⇒≤⇒≥

≥⇒≥⇒≥⇒≤≤

2 222

1 212

1

1

oo

oo

oo

oo

dxxdxxxxxf

dxxdxxxxxfx

]رويfاگر) 7( ]21  : پیوسته باشد نشان دهید−,

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫∫ −

−

−
=+++

o

o
o

1
1 1

1
2
1

dxxfdxxfdxxfdxxf

: داریم) حل

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

=+++⇒

=−−−⇒

++=

+=

∫∫∫∫
∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

−

−

− −

−

− −

1
1

1
2

2
1

2
1

1
11

2

1
1 1

2

2
1 1

2

dxxfdxxfdxxfdxxf

dxxfdxxfdxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

dxxfxfdxxf

]برfاگر) 8( ]ba )پیوسته و, )∫ =
b

a
dxxf o      نشان دهید حـداقل عـددي نظیـر ،

αدر فاصله[ ]ba )قرار دارد به طوري که, ) o=x f. 
: نتگرال داریمطبق قضیه مقدار میانگین براي ا) حل

پس

( )
( )

( )

( ) ( )xfxf

xf
ab

dxxf
xf

b

a

maxmin

maxmin

←≤•≤→

≤
−

≤
∫

)وجود دارد کهαحال طبق قضیه مقدار میانی ) o=αfباشد .
مثالی از یک تابع چنان ارائه دهید که ناپیوسته و قضیه مقدار میانگین براي انتگرال ما) 9(



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٥٠

. باشدبرقرار) ب. برقرار نباشد) الف

تابع) حل ب
( )





≥
<−

=
o

o

x
x

xf 1
1

: داریم. را در نظر بگیرید

( )
( )

( )∫
∫

−
− ==⇒=

1
1

1
1

2 ooo f
dxxf

dxxf

]رويfاگر)10( ]41 fانتگرال−, ]رويپذیر باشد و مقدار متوسط تـابع    ]41 ,−  

)باشد، مقدار3برابر )∫−

4
1

dxxfرا بدست آورید .
) حل

( )
( )∫

∫
−

− =⇒=
4
1

4
1 1535 dxxf

dxxf

6313 378تمرین صفحه−−

]برfفرض کنید) 1 ]aa ).:پیوسته و فرد باشدو ثابت کنید−, )∫−
=

a

a
dxxf o

) حل

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) o
oo

o o

o

o

o

o

=+−=

+−=

+−−=

+=

∫∫
∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫ ∫− −

aa

a a
a

a

a

a a

a

dxxfdxxf

dxxfdxxf

dxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

: ثابت کنید که, زوج باشدfاگر 1در تمرین) 2



 

 

 

٥١          انتگرال معین: ششمفصل

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫ ∫
∫ ∫

=+=

+−=

+=

=

− −

−

a a a
a

a

a

a a

a

a

a

a

dxxfdxxfdxxf

dxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

dxxfdxxf

o o o

o

o

o

o

o

2

2

: انتگرالهاي زیر را حل کنید) 3

) الف
dx

xx
xI ∫ +

= 2
"

sincos
cos

o

اگر قرا دهیم
xu −= 2

π

dxduپس یمو دار=−

( )

22

2

2

2 2

2
2

ππ
π

π π

π

π

=⇒==

+
+

+
==+

+
=−

+
=

∫

∫ ∫

∫ ∫

Idu

du
uu

udu
uu

uIII

du
uu

udu
uu

I

o

o o

o

o

sincos
cos

sincos
cos

sincos
sin

cossin
sin

∫) ب +
= 2

π

o
dx

xx
xI mm

m

cossin
sin

اگر قرار دهیم) حل
xu −= 2

π

dxduپس  : و داریم=−



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٥٢

4

22 222

2
2

π

π
πππ

π

π

=⇒

==
+

+
+

==+

+
=

+
−=

∫∫∫

∫ ∫

I

dudu
uu

udu
uu

uIII

du
uu

udx
uu

uI

mm

m

mm

m

mm

m

mm

m

ooo

o

o

sincos
cos

cossin
sin

sincos
cos

sincos
cos

 . مشتق توابع زیر را محاسبه کنید) 4(

( )

( )
t

t
t

tF

dx
x

xtF
t

++
=

++
= ∫−

112
1

112 2

sin.'

sin

الف(

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )tgftgtF

dxxftF
g

a

'' =

= ∫
ب(      

( )

( ) ( )∫

∫
=⇒=

=
−

x

x

x

xxFtdtxF

dtttF

o
22  ج(      '

د(        

( )

( ) ( ) 44

4

3
2

3
2

3

t
xF

t
dtxF

t
dtxF

x

x

x

+
=⇒

+
=

+
=

∫

∫−

'
o

. حد زیر را محاسبه کنید) 5(

o
o
o

→
→

===
∫

x
x x

x
x

xx
x

t
x

3
2

3
2

3
2

23

2

sinlimsinlim
sin

lim



 

 

 

٥٣          انتگرال معین: ششمفصل

dxدر توابع ضمنی زیر) 6(
dy

. را حساب کنید

∫ )الف ∫ =+
y x

tdttdt
o o

o22 sincos

 )حل
y
xx

tdt
dx
d

tdt
dx
d

dx
dy

y

x

2
22

2

2
2

2

cos
sin

cos

sin
−=−=

∫
∫

o

o

) ب
∫ ∫ =+−

x y
tdtdzz

2

223π
o

ocossin

 )حل

y
x

tdt
dy
d

dzz
dx
d

dx
dy

y

x

cos
sin

cos

sin 2
2

2
23

23
−

−=

−

−=

∫

∫

o

π

: انتگرال زیر را محاسبه کنید) 7(

∫ +
=

π

o
dx

x
xxI 21 cos

sin

2: دهیمقرار می) حل
π

−= xu
dxduپس و=

∫− +







 +

= 2

2
21

2π

π

π

du
u

uu
I

sin

cos

∫ ∫− − +
+

+
= 2

2

2

2
22 121

π

π

π

π
π du

u
udu

u
uu

sin
cos

sin
cos



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٥٤

4

21
2

2
2

π

π
ππ

π

=

=
+

= ∫o
o

)tan(sin
sin

cos uArcdu
u

u



 

 

 

٥٥          انتگرال معین: ششمفصل

∫:    عددي صحیح باشد ثابت کنیدKفرض کنید) 8( ===
π

o
odx

x
kxI

sin
sin 2

2قرار می دهیم) حل   
π

−= xu
 وdu=dxپس

∫

∫∫

−

−−

=−=

+
=

+

+
=

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22

π

π

π

π

π

π
π

π

π

oduku

du
u

kudu
u

uk
I

cos
sin

cos
)sin(

)sin(

)(sin

 . چون تابع زیر انتگرال فرد است

∫اگر در انتگرال) 9( −
=

π2

25o cos
dxI

یم داریمرا به کار ببرt2=xتغییر متغیر

∫∫ =

−
+

−+
=

−
=

o

oo
o

))((cos
2

2
2

2

1
151

2
25

t
tt

dtdxI
π

o>
−واضح است که نتیجه درست نیست زیرا cos25

1
 . ، مورد اشتباه را بیابید

]بازة  t2=xبا تغییر) حل ]π2,oبه





2
π,o

برده می شود که در حل مورد اسـتفاده قـرار   
 . نگرفته است

)10(f ]: ثابت کنیددلخواه باشد،(x)فرض کیند ]∫ ∫−
−+=

a

a

a
dxxfxfdxxf

o
)()()(

22را می تـوان بـه صـورت    f(x)تابع) حل
)()()()()( xfxfxfxfxf −−

=
−−

=



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٥٦

ــه ــت کــ 2نوشــ
)()( xfxf −+

2زوج و
)()( xfxf −−

ــت ــرد اســ ــس. فــ پــ

∫∫∫ −−−

−−
+

−+
=

a

a

a

a

a

a
dxxfxfdxxfxfdxxf 22

)()()()()(

∫∫ −+=+
−+

=
aa

dxxfxfdxxfxf
oo

o ))()(()()(
22

=∫انتگرال)11(
π2

o
xdxxfI cos)(را با تغییر متغیرt=sinxتغییر دهید . 

2

2

1
1

tx

t

dtdxtArcxxt

−=

−
=⇒=⇒=

cos

sinsin

∫∫∫∫ −

−
+++=

o

o

o

o 1
1

1
1

dttArcfdttArcfdttArcfdttArcfI )sin()sin()sin()sin(

 . درستی اتحادهاي زیر را ثابت کنید)12(

∫∫) الف −+=
b

a

b

a
dxxbafdxxf )()(

 : داریمپساست،u(b)=a  , u(a)=bو du=-dxآنگاه u=a+b-xاگر قرار دهیم) حل

∫∫∫ ∫ ==−=−+
b

a

b

a

b

a

a

b
dxxfduufduufdxxbaf )()()()(

∫∫) ب −=−
tt

dxxtfxgdxxtgxf
oo

)()()()(

u=t-x ) حل  : پس داریمu(t)=0 , u(0)=tو  du=-dxپسقرار دهید 

∫∫
∫∫

−=−=

−−=−
tt

t

t

dxxtfxgduutfug

duugutfdxxtgxf

oo

o

o

)()()()(

)()()()(



 

 

 

٥٧          انتگرال معین: ششمفصل

∫∫) ج = 22
ππ

oo
xdxxdx mm cossin

) حـل
x

اگـر قـرار دهـیم    
u −= 2

πdx
پـس

duuu −=== ,)(,)( 22
ππ

oo
لـذا

 : داریم

∫∫∫∫ ==−−= 22

2

2
2

ππ

π

π π
oo

o

o
xdxududuuxdx mmmm coscos)(sinsin

∫انتگرال هـاي)ج(12با  توجه به مسأله)13( 2 2
π

o
xdxcosو∫ 2 2

π

o
xdxsinرا محاسـبه

 . کنید
 : طبق مسأله قبل داریم) حل

2

22

2 22 2

2 2 2 22 2222 22 2

πππ

π π ππππ

∫∫

∫ ∫ ∫∫∫∫
==⇒

===+=+

oo

o o oooo

xdxxdx

xdxxdxdxdxxxdxxdx

cossin

cossin)cos(sincossin

 . درستی هاي زیر را ثابت کنید)14(

∫∫) الف = 22
π

π

oo
dxxfdxxf )(sin)(sin

 ) حل

ماگر قرار دهی
xu −= 2

πdx
آنگاه

duuu −==−= ,)(,)( 22
ππ

π o
پس

∫∫∫∫ ==−=
−

− 22

2

2

2
2

ππ

π

π

π

π

oo
dxxfduufduufdxxf )(cos)(cos)(cos)(sin



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٥٨

 . تابعی زوج استf(cosu)علت آخري این است که

∫) ب ∫=
π ππ
o o

dxxfdxxxf )(sin)(sin 2

 ) حل

x
ـــرار دهـــیم اگـــر ق

u −= 2
πdx

داریـــم
duuu −==−= ,)(,)( 22

ππ
π o

ـــذا ، ل
 : داریم

∫ ∫

∫ ∫ ∫

−

−

−

==

=−−−=

2

2

2

2

2

2

2 222
π

π

π

π
π

π

π

π

π

πππ

o

o

dxxfduuuf

duufufudxxxf

)(cos)(cos

))(cos)(sin()()(sin

)چون تابع )af cosفرد و تابع( )uf cosزوج است . 
: انتگرال زیر را محاسبه کنید)15(

∫
+

=
π

o
dxxI 2

21 cos

 ) حل

2

2

=−=

== ∫∫

o

oo

π

ππ

cos

sinsin dxxdxxI

 . هر یک از انتگرال هاي زیر را حساب کنید)16(

     
o

oo
=== ∫∫−

LL

L

L
x

L
m

m
Ldxx

L
mxdx

L
m π

π
ππ sincoscos 22

الف(    



 

 

 

٥٩          انتگرال معین: ششمفصل

تابع
o=

−∫فرد است                  

L

L
xdx

L
mπsin

ب(     

.   چون تابع فرد است
o==∫−

xdx
L

mx
L

mL

L

ππ sincos
 ج(    

∫∫اگر)17( ==
xx
uduxFtdtxG

o
)(,)(

12 ثابت کنید
1

=− )()( xGxF

) حل

∫=
x
uduxF

o
)(

2
11

2
1 2

===−⇒ ∫ oo

uuduxGxF )()(

∫=(
x
uduxG

1
)

 . درستی هاي زیر را ثابت کنید)18(

2)   الف
1121

222 =
−

++++∞→ )...(lim
n

n
nnn

) حل

      2
11

2
1

1211

1 1 2
====

−
+++=

∑ ∫
−

=
+∞→

+∞→

oo
o

n

i
n

n

xxdx
n
i

n

n
n

nnn
حد

)(lim

)...(lim

22)   ب
1

22222 211 nn
n

n
n

n
n

x
dx

n +
+

+
+

+
=

+∫ +∞→ ...(lim
o

) حل



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٦٠

∑ ∫
=

∞→

=
+

=
+

=

+
++

+
+

+
=

n

i

n

x
dx

n
in

n
n

nn
n

حد

1

1
22

222

411
11

1
1

21
1

11
11

o

π

)(
lim

)
)(

...
)()(

(lim

→∞)     ج

−
+++=

n
n

n
nnn

))(sin...sin(sinlim πππ
π

1212

 ) حل

π
π

ππ
π

π
π

π 2111
1

=−=== ∫∑
= oo

xxdx
n
i

n
حد

n

i
cossin)(sinlim

dxxxnmBفرض کنید)19( nm )(),( −= ∫ 11

o .ًتساوياولاB(m,n)=Bn,m)را ثابـت
ثانیاً ثابت کنید کهکنید،

∫ ++= 2 12122
π

o
xdxxnmB nm cos.sin), (. 
dxduuuپسx-1=uاولاً اگر قرار دهیم) حل −=== ,)(,)( 11 ooپس داریم : 

∫∫ =−=−−=
11 11
oo

),()()(),( mndxxxduuunmB mnnm

t: ثانیاً xاگر قرار دهیم 2sin=آنگاهtxdttdx 212 cos)(,cossin بهو کرانها=−=







2
π,o

 : پس داریم. تبدیل می شود

tdttdttttdxxxnmB nmnmnm 122 122 221 221 ++∫∫∫ ==−= cos.sincossin.cos.sin)(),(
ππ

ooo



 

 

 

٦١          انتگرال معین: ششمفصل

θθبا فرض)20( cos,sin 62= =xyمطلوب است، محاسبۀ ،∫=
6

3
dxxyI

) حل
θθ

π
θ ddx،اگرxآنگاه sin636 −===

آنگاهxاگر 6== oθ

∫ ∫ ==−===−=⇒ 38
24

62463
7272626 332 )(sinsincos.sin)sin.(sin.cos o

o

π
π

θθθθθθθθ ddI



 

 

 

صل هفتمف
غير توابع

جبری



 

 

 

٦٣          توابع غیر جبری: هفتمفصل

387تمرین صفحۀ 7ـ27
1−s in1−cمشابه آنچه در تعریف را تعریف و سپس ثابت کنیدosبیان شد، تابع

2
1

1
1
x

x
dx
d

−

−
=−cos

]رويy=cosxتابع) حل ]π,oنزولی است پس وارونه پذیر است
[ ] [ ]11,,: −→πoCosx

[ ] [ ]π,,: o→−− 111xCos

yxxy: براي محاسبه مشتق داریم coscos =⇔= −1

22
1

1
1

1
111

xyy
dy
dxx

dx
d

dx
dy

−
−=

−
−=

−
=== −

cossin
cos

.394تمرین صفحۀ.25ـ2ـ7

1
1
ــاه    ــد هرگ ــت کنی ــ ثاب 2ـ

11 ≤≤=+ −− xxx o,cossin π

ــورد −≥≥oدر م x1

تساوي بالا چگونه بیان می شود؟
) حل

22

22
111

11

ππ

ππ

=+⇒=+⇒

−=⇒−==⇒=

−−−

−−

cossincos

cos)cos(sinsin

xxy

yxyyxxy

1 1این تساوي براي هر ≤≤− xبرقرار است .

2ـ2
11−= siny

 : مفروض است، مطلوب است
Cscy  ,  secy   ,  coty   ,  tany   ,  cosy



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٦٤

6توجه کنید) حل
π

=y

21
3

2136

3
3

62
3

6

==

====

====

y
y

y
yy

yy

sin
csc

cos
sec,cotcot

tantan,coscos

π

ππ

 . کمیت داده شده را پیدا کنیددر تمرین هاي زیر مقدار دقیق) 3(
الف(

65
48

65
15

169
60

25
12

13
12

5
4

13
5

5
3

13
12

13
5

5
3

5
4

13
12

5
3

13
12

5
3

13
12

13
12

5
3

5
3

13
12

5
3

13
12

5
3

13
12

5
3

12
13

3
5

1111

1111

11

11
1111

−

−
=

×−×

×−×
=

−+−

−−
=

−−

−−
=−−=−+

−−−−

−−−−

−−

−−

−−−−

))(sin(sin))(sin(cos))(cos(sin))(cos(cos

))(sin(sin))(cos(sin))(cos(cos)(sin(cos

))(sin)(cos(cos

))(sin)(sin(cos
))(sin)((cos))(csc)((sec tgtg

ب(

3
22

9
419

16
3
5

9
113

123
219

1129
41

3
123

2
3
123

2
3
123

2
3
123

2
3
123

2

2

1111

111111

×++×=−×××++−×−=

+=

+=−−=−+−

−−−−

−−−−−−

)())((

))(sinsin())(cos(cos))(sincos())(sin(cos

))(sin)(sin(cos))(sin)(cossin())(sin)(sin(cos π



 

 

 

٦٥          توابع غیر جبری: هفتمفصل

ج(

8
153

8
1

4
15

2
3

4
1

2
1

16
112

3
4
1

64
1

64
1

2
1 1111

−
=−×=×−−×=

=−−=
−

+− −−−− ))(cos(sincos))(sincos())(sin)(cos(sin ππ

 . مشتق توابع زیر را محاسبه کنید) 4(
الف(

4

2
21

212

1
22

x
xxxxf

xxxf

−
+=′

=

−

−

)(sin)(

)(sin)(

ب(

1
1 2

1

−=
−

−=′

= −

x
xxf

xxf

cos
sin)(

)(cossin)(

 د(

24
21

121

1
1

2
1

1
2

2
1

xxx
xxx

x
xf

xxxxf

−
+

−

−
+=′

+=

−

−−

.cos)(

sincos)(

 ج(



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٦٦

22

11

11

41
1

2
1

41

1
2
3

2
1

23

223

xx
xf

x
xxf

x
x

xf

−
+

−

−
=′

+=

+=

−−

−−

.)(

sincos)(

cscsec)(

هـ(

14
2

2
1

4
11

1
2

122
1

2
12

2
21

2

2
21

2121

−
+=

−

−
−=′

=⇒=

−−

−−

xx
x

x
x

x
xf

x
xxfxxxf

))((cos)())((cos)(

)(cos)()(sec)(

 و(

11
1

1
11
1

1
11

22

2

2

2
2

121

++
−=

+
−

+

−

=′

+
=⇒+= −−

xx
x

x
x

xf

x
xfxxf

)(
)(

)sin)(csc)(

 . تساوي هاي زیر را تحقیق کنید) 5(
)(sinsinsin 22111 11 xyyxyxA −+−=+= −−−

2که در آن
11 π

≤+ −− yx sinsin

) حل



 

 

 

٦٧          توابع غیر جبری: هفتمفصل

)(sin

)cos(sin)sin(sin)cos(sin)sin(sin)sin(sinsin
22122

11111

1111 xyyxAxyyx

xyyxyA

−+−=⇒−+−=

+==
−

−−−−−

xy) ب
yxtgytgxtg

−
+

=+ −−−

1
111

) حل

.
)().(
)()()(

xy
yxtgytgxtg

xy
yx

ytgtgxtgtg
ytgtgxtgtgytgxtgtg

−
+

+=⇒
−
+

=
−

+
=+ −−−

−−

−−
−−

111
111

11
11

11

 . تعیین کنید 5مقادیر زیر را با توجه به تمرین) 6(

5الف
34

5
1 1−− − sinsin

 ) حل

)(sin)(sin(sin)(sinsin 25
7

25
9

25
16

25
1615

3
25
915

4
5
3

5
4 11111 −−−−− =−=−−−=−+

9) ب
2

4
1

3
1 111 −−− ++= tgtgtgA

 ) حل

485
85

99
141

9
2

11
7

9
2

11
7

9
2

12
11
4
1

3
1

111111 π
==

−

+
=+=+

−

+
= −−−−−− tgtgtgtgtgtgA

: نشان دهید) 7(



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٦٨










−<−

−>
=

−
+ −−

14
3

14111

x

x

x
xtgxtg

π

π

طبق؟؟؟) حل

)8 (
)
cossinعبارت

cossin(cot
xx
xxA

−
+

= −1

 . اده کنیدرا س
) حل

44
42
42

42

42

11 ππ
π

π
π

π

−=−=
−

−
=⇒−=−

−=+

−− xx
x

x
Axxx

xxx

))(cot(cot)
)sin(

)cos(
(cot)sin(cossin

)cos(cossin

ــابع)  (9( xxfت (sinsin)( ــاوب آن    =−1 ــد دورة تن ــان دهی ــم و نش را رس
π2است . 

22به ازاي) حل
ππ

≤≤− x
11: داریم ≤≤− xsinوxx =− )(sinsin 1

س

 . منحنی تکرار می شودπ2طولطبق شکل دو فاصله هاي به
 . انتگرال هاي زیر را حل کنید)10(

23 π

2
π

2
π

−

23 π
−



 

 

 

٦٩          توابع غیر جبری: هفتمفصل

67
1

2
1

7
1

7
36

7
7
1

4936
1 11

7
3 2

π
×=

−
−=

−
=

−
−−

−∫ )(sin)(sin)
o

o x
x

dx

361292
2

3
1

2
1

3
123

123
1

3
25

3
10

5
3

3
1

259
2

1111

10
3

3
25

1
2

πππ
=−=−=−=

=
−

−−−−

−∫

)(cos)(cos)(sec)(sec

)(sec) x

xx

dx

∫ ∫
−++

=
+++ 122

3
342

33
22 )()()(

)
xx
dx

xxx
dx

cxس ++= − )(sec 23 1             

∫ +=
+

− ctgxtg
xtg

dx )(sec) 33
1

94 1
2

2

46

2
2

2
3

2
3

2

1
5 1113

2

2 2

ππ
−=

−==
−

−−−∫ )(cos)(cos)(sec) x
xx
dx

 : ثابت کنیدx<−1فرض کنید)11(

41
1 11 π

−=
+
− −− xtg

x
xtg )(

 : داریم 6طبق فرمول تمرین) حل



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٧٠

41

1
1
1
1

1
11
1
1

1
1

1
2

2

11

11

π
==

+
+
+
+

=

+
−

−

+
−

+
=

+
−

−

−−−

−−

tg

x
x
x
x

tg

x
xx

x
xx

tg

x
xtgxtg )(

: آنگاهx>1نشان دهید که هر گاه)12(

)(sin
12

11

−
= −−

x
xtgx

)                   حل
)(sin

)cos(sin
)sin(sin)(sin

2
11

21

1
1

1

1

x
xtgx

x
x

x
xtg

−
=⇒

−
==

−−

−

−
−

که                   نشان دهید)13(
)(sin

2
11

1 x
xxtg
+

= −−

)(sin

)(cos(sin

)(sin(sin
)((sin

2
11

2

2

2

2

2

2
1

2
1

2
1

1

1
1

1

11

1

1

1
1

x
xxtg

x

x

x
x

x
x
x

x
x

x
x

x

x
xtg

+
=⇒

=

+

+=

+
−

+=

+

+=
+

−−

−

−

−

404تمرین صفحۀ
 : ـ انتگرال زیر را محاسبه کنید1



 

 

 

٧١          توابع غیر جبری: هفتمفصل

o=++∫−

2

2
21 dxxx )ln(

 : چون تابع زیر انتگرال فرد است

( )xfxx
xx

xxxf −=+=−=
++

=++−− )ln(ln)ln()( 1
1

11 2
2

2

2 .xxxf )(lnمشتق چهارم  . را محاسبه کنید=2

2
4 22

32
2

x
xf

x
xf

xxf
xxxxf

−==′′′

+=′′
+=′

)(,)(

ln)(
ln)(

)(

xمشتق پنجم. 3
xxf ln)( =

 . را محاسبه کنید

x)                            حل
x

xxxxx
f

x
x

xxxx
f

x
x

xxx
xf

x
x

xx
xf

x
x

xx
xxxf

ln

)ln(

ln)(

)ln()(

lnln)(

)(

)(

−++++=

−−−−
−

=

−++=′′′

−−−=′′

−=
−

=′

23456
5

2345
4

234

23

22

1262412

12624

126

12

11

o

4 .b     a آنگـاهo>>با به کار گیري قضیه مقدار میانگین در مشتق نشان دهیـد کـه اگـر

b
ab

a
b

b
ab −

<<
− ln

]روي بازةf(x)=lnxتابع) حل ]ba  : پس داریم. شرایط قضیه مقدار میانگین را داراست,



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٧٢

bca
cab

abcf
ab

afbf
<<=

−
−

⇒′=
−
− ,lnln)()()( 1

bcaچون << acbپس 
111

<<
 : در نتیجه

a
ab

a
b

b
ab

aab
a
b

b
−

<<
−

⇒<
−

< ln
ln 11

 : قرار استنامساوي زیر برo>xنشان دهید به ازاي هر. 5

xxxx <+<− )ln(12
1 2

tttfتابع) حل −+= )ln()( ]روي فاصلۀ1 ]x,oشرایط قضیه مقدار میانگین را داراست
 : پس

c
c

cx
xx

x
fxfcfxc

+
−

=−
+

=
−+

⇒

−
=′<<

111
11 )ln(

)()()(, o
o

xcچون <<oپس
o<

+
−

<
+

−
c
c

x
x

11

xآنگاهx>1اگر
xx

+
−

<− 12
1

xآنگاهx<1اگر
xx

+
−

<− 12
1

پس
o<

−+
<−

x
xxx )ln(1

2
1

: لذا
xxxx <+<− )ln(12

1 2



 

 

 

٧٣          توابع غیر جبری: هفتمفصل

 . انتگرال هاي معین زیر را محاسبه کنید. 6

)ln(ln)ln(ln(ln
ln
ln

ln

ln
)ln(ln

))(ln(lnln
)

ln

ln
242

4

1

4

2

4

2

−===⇒

=⇒=

=

∫

∫

u
u
duI

xx
dxduxu

xxx
dxI

e

e

o

o
o

=+=

+++=
+∫

3
2

2
3

2
22222

lnln

)sinln()sinln(
sin

cos) π
ππ

π
xxdx

x
x

3
523

522

21
1

3

5

3

9

4

lnln

))
)

===

=⇒+=
+

∫

∫

u
u
du

x
dxduxu

xx
dx

16
1

5
1

44
1

5
1

34
1

5
1

4
1

1
1

5
1

14434
333 2

ln

)ln(lnln

)(
))((

)

=

−=
−+

−
=

+
−

−
=

−+
=

−+ ∫∫∫ −−−

o

ooo

y
y

du
yyyy

dy
yy

dy

3
4

2
321

2
3

2
1

3
1

32655 111
2

lnlnlnln

)(
))((

)

=−=
−
−

=

−
−

−
=

−−
=

+− ∫∫∫

o

ooo

x
x

dx
xxxx

dx
xx

dx



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٧٤

 . انتگرال هاي نامعین داده شده را محاسبه کنید. 7

∫

∫

++==⇒

+=⇒+=
+
+

cxx
u
duI

dxxduxxudx
xx

x

)lnln(

)ln(ln
ln

ln)

5

155
11

∫

∫

++==⇒

+=⇒+=

+
+

=

cxx
u
duJ

dxx
x

duxxu

dx
xxx

xJ

)lnln(ln

)ln(lnln

)ln(ln
ln)

3

3413

3
342

4

34

4

3

cxx

cuudu
u

du
u

uI

uxxdxduxu

dx
x

x

+−+−

++=+=
+

=

+==⇒−=
−

∫∫

∫

)ln()(

ln)()(
,

)

444

4414
424

4
23

22

22

2

3

≠<oثابت کنید به ازاي هر. 8 xx  : داریم1,

oo <−−>−−
x

xxx 111 ln,ln

x) حل xfxxgاگر قرار دهیم ln)(,)( =−=  : آنگاه  1

xxدرنتیجھ

xgxfxf
x

xgx

xgxf
xf

x
xg

fg
x

1

111

11

11
1

−<

<⇒′=<=′<

<⇒






′=>=′

==
>

ln

)()()()(

)()(
)()(

)()( o



 

 

 

٧٥          توابع غیر جبری: هفتمفصل

x
x حال اگر به جاي

,1
 : قرار دهیم، داریم

o<−−⇒

−<−⇒−<

x
x

x
x

xx
11

11111

ln

lnln

که:و از آنجا نتیجه بگیرید

1
  

11 −<<− xx
x

ln

1−< :از نامساوي دوم داریم وxxlnنامساوي اول داریم
x

x
ln<−

11

     : پس
111 −<<− xx

x
ln

  

9 .
1
ثابت کنید

1
=

+
→ x

x
x

)ln(lim o  )بدون استفاده از قاعده هوپیتال                                                                                  (
 : ، داریم+1x، قرار دهیمxطبق مسأله قبل اگر به جاي) حل

xxx
<+<

+
)ln(11

پس
1
  

1
1

1
<

+
<

+ x
x

x
)ln(

:  چون داریم
111

1
=

+
lim=lim

x   طبق قضیه فشردگی ،

11
=

+
→ x

x
x

)ln(lim o



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٧٦

ثابت کنید.10
o=+∞→ x

x
x

lnlim
 ) بدون استفاده از هوپیتال(   

: داریم 8طبق تمرین) حل
11

−<<
− xx
x

x ln

x. تقسیم می کنیمxدو طرف را بر
x

x
x

x
x 11

2
−

<<
− ln

 :، از طرفی داریم  

o=
−

=
−

+∞→+∞→ 2
11

x
x

x
x

xx limlim

: طبق قضیه فشردگی داریم
o=+∞→ x

x
x

lnlim



 

 

 

هشتمفصل
هــــــــــــاىروش

گیریانتگرال



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢

 . 436تمرین صفحه
∫انتگرال dxLnxxnرا حل کنید.

L.اگر فرض کنیم) حل   nxudxxdv n == :داریم,

,   
nx dxv du

n x

+

= =
+

1

1

پس
( )

n n n n

n
x x x xLnx dx Lnx c
n n n n

+ + +

Ι = − = − +
+ + + +∫

1 1 1

21 1 1 1

. 436تمرین صفحه
<Ι=∫یک فرمـول بازگشـتی بـرای     xdxnn ncos,)( پیـدا1

∫کنید و به کمک آن dxx4cosرا محاسبه کنید.

∫را به صورتnΙ) حل −=Ι xdxxn n cos.cos . می نویسیم1

xudxxdvاگر فرض کنیم n 1−== cos,cosداریم

xdxxndu n sin.cos)( 21 xVو=−−− sin=در نتیجه :

sin .cos ( ) cos .sin

sin .cos ( ) ( )

sin .cos ( )

sin .cos

sin .cos

(sin .cos (sin .cos ))

n n

n
n n n

n
n n

n x x n x xdx

x x n n

n x x n

n x x x

n x x

x x x x x

I

− −

−
−

−
−

Ι = + −

⇒ Ι = + − − −

⇒ = + −

= → = +

= → = +

⇒ = + +

∫
Ι

Ι Ι
Ι
Ι Ι

Ι

1 2 2

1
2

1
2

2

3
4 2

3
4

1

1 1

1

2 2

4 4 3

1 3
4 2

.۴٣٩تمرین صفحه



 

 

 

٣          توابع غیر جبری: هفتمفصل

.هر یک از انتگرال های زیر را محاسبه کنید) ١(



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٤

) ( ( ) '( )) ( ).

)
( )

) ( ) ( )

( ) ( )

) ( )

) ( )

) sin( )

x x

x x

x u x

x x

e f x f x dx f x e c

x e edx c
xx

xLn a x dx x Ln a x dx
a x

xLn a x Ln a x c

x e dx u e du x e c

x e dx x x x x x e

Lnx

− −

+ = +

= +
++

+ = + −
+

⇒ + − + +

= − = − − − +

= − + − + −

Ι =

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

2 2

2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

3 2

5 5 4 3 2

1

2
11

3

1
2

1 14 1
2 2

5 5 2 6 12 12

6

o o o o

sin( ) , cos( ) ,

sin( ) cos( )

cos( ) , sin( ) ,

sin( ) cos( )

(sin( ) cos( ))

)

, ,   

dx

u Lnx dv dx du Lnx v x
x

x Lnx Lnx dx

u Lnx dv dx du Lnx v x
x

x Lnx x Lnx
x Lnx Lnx c

x tg x dx

xu tg x dv x dx dv dx v
x

x tg

−

−

−

= = ⇒ = =

Ι = −

= = ⇒ = − =

Ι = − − Ι

Ι = − +

Ι =

= = ⇒ = =
+

Ι =

∫

∫

∫ 1

2
1

2

2
1

1

1

2
7

1
21

2
) sin

sin sin

sin

sin sin

cos cos

sin sin cos cos (

x xx dx tg x x tg x c
x

x dx t x tdt dx

tt tdt t t dt
t

tt t dt
t

t t t t dt

t dt d t

x x x x

θ θ θ

− −

−

− −

−

− −

− − −

− = − + +
+

= ⇒ =

Ι = = −
−

− +
= +

−

= + + −

− = = +

⇒ Ι = + + +

∫

∫

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

2 2
1 1

2

1 2

2
1 2 1

2

2
2 1

2

2 1 1 2

2 2

1 1 1

1 1 1
2 2 2 21

8 2

2
1

1 1
1

1

1 11 2
2 4

1 1 2
2 4

cos )x−1



 

 

 

٥          توابع غیر جبری: هفتمفصل

cetgeLneLn
e

etg

uu
du

e
etg

e
dx

e
etg

e
vdx

e
edu

e
dxdvetgu

dx
e

etg

cexceudueu

dxuduxu

dxe

cxLnx
x
xLxx

dx
x

xx
x
xLxx

dxxx
x
xLnx

dxxvdx
x

dudxxdv
x
xLnu

dx
x
xLnx

cxLn
x
xLnxdx

x
x

x
xLnx

xvdx
x

dudxdv
x
xLnu

dx
x
xLnx

cxxxLnx
x

xxxLnx

xv
x

dudxdvxxLnu

dxxxLn

chxshxxchxxshxxx

dxchxxx

xxx
x

x

x

x

xx

x

xx

x

x
x

x

x

xuu

x

+−+++−=

+
+=

+
+−=Ι

−=
+

=⇒==

=Ι

+−=+−==Ι

=⇒=

=Ι

+−−−
+
−

=

−
+−

+
−

=

−+
+
−

=Ι

=
−

−=⇒=
+
−

=

−
+

=Ι

+−+
−
+

=
−

−
−
+

=Ι

=
−

=⇒=
−
+

=

−
+

=Ι

++−++=
+

−++=Ι

=
+

=⇒=++=

++=Ι

−++−+=Ι

+=Ι

−
−

−−

−

−

∫∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

12
1

2

1

2

1

2
1

1

2

22
3

2

3

23
3

3

2
2

2

2
2

2

22
2

2

2
2

2

23

3

212
1

11

1
1

14

12122
2

13

16
1

3
1

1
1

3

13
1

1
1

3

13
1

1
1

3

31
2

1
1

1
112

11
1

1
2

1
1

1
2

1
1

1
111

11
1

1
1

11

110
6613

9

)(

)(

,,

)

)()(

)

)()(

)()(

)(

,,)(

)()

)()()(

,,)(

)()

)()(

,,)(

)()

)()(

)()



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٦



 

 

 

٧          توابع غیر جبری: هفتمفصل

1
1

11

111

122

2

19

222

218

14
1

2
1

12
117

12

12

112

22

2

12

16

212
1

2
1

2
15

2
2

2
1

2
1

2
1

11

4
1

1

2

2

2

2
2

22

2
2

2

2
2

2

2
2

2

1221

1
2

21

1
2

21

21

2

du
uu

du

u
u

dt
u

t

du
u

uduuu

dxduu

xudxx

cuuuduuu

dxuduxu

dxx

cxLn

duudx
x
xLn

c
xx

Lnx
x

Lnxx

cdx
x

dx
x

Lnx
x

Lnxx

dxxLnx
x

Lnxx

dx
x

Lnxdx
x

Lnx
x

Lnxx

dxxLnxLnx
x

Lnxx

xvdx
x

Lnx
x
Lnxdudxdv

x
Lnxu

dx
x

Lnx
cxxxxx

dxx
x

xx

xvdxx
x

dudxdvxu

dxx

−
=

−

−
−=⇒=

==Ι

=

==Ι

++==Ι

=⇒=

=Ι

++=

=
+
+

=Ι

++−−=

+−−−=Ι

−−
+=Ι−

+−=

−
−=Ι

=
−

=⇒==

=Ι

+−−+=

−
−=Ι

=
−

=⇒==

=Ι

−

−−

−

−−

−−

−−

−

∫ ∫

∫

∫

∫

∫ ∫

∫∫

∫

∫∫

∫

∫

∫

∫

.)(cos

)(cossec

,sec)

cossincos

cos)

))((

)(
)()

)()(

))'(()(

)(

)()(

)()(

,)()(,)(

)()

sin)()(sin

sin)(sin

,sin,)(sin

)(sin)

π

π

o

o



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٨

∫

∫

∫ ∫ ∫

∫

∫∫

∫

+−==Ι

=⇒==Ι

+
−

−
−
+

−×−×=Ι

+
−

=
−

==

−=Ι

==⇒==

−==Ι

−×=−−=

−
−=Ι

−

−

2

24

2

3
4

4

3
4

4

3
4

4

212

2
1

2

222

221

12
12

12
12

2
12424

3
1
1

2
1

1

4

4
3

20

3341
211

1
1

22

2

π

π

π

π

π

π

π

π

π

ππ

π

π

π

o

o

o

)sincos(sin

sin)

)()(

cos
cos

cos
sin

sin
csc

csccsc

csc,)'(csc,

)'(csccsc.cot.)

)(cos

))(cos(

uuuduuu

dxduuxudxx

LnLn

x
xLndx

x
x

x
dxdxx

dxxxx

xvdxdudxxdvxu

dxxxdxxxx

u
u

u

du
u

u
u

u

. ۴۴۴تمرین صفحه
.هر یک از انتگرال های زیر را حل کنید



 

 

 

٩          توابع غیر جبری: هفتمفصل

B
CCABA

xxxxx

FExxDCxxxBAx

x
FEx

x
DCx

x
xxf

dx
x

xxxxx

2
24211

4844
112

111

2
48441

2345

224

22222

32

2345

=⇒=+−==⇒
−+−+−=

++++++++⇒

+

+
+

+

+
+

+

Β+Α
=

+

−+−+−
∫

,,

)()()()(

)()(
)(

)(
)

ctgxxtgtgxI

cuuudu
uu

udu
u

I

CA
BACCBA

BA
uCAuCBAuBA

uu
cBu

u
A

u
u

u
duuI

xuxdxdutgxu

xtg
xx

+++−+=

+++−+=
++

+
−

+
=⇒

=+
−==−=⇒=++

=+
+=++++++⇒

++

+
+

+
=

+

+

+

+
=

−==⇒=

+

+

∫ ∫

∫

∫

)ln()ln(

)ln()ln(

,,

)()(

)(

sec,sec

sec).(sec)

113

113
1

12
1

3
2

231
1

2
111

2
1

2
1

1
12

2

2
2

22
23

2

3

2

222

2

22

o



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٠

∫

∫

∫

++

−
+−−=

++

−
=

++

−

−−=
−

−⇒

=−=
−

=

=⇒=⇒




=−
=+

⇒

=+−−
=+−−=

−=−=+−=+⇒
−+=++−++⇒

++

+
+

−
=

++−

−+
−

−+
=

dx
xx

xxI

xx
x

xx

x

x
x
dx

BA

CC
BC
BC

CBC
BCCA

CACABA
xxAxCBAxBA

xx
CBx

x
A

xxx
xx

dx
x

xxI

139
2590

27
11381

2
139

2590
27
1

139
27
25

3
10

1381
2

1327
2

3
10

9
45

9
75

27
2

27
25252756

1039
2333

13991
1233139

123339
1391313913

12
127

123

2

22

22

22

2

3

2

)ln(

.

)ln(

,

,
,,

)()(

))((

)

)
)(

()ln(ln

,,
)(

)(
)

2
3

2
1

3
212

1
1

1

111
11

1
1

4

12
2

22

223

+
+++−=

++

+
−=

−=−==
++

+
+=

++

++
=

++
=

−∫ ∫

∫∫

x
tgxxx

xx
x

x
dxI

CBA
xx
CBx

x
A

xxx

xxx
dx

xxx
dxI



 

 

 

١١          توابع غیر جبری: هفتمفصل

CI

u
du

u
du

u
duI

ABC

u
C

u
B

u
A

uu

uu
du

uu
duI

dduu

d

+−−
+

−+=

−
−

+
+

+
=

===

−
+

+
+

+
=

−+

−+
=

+−
=

=⇒=

+

∫ ∫∫

∫∫

∫

)ln(sin
)sin(

)sinln(

)(

,,

)()()(

)()()()(

cos
sin

)sin(cos
)

14
1

12
114

1
14

1
12

1
14

1
4
1

2
1

4
1

11111
1

1111

15

2

22

22

θ
θ

θ

θ
θ

θ

θθ
θ

Ctg

d

ddd

+=−
+
−

=

−
−

+
−

=

+
−=

+

∫

∫ ∫ ∫

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

cossin
sinln

cos
sin

sin
sinln

sinsin)sinsin(
)

1
1
1

2
1

1
1
1

2
1

116

2



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٢

4
31

4
1

4
1

111
11111

1
11

7

222

22222

22

=+⇒=++

−==

=++++++

+

+
+

+

+
+

+
=

++

++∫

ECECA

BA

EdttCBttA

t
EDt

t
CBt

t
A

tt

tt
dt

,

))(()(

)())((

))((
)

)())ln((
)(

)(

)()ln()ln(

)()ln(

,,

)()(

))((

)

3
1

3
2312

1
31

1
42

1
4
1424

124
1

42
122

4
124

1
42

13
4
1

24
1

124

4
1

4
31

1
124222
422422

1
8
1

8
18

12
2

2
2

2

2

22

222

2

3

2

3

2

+
−++=

++

−
++

−
+++++=

++

−++
++=

++

+
+

+
=

=+
=++

==−=⇒

=+
+=++++++⇒

++

+
+

+
=

+++

+
=

+

+

+

+

−∫

∫

∫

∫∫

∫

xtgxdx
x

x
xx

xxxx

dx
xx

xxx

dx
xx

x
x
dxI

CA
CBA

BAC

BA
xCAxCBAxBA

xx
CBx

x
A

xxx
x

x
x

dx
x
x

o



 

 

 

١٣          توابع غیر جبری: هفتمفصل

Cx
xx

xI

BADC

x
D

x
C

x
B

x
A

xx
dx

xx
dx

xx
dx

+−+−−−=

=−==−=

−
+++=

−

−
=

−∫ ∫

)ln(..ln

,,,

)(

)(
)

31
6
11

3
4

3
4113

1
33

33
9

2

323

334

...,,
)()(

)(
)

42
121212

2
12

2
44

210

22222

2

22

2

35

2

−==
+

+
+

+

+
+=

+

+

+

+
=

++

+
∫∫

BA
x

EDx
x

CBx
x
A

xx
x

xx
x

xxx
x

1123
1

111

1
11

22222

22

−==⇒=+
==+=

+−

+
=

+−

+
=

+−

+−∫

DBDB
CDBA

xx
DCx

xx
BAx

xx
x

xx
xdx

,
,,

)()(

)(
)

oo

)     dx
x x x+ + +∫

1

3 212
2 2o

∫ +++

4
23

2

41292
13

o xxx
dxx)

∫− ++

o

1 22

2

122
14

)(
)

xx
dxx

 . 449تمرین صفحۀ
 . هر یک از انتگرال هاي زیر را حل کنید



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٤

∫ +=
−

− Cx
x

dx )(sin) 22
1

41
1 1

2

θθ
θ

θθθ

θθθ

24
9

2
9

3
39

33
9

2

2

2

2

sin
cos

cos.sin

cossin

)

−==

=⇒=
−

∫

∫

dI

ddxx
x

dxx

c

d
x

dxx

++−=

−==
−

∫ ∫ ∫
θθ

θθθθθ

3

23
2

3

927

2727
9

3

coscos

sincossinsin)

21
1

6
1

3
1

9
4

2
+

−
+

−==
−

∫ ∫ θ
θ

θ
θ

sin
sinln

sin
) d

xx

dx

∫
∫

∫

+−==

=⇒=

−

CdI

dIx

dxxx

θθθθ

θθθθ

432
81

8
8124

81
813

95

2

22

22

sinsin

cos.sinsin

)

∫∫ +−=+=
−

+
θθθθ cos)(sin) ddx

x

x 1
9

16
2

Ctg

dtgdtgI

ddxtgxdx
x

x

++=

−==

=⇒=
+

∫ ∫

∫

)ln(cos

)(sec

sec)

θθ

θθθθθ

θθθ

272
27

12727

33
9

7

2

23

2
2

3



 

 

 

١٥          توابع غیر جبری: هفتمفصل

Cddx
x

xI +−−==
−

= ∫∫ θθθ
θ

θ cot
sin
cos) 2

2

2

218

)()sin(

cos

)
ln

8
3

124
6

224
1

2
1

1

19

2

6

21

2
1

2

2
2

+−=+=

=−=⇒=

−=

∫∫

∫−

ππ
π

π

θθ

θθ
π

π dduuIeu

dxeeI

x

xxo

∫ ∫

∫∫ ∫

++==

+
=

++
=

++

Cdd

u
du

x
dx

xx
dx

θθθθθ
θ

θ 24
1

2
1

11122
10

2
4

2

222222

sincos
sec
sec

)())(()(
)

∫

∫∫

∫

+−=−=

==

=

+

Cd

ddI

tgx

x

dx

232
1

2
1

2
1

2
1

2
21

11

3
2

3
5

2

2
5

2

θ
θθθθθ

θθθ
θ

θ

θ

sinsin)cossin(cos

cos
sec
sec

,

)(

)



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٦

C
t

tg

tt
dtdt

t
t

t
dt

d

+
+

=

++
=

+
+

+=
+

−

∫ ∫∫

)(

sin
)

2
3
2
1

3
2

1
1

22
1

2

212

1

2
2

2

θ
θ

211

22
2

1
1

1
21
1

2

113 1 1

2

2

2

2
2

ln)ln(

cossin
)

=+=

+
=

+

−
+

+
+

+=
++ ∫ ∫∫

o

o oo

t

t
dt

t
t

t
t

t
dt

dπ

θθ
θ

∫

∫∫

+=
+

=

+

−
++

+=
+

− Cttg
t

dt

dt

t
t

t
dt

d

)(

cos
)

55
2

5
2

1
123

1
2

2314

1
2

2

2
2

θ
θ



 

 

 

١٧          توابع غیر جبری: هفتمفصل

1
1

4
114

1
1

1
2
114

1
4
1

4
1

2
1

4
1

4
1

111111
1

1
15

2222

222
3

−
−−+

+
−+−=

=−=

−=−=+==

−
+

−
+

+
+

+
=

+−

=⇒=

−
==∫ ∫ ∫

x
x

x
xI

CA

CACABD

u
D

u
C

u
B

u
A

uu

x
dudxxu

u
du

x
dxxdx

sin
.sinln

sin
.sinln

,

,,,

)()()()(

cos
sin

)(cos
sec)

o

Cxtg
t
dt

x
dxxdx +===∫ ∫ ∫ 216 ln

sin
csc)

Cxxxx

dxx

dx
x

xxxxdxxI

++−=

−=

−
−==

−−−

−

−−

∫

∫ ∫

)(sinsin)(sinsin

sinsin

sinsin)

111
2

21
2

2

2
1

2
1

28
1

4
1

2

2
1

2

12
1

217

θθ

Cxtg

t
dt

t
t

t
t

t
dt

xx
dx

+−−=

−
=

+

−
+

+
−

+=
+− ∫∫∫

12

1
1
1

1
21
1

2

118
2

2

2

2

ln

cossin
)



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ١٨

∫∫
− − =×=

−
=

+
−=

+

1
1

1
22 422

1
1

1
2
1

44
19 πππ

utg
u

dudx
x

x
o cos

sin)

∫

∫∫∫

+−=−=

==
−

Cd

dd
tg

tg

xx

dx

31

20

3
2

3
4124

θ
θθθθ

θθθ
θθ

θθ

sinsincos)sin(

cos
.sec

.sec)

∫ ∫ +−=
−−

=
−

− Cx
x

dx

xx

dx )(sin
)(

) 1
112

21 1
22

∫ ∫
+

=
++

=
++

− )(
)(

) 2
32

4
1

43213124
22 1

22
xtg

x
dx

xx
dx



 

 

 

نهمفصل

مختصات قطبى و
هاى قطبىمنحنى



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢

456تمرین صفحه
مـانبراي هـر یـک از نقـاط زیـر، دو مجموعـه دیگـر از مختصـات قطبـی ه        . 1
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 .نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید . 1

θ291 2 sin) =r             θ2162 2 cos) =r  
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)sin() θ−= 138 r  
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 .نمودار توابع زیر را رسم کنید . 4
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 .نقاط تقاطع نمودارهاي داده شده را پیدا کنید . 1
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1 .θ    s ــی ــر منحنـ ــاس بـ ــط ممـ ــه خـ ــریب زاویـ =+inضـ 1rــه را در نقطـ
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زاویـــه بـــین شـــعاع حامـــل و خـــط ممـــاس بـــر منحنـــی هـــاي زیـــر را در نقـــاط. 2
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476تمرین صفحه 10-1-5

1. 2 ــع     ــودار تواب ــه نم ــور ب ــطح محص 2س 22 yxyyx =−−= ــبه, را محاس

 .کنید 
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 .حل می شود 2این مساحت با انتگرال دوگانه در ریاضی) حل

9 .x yxyمساحت ناحیه اي را حسـاب کنیـد کـه بـه خطـوط       cos,+= و1=

 .ها محدود است xمحور

 .صورت سؤال اشتباه است ) حل
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 .مساحت سطح محصور را بیابید
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مساحت ناحیه اي از صفحه را که بین اولین و دومـین دور از پـیچ ارشـمیدس    . 1
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3 .θc os3=r  θcمساحت داخل دایره =+osو خارج دلنماي 1rرا بیابید

 )حل



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٢٨

cos cos cos

(( cos ) ( cos) )

( cos cos ) ( sin sin )

s d

d

s

π

π

π
π

π
θ θ θ θ

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

−

= + ⇒ = ⇒ = ±

= − +

= − − = + − −

= − ⇒ =

∫

∫

2 23

3

323

3

13 1
2 3

1 3 1
2

12 2 1 2 2
2

3 33
4 4

o
o

4 .θ2er ==oو خطوط=مساحت محصور به θπθ ,2   . 

( )s e d e e
π

π θ π πθ= = = −∫
2

2 4 2 41 1 1 1
2 8 8o

o
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π
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θθمساحت ناحیه بین. 7 cos,sin 66= =rr را حساب کنید. 
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3طول منحنی. 1
3 θsinar =π   θ  .محاسبه کنید o≥≥را در فاصله
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cos sin , sin cos
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15 .2 طـول قـوس منحنـی   
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  .را پیدا کنیدBCحول خطOBCحجم حادث از دوران ناحیه.1
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2 2حجم حادث از دوران ناحیه محدود به yyx −=y هـا را  حـول محـور   

  .تعین کنید

( ) ( )

( ) ( )

V y y dy y y y dy

yy y

π π

π π

= − = − +

= − + = − +

∫ ∫
2 22 2 2 3 4

25
3 4

2 4 4

4 32 3216
3 5 3 5

o o

o

Aناحیه. 7
2

xy 14و=محصور به منحنی === yyx ,,oحول محور

xحجم جسم حادث چقدر است؟. ها دورانه می کند  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

V x dx x dx

V x dx x dx

x xx x

V

π π

π π

π π

π π

− −

−

= − − −

= − − −

= − − −

⇒ = − − −

∫ ∫
∫ ∫

2 12 4 4

2 1

2 14 4

1
2 25 5

2 4 1

2 16 2 1

2 16 2
5 5

32 12 32 2 1
5 5

o

o o

12منحنی. 8

2

2

2
=+

b
y

a
xرا حول محورx  ها دوران می دهیم، حجم حاصـل

  .چقدر است

  ) حل



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٤٠

abaab

dx
a

xbdx
a

xbV

a

xby

aa

a

22

2

2
2

2

2
2

2

2
22

3
4

32

121

1

ππ

ππ

=−=

−=−=

−=

∫∫−

)(

)()(

)(

o

حجم حاصل از دوران سطح محصور بین منحنی هاي
22

8 xyxy == ,

  .ها را حساب کنیدxحول محور

,

( ) ( )

( )

x x x x

xV x x dx xπ π

π

= ⇒ = =

= − = −

= −

∫

4

252 4 2

8 2

8 4
5

328
5

o
o

o

10 .a yxناحیه واقع بین محورهاي مختصات و سهمی را حول+=

  .حجم جسم حاصل را محاسبه کنید. ها دوران می دهیمxمحور

  )حل



 

 

 

٤١          حد و پیوستگی: دومفصل

( ) ( )

(( ) ( ) )

( )( ( )

( )

a

a

y a x y a x ax

y a x a x ax ax

V a x a x ax ax dx

a xV ax ax ax ax
a

a a a a a

π

π π

= − ⇒ = + −

= + − + +

= + − + +

+
⇒ = − − × +

= − − + =

∫

2 2

2

53
22

2

3
3 3 3 3

2

4 4

4 4

8 4 2 2
3 3 5

8 8 8 82
3 3 5 15

o

o

xناحیه بین یک قوس از من. 11 yحنـی   sin=     و محـور عـرض هـا و خـط

1=yرا حول محورyها دوران می دهیم حجم حاصل را محاسبه کنید.  

( sin ) ( cos sin sin ) ( )xV x x dx x x x x

π
π π

π π π= − = + − − = −∫
22 2

22 1 2 2 1
2 8o

o

12 .2 ــه ســهمی   ــه محــدود ب 4حجــم حاصــل از دوران ناحی
1 2 += xyو خــط

o=+− 1485 yxحول محورxها را به دست آورید.  

  )حل



 

 

 

)١(حل المسائل ریاضی عمومی          ٤٢

,

( ) ( )

y x x x

x x

x x

xV x dxπ
+

−

= + ⇒ + = +

⇒ − − =

+ −
= =

+
= + −∫

2 2

2

5 1 5
2 2 22

5 1 5
2

8 2 4 5 14 2 4

2 5 1

5 1 5 5 1 5
4 2

1 5 142
4 8

o

o

o o

o o

  

  .498تمرین صفحه

سـانتی   2سانتی متر، حفره اي به شـعاع   5در یک جسم کروي شکل به شعاع. 1

حجم قسمت باقیمانده جسم. متر ایجاد می کنیم محور حفره یک قطر کرده است

  .ریدرا بدست آو
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محصور بهOBCمطلوب است حجم جسم حادث از دوران ناحیه. 2
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==oها و خطوطxمحور yy   .هاx، حول محور8,
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5 .2 xyناحیه اي که به سـهمی   =x yو خـط   حـول  . محـدود و در ربـع اول اسـت   =2
  .ها دوران می کند حجم جسم حاصل را تعین کنیدyمحور

( ) ( )

( )

xV x x x dx x

V

π π

π π

= − = −

= − =

∫
242 2 322 2 2

3 4
16 82 4
3 3

o
o  
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