
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 





Language: Persian (Farsi)

Day: 1

 
ǋ٠Ǌ۶ جولای ǊǊ دوشنبه،
F و FA = FB ƽȎ Ɠوری ƽب Ŧاس CF ƒخ روی ƺقƽƔ ای A ƽȎ ɎƻȎد فرض .Ŧاس B رأس در ƽƷقائ ƽɍزاو ȍɍ دارای BCF ŪƳŬƶ .Ǌ سوال
اŨƺخاب Ɠوری E ƽƔقƺ ƹɎƻچƷƾ .Ŧاس ∠DAB ƽɍزاو ƷɎƺساز AC و DA = DC ƽȎ Ŧاس شده اŨƺخاب Ɠوری D ƽƔقƺ دارد. قرار C و A ƹɎب
AMXE ɌƜƳارضƿچ ƽȎ باشد ƺقƽƔ ای X و باشد CF ƒوس M ɎƻȎد فرض .Ŧاس ∠EAC ƽɍزاو ƷɎƺساز AD و EA = ED ƽȎ Ŧاس شده

Ʒƾرس اƺد. ME و FX ،BD خƔوط ƽȎ ɎƻȎد Ŧابū .(AE ∥ MX و AM ∥ EX ɌƻƜɍ) باشد Ũƶوازی الاضلاع ȍɍ
:ƽȎ Ɠوری ƽب داد قرار را O و M ،I ųروف از Ɍȏɍ n× n جدول ȍɍ ƽƺخا ƾر در بŨوان ƽȎ بɎابɎد را n ŦبŬƶ ŲɎŴص اƛداد ƽƷƾ .ǋ سوال

باشد. O سوم ȍɍ و M سوم ȍɍ ،I خاƾ ƽƺا از سوم ȍɍ سŨون، ƾر و سƔر ƾر در •

باشد. O سوم ȍɍ و ،M سوم ȍɍ ،I خاƾ ƽƺا از سوم ȍɍ صورت ƹɍا در بود، ƽس از Ɍضربƶ قƔر خاƾ ƽƺای Ɯŧداد اگر قƔر، ƾر در •

(i, j) زوج ȍɍ با ƻŨƶاظر ƽƺخا ƾر ƹɍابراƻب .Ƶɍرده اȎ گذاری شƷاره n ŧا ١ اƛداد با ɌƜɎبƓ صورت ƽب را n×n جدول ȍɍ سŨون ƾای و سƔرƾا نکته:
ƽƷƾ Ʊƶشا اول ƺوع از قƔر ȍɍ دارد. ƺوع دو از قƔر ŧا ۴n − ٢ ɌƲجدو ƹɎƻچ n > ١ ازای ƽب .١ ≤ i, j ≤ n ƽȎ Ŧاس ŦبŬƶ ŲɎŴص اƛداد از

باشد. ɌŨابū ƶقدار i− j ƽȎ Ŧاس (i, j) خاƾ ƽƺای ƽƷƾ Ʊƶشا دوم ƺوع از قƔر ȍɍ و باشد، ɌŨابū ƶقدار i+ j ƽȎ Ŧاس (i, j) خاƾ ƽƺای

ŲɎŴص ƶخŨصات دارای ɌگƷƾ A١, A٢, . . . , Ak رئوس .Ŧاس ƽŴصف در Ŵƶدب ɌƜƳدضƻچ ȍɍ P = A١A٢ . . . Ak ƽȎ ɎƻȎد فرض .ǌ سوال
ȍɍ P ƚƳض ƾر Ɠول ƚربƶ ƽȎ Ŧاس ŦɎخاص ƹɍا دارای n فرد و ɌƜɎبƓ ƛدد باشد. P Ŧųساƶ S ƽȎ ɎƻȎد فرض دارƺد. قرار داɍره ȍɍ روی و ƾسƻŨد

.Ŧاس n ƶضرب ŲɎŴص ƛدد ȍɍ Ɏƺز ٢S ƽȎ ɎƻȎد Ŧابū .Ŧاس n ƶضرب ŲɎŴص ƛدد

Language: Persian (Farsi) دقیقه ǌ٠ و ساعت ۴ زمان:
دارد امتیاز ٧ مسئله هر



Language: Persian (Farsi)

Day: 2

 
ǋ٠Ǌ۶ جولای Ǌǋ سه شنبه،
از Ɍȏɍ ųداقل با ɌȎرŨشƶ ƛاƶل آن ƛضو ƾر و باشد ƛضو دو ųداقل شاƶل اگر ،ƵɎƶاƺ Ɍƶ خوشبو را Ŧثبƶ ŲɎŴص اƛداد از ƽƛوƷجƶ ȍɍ .Ǎ سوال
ŲɎŴص ƛدد ƽȎ Ɠوری ƽب بɎابɎد را b Ŧثبƶ ŲɎŴص ƛدد برای ƹȏƷƶ ƶقدار ųداقل .P (n) = nǋ + n+ Ǌ ɎƻȎد Ʀرض باشد. ƽŨداش دɍگرش اƛضای

ƽƛوƷجƶ ƽȎ باشد ƶوجود a ɌƧƻƶاƺ
{P (a+ Ǌ), P (a+ ǋ), . . . , P (a+ b)}

باشد. خوشبو
ƽادلƜƶ .ǎ سوال

(x− Ǌ)(x− ǋ) · · · (x− ǋ٠Ǌ۶) = (x− Ǌ)(x− ǋ) · · · (x− ǋ٠Ǌ۶)
ƹɍا از ŧا k دقɎقا بŨوان ƽȎ Ɠوری ƽب بɎابɎد را k ƹȏƷƶ ƶقدار ųداقل .Ŧƃا شده ƽŨوشƺ ƽŨخŧ روی دارد، قرار آن Ɠرف ƾر در ɌƔخ ƛاƶل ǋ٠Ǌ۶ ƽȎ

باشد. ƽŨداشƺ ɌقɎقų جواب آƶده Ŧƃد ƽب ƽادلƜƶ و بƷاƺد Ɍباق Ɠرف ƾر در ƛاƶل ȍɍ ųداقل ƽȎ Ŵƺوی ƽب Ʒƺود ųذف را ɌƔخ ƛاƶل ۴٠ǌǋ
ƻŨƄɎƺد. Ʒƾرس ɌƔپاره خ ƽƃ Ɏƾچ و ƻƻȎ Ɍƶد ƚƔق را ȍɍ دɍگر ƒپاره خ دو ƾر ƽȎ Ɠوری ƽب دارƺد، قرار ƽŴƧص در ƒپاره خ n ≥ ǋ ɎƻȎد Ʀرض .Ǐ سوال
ƒپاره خ دɍگر اƿŨƺای ŦƷƃ ƽب وزغ ŦȎرų Ŧƿج ƽȎ Ɠوری ƽب دƾد قرار آن روی Ɍوزغ و ƻȎد اŨƺخاب را آن اƿŨƺای دو از Ɍȏɍ ƒپاره خ ƾر از باɍد جƧƜر
Ŧƿج Ɏƾچ گاه وزغ ƾا Ɍƶ پرد. بƜدی ƚƓقاŧ ƽƔقƺ ƽب خود ƒپاره خ روی Ʀوراً وزغ ƾر Ɍƶ زƺد، Ŧƃد او ƽȎ بار ƾر Ɍƶ زƺد. Ŧƃد بار n− Ǌ او Ƃپ   ƃ باشد.

ƺگɎرƺد. قرار ƚƓقاŧ ƽƔقƺ ȍɍ روی Ƶƾ زƶان آن ƾا از Ɍɍاŧدو Ɏƾچ  ƽȎ دƾد قرار Ɠوری را وزغ ƾا Ɍƶ خواƾد جƧƜر ƻƻȎ ɌƷƺد. ƛوض را خود پرش
برƃد. خود ƽŨƃخوا ƽب ŧ Ɍƶواƺد جƧƜر باشد Ʀرد n اگر ɎƻȎد Ŧثاب (ƥال

برƃد. خود ƽŨƃخوا ƽب ŧ ɌƷƺواƺد جƧƜر باشد زوج n اگر ɎƻȎد Ŧثاب ب)
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داریم :   ,a b ا بیابید به طوری که برای هر دو عدد طبیعی ر :f  تمام توابع . ۲  

  2( ( ) ) ( ( )) ( ( ))f a b f a f b a f b      
 

چند جمله ای مانند   
1i i

b


 ود دارند که برای هر دنباله از اعداد حقیقی مانند وج 1 1 2 2( , ), ( , ),...x y x y از صفحه مانند  هنقطنامتناهی آیا  .۳  

:  شته باشیمدا   i که برای هر اندیس مانند  جود داشته باشدو    ( , ) ,p x y X Y  
( , )i i ip x y b      
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داشته   را بیابید که فقط برای یک   مثل                تعداد جایگشت هایی از  .5

 باشیم :

     ))    

 

 

تقسیم کرد به  از خانه های واحد قسمت همبند 59به را  7*7یک جدول  آیا میتوان .2

طوری که همه ی قسمت ها محیط برابر داشته باشند؟ )قسمت همبند : مجموعه ای از 

 همسایه های ضلعی باشند( ، خانه های جدول به طوری که خانه های مجموعه

 

درجه دارند. حداکثر  70ربات در صفحه قرار دارند هر کدام زاویه ی دیدی به اندازه ی  24 .9

 آن ها برقرار است؟ چند رابطه ی دیدن بین
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و خط مماس   محل برخورد ارتفاع متناظر با راس   مثلث دلخواهی باشد. فرض کنید     . فرض کنید 5

را    ضلع    باشد. می   و ضلع   محل برخورد نیم ساز زاویه   باشد.     بر دایره محیطی   در 

      کند. ثابت کنید قطع می  در 
 

باشند بطوری که از وسط    و    دو نقطه به ترتیب روی   و   مثلثی دلخواه است. فرض کنید     . 2

بر   و   در نظر بگیرید . از     و     را محل برخورد دوم دایره محیطی   به یک فاصله اند.    ضلع 

       ∡قطع کنند. ثابت کنید   کنیم تا یکدیگر را در مماس می    دایره محیطی 

 

باشند. می   و    ،    به ترتیب پای ارتفاع های وارد بر اضلاع   و   ،   مثلثی دلخواه است.     . 9

 باشد.می   و    ،    بر اضلاع   و   ،   به ترتیب پای عمودهای وارد از    و      ،   

             ثابت کنید
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5 -  𝐹 جمله ایو چند مجموعه ای از اعداد طبیعی با حداقل دو عضوزیر  𝑥      𝛸   بگونه ای هستند که

 داریم :  𝑎 𝑏   𝐹برای هر دو عدد متمایز

     𝑎  𝑏   𝐹 

        𝑎    𝑏     

  ثابت است.   ثابت کنید چندجمله ای 

 

 یافت شود که      نامیم هر گاه بی نهایت عدد اول چون خوب میرا    𝑥      𝛸    چندجمله ای  - 2

  حداقل       |           }  
   

 
 خوب است.  𝑥  𝑥  عضو داشته باشد. ثابت کنید  

 

         𝑥  𝑎باشد و معادله       𝑎 می نامیم اگر   را مانده طلایی به پیمانه  𝑎عدد  - 9

   مانده طلایی به پیمانه  𝑎 ثابت کنیدباشد.    مانده طلایی به پیمانه  𝑎جواب داشته باشد. فرض کنید 
 

 .هم هست

 





                                                                                                 ��م ا� ا���ن ا���م

 ساعت  ٣زمان آزمون : 

]فرض کنید -١ ]( )P x X∈ مانند ١٣٩٥ای درجه  گویا ندارد . ثابت کنید چندجمله است که ریشه ٢٠١٦چندجمله ای درجه  

[ ]T X∈ که برای هر دو ریشه متمایز از یوجود دارد به طورP  مانند,α β ( نه لزوما حقیقی ) داشته باشیم : 

      ( ) ( )T Tα β− ∉         

 مجموعه اعداد گویا است .   توجه کنید منظور از •

,فرض کنید -٢ ,a b c +∈   باشند ثابت کنید :  حاصل ضرب واحدبا 

2 2 2

2
( 1) ( 1) ( 1)

a b b c a c
a b b c a c a b c

+ + +
+ + ≥

+ + + + + + + +
  

 

f:تمام توابع مانند  – ٣ + +→   را بیابید به گونه ای که برای هر دو عدد حقیقی مثبت مانند,x y : داریم 

( ) ( ( )) ( ) ( )f y f x f y f x f xy+ = 
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کاندید و تعدادی رای دهنده موجود است. هر رای دهنده کاندید ها را برحسب  1395در یک انتخابات  .1

را به صورت جهت ام(  a کاندیدمتناظر  راس)  aاولویت ترتیب بندی می کند. در گراف کاندیدها راس

در بیش از نصف   aوصل می کنیم در صورتی که راس ام(  b کاندیدمتناظر  راس) b دار به راس

اولویت بالا تری داشته باشد. آیا می توان همه ی گراف های جهت دار کامل   bاولویت بندی ها از راس 

 راسی را ساخت؟ 1395

 

100 جدول .2 × ه هایش عدد صفر نوشته شده  است. دو نفر به ترتیب . در ابتدا روی همه خانمداری 100

مرحله ( تمام می شود. در هر مرحله هر بازیکن  100مرحله )هر نفر  200بازی می کنند. بازی بعد از 

اضافه می کند. اگر در پایان  3یک سطر یا ستون را انتخاب می کند و به اعداد روی آن یکی به پیمانه 

ها بیشتر از نصف  0خانه( بود نفر اول می برد، اگر تعداد  5000دول)ها بیشتر از نصف ج 1تعداد 

خانه( بود نفر دوم می برد و در غیر این صورت بازی مساوی خواهد شد. نتیجه بازی چه  5000جدول)

 خواهد بود؟

 

30جدول  .3 × . می خواهیم با دو رنگ سیاه و سفید آن را رنگ کنیم به طوری که هر خانه داریم 30

سیاه مجاور داشته باشد)دو خانه مجاورند اگر فاصله طولی و فاصله عرضی آن ها به  خانه kسیاه حداکثر 

 مجاور دارد(. 8باشند. پس هر خانه دقیقا  1-یا  1 یا 0برابر  30پیمانه 

 د خانه های سیاه را بیابید.ماکسیمم تعدا k=6الف( برای 

 ماکسیمم تعداد خانه های سیاه را بیابید. k=1ب( برای 

 

 موفق باشید
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را به ترتیب  𝐴𝐶و  𝐴𝐵میگذرد و اضلاع  𝐶و𝐵دایره ای است که از 𝐴𝐵𝐶 ،𝜔.در مثلث 1

 ′𝐵 و ′𝐶را به ترتیب در  ABCدایره ی محیطی مثلث  𝐶𝐸و  𝐵𝐹قطع می کند. 𝐹و  𝐸در 

𝐶′𝐴′𝐵̂چنان باشد که  𝐵𝐶روی ضلع  ′𝐴قطع می کند.فرض کنید نقطه ی  = 𝐵′𝐴′𝐶̂ ثابت.

 از نقطه ی ثابتی می گذرند. ′𝐴′𝐵′𝐶، دایره ی محیطی مثلث های  𝜔کنید با تغییر دایره ی 

 

 

به ترتیب مرکز دایره محاطی داخلی و  𝐼𝑎و  𝐼یک مثلث دلخواه است و  𝐴𝐵𝐶.فرض کنید 2

،نیمساز 𝐴𝐵𝐶بر دایره ی محیطی  𝐶هستند.فرض کنید مماس در  𝐴خارجی متناظر با رأس 

قطع  𝑁را در  𝐴نیمساز  𝐴𝐵𝐶بر دایره محیطی  𝐵و مماس در  𝑀را در  𝐴زاویه ی 

نیم و فرض می مماس های دوم را بر دایره ی محیطی مثلث رسم می ک 𝑁و  𝑀میکند. از 

 محاطی است. 𝑋𝑌𝐼𝐼𝑎قطع کنند.ثابت کنید  𝑌و  𝑋کنیم دایره ی محیطی را به ترتیب در 

 

 

با  𝐶و𝐵و𝐴محل برخورد نیمسازهای داخلی  𝐹و𝐸و𝐷مفروض است. 𝐴𝐵𝐶.مثلث دلخواه 3

𝐴𝑀طوری انتخاب می شوند که  𝐸𝐹روی خط  𝑁و𝑀اضلاع متناظر هستند.نقاط  = 𝐴𝑁 .

انتخاب می شوند  𝐸𝐹طوری روی  𝐿و𝐾می باشد.نقاط  𝐵𝐶بر  𝐴پای ارتفاع رأس  𝐻 نقطه

 𝐻𝑀و  𝐴𝐾متناظراً متشابه اند)به همین ترتیب رئوس( و  𝐴𝐾𝐿و  𝐻𝑀𝑁که دو مثلث 

𝐷𝐾موازی نیستند.ثابت کنید  = 𝐷𝐿. 
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وجود دارد بطوری که   فرد ( باشند. ثابت کنید عدد صحیحی مانند   اعداد اول )     . فرض کنید 5

 (     )     اگر و تنها اگر      (   )    

یک چندجمله ای با  ( ) یک عدد طبیعی و   باشد که  ( )  گوییم اگر به صورت  ویژه. یک تابع را 0

گوییم اگر از  اینمایی چندجملهع را گیرد. یک تابضرایب صحیح باشد که برای اعداد طبیعی مقدار مثبت می

    بدست آمده باشد ) به طور مثال :  ویژهضرب و جمع توابع 
( ثابت کنید هیچ           

وجود  ( ) چون ای ناصفری و تابع نمایی چندجمله ( ) چون  ثابتیای صحیح الضرایب و غیرچندجمله

 ( )   ( )  : داشته باشیم  ندارد که برای هر عدد طبیعی 

یک عدد   گوییم هرگاه برای هر عدد طبیعی چون را یک جایگشت از اعداد طبیعی می (  )  . دنباله 9

کنیم ) تعریف می           را به صورت  ( )  . حال      یکتا یافت شود که   طبیعی 

و هر   شود که برای هر یافت می        نهایت جایگشت جمله اول جایگشت ( ثابت کنید بی  جمع 

 (  )    (  )  طبیعی داشته باشیم :     

 

 

 موفق باشید
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------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

 داریم :     برای هر دو عدد حقیقی و مثبت  دو تابع باشند که          فرض کنید  -１

 (   ( ))
 
  (  )     

( ) که  می شود یافت   یک      بی کران است . )یعنی برای هر   ثابت کنید برد    ). 

 

نقاط گوشه ای  گوشه چهار مستطیل نیست. ،را مستطیل بندی کرده ایم طوری که هیچ نقطه ای     مربع  -２

که هر دو گوشه روبرو قطری در یک مستطیل)از مستطیل  یمه ایل ها را با دو رنگ طوری رنگ کردمستط

 هم همرنگ هستند.      ثابت کنید  همرنگ باشند،     اگر.  همرنگ شده استبندی(  نا

 

با   از درجه  ( ) مله ای تکین چندجرا بیابید که یک   . کمترین توانی از یک عدد اول باشد   فرض کنید  -３

 .( )    طبیعی داشته باشیم   که برای هر  یافت شودضرایب صحیح 

 

 

 



 بسمه تعالی
دقیقه 072زمان                                             روز دوم                               59 امتحان پایان دوره تابستان   

............................................................................................................................................  
نیمساز      و      انتخاب شده است. نیمساز زاویه های  ABCاز مثلث  BCروی ضلع   نقطه دلخواه -4

  را بار دیگر در نقطه     ضلع     قطع می کنند. دایره محیطی مثلث     را به ترتیب در   خارجی زاویه 

 قطع می کند. ثابت کنید :

           

 

را بتوان به تعدادی بلوک تقسیم کرد، طوری که  10را آینه ای نامیم، اگر بسط قرینه آن در مبنای   الف( عدد -9

ی هستند که چنین بلوک های 21و 543 و 6 ، 123456شود. به طور مثال برای عدد   ضرب این بلوک ها برابر 

 می شد این عدد را آینه ای می گفتیم.  123456اگر ضربشان برابر

 ظاهر شده باشد. 3و2و 1ها تنها ارقام  همه اعداد آینه ای را بیابید که در بسط اعشاری آن

 

را خوب گوییم اگر خود آن را بتوان به تعدادی بلوک تقسیم کرد که ضرب این بلوک ها برابر   ب( عدد 
 

 
 

 باشد.

 نهایت عدد خوب وجود دارد. ثابت کنید بی

  

را به         با رئوس  G ضلعی محدب باشد که اضلاع موازی ندارد. گراف   nیک         فرض کنید -6

   و   یال رسم میکنیم اگر دو خط موازی گذرنده از     و   ضلعی متناظر میکنیم: بین   nاین صورت به این 

( قرار گیرد. تعداد گراف ها با    و   ضلعی بین این دو خط ) و نه روی آنها به جز   nن رسم کرد که کل بتوا

پاسخ به  n=3,4ضلعی محدب باشند ) مثلا برای  nرا بیابید که متناظر با یک         رئوس شماره گذاری شده 

 .است( 1و4ترتیب برابر با 

 

 





او نام به
پیشرفته هندسه المپیاد آزمون

نیم و ساعت 4 آزمون: زمان
1395 شهریور 18 پنجشنبه

قطع D در را ω1 دایره A در ω2 دایره بر مماس و ، C در را ω2 دایره A در ω1 دایره بر مماس متقاطعند. B و A در ω2 و ω1 دایره دو . 1
ω2 تا کنیم می عمود AC بر E از دارد.) قرار F و C بین E).کند قطع F و E در ترتیب به را ω2 و ω1 ،CD خط کنید فرض کند. می

همخطند. Q و P و A کنید ثابت کند. قطع Q در را ω1 تا کنیم می عمود AD بر F از و P در را

به را X نقطه باشد. BC ضلع بر شده وارد ارتفاع پاي D و AC ضلع وسط M کنید فرض است. مفروض ABC الزاویه حاده مثلث . 2
زاویه کنید ثابت دارند.) قرار BM طرف دو در C و X) باشند. 90◦ برابر DXM و AXB هاي زاویه که گیریم می نظر در اي گونه

است. MBC زاویه برابر دو XMB

PAB هاي مثلث محاطی دوایر مراکز I2 و I1 کنید فرض نامیم. می P را BC و AD برخورد محل ،ABCD محدب چهارضلعی در . 3
دوایر دهید نشان صورت این در بنامیم، H را PDC مثلث ارتفاعی مرکز و O را PAB مثلث محیطی دایره مرکز اگر باشند. PDC و
باشند. مماس یکدیگر بر DI2C و AOB هاي مثلث محیطی دوایر اگر تنها و اگر مماسند یکدیگر بر DHC و AI1B هاي مثلث محیطی

می قطع F در را یکدیگر BC و AD خطوط و E در را یکدیگر CD و AB خطوط است. مفروض ABCD محدب چهارضلعی . 4
است مماس P در AC بر گذرد، می D از که است اي دایره ω1 کنید فرض بگیرید. نظر در چهارضلعی هاي قطر برخورد محل را P کنند.
دو اگر کند. می قطع Y در را BC و است مماس P در BD بر گذرد، می C از که است اي دایره ω2 و کند می قطع X در را AD و

گذرد. می XQY مثلث محیطی دایره مرکز از EF بر P از وارد عمود کنید ثابت کنند قطع را یکدیگر Q در دوم بار براي دایره

XiYjZk هاي مثلث ،1 ≤ i, j, k ≤ 2 هر براي که صورتی به دارند وجود صفحه در Z2 و Z1 ،Y2 ،Y1 ،X2 ،X1 متمایز نقطه شش آیا . 5
باشند؟ متشابه

است نمره 8 سوال هر بارم
باشید. موفق
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