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٣ فصل

و دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات
بالاتر مراتب

اولیه تعاریف (٣ - ١

بگيريد: نظر در را زير همگن و خطی n مرتبه ديفرانسيل معادله

y(n) + P (x)y(n−۱) + · · ·+Q(x)y = ۰ (۱ - ۳)

خطی ترکيب هر باشند، ديفرانسيل معادله اين خطی مستقل جواب های yn(x) ،. . . ،y۲(x) ،y۱(x) چنانچه
است: چنين عمومی جواب ديگر تعبير به و بود خواهد نظر مورد ديفرانسيل معادله از جوابی جواب ها، اين از

y = k۱y۱ + k۲y۲ + · · ·+ knyn (۲ - ۳)

.[۲] هستند  اختياری ثابت های k۱, k۲, . . . , kn فوق ديفرانسيل معادله جواب در

مهم تعریف یک (٣ - ١ - ١

هرگاه دارند، خطی وابستگی توابع، اين می گويند بگيريد. نظر در را y۱(x); y۲(x); . . . ; yn(x) توابع
.[۲] باشد  k۱y۱ + k۲y۲ + · · ·+ knyn = ۰ که: يافت گونه ای به را k۱, k۲, . . . , kn ثابت های بتوان

داشته خطی وابستگی y۱(x), y۲(x, ,̇yn(x) توابع که آن برای کافی و لازم شرط داد، نشان می توان

۳



بالاتر مراتب و دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٣ فصل ۴

:[۲] که  است آن باشند،
(۳ - ۳)

y۱(x); y۲(x); . . . ; yn(x)توابع رونسکين : w(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y۱ y۲ . . . yn
y′۱ y′۲ . . . y′n
... ... ... ...

y
(n−۱)
۱ y

(
۲n− ۱) . . . y

(n−۱)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ۰

فاصله، يک در همگن، دوم مرتبه خطی معادله به مربوط y۲(x) و y۱(x) جواب دو خطی استقلال شرط نکته:
:[۲] يعنی  باشد. صفر مخالف فاصله اين در آن ها رونسکين های که: است آن

w = y۱y′۲ − y۲y′۱ ̸== ۰ (۴ - ۳)

و y۱(x) مستقل جواب دو دارای y′′ + (x۲ + ۱)y′ + p(x) + y = ۰ ديفرانسيل معادله ٣ - ١ مثال

[۲]؟ گقت  می توان چه y۱y′۲ − y۲y′۱ عبارت به راجع است. y۲(x)

داشت: خواهيم شده گفته نکته طبق آنگاه باشند، معادله مستقل جواب دو y۲ و y۱ اگر y۱∣∣∣∣حل: y۲
y′۱ y′۲

∣∣∣∣ ̸= ۰ ⇒ y۱y′۲ − y۲y′۱ ̸= ۰

شرطی چه بايد باشد، خطی xn d
۲y

dx۲ +
dy

dx
+ f(x)ym = ۰ ديفرانسيل معادله آنکه برای ٣ - ٢ مثال

[۲]؟ باشد  برقرار

شود. m = ۱ است کافی معادله، شدن خطی برای حل:

دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات حل روش های (٣ - ٢

بيان y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = ۰ صورت به حالت کلی ترين در دوم، مرتبه ديفرانسيل معادله يک
يافت. را آن جواب بتوان زير شرايط مانند شرايطی تحت است ممکن که می شود،

همگن نوع از ثابت ضرایب با خطی دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات (٣ - ٢ - ١

از: است عبارت ثابت ضرايب با همگن دوم مرتبه خطی معادله يک شکل

y′′ + ay′ + by = ۰ (۵ - ۳)



۵ دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات حل روش های . ٣ - ٢

جايگذاری با سپس و می گيريم نظر در را است) ثابت يک λ) y = eλx صورت به جوابی فوق معادله برای
می رسيم: زير مشخصه۱ معادله به فوق، معادله در

λ۲ + aλ+ b = ۰ (۶ - ۳)

می شود: ايجاد حالت سه پس می باشد، حقيقی ضرايب با دوم درجه معادله نوع از فوق، مشخصه معادله چون

عمومی جواب و است λ۲ و λ۱ متمايز حقيقی ريشه دو دارای مشخصه، معادله (∆ > ۰ ) اول: حالت - ۱
:[۲] از  است عبارت

y = c۱eλ۱x + c۲eλ۲x (۷ - ۳)

و است λ۱ = λ۲ = λ (مضاعف) تکراری ريشه دو دارای مشخصه معادله (∆ = ۰ ) دوم: حالت - ۲
:[۲] از  است عبارت عمومی جواب

y = (c۱ + c۲x)eλx (۸ - ۳)

عمومی جواب و است λ۱,۲ = α± jβ مختلط ريشه دو دارای مشخصه معادله (∆ < ۰ ) سوم: حالت - ۳
:[۲] از  است عبارت

y = eαx(c۱ cos(βx) + c۲ sin(βx)) (۹ - ۳)

نيز بالاتر مرتبه های از ثابت ضرايب با خطی معادلات با رابطه در گرفته انجام بحث ٣ - ٢ - ١ نکته
يافتن از پس و داده تشکيل مقتضی ترتيب به را مشخصه معادله است، کافی يعنی است. تعميم قابل

.[۲] کنيم  تعيين را جواب پايه های آن ريشه های

خود که است منحنی دسته يک به مربوط ديفرانسيل معادله يافتن هدف مواقع، برخی ٣ - ٢ - ٢ نکته note1
کافی مسايل، اينگونه در است. ثابت ضرايب با ديفرانسيل معادله يک عمومی جواب منحنی، دسته آن
را مشخصه معادله و کرده تعيين را مشخصه معادله ريشه های منحنی ها، دسته معادله به توجه با است

.[۲] آيد  بدست نظر مورد ديفرانسيل معادله تا داده تشکيل

معادله عمومی جواب ٣ - ٣ مثال

y′′ − ۳y′ + ۲y = ۰
.[۵] کنيد  تعيين y′(۰) = ۵ و y(۰) = ۳ شرايط با خصوصی جواب يک و آوريد بدست را

1Characteristic equation



بالاتر مراتب و دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٣ فصل ۶

λ۲ − ۳λ+ ۲ = ۰ از: است عبارت مشخصه معادله حل:
است: چنين عمومی جواب پس، هستند. λ۲ = ۲ و λ۱ = ۱ آن ريشه های

y(x) = c۱ex + c۲e۲x

داريم:
y′(x) = c۱ex + ۲c۲e۲x

می گردند: حاصل زير معادلات شده، داده اوليه شرايط از استفاده }با
y(۰) = ۳ ⇒ c۱ + c۲ = ۳
y′(۰) = ۵ ⇒ c۱ + ۲c۲ = ۵ ⇒ c۱ = ۱, c۲ = ۲

y = ex + ۲e۲x از: است عبارت خصوصی جواب بنابراين،

y′′ − ۶y′ + ۹y = ۰ .[۵] آوريد  بدست را زير معادله عمومی جواب ۴ - ٣ مثال

λ۲ − ۶λ+ ۹ = ۰ ⇒ (λ− ۳)۲ = ۰ از: است عبارت مشخصه معادله حل:
است: چنين عمومی جواب و بوده مضاعف ريشه λ = ۳ پس،

y = c۱e۳x + c۲xe۳x

y′′ + ۲y′ + ۵y = ۰ .[۵] آوريد  بدست را زير معادله عمومی جواب ۵ - ٣ مثال

λ۲ + ۲λ+ ۵ = ۰ داريم: حل:
y = e−x(c۱ cos ۲x+c۲ sin ۲x) است: چنين عمومی جواب پس λ = −۱±۲i از: عبارتند ريشه ها

y(۴) − ۹y′′ = ۰ .[۲] بيابيد  را زير ديفرانسيل معادله عمومی جواب ۶ - ٣ مثال

داريم: نکته ۳ - ۲ - ۲ از استفاده با حل:

λ۴ − ۹λ۲ = ۰ ⇒ λ۲(λ۲ − ۹) = ۰ ⇒ λ = ۰, ۰,−۳,۳
y(x) = Ae۰x +Bxe۰x + Ce−۳x +De۳x ⇒ y(x) = A+Bx+ Ce−۳x +De۳x

y(۴) + ۴y(۳) + ۶y′′ + ۴y′ + y = ۰ .[۲] بيابيد  را زير ديفرانسيل معادله عمومی جواب ٣ - ٧ مثال

داريم: نکته ۳ - ۲ - ۲ از استفاده با حل:

λ۴ + ۴λ۳ + ۶λ۲ + ۴λ+ ۱ = ۰ ⇒ (λ+ ۱)۴ = ۰ ⇒ λ = −۱,−۱,−۱,−۱
y(x) = Ae−x +Bxe−x + Cx۲e−x +Dx۳e−x



۷ دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات حل روش های . ٣ - ٢

پایه داشتن با خطی دوم مرتبه معادلات جواب پایه یک کردن پیدا (٣ - ٢ - ٢
دیگر جواب

بگيريد: نظر در را زير ديفرانسيل معادله

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = ۰

y۲ = u(x)y۱ صورت به می توان را ديگر جواب پايه باشد، y۱ ديفرانسيل معادله اين جواب پايه يک چنانچه
:[۲] است  زير فرم به u(x) آن در که گرفت. نظر در

u(x) =

∫ ۱
y۲۱

e−
∫
P (x)dxdx (۱۰ - ۳)

y۱(x) = x صورت به (۱−x۲)y′′−۲xy′+۲y = ۰ ديفرانسيل معادله جواب يک می دانيم ٣ - ٨ مثال

.[۲] کنيد  پيدا را معادله اين دوم مستقل جواب می باشد.

کنيم: پيدا را u(x) بايد ابتدا حل:

u(x) =

∫ ۱
y۲۱

e−
∫
P (x)dxdx ⇒ u(x) =

∫ ۱
x۲ e

−
∫ −۲x
۱− x۲ dxdx ⇒

u(x) =

∫ ۱
x۲ e

− ln |۱−x۲|dx ⇒ u(x) =

∫ ۱
x۲

۱
۱− x۲ dx ⇒

∫ ( ۱
x۲ +

۱
۱− x۲

)
dx

⇒ u(x) = − ۱
x
− ۱

۲ ln | ۱− x

۱+ x
|

داشت: خواهيم پس

y۲(x) = u(x)y۱ =
(

− ۱
x
− ۱

۲ ln | ۱− x

۱+ x
|

)
x

خصوصی جواب بحث و غیرهمگن خطی دیفراسیل معادلات (٣ - ٢ - ٣

:[۲] بگيريد  نظر در را زير غيرهمگن و nام مرتبه ديفرانسيل معادله

yn + P (x)yn−۱ + · · ·+Q(x)y = R(x) (۱۱ - ۳)



بالاتر مراتب و دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٣ فصل ۸

باشند مذکور معادله با متناظر همگن ديفرانسيل معادله جواب پايه های y۱(x); y۲(x); . . . ; yn(x) چنانچه
باشد نظر مورد همگن غير معادله برای جوابی yp(x) و شده اند) پيدا  R(x) = ۰ فرض با حقيقت در (که
معادله کلی جواب داد، نشان می توان است، موسوم غيرهمگن معادله اين خصوصی جواب به اصطلاحا که

:[۲] است  زير صورت به نظر مورد غيرهمگن

y(x) = c۱y۱ + c۲y۲ + · · ·+ cnyn︸ ︷︷ ︸
متناظر همگن معادله عمومی جواب

+yp(x) = yh(x) + yp(x) (۱۲ - ۳)

بگيريد: نظر در را زير غيرهمگن ديفرانسيل معادله

yn + P (x)yn−۱ + · · ·+Q(x)y = R(x) + S(x) (۱۳ - ۳)

جواب yp۲(x) و دارد وجود ثانی طرف در R(x) فقط که زمانی معادله، خصوصی جواب yp۱(x) چنانچه
مورد معادله کلی خصوصی جواب باشد. دارد، وجود ثانی طرف در S(x) فقط که زمانی معادله، خصوصی

:[۲] است  چنين نظر

yp(x) = yp۱(x) + yp۲(x) (۱۴ - ۳)

غيرهمگن، نوع از ثابت ضرايب با خطی nام مرتبه ديفرانسيل معادلات خصوصی جواب کردن پيدا برای روش دو
است: موجود

نامعین ضرایب روش (٣ - ٢ - ٣ - ١

بگيريد: نظر در را زير معادله

yn + a(x)yn−۱ + · · ·+ b(x)y = R(x) (۱۵ - ۳)

متناظر همگن معادله مشخصه معادله نخست، ديفرانسيل، معادله اين خصوصی جواب کلی ساختار پيشنهاد برای
تعريف وضعيت به توجه با حال می کنيم. پيدا را مشخصه معادله ريشه های امکان، صورت در و داده تشکيل را

.[۲] نمود  مشخص را خصوصی جواب کلی ساختار زير بحث دو از يکی با می توان ،R(x)

قرار با که کنيم استفاده نامعينی ضرايب از بايد نخست پيشنهادی، خصوصی جواب اين در حالت هر در
.[۲] کرد  معلوم را نامعين ثابت های آن تکليف می توان اصلی، همگن غير معادله در جواب اين دادن

آنگاه است، معلوم حقيقی عدد يک p آن در که بود R(x) = epx(m درجه با x از (چندجمله ای اگر - ۱
گفت: می توان

yp(x) = xtepx{Axm +Bxm−۱ + · · ·+D} (۱۶ - ۳)



۹ دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات حل روش های . ٣ - ٢

مشخصه معادله ريشه های تعداد t و شوند مشخص بايد که هستند نامعينی ضرايب A,B,C, . . . ,D

.[۲] می باشد  p عدد برابر که است

و بوده حقيقی ثابت اعداد q و p آن در که باشد R(x) = epx{M(x) sin qx+N(x) cos qx} اگر - ۲
می شود. فرض m قوی تر، چندجمله ای درجه آن در که می باشند x از جمله ای چند دو N(x) و M(x)

:[۲] داريم  صورت اين در

yp(x) = xtepx{L(x) sin qx+H(x) cos qx} (۱۷ - ۳)

است مشخصه معادله ريشه های تعداد t و می باشند m درجه از کامل جمله ای چند دو L(x) و H(x)

.[۲] می باشد  p+ iq برابر که

[۲]؟ می کنيد  پيشنهاد چگونه را زير ديفرانسيل معادله خصوصی جواب ٣ - ٩ مثال

۳y′′ + ۲y′ − ۵y = (x۲ + ۳)e−x

می دهيم: تشکيل را همگن حالت معادله نظير مشخصه معادله ابتدا حل:

۳λ۲ + ۲λ− ۵ = ۰ ⇒ λ۱ = ۱;λ۲ = −۵
۳

yp(x) = x۰e−x{Ax۲ +Bx+ C} = e−x{Ax۲ +Bx+ C}

[۲]؟ می کنيد  پيشنهاد چگونه را زير ديفرانسيل معادله خصوصی جواب ٣ - ١٠ مثال

y(۳) + ۳y′′ + ۳y′ + y = xe−x

می دهيم: تشکيل را همگن حالت معادله نظير مشخصه معادله ابتدا حل:

λ۳ + ۳λ۲ + ۳λ+ ۱ = ۰ ⇒ (λ+ ۱)۳ = ۰ ⇒ λ = −۱,−۱,−۱
yp(x) = x۳e−x{Ax+B}

[۲]؟ می کنيد  پيشنهاد چگونه را زير ديفرانسيل معادله خصوصی جواب ٣ - ١١ مثال

y′′ + ۲y′ + ۵y = e−x{۲ sin ۲x+ ۲ cos ۲x}

می دهيم: تشکيل را همگن حالت معادله نظير مشخصه معادله ابتدا حل:

λ۲ + ۲λ+ ۵ = ۰ ⇒ λ۱ = −۱+ ۲i;λ۲ = −۱− ۲i
yp(x) = x۱e−x{A sin ۲x+B cos ۲x}



بالاتر مراتب و دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٣ فصل ۱۰

y′′′ − ۳y′ + ۲ = ۲x۲ + ۱ .[۵] بيابيد  را زير معادله خصوصی) و (عمومی کلی جواب ٣ - ١٢ مثال

است: زير صورت به مشخصه معادله حل:

λ۳ − ۳λ+ ۲ = ۰

نمود: تجزيه زير صورت به را آن می توان که

(λ− ۱)۲(λ+ ۲) = ۰

بود: خواهد زير صورت به آن عمومی جواب پس،

yh = c۱ex + c۲xex + c۳e−۲x

بود: خواهد زير صورت به معادله خصوصی جواب

yp = A۰ +A۱x+A۲x۲

داريم: همچنين

y′p = A۱ + ۲A۲x, y′′p = ۲A۲, y′′′p = ۰

داريم: اصلی معادله در آن مشتقات و yh کردن جايگزين با

−۳(A۱ + ۲A۲x) + ۲(A۰ +A۱x+A۲x۲) ≡ ۲x۲ + ۱

می شود: حاصل زير معادلات اتحاد اين از

−۳A۱ + ۲A۰ = ۱, ۲A۱ − ۶A۲ = ۰, ۲A۲ = ۲

بود: خواهد زير صورت به خصوصی جواب پس .A۰ = ۵ و A۱ = ۳ ،A۲ = ۱ اينجا از

yp = ۵+ ۳x+ x۲

بود: خواهد زير صورت به کلی جواب همچنين،

y = yp + yh = c۱ex + c۲xex + c۳e−۲x + ۵+ ۳x+ x۲



۱۱ دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات حل روش های . ٣ - ٢

يافتن برای نامعين، ضرايب روش مانند پارامترها، تغيير روش پارامترها تغییر روش (٣ - ٢ - ٣ - ١ - ١

ناهمگن معادله خصوصی جواب يک

an(x)y
(n) + an−۱(x)y(n−۱) + · · ·+ a۱(x)y′ + a۰y = f(x) (۱۸ - ۳)

به f(x) تابع همچنين و باشند ثابت بايد an, an−۱, · · · , a۱, a۰ نامعين، ضرايب روش در می رود. بکار
در ولی ندارد، وجود محدوديت دو اين پارامترها، تغيير روش در باشد. گرديد، توصيف که شکل هايی از يکی
را روش اين باشيم. داشته اختيار در را نظير همگن معادله خطی مستقل جواب های از مجموعه ای بايد عوض

.[۵] می کنيم  تشريح دوم مرتبه معادلات برای
دوم مرتبه معادله

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (۱۹ - ۳)

جواب  های يعنی نظير، همگن معادله خطی مستقل جواب دو y۲(x) و y۱(x) کنيد فرض و گرفته نظر در را
معادله

y′′ + p(x)y′ + q(x)y == ۰ (۲۰ - ۳)

از: است عبارت عمومی جواب پس، باشند.

yh = c۱y۱(x) + c۲y۲(x) (۲۱ - ۳)

توابع اين و داده قرار v۲(x) و v۱(x) توابع ترتيب به ،c۲ و c۱ پارامتر دو جای به پارامترها، تغيير روش در
که: می کنيم تعيين طوری را

yp = v۱y۱ + v۲y۲ (۲۲ - ۳)

که است درست وقتی تنها جواب اين باشد. معادله خصوصی جواب

v′۱y۱ + v′۲y۲ = ۰ (۲۳ - ۳)

v′۱y′۱ + v′۲y′۲ = f(x) (۲۴ - ۳)

.[۵] آمد  خواهد بدست v۲ و v۱ انتگرال گيری با سپس، می کنيم. حل v′۲ و v′۱ آوردن بدست برا را بالا معادله دو

y′′ − ۲y′ + y =
ex

x
, x > ۰ .[۵] بيابيد  را زير معادله کلی جواب ٣ - ١٣ مثال



بالاتر مراتب و دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٣ فصل ۱۲

است. λ = ۱ مضاعف ريشه دارای مشخصه معادله y′′− ۲y′+ y = ۰ است: چنين نظير همگن معادله حل:
از: است عبارت همگن معادله عمومی جواب بنابراين

yh = c۱ex + c۲xex

خصوصی جواب می باشند. همگن معادله خطی مستقل جواب دو y۲ = xex و y۱ = ex که کنيد توجه
بود: خواهد زير شکل به

yp = v۱ex + v۲xex

داريم: که

v′۱ex + v′۲xex = ۰
v′۱ex + v′۲(xex + ex) =

ex

x

يا

v′۱ + v′۲x = ۰
v′۱ + v′۲(x+ ۱) = ۱

x

v′۱ = −۱, v′۲ =
۱
x

می شود: نتيجه دستگاه اين حل از
است: چنين خصوصی جواب پس v۱ = −x, v۲ = lnx داريم: انتگرال گيری با

yp = −xex + xex lnx

بود: خواهد زير صورت به کلی جواب همچنين،

y = c۱ex + c۲xex − xex + xex lnx = c۱ex + c۳xex + xex lnx
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