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  بردار و هندسه تحليلي

بسياري از كميتها داراي اندازه هستند هر يك از اين كميت ها را مي توان توسط يك عدد حقيقي مشخص 

  مي ناميم.ن مثال طول ، حجم ، قيمت ، سود ، جرم. اين كميت ها را اسكالر اكرد. به عنو

كميت هاي ديگري هستند كه با يك عدد حقيقي مشخص نمي شوند اين كميتها علاوه بر اندازه ، جهتشان 

نيز مورد نياز است. اين پديده ها  را كميت هاي برداري مي نامند.به عنوان مثال سرعت يك جسم متحرك و 

  نيروي وارد بر يك جسم.

  بردار در صفحه

  ه خطي جهت دار است.يك بردار به طور هندسي پار

  

  

  نمايش مي دهيم. ������ABاين بردار را با 

A مبدا  

B انتهاي بردار  

 �AB�������  اندازه بردارAB������ طول پاره خط )AB  (  

  اگر اندازه و جهت انها يكي باشد. AB=CDرا برابر ( همسنگ ) مي گوئيم و  ������CDو ������AB دو بردار 

  شكل

  

  

  مجموع دو بردار هندسي

  مي ناميم. ������BCو  ������ABرا مجموع دو بردار  ������ACبردار 

A 

B 
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  شكل

  

������ADدو بردار هم مبدا                             = AC������ + AB������   

  شكل

  

  

  يك بردار هندسي ������ABعدد حقيقي  ∝

  �������α|�AB|برداري است با اندازه  ������αABمضرب اسكالر 

<∝اگر    ������ABجهت ان در جهت  0

>∝اگر    ������ABجهت ان در خلاف جهت  0

=∝اگر    بردار صفر يعني برداري با اندازه صفر است. ������αABجهت ان در جهت  0

  شكل

  

  

اگر همه بردارهاي هندسي در يك صفحه مختصات قرار داشته باشند، انگاه مبدا و انتهاي هر بردار توسط 

مختصاتشان مشخص مي شوند. در اين صورت احكام هندسي مربوط به بردارها را مي توان به احكام جبري 

  ش جبري اين است كه مي توان از ان در فضاي سه بعدي و يا بعد بالاتر بهره برد.تبديل كرد. از مزيت هاي رو

  قضاياي مربوط به مباحث بردار

  دواسكالر باشند داريم: βو  αهر كدام بردار باشند و  �cو  ��bو  ��aفرض مي كنيم 

1) �� + ��� = ��� + �� 
2) �� + ���� + ��� = ��� + ���� + �� 
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3) �� + 0�� = ��			,			0�� = �0,0� 
4) �� + �−��� = 0 

5) ���� + ���� = ��� + ���� 
6) �� + ���� = ��� + ��� 
7) ������ = ������ 
8) 1�� = �� 
9) 0�� = 0�� = ��0 

  قضيه 

��aاندازه بردار  = �a , a!�  برابر است با|a��| = "a ! + a!!   

  :توضيح

�� = �� , �!� = �� , 0� + �0, �!� 
																								= � �1,0� + �!�0,1� 
																								= � #�+ �!$� 

  مي باشد.  �ȷو  �ıعبارت طرف راست  تركيب خطي از 

#� = �1,0� 					→ 					 |#�| = √1 + 0 = 1  

ȷ� = �1,0� 					→ 					 |ȷ�| = 1 

ı�  وȷ�   دو بردار واحد هستند و بنابراين هر بردارa�� = �a , a!�  را مي توان به صورت تركيب خطي از بردارهاي

  نوشت.  �ȷو  �ıواحد 

  قواعد زير را داريم : 

�� #�, �!$�� + �� #�, �!$�� = �� + � �#�+ ��! + �!�$� 
�� #�, �!$�� − �� #�, �!$�� = �� − � �#�+ ��! − �!�$� 
��� #�, �!$�� = ��� � 
|� #�+ �!$�| = )� ! + �!! 
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���وجود داشته باشد به طوري كه   �را موازي مي گوئيم اگر اسكالر  ���و  ��تعريف: دو بردار ناصفر  = ���  

��aمثال : نشان دهيد دو بردار   = 6ı�+ 2ȷ�  وb�� = 3ı�+ ȷ� موازي هستند؟  

  

  قضيه:

��uگاه  يك بردار ناصفر باشد آن ��aنكته ارشدي: اگر  =  
|.��| a��   بردار واحد هم جهت باa�� .است  

−�4ıمثال : بردار واحد هم جهت با بردار  ȷ� را پيدا كنيد؟  

  

  بردار در فضا

,�ıرا يك بردار در فضا مي ناميم در اين صورت بردارهاي واحد   (x,y,z)در واقع هر سه تايي مرتب  	ȷ��, k��    را

  داريم :

#� = �1,0,0�              $� = �0,1,0�           1�� = �0,0,1� 
��aهر بردار  = �a , a!, a2� :را داريم  

�� = � #�+ �!$�+ �21�� 
��aاندازه بردار  در فضا                        |a��| = |� , �!, �2| = "� ! + �!! + �2! 

  اندازه بردار در صفحه:

P�x , y �										,												Q�x!, y!� 
�78������� = "�x! − x �! + �y! − y �! 

  اندازه بردار در فضا:

P�x , y , z �										,												Q�x!, y!, z!� 
�78������� = "�x! − x �! + �y! − y �! + �z! − z �! 

  ضرب بردارها
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  ضرب عددي

  *ضرب عددي ( داخلي ، نقطه اي )

a�� = �a , a!, a2�														,																b�� = �b , b!, b2�  
a��. b�� = 	 a b + a!b! + a2b2			 

  باشد داريم : ���و  ��زاويه بين دو بردار  θ*اگر 

a��. b�� = |a��|�b����;<= 

.��aعمود بر هم هستند اگر و فقط اگر                       ���و  ��* دو بردار ناصفر  b�� = 0  

  ضرب برداري

  *ضرب برداري

a�� = �a , a!, a2�														,																b�� = �b , b!, b2�  
a�� × b�� = 	 �a!b2 − a2b!	, 	a2b − 	a b2	, a b! − a!b � 

�0باشد و  ���و  ��زاويه بين دو بردار  θ*اگر  ≤ = ≤   داريم : �@

a�� ×	b�� = |a��|�b���<AB= 

��aموازي اند اگر و فقط اگر                       ���و  ��* دو بردار ناصفر  × b�� = 0  

  مثال:

  حاصل ضرب عددي دو بردار را محاسبه كنيد؟

�2#�− $�+ 31���. �4#�+ 3$�− 21��� = �2��4� + �−1��3� + �3��−2� = 8 − 3 − 6
= −1 

  

  مثالها:
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  توابع برداري:

اين توابع كاربردهاي بسياري دارند. به عنوان نمونه براي توصيف ويژگيهاي ابتدايي حركت هر جسم، مثلا 

بردار موضع آن  tحركت يك ماهواره از يك تابع برداري كه دامنه اش بازه اي از زمان و نگاره اش در لحظه 

  جسم است.

اعداد حقيقي است ولي برد آنها به جاي توابعي هستند كه دامنه آنها مجموعه اي از پس مي توان گفت 

  اعداد حقيقي مجموعه اي از بردارهاست.

D�: F	 → 	FG 

  بحث درسمان روي توابع برداري يك تا سه متغيره مي باشد.

D��H� = D �H�#�+	D!�H�$�+	D2�H�1�� 
  يا

D��H� = �D �H�	, D!�H�	, D2�H�� 

  هر يك توابع عددي مي باشند. �D2�H		D!�H�،		D �H�،كه 

  توابع برداريحد 

limL→MD��H� = NlimL→M D �H�O #�+	NlimL→M D!�H�O $�+	NlimL→MD2�H�O 1�� 
  به عبارت ديگر هم ميتوان گفت:

limL→MD��H� = NlimL→MD �H�	 , limL→MD!�H�	, limL→MD2�H�O 

  مشروط بر اينكه هر سه حد طرف راست رابطه بالا موجود باشند.

  محاسبه كنيد؟ (1,2)حد تابع زير را در نقطه مثال: 

D��P, Q� = 4PQ	#�+	 3P
P − Q	$�− 2P!	1�� 
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  پيوستگي توابع برداري

  پيوسته ميگوئيم اگر: aرا در  �Dتابع برداري 

1( D���� معين باشد 

2( limL→M D��H� وجود داشته باشد 

3( limR→MD��H� = D���� .  

�D��Hقضيه:  با توجه به تعريف فوق تابع برداري  = �D �H�	, D!�H�	, … , DT�H��  در نقطهa  متعلق

,	��D �Hبه دامنه تابع ، پيوسته است اگر و فقط اگر ، هر يك از توابع اسكالر  D!�H�	, … , DT�H��  در

a .پيوسته باشد  

:�Dتابع  مثال: F	 → 	F2  زير را داريم پيوستگي تابع در نقطهt=0 را بررسي كنيد؟  

D��U� = U	#�+ sin U	 $�+	XR	1�� 
  

و	U هر يك از توابع  حل:  sin U	   پيوسته است.  t=0در  Fپيوسته اند ، بنابراين تابع  t=0هر سه در  	XR	و

 

  مشتق توابع برداري

�D��H اگر = �D �H�	, D!�H�	, D2�H�� :داشته باشيم داريم  

D��H�Y = �D �H�Y 	, D!�H�Y 	, D2�H�Y � 
علامت مشتق را به شكل 

Z[�
ZL  .مشابه مي توان مشتق مراتب بالاتر را نيز بطريق  نيز نمايش مي دهند

 محاسبه نمود.

  را محاسبه كنيد؟ "�D��Uو  \�D��U	مثال:

D��U� = �;<	U	#�+ 2	X!R$�+ ln U 	1�� 
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��D�  ، �Dدر دامنه  tتابعي برداري و مشتق پذير باشد و براي هر  �D��Uفرض كنيد   :قضيه =  cو  �

  عمود است. �D��Uبر  \�D��U	عددي ثابت است، آنگاه 

  برداري:خاصيتي از توابع 

DYيك تابع برداري با طول ثابت باشد آنگاه  F(x)اگر  �P�. D�P� =   .عكس اين حكم نيز صحيح است 	0

  بردارهاي سرعت و شتاب

^مسير حركت يك متحرك باشد آنگاه بردار هاي  F(t)اگر  = DY �U�  بر دار سرعت و� = D"�U�  بردار

  شتاب متحرك ناميده ميشود.

  داريم:اندازه سرعت يا تندي حركت را 

^�U� = 	 �_���U�� = "�Ṕ�! +	�Q́�! + �á�! 

|^|در عبارت فوق داريم كه = 	 ZbZR    ياc< = 	 |^|	cU.  

�F���Uمثال : بردار  = 4U	#�+ 2U!	$� داريم سرعت و شتاب بردار  را محاسبه كنيد؟ 

�̂�U� = 

���U� = 

 

^مثال : سرعت متحركي در هر لحظه برابر  = Zd
ZR = √P  است. شتاب آن كدام است؟ (ارشدmba82 (  

  لذا بايد از مشتق زنجيره اي استفاده كنيم. tحل : براي حل شتاب بايد مشتق دوم را بگيريم نسبت به 

� = c^
cP .

cP
cU = 

  بردارهاي يكه ، مماس ، قائم اصلي ، قائم دوم

eيك تابع برداري باشد انگاه  F(x)اگر  = f
|f|  و همچنين  مي باشد(مماسي ) بردار يكه g = h

|h|  قائم

i و ( نرمال ) اصلي  = e × g .قائم دوم مي باشند  

  تعيين كنيد؟ tمثال : بردارهاي مماس و قائم بر دايره زير را به ازاي هر 
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F���U� = �	�;<	U	#�+ �	<ABU	$� 

e = ^
|^| =

^�U�
|^�U�| = 	 −� sin U	#�+ �	�;<U	$�

√�!<AB!U +	�!�;<!U = 	 																																										 = 

g = e
|e| = 	 e�U�|e�U�| = 	−�;<U	#�− <ABU		$�

√�;<!U +	<AB!U = 	−�;<U	#�− <ABU		$� = 	−1
� F���U� 

  جهت بردار نرمال يا قائم اصلي بر دايره ، عكس جهت شعاع آن و به سمت دايره است.

  مولفه هاي مماسي و قائم شتاب 

  291دكتر ابراهيمي ص رشته شيمي  2رجوع شود به كتاب پيام نور رياضي عمومي 

  بردار گراديان:

مشتق هاي جزيي يك تابع ، اهنگ تغيير تابع را در جهت خطوط موازي با محورهاي مختصات را تعيين مي 

در جهت  كه آهنگ هاي تغيير را گراديان يك تابع و يا ميدان اسكالر كميتي برداري استكنند ولي 

.گراديان در جهت بيشترين تغيير خطوطي كه لزوما موازي با محورهاي مختصات نيستند را تعيين مي كنند

كي از يمي باشد.  ديان همان بيشترين مقدار تغييراتو اندازه ي گرا مسيريك ميدان يا تابع اسكالر قرار دارد

  .كاربردهاي گراديان ، نشان دادن تغيير يك تابع است

  مي ناميم. wآنگاه بردار زير را گراديان  w=f(x,y)اگر 

∇k = NlmlP 	,
lm
lQO 

  مي ناميم. wآنگاه بردار زير را گراديان تابع سه متغيره باشد  w=f(x,y,z)اگر 

∇k = NlmlP 	,
lm
lQ	,

lm
laO 

  **نكته**

 :كارتزين) گراديان برابر است با( دستگاه مختصات دكارتي	در

∇m�P, Q, a� = NlmlP 	,
lm
lQ	,

lm
laO 

  :اياستوانهدستگاه مختصات 	و در
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∇m�H, =, a� = NlmlH	,
1
H	
lm
l=	,

lm
laO 

  :ست ازعبارت ا دستگاه مختصات كروي	و در

∇m�n, =, ∅� = Nlmln 	,
1
n 	
lm
l=	,

1
n	<AB=

lm
l∅O 

,m�P اگر مثال:  Q, a� = 	P!QXp  در اين صورت گراديانf �∇m�  برابر است با؟( ارشد علوم

  )80كامپيوتر

∇m = NlmlP 	,
lm
lQ	,

lm
laO = 

  مشتق سويي يا جهتي توابع:

  برابر است با: vو در سوي بردار  pدر نقطه  fمشتق سويي تابع 

qfm�H� = ∇m�H�. ^|^| 
.|�m�H∇|زاويه بين دو بردار را نيز از رابطه  cos   داريم. =

از لحاظ تعريف مي توان جهت بردار گراديان را براي يك تابع دو متغيره جهتي در نظر گرفت كه تغيير 

  .متغيرها در اين جهت حداكثر تغيير را در تابع باعث مي شود 

  *نكات* 

  در آن نقطه است. |m∇|بوده و برابر با  m∇بيشترين مقدار مشتق سويي در امتداد بردار  -

  در آن نقطه است. |m∇|−بوده و برابر با  m∇−كمترين مقدار مشتق سويي در امتداد بردار  -

  درامتداد عمود بر بردار گراديان مقدار مشتق سويي صفر است. -

,m�Pاگر مثال:  y� = PQ! + 3Q  و�� = 3	#�− در  )-(3,1در نقطه  fجهتي) (مشتق سويي  �$	4

  )83برابر است با ؟ ( ارشد معدن  ��جهت 

�qfm�Hحل:  = ∇m�H�. f|f| 				→ 			qMm�−3,1� = �Q!, 2PQ + 3�. M|M| =
	�1,−3�. �2,st�√uv w =

 x
x = 3 



 مدرس:  عزت االله فريدنيا)    60صفحه  - 2جزوه درس رياضيات عمومي  -دانشگاه: محيط زيست   ( 

 

,f�xجهتي رويه : بيشترين مقدار مشتق سويي مثال y� = x!e{	 كدام است؟ ( ارشد  )-,2(0در نقطه

  )83علوم كامپيوتر 

  مي باشد. |m∇|طبق نكات گفته شده بيشتري مقدار مشتق سويي  حل:

∇m = �2Pe{ , x!e{� 		→ 		∇m�−2,0� = �−4,4� 		→ 		 |∇m| = √16 + 16 = √32
= 4√2 

  :صفحه مماس ، خط مماس و صفحه قائم بر خم

در يك صفحه واقع مي  tچهار بردار سرعت ، شتاب ، يكه مماسي و قائم اصلي براي هر  صفحه مماس بر خم:

بردار نرمال اين صفحه است. براي  Bاين صفحه را صفحه بوسان يا صفحه مماسي خم مي نامند بردار  گردند.

	| تعيين نرمال صفحه از مقدار  ×   .استفاده مي كنيم {

DYبرابر  pيك نقطه روي خم باشد امتداد خط مماس گذرنده از نقطه  F(t)اگر  خط مماس بر خم: �U� .است  

DY نرمال صفحه قائم بر خم برابريك نقطه روي خم باشد  F(t)اگر  صفحه قائم بر خم: �U� .است  

  صفحه مماس و خط قائم بر رويه:

  عمود است. fبر رويه   fروي  pدر نقطه  �m�H∇باشد آنگاه بردار  f(x,y,z)=0اگر  بردار عمود بر رويه:

  در آن نقطه است. ���m∇در هر نقطه ، برابر   f(x,y,z)= 0امتداد خط عمود بر رويه  عمود بر رويه:امتداد خط 

در آن  ���m∇در هر نقطه ، برابر  f(x,y,z)=0بردار قائم صفحه مماس بر رويه  :نرمال صفحه مماس بر رويه

  نقطه است.

 و  f(x,y,z)=0امتداد خط مماسبر خم محل تقاطع دو رويه  :امتداد خط مماس بر خم محل تقاطع

g(x,y,z)=0  در نقطهp : روي خط برابر است با  

امتداد	خط	مماس = ∇m�H� × ∇~�H�	 
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  خميدگي (انحنا) در توابع برداري

) به اين منظور آهنگ تغيير جهت بردار واحد مماس بر منحني را وقتي نقطه تماس تغيير مي 295(پيام نور 

كند، تعيين مي كنيم. اگر منحني مورد نظر يك خط راست باشد ، جهت بردار مماس ثابت است (شكل الف) 

ل ب) اگر منحني پيچدار اگر منحني به آرامي خم شود، جهت بردار مماس نيز به آرامي تغيير ميكند (شك

  باشد بردار مماس به تندي تغيير جهت مي دهد (شكل ج). 

  

  

  

  

  

       

با  Pزاويه بين خط مماس بر منحني در نقطه  θحال مي خواهيم اين انحنا و خميدگي را محاسبه كنيم. اگر  

يعني  xنسبت به  θباشد (شكل زير ) در اين صورت آهنگ تغيير  xمحور 
Z�
Zd   همان تعريف خميدگي منحني

  مي باشد. لذا به طور جامع تر تعريف زير را براي محاسبه خميدگي منحني داريم.

  

  

  

  

نمايش مي دهيم و به  kرا با  P(s)در يك صفحه باشد. خميدگي منحني در نقطه  cفرض كنيم منحني 

  صورت زير تعريف ميكنيم:

1 = �c=c<� 
 



 مدرس:  عزت االله فريدنيا)    62صفحه  - 2جزوه درس رياضيات عمومي  -دانشگاه: محيط زيست   ( 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


