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اشاره 
در‌اي��ن‌مقاله،‌به‌موض��وع‌توان‌و‌تعريفِ‌به‌
توان‌رساندن‌اعداد،‌به‌توان‌اعداد‌گويا‌و‌حقيقی،‌
خواهيم‌پرداخ��ت‌و‌خواهيم‌ديد‌به‌چه‌دلايلی‌
فق��ط‌توان‌رس��انی‌اعداد‌مثبت‌به‌ت��وان‌اعداد‌
گويا‌و‌حقيقی‌تعريف‌می‌ش��ود.‌در‌لابه‌لای‌اين‌
بررسی‌با‌مسئلة‌تعريف‌در‌رياضيات‌نيز‌بيشتر‌
آشنا‌خواهيم‌شد‌و‌خواهيم‌ديد‌به‌چه‌دليل‌در‌
رياضيات‌تعريف‌وجود‌دارد‌و‌ملاك‌های‌تعريف‌

كردن‌يا‌تعريف‌نكردن‌چيست؟

                            1.   به توان رساندن با    اعداد طبيعی  و صحيح                                                           
مفهوم‌توان‌در‌پاية‌اول‌دورة‌متوسطه‌آموزش‌داده‌می‌شود.‌
در‌تعريف‌به‌توان‌رس��اندن‌با‌اعداد‌طبيعی‌هيچ‌مشكل‌جدی‌
وجود‌ندارد‌و‌به‌توان‌رساندن‌يک‌عدد‌حقيقی‌دلخواه،‌چه‌مثبت‌
و‌چه‌منفی‌و‌حتی‌صفر‌�‌اگر‌توان‌عدد‌طبيعی‌باشد‌�‌به‌سادگی‌
قابل‌تعريف‌اس��ت.‌توجه‌داشته‌باش��يد‌كه‌توان‌رسانی،‌عمل‌
جديدی‌بين‌اعداد‌است‌و‌برای‌نمايش‌آن‌نيازمند‌علامت‌گذاری‌
جديدی‌هس��تيم،‌ولی‌برخلاف‌اعمال‌جم��ع‌و‌ضرب‌كه‌برای‌
نمايش‌آن‌ه��ا‌از‌نمادهايی‌مانند‌"+" و‌"×" اس��تفاده‌می‌كنيم،‌
در‌اينجا‌از‌نمايشی‌اس��تفاده‌می‌كنيم‌كه‌وضعيت‌هندسی‌دو‌
عدد‌آن‌را‌نش��ان‌می‌دهند.‌برای‌عدد‌طبيعی‌‌nو‌عدد‌حقيقی‌
a،‌رس��اندن‌‌aبه‌توان‌‌nرا‌با‌علامت‌‌anنش��ان‌می‌دهيم.‌تعريف‌
دقيق‌تر‌رساندن‌اعداد‌به‌توان‌اعداد‌طبيعی‌در‌سال‌های‌بالاتر‌با‌

اس��تقراء‌انجام‌می‌شود.‌با‌استقراء‌خواص‌اساسی‌زير‌را‌می‌توان‌
برای‌آن‌اثبات‌كرد.

n m n m n m n m n n na a a , (a ) a , (ab) a b+ = = =

در‌ب��الا‌‌aو‌‌bاعداد‌حقيقی‌و‌‌mو‌‌nاعداد‌طبيعی‌دلخواه‌
هستند.

در‌تعريفِ‌به‌توان‌رساندن‌با‌توان‌اعداد‌صحيح،‌نكتة‌اصلی‌
آن‌است‌كه‌تعريف‌بايد‌به‌گونه‌ای‌انجام‌شود‌كه‌خواص‌اساسی‌
همچن��ان‌برقرار‌بمانند.‌بنابراين،‌ناچاريم‌برای‌يک‌عدد‌صحيح‌
منفی‌مانند‌n-‌كه‌‌nيک‌عدد‌طبيعی‌اس��ت‌بنا‌به‌تعريف‌قرار‌

‌ a =1 ،‌همچنين‌بايد‌تعريف‌كنيم: n
na

a
− =

1 دهيم:‌
روشن‌است‌كه‌در‌اين‌تعريف‌چون‌عمل‌تقسيم‌وجود‌دارد‌
بايد‌مخرج‌ناصفر‌باشد،‌برای‌همين‌در‌اين‌تعريف،‌توان‌رسانی‌

فقط‌برای‌اعداد‌حقيقی‌ناصفر‌تعريف‌می‌شود.

                        2. به توان رساندن با اعداد گويا                                                                                  
حال‌می‌خواهيم‌توان‌رس��انی‌به‌توان‌اعداد‌گويا‌را‌تعريف‌
كنيم.‌نيز‌می‌خواهيم‌تعريف‌به‌گونه‌ای‌باشد‌كه‌خواص‌اساسی‌
‌n(‌

n
1 توان‌رسانی‌برقرار‌بماند.‌مثلًا‌برای‌يک‌عدد‌گويا‌به‌صورت

عددی‌طبيعی‌است(‌بايد‌داشته‌باشيم:

nnn n(a ) a a a
×

= = =
1 1

1

‌‌را‌بايد‌به‌صورت‌يكی‌از‌ na
1
تس��اوی‌بالا‌نشان‌می‌دهد‌كه

ريشه‌های‌‌nام‌‌aتعريف‌كنيم.‌اگر‌‌‌nفرد‌باشد،‌مشكلي‌در‌تعريف‌

ش
فـزادان

ییا

دکتر‌ناصر‌بروجردیان
عضو‌هیئت‌علمي‌
دانشکده‌ریاضي‌
دانشگاه‌صنعتي‌

امیرکبیر
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نخواهيم‌داشت،‌زيرا‌براي‌هر‌عدد‌طبيعي‌فرد‌n،‌هر‌عدد‌حقيقي‌
‌aداراي‌ريشة‌‌nام‌منحصربه‌فرد‌است.‌اما‌اگر‌‌nزوج‌باشد‌‌aبايد‌
مثبت‌در‌نظر‌گرفته‌شود‌و‌در‌اين‌حالت‌‌aدو‌ريشة‌‌nام‌خواهد‌
داش��ت‌و‌بايد‌يكی‌از‌آن‌ها‌را‌به‌عنوان‌تعريف‌--‌انتخاب‌كنيم.‌
ملاحظه‌می‌ش��ود‌كه‌در‌تعميم‌تعريف‌به‌توان‌رساندن‌با‌اعداد‌
گويا‌راه‌چندان‌سر‌راست‌نيست‌و‌حتی‌تعريف‌را‌نمی‌توان‌سر‌
راس��ت‌ارائه‌كرد.‌آنچه‌در‌تعميم‌يک‌تعريف‌اولويت‌دارد‌حفظ‌
خواص‌اساسی‌است؛‌اولويت‌ديگر‌آن‌است‌كه‌تا‌آنجا‌كه‌ممكن‌
است‌تعريف‌بايد‌عموميت‌بيشتری‌داشته‌باشد.‌فعلًا‌در‌تعريف‌
توان‌رس��انی‌‌ديديم‌كه‌در‌حالت‌كلی‌نمی‌توانيم‌برای‌هر‌عدد‌
حقيقی‌‌‌aتعريف‌را‌انجام‌دهيم،‌و‌شايد‌بهتر‌باشد‌خودمان‌را‌به‌
‌را‌به‌ na

1
اعداد‌مثبت‌محدود‌كنيم،‌زيرا‌در‌اين‌حالت‌می‌توان‌

عنوان‌يگانه‌ريشة‌‌nام‌مثبت‌‌aتعريف‌كنيم.
ممكن‌است‌برخی‌با‌اين‌عمل‌موافق‌نباشند‌و‌نظر‌آن‌ها‌اين‌
باشد‌كه‌نبايد‌تعريف‌را‌اين‌همه‌محدود‌كرد.‌زيرا‌اگر‌‌nفرد‌باشد‌
تعريف‌به‌عنوان‌ريشة‌منحصر‌به‌فرد‌‌nام‌‌aكاملًا‌طبيعی‌است‌
و‌هيچ‌مشكل‌منطقی‌ندارد.‌واقعيت‌آن‌است‌كه‌اين‌شيوه‌های‌
برخورد‌متفاوت‌در‌تعريف‌اين‌مفهوم‌در‌كتاب‌ها‌موجود‌اس��ت‌
و‌در‌برخی‌كتاب‌ها‌هم‌طبق‌نظر‌دوم‌عمل‌ش��ده‌است،‌ولی‌در‌
اكثر‌كتاب‌ها‌از‌همان‌نظر‌اول‌پيروی‌ش��ده‌اس��ت.‌اين‌يكی‌از‌
انعطاف‌های‌رياضی‌است‌كه‌دست‌رياضيدان‌ها‌را‌در‌بيان‌مفاهيم‌
و‌تعاريف‌رياضی‌باز‌می‌گذارد،‌فقط‌بايد‌سازگاری‌منطقی‌مفاهيم‌
و‌تعاريف‌را‌رعايت‌كنند.‌البته‌بايد‌توجه‌داشت‌كه‌چون‌جامعة‌
رياضی‌يكپارچه‌است‌و‌رياضيدان‌ها‌بايد‌با‌هم‌در‌حال‌تبادل‌نظر‌
باشند،‌اين‌طور‌نيست‌كه‌هركس‌هر‌جور‌دلش‌خواست‌تعريف‌
وض��ع‌كند‌به‌طوری‌كه‌تعريف‌يک‌لف��ظ‌يا‌مفهوم‌با‌بيان‌های‌
متفاوت‌رايج‌شود.‌كس��انی‌كه‌متخصص‌رياضی‌هستند‌با‌اين‌
تفاوت‌ها،‌كه‌ممكن‌است‌رخ‌دهد،‌آشنا‌هستند‌و‌می‌دانند‌كه‌در‌
هر‌زمينه‌ای‌چه‌تعاريفی‌و‌چه‌تفاوت‌هايی‌در‌تعاريف‌ممكن‌است‌
وجود‌داشته‌باش��د.‌به‌همين‌خاطر‌در‌خواندن‌هر‌متن‌رياضی‌
اول‌بررس��ی‌می‌كنند‌كه‌نويسنده‌چه‌تعاريفی‌از‌مفاهيم‌دارد‌و‌
چه‌اصولی‌را‌مفروض‌دانسته‌است.‌همچنين‌در‌تمام‌كتاب‌های‌

رياضی‌معمولاً‌نويس��نده،‌فصل‌اول‌كت��اب‌را‌به‌بيان‌مفاهيم‌و‌
تعاريف‌مقدماتی‌اختصاص‌می‌دهد‌تا‌معلوم‌ش��ود‌وی‌براساس‌

كدام‌مفاهيم‌و‌تعاريف‌كتاب‌خود‌را‌نوشته‌است.
اين‌ن��كات‌معم��ولاً‌در‌س��طح‌رياضيات‌مدرس��ه‌ای‌طرح‌
نمی‌شوند،‌به‌همين‌خاطر‌در‌سطح‌مدرسه‌معمولاً‌فرض‌می‌شود‌
همة‌مفاهيم‌تعاريف‌يكتايی‌دارند‌و‌همه‌كتاب‌ها‌مطالب‌يكسانی‌
را‌نس��بت‌به‌آن‌ها‌بيان‌می‌كنند.‌يک‌مثال‌قابل‌توجه‌در‌همين‌
مورد‌در‌كتاب،‌هندس��ة‌)2(‌وجود‌دارد.‌در‌اين‌كتاب،‌در‌بخش‌
مجلة‌آن،‌مطلبی‌دربارة‌وجود‌مثلث‌آمده‌است.‌اين‌قسمت‌كتاب‌
می‌خواهد‌ثابت‌كند‌كه‌برای‌هر‌سه‌عدد‌مثبت،‌اگر‌بزرگ‌ترين‌
آن‌ها‌از‌مجموع‌دو‌عدد‌ديگر‌كوچک‌تر‌باشد،‌مثلثی‌وجود‌دارد‌
كه‌طول‌اضلاع‌آن‌همين‌سه‌عدد‌هستند.‌در‌صفحات‌قبل‌اين‌
قسمت،‌در‌كتاب،‌در‌ترسيمات‌هندسی‌از‌تقاطع‌دايره‌ها‌بسيار‌
استفاده‌شده‌است‌و‌اگر‌دانش‌آموزی‌دقت‌كند‌می‌تواند‌با‌همان‌
روش‌رس��م‌دايره‌و‌قطع‌دايره‌ها‌قضية‌وجود‌چنين‌مثلثی‌را‌در‌
ي��ک‌خط‌حل‌كن��د.‌اما‌در‌مجلة‌مذك��ور،‌راه‌پر‌پيچ‌و‌خمی‌از‌
رسم‌عمود‌و‌محاسبات‌جبری‌ديده‌می‌شود‌كه‌خود‌اين‌اعمال،‌
طبق‌روش‌كتاب‌های‌هندس��ة‌ما،‌مبتنی‌بر‌همان‌رسم‌دايره‌ها‌
و‌تقاطع‌دايره‌هاست.‌آيا‌هيچ‌معلم‌يا‌دانش‌آموزی‌پرسيده‌است‌
كه‌اين‌روش‌اثبات‌برای‌وجود‌مثلث‌كه‌در‌كتاب‌هندس��ة‌)2(‌
آمده‌چه‌معنايی‌دارد؟‌من‌خود‌از‌كارشناسان‌كتاب‌اين‌سوال‌را‌
پرس��يدم.‌جواب‌اين‌بود‌كه‌چون‌اين‌قضيه‌به‌همين‌صورت‌در‌
فلان‌كتاب‌آمده‌است‌ما‌نيز‌دقيقاً‌به‌همان‌شكل‌آن‌را‌در‌اينجا‌
آورده‌ايم!‌بعد‌از‌مطالعة‌آن‌كتاب‌معلوم‌ش��د‌كه‌بلی،‌اين‌قضيه‌
در‌آخر‌آن‌كتاب‌هندسه‌آمده‌است،‌اما‌دقيقاً‌مبتنی‌بر‌روش‌ها‌
و‌اصول‌و‌تعاريف‌همان‌كتاب‌است.‌بنابراين‌اگرچه‌بودن‌آن‌در‌
آن‌كتاب‌مش��كلی‌نيست‌ولی‌طرح‌آن‌در‌كتاب‌های‌هندسة‌ما‌
هيچ‌توجيهی‌ندارد،‌زيرا‌هيچ‌وجه‌مشتركی‌با‌هم‌ندارند.‌توضيح‌
اي��ن‌كه،‌طب��ق‌روش‌های‌كتاب‌ما‌و‌تعاري��ف‌و‌قضايايی‌كه‌در‌
كتاب‌های‌ما‌پذيرفته‌ش��ده‌است،‌قضية‌وجود‌مثلث‌يک‌اثبات‌
ساده‌دارد،‌اما‌اگر‌بخواهيم‌طبق‌روش‌های‌آن‌كتاب‌عمل‌كنيم‌
بايد‌با‌همان‌اثبات‌پرپيچ‌و‌خم‌قضيه‌را‌ثابت‌كنيم.‌پس‌بريدن‌

به چه دليل 
در رياضيات 

تعريف وجود 
دارد و ملاک های 

تعريف كردن يا 
تعريف نكردن 

چيست؟
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يک‌قسمت‌از‌آن‌كتاب‌و‌آوردن‌آن‌در‌كتاب‌هندسة‌دبيرستان‌
عملی‌غيرمنطقی‌و‌ناشی‌از‌عدم‌درك‌تفاوت‌روش‌های‌كتاب‌های‌

هندسه‌در‌بيان‌مفاهيم‌هندسی‌است.
به‌موضوع‌تعريف‌توان‌رس��انی‌برمی‌گردي��م.‌ديديم‌كه‌در‌
تعريف‌می‌توانيم‌طبق‌دو‌نظر‌عمل‌كنيم.‌در‌نظر‌اول‌‌aرا‌مثبت‌
‌nاست.‌در‌نظر‌دوم‌اگر‌‌aام‌مثبت‌‌nيگانه‌ريشة‌‌ na

1
می‌گيريم‌و‌

فرد‌باشد،‌‌aمی‌تواند‌دلخواه‌باشد‌و‌يگانه‌ريشة‌‌nام‌‌aاست‌و‌اگر‌
‌nزوج‌باشد،‌‌aبايد‌مثبت‌باشد‌ويگانه‌ريشه‌‌nام‌مثبت‌‌aاست.‌در‌
گسترش‌اين‌تعريف‌به‌تمام‌اعداد‌گويا،‌باز‌هم‌برای‌آن‌كه‌خواص‌
‌كه‌‌mعددی‌ m mr

n n
′

= =
′

اساسی‌محفوظ‌باقی‌بمانند‌برای‌عدد‌گويا‌
صحيح‌و‌‌nعددی‌طبيعی‌است‌بايد‌تعريف‌كنيم:

nr m mna (a ) a= =
1

يك��ی‌از‌نكاتی‌كه‌در‌تعريف‌بالا‌وجود‌دارد،‌و‌ش��ايد‌برای‌
اولين‌بار‌در‌سطح‌مدرسه‌با‌آن‌برخورد‌می‌كنيم،‌مسئله‌خوش‌
تعريفی‌اس��ت.‌خوش‌تعريفی‌به‌معنای‌آن‌است‌كه‌تعريف‌ما‌
واقعاً‌چيزی‌را‌بدون‌ابهام‌بيان‌كرده‌باشد.‌مثلًا‌در‌تعريف‌بالا‌به‌
طور‌ضمنی‌ابهامی‌وجود‌دارد.‌نمايش‌يک‌عدد‌گويا‌به‌صورت‌
تقسيم‌دو‌عدد‌صحيح،‌يكتا‌نيست،‌و‌يک‌عدد‌گويای‌‌rممكن‌
اس��ت‌به‌صورت‌های‌گوناگونی‌به‌شكل‌تقسيم‌دو‌عدد‌صحيح‌
،‌پس‌طبق‌تعريف،‌می‌توانيم‌ m mr

n n
′

= =
′
نوشته‌شود؛‌مثلًا‌

بنويسيم:
r m r mn na (a ) , a (a ) ′′= =

1 1

حال،‌چون‌به‌دو‌ش��كل‌متفاوت‌تعريف‌می‌شود‌بايد‌ثابت‌
ش��ود‌كه‌اين‌دو‌شيوة‌متفاوت‌نتيجة‌يكسانی‌دارند‌در‌غير‌اين‌
صورت‌مقدار‌‌arواقعاً‌تعريف‌نش��ده‌است.‌اين‌مسئله‌را‌بررسی‌
خوش‌تعريفی‌يک‌تعريف‌می‌نامند‌اگر‌طبق‌نظر‌اول‌عمل‌نموده‌
و‌‌aرا‌عددی‌مثبت‌فرض‌كنيم،‌اثبات‌خوش‌تعريفی‌آسان‌است‌
و‌شما‌می‌توانيد‌به‌عنوان‌يک‌مسئله‌ثابت‌كنيد‌كه‌برای‌هر‌عدد‌

داريم: m ,n ,m,n′ ′ مثبت‌‌aو‌اعداد‌طبيعی‌‌

n nm mm m a a
n n

′ ′′
= = =

′

ام��ا‌اگر‌طبق‌نظر‌دوم‌عمل‌كنيم‌اين‌تعريف‌خوش‌تعريف‌

=
1 2
3 6

نيست.‌مثلًا‌داريم:‌‌اما‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

( ) , ( ) ( )− = − = − − = − = =
1 2

23 663 61 1 1 1 1 1 1

در‌اينجا‌مشاهده‌می‌شود‌كه‌تعريف‌طبق‌نظر‌اول‌موفقيت‌
آميزتر‌عمل‌می‌كند‌و‌از‌اين‌تعريف‌خواص‌اساسی‌توان‌رسانی‌

نيز‌همگی‌قابل‌اثبات‌هستند.
اما‌اگر‌اصرار‌داشته‌باشيم‌كه‌همچنان‌طبق‌نظر‌دوم‌عمل‌
كنيم‌باي��د‌در‌تعريف‌كمی‌تغيير‌ايجاد‌كني��م‌و‌از‌هر‌نمايش‌
دلخواهی‌از‌‌rاستفاده‌نكنيم.‌هر‌عدد‌گويای‌ناصفر‌‌rرا‌می‌توان‌
نوشت‌كه‌در‌آن‌‌mعددی‌ mr

n
= به‌ش��كل‌يكتايی‌به‌صورت‌

صحيح‌و‌‌nعددی‌طبيعی‌است‌و‌‌mو‌‌nنسبت‌به‌هم‌اول‌اند.‌
اين‌نمايش‌از‌اعداد‌گويا‌را‌»نمايش‌تحول‌ناپذير«‌می‌نامند.‌بد‌
نيست‌در‌اينجا‌تعريف‌جديدی‌را‌وارد‌كنيم‌و‌اعداد‌گويای‌ناصفر‌
را‌به‌دسته‌های‌مخرج‌زوج‌و‌مخرج‌فرد‌و‌صورت‌زوج‌و‌صورت‌

فرد‌تقسيم‌كنيم.‌

تعريـف: عدد‌گويای‌ناصف��ر‌‌rرا‌مخرج‌زوج‌می‌ناميم‌
هرگاه‌مخرج‌آن‌در‌نمايش‌تحول‌ناپذيرش،‌زوج‌باشد‌
و‌اگر‌مخرج‌آن‌در‌نمايش‌تحول‌ناپذيرش،‌فرد‌باش��د‌
آن‌را‌مخرج‌فرد‌می‌ناميم.‌به‌همين‌ترتيب‌اعداد‌گويای‌
صورت‌زوج‌و‌صورت‌فرد‌را‌بس��ته‌به‌زوج‌يا‌فرد‌بودن‌
صورت‌در‌نمايش‌تحول‌ناپذير‌آن‌ها‌تعريف‌می‌كنيم.

مناسب‌است‌مسائل‌زير‌را‌در‌بارة‌اين‌مفهوم‌حل‌نماييد.
1-‌اعداد‌صحيح‌از‌اعداد‌گويای‌مخرج‌فرد‌هستند.

2-‌عدد‌گويای‌مخرج‌)صورت(‌فرد‌آنی‌است‌كه‌حداقل‌در‌
يكی‌از‌نمايش‌های‌آن‌مخرج‌)صورت(‌فرد‌داشته‌باشد.

3-‌عدد‌گويای‌مخرج‌)صورت(‌زوج‌آنی‌اس��ت‌كه‌در‌تمام‌
نمايش‌های‌آن‌مخرج‌)صورت(‌زوج‌باشد.

4-‌ض��رب‌و‌جمع‌دو‌عدد‌گويای‌مخرج‌فرد،‌عددی‌مخرج‌
فرد‌است.

ش��ايد‌شما‌برای‌اولين‌بار‌با‌اين‌تعريف‌مواجه‌شده‌ايد‌و‌در‌



شمارۀ 1 
زمستان 1391 

دورۀ  يكم

شمارۀ
زمستان

دورۀ

مجلۀ رياضی

27

خوش تعريفی 
به معنای آن 

است كه تعريف 
ما واقعاً چيزی را 
بدون ابهام بيان 

كرده باشد

هيچ‌كتاب‌ديگری‌اين‌تعريف‌وجود‌نداشته‌باشد،‌اما‌اين‌نكته‌
چندان‌مهم‌نيس��ت‌و‌هر‌رياضيدانی‌ح��ق‌دارد‌تعاريفی‌را‌كه‌
مناسب‌می‌داند‌ايجاد‌نمايد،‌تنها‌شرط‌همان‌سازگاری‌منطقی‌
است.‌البته‌رياضيدان‌ها‌مفاهيم‌جديد‌را‌برای‌سرگرمی‌تعريف‌
نمی‌كنند‌و‌هر‌تعريفی‌نوعی‌نامگذاری‌برای‌مفهومی‌اس��ت‌كه‌
رياضيدان‌زياد‌به‌آن‌برخورد‌كرده‌و‌لازم‌اس��ت‌دربارة‌آن‌حرف‌
بزند‌و‌از‌آن‌استفاده‌كند.‌ملاك‌بيان‌تعاريف‌جديد،‌كاربرد‌آن‌
مفاهيم‌در‌بيان‌گزاره‌های‌رياضی‌است.‌مفاهيم‌زيادی‌در‌رياضی‌
وجود‌دارند‌و‌نمی‌توان‌برای‌همة‌آن‌ها‌لفظی‌را‌اختصاص‌داد‌و‌
آن‌ها‌را‌تعريف‌كرد.‌مثلًا‌ممكن‌اس��ت‌در‌هندسه‌تعريف‌كنيم‌
مثلثِ‌كج‌مثلثی‌اس��ت‌كه‌هيچ‌دو‌ضلع‌آن‌مساوی‌نباشند.‌از‌
لحاظ‌منطقی‌ايرادی‌به‌اين‌تعريف‌نيست‌ولی‌چون‌اين‌مفهوم‌
كاربرد‌خاصی‌در‌بيان‌گزاره‌های‌هندسی‌ندارد‌نيازی‌هم‌به‌آن‌

نداريم،‌پس‌چنين‌مفهومی‌در‌هندسه‌تعريف‌نمی‌شود.
اما‌برای‌تعريف‌توان‌رسانی‌به‌توان‌اعداد‌گويا،‌اگر‌بخواهيم‌
طب��ق‌نظر‌دوم‌عم��ل‌كنيم‌مفهوم‌اعداد‌گوي��ای‌مخرج‌زوج‌و‌
مخرج‌فرد‌زياد‌استفاده‌می‌شود،‌به‌همين‌خاطر‌اين‌مفاهيم‌را‌
تعريف‌كرده‌ايم.‌در‌اين‌جا‌مناسب‌است‌كه‌اين‌دو‌شيوه‌تعريف‌

توان‌رسانی‌به‌توان‌اعداد‌گويا‌را‌دقيقاً‌مشخص‌سازيم.

تعریف اول توان رسانی

‌و‌برای‌هر‌عدد‌حقيقی‌ mr
n

= ب��رای‌هر‌عدد‌گويای‌
nr ma a= مثبت‌‌aتعريف‌می‌كنيم:‌

تعریف دوم توان رسانی
‌نمايش‌ mr

n
= اگ��ر‌‌rيک‌عدد‌گويای‌مخ��رج‌فرد‌و‌

‌aتحويل‌ناپذير‌آن‌باش��د،‌برای‌هر‌عدد‌حقيقی‌ناصفر‌
nr ma a= )چه‌مثبت‌و‌چه‌منفی(‌تعريف‌می‌كنيم:‌

.‌ام��ا‌اگ��ر‌‌rيک‌ع��دد‌گويای‌مخرج‌زوج‌باش��د‌فقط‌
برای‌اع��داد‌حقيقی‌مثبت‌مانن��د‌‌aتعريف‌می‌كنيم:

nr ma a=

خوش‌تعريف‌بودن‌تعريف‌اول‌را‌قبلًا‌بررس��ی‌كرده‌ايم.‌اما‌
در‌تعريف‌دوم‌مش��كل‌خوش‌تعريفی‌نداريم،‌زيرا‌در‌آن‌از‌يک‌
نمايش‌يكتايی‌از‌اعداد‌گويا‌اس��تفاده‌ش��ده‌است.‌يک‌مشكل‌
تعريف‌دوم‌در‌آن‌است‌كه‌حالت‌به‌حالتی‌شده‌است‌و‌برقراری‌
خواص‌اساسی‌توان‌رسانی‌كمی‌محل‌ترديد‌است.‌البته‌می‌توان‌
ثابت‌كرد‌كه‌در‌حالاتی‌كه‌در‌طرفين‌فرمول‌های‌توان‌رسانی،‌
تمام‌عوامل‌تعريف‌ش��ده‌باش��ند،‌آن‌گاه‌درس��تی‌فرمول‌برای‌

تعريف‌دوم‌نيز‌برقرار‌است.
تا‌اين‌جا‌با‌دو‌نظر‌در‌تعريف‌توان‌رسانی‌به‌توان‌اعداد‌گويا‌
روبه‌رو‌ش��ده‌ايم‌و‌قضاوت‌بين‌اين‌دو‌نظر‌كه‌كدام‌بهتر‌اس��ت‌
ش��ايد‌تا‌حدی‌سليقه‌ای‌باش��د،‌ولی‌ملاك‌های‌اصلی‌در‌مورد‌
پذيرش‌يا‌رد‌يک‌تعريف‌)در‌صورت‌نداشتن‌اشكالات‌منطقی(‌
سادگی‌و‌كاربرد‌آن‌در‌بيان‌گزاره‌های‌رياضی‌است.‌تعريف‌توان‌
رسانی‌به‌توان‌اعداد‌گويا‌طبق‌نظر‌اول‌ساده‌و‌يک‌پارچه‌است‌
و‌خواص‌اساسی‌توان‌رسانی‌به‌نحوی‌كلی‌برقرار‌است.‌ولی‌اين‌
تعريف‌طبق‌نظر‌دوم‌كمی‌پيچيدگی‌می‌يابد‌و‌برقراری‌خواص‌
اساسی‌نيز‌با‌اشكالاتی‌مواجه‌می‌شود.‌اما‌می‌توان‌گفت‌تعريف‌
دوم‌تعميمی‌از‌تعريف‌اول‌است‌و‌تعريف‌اول‌را‌نقض‌نمی‌كند‌و‌
علاوه‌بر‌توان‌رسانی‌های‌تعريف‌اول‌توان‌رسانی‌های‌ديگری‌را‌
هم‌تعريف‌می‌كند‌و‌خواص‌اساسی‌توان‌رسانی‌را‌تا‌حد‌ممكن‌

برقرار‌نگه‌می‌دارد.
همچني��ن‌ب��رای‌عدد‌گويای‌مخ��رج‌فرد‌‌rمی‌ت��وان‌تابع
‌در‌نظر‌گرفت.‌می‌دانيم‌اين‌تابع‌با‌



را‌با‌دامن��ة‌ rf (x) x=

.‌می‌توان‌پرسيد‌ rf (x) rx −′ = اعداد‌مثبت‌مشتق‌پذير‌است‌و1
كه‌آيا‌اين‌تابع‌روی‌اعداد‌منفی‌نيز‌مشتق‌پذير‌است‌و‌فرمول‌
مشتق‌آن‌به‌همين‌شكل‌است؟‌از‌آن‌جا‌كه‌برای‌مقادير‌منفی‌
‌به‌كمک‌قضيه‌مش��تق‌تابع‌مركب‌ rf (x) | x |= − ‌xداري��م‌
می‌توان‌به‌اين‌سوال‌جواب‌مثبت‌داد.‌مثلاً‌با‌تعريف‌دوم،‌دو‌تابع‌
تعريف‌شده‌اند‌و‌مساوی‌



‌روی‌دامنه‌ y x , y x= =
2

3 23
2 1

‌برای‌محاسبه‌مشتق‌ y x , y x= =
2

3 23
2 هستند‌و‌می‌توانيم‌از‌فرمول‌مشتق‌گيری‌1

‌yاس��تفاده‌كنيم.‌از‌اين‌بابت‌می‌توان‌گفت‌تعريف‌دوم‌كمک‌ x , y x= =
2

3 23
2 1

بسياری‌در‌محاسبات‌می‌تواند‌انجام‌دهد.‌اما‌بايد‌توجه‌داشت‌كه‌

فی  تعرخوش تعرخوش تعر
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حتی‌با‌تعريف‌دوم‌اين‌طور‌نيست‌كه‌همواره‌برای‌مقادير‌منفی‌
‌.‌طبق‌تعريف‌اول‌

m
n m nx x= ‌xحق‌داش��ته‌باشيم‌بنويسيم

اين‌تس��اوی‌فقط‌برای‌اعداد‌مثبت‌اعتبار‌دارد.‌اما‌طبق‌تعريف‌
دوم‌اين‌تس��اوی‌در‌برخی‌ش��رايط‌برای‌اعداد‌منفی‌هم‌اعتبار‌
‌عدد‌گويای‌مخرج‌فردی‌باشد.‌ m

n
دارد‌اولين‌شرط‌آن‌است‌كه

دومين‌ش��رط‌آن‌اس��ت‌كه‌اگر‌‌mو‌‌nهر‌دو‌زوج‌باشند‌نهايتاً‌
‌صورت‌زوج‌باش��د.‌در‌غير‌اين‌حالات‌يا‌طرف‌دوم‌تعريف‌ m

n
نش��ده‌است‌يا‌تساوی‌مورد‌نظر‌روی‌اعداد‌منفی‌برقرار‌نخواهد‌

‌. x x , x x , x x= ≠ ≠
4 6 10

6 4 64 6 106 4 6 بود.‌برای‌مثال
اگر‌به‌نكات‌بالا‌دقت‌نشود‌ممكن‌است‌محاسبات‌خطايی‌
‌yممكن‌ x= 6 10 را‌پيش‌آورد.‌برای‌مثال‌در‌محاسبه‌مشتق‌تابع
برقرار‌است‌ y x x= =

10
6 10 6 اس��ت‌برخی‌گمان‌كنند‌تساوی

و‌از‌فرم��ول‌مش��تق‌گيری‌اس��تفاده‌كنند‌ك��ه‌نتيجه‌می‌دهد
‌تابعی‌زوج‌اس��ت‌و‌مش��تق‌آن‌تابعی‌فرد‌ y x= 6 .‌ام��ا‌10 y x′ =

2
35

3

خواهد‌بود‌در‌حالی‌كه‌مش��تقی‌كه‌از‌اين‌طريق‌محاسبه‌شده‌
است‌تابعی‌زوج‌اس��ت.‌بنابراين‌اگرچه‌تعريف‌دوم‌مزيت‌هايی‌
دارد‌اما‌به‌كار‌بردن‌آن‌نيازمند‌دقت‌فراوان‌است‌و‌شرايط‌به‌كار‌
بردن‌آن‌چندان‌س��اده‌نيست‌و‌به‌سادگی‌ممكن‌است‌كاربران‌
را‌دچار‌اش��تباه‌سازد.‌علاوه‌بر‌اين‌سود‌آن‌چيزی‌نيست‌كه‌با‌
تعريف‌اول‌از‌آن‌محروم‌بمانيم‌و‌در‌واقع‌حالات‌قابل‌اس��تفاده‌
در‌تعريف‌دوم‌به‌س��ادگی‌قابل‌تحويل‌به‌تعريف‌اول‌اس��ت.‌به‌
همين‌خاطر‌در‌اكثر‌كتاب‌ها‌و‌در‌جامعه‌رياضی‌طبق‌نظر‌اول‌
تعريف‌انجام‌می‌ش��ود.‌اما‌اگر‌كسانی‌نظر‌دوم‌را‌بيش‌تر‌دوست‌
دارند‌هيچ‌منع‌منطقی‌برای‌ايشان‌وجود‌ندارد‌ولی‌همواره‌بايد‌
در‌نوش��ته‌های‌خود‌خواننده‌را‌متوجه‌كنند‌كه‌براس��اس‌نظر‌
دوم‌س��خن‌می‌گويند‌و‌در‌روابط‌توان‌رسانی‌بايد‌احتياط‌های‌

بيش‌تری‌به‌خرج‌دهند‌تا‌دچار‌اشتباه‌نشوند.
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                        3. به توان رساندن با  اعداد حقيقی                                                                               
هر‌عدد‌حقيقی‌را‌به‌اندازه‌دلخواه‌می‌توان‌با‌يک‌عدد‌گويا‌
تقري��ب‌زد.‌اين‌به‌خاطر‌آن‌اس��ت‌كه‌در‌هر‌ب��ازه‌ای‌در‌اعداد‌
حقيقی‌ي��ک‌عدد‌گويا‌يافت‌می‌ش��ود.‌اين‌خ��ود‌نتيجه‌ای‌از‌
خاصيت‌ارش��ميدس‌اعداد‌حقيقی‌است‌كه‌می‌گويد‌از‌هر‌عدد‌
حقيقی،‌يک‌عدد‌طبيعی‌بزرگ‌تر‌وجود‌دارد.‌اثبات‌وجود‌عدد‌
گويا‌در‌هر‌بازة‌اعداد‌حقيقی‌از‌طريق‌خاصيت‌ارشميدسی‌اعداد‌
حقيقی‌تكنيک‌جالبی‌دارد‌كه‌مناسب‌است‌حداقل‌يک‌بار‌آن‌
را‌انج��ام‌دهيد.‌امكان‌تقريب‌زدن‌اعداد‌حقيقی‌با‌اعداد‌گويا‌به‌
معنای‌آن‌است‌كه‌هر‌عدد‌حقيقی‌حد‌يک‌دنباله‌از‌اعداد‌گويا‌
است.‌اين‌نكته،‌كليد‌اصلی‌در‌تعميم‌تعريف‌توان‌رسانی‌به‌توان‌
‌چه‌معنايی‌می‌تواند‌داشته‌باشد؟‌اگر‌ a 2 اعداد‌حقيقی‌است.
همگراست،‌در‌ 2 دنباله‌ای‌از‌اعداد‌گويا‌باش��د‌كه‌به n n{r } ≤1

‌تعريف‌شده‌اند‌و‌احتمالاً‌دنباله‌ای‌ nra ‌مقدارهای a<0 حالت‌
تعريف‌كنيم.‌ a 2 همگرا‌می‌سازند‌و‌می‌توانيم‌حد‌آن‌را‌به‌عنوان

تعريـف:‌برای‌هر‌ع��دد‌حقيقی‌مثب��ت‌‌aو‌هر‌عدد‌
‌دنباله‌ای‌از‌اعداد‌گويای‌ n n{r } ≤1 حقيقی‌دلخواه‌‌bاگر
‌تعريف‌ ba ‌را‌به‌عنوان nra همگرا‌به‌‌bباشد،‌حد‌دنباله

می‌كنيم.‌

تعريف‌بالا‌به‌نحو‌روشنی‌محتاج‌اثبات‌خوش‌تعريفی‌است‌
زي��را‌از‌دو‌جه��ت‌دچار‌ابهام‌اس��ت.‌اولاً‌از‌كجا‌اطمينان‌داريم‌
‌‌يكتا‌نيس��ت‌و‌ n n{r } ≤1 ‌همگراس��ت،‌ثانياً‌دنباله nra كه‌دنباله
دنباله‌ه��ای‌متعددی‌برای‌همگرايی‌به‌‌bموجود‌اس��ت.‌از‌كجا‌
‌به‌يک‌دنباله‌ديگر،‌نتيجه‌تغيير‌ n n{r } ≤1 معلوم‌با‌تغيير‌دنباله
نكند؟‌همه‌اين‌ها‌محتاج‌اثبات‌اس��ت‌و‌می‌توان‌درس��تی‌اين‌
مطالب‌را‌ثابت‌كرد‌كه‌نتيجه‌آن‌خوش‌تعريفی‌تعريف‌بالا‌است.‌
همچنين‌به‌كمک‌قضايای‌مربوط‌به‌حد‌دنباله‌ها‌خواص‌اساسی‌

توان‌رسانی‌در‌اين‌حالت‌نيز‌ثابت‌می‌شود.
ام��ا‌اگر‌بخواهيم‌طبق‌نظر‌دوم‌عمل‌كنيم‌و‌س��عی‌كنيم‌
توان‌رس��انی‌اعداد‌منفی‌را‌هم‌تعريف‌كنيم‌به‌مشكلات‌جدی‌
برخ��ورد‌خواهيم‌كرد.‌در‌درج��ه‌اول‌بايد‌از‌دنباله‌هايی‌از‌اعداد‌

گويا‌اس��تفاده‌كنيم‌كه‌مخرج‌فرد‌باش��ند.‌آيا‌هر‌عدد‌حقيقی‌
ح��د‌يک‌دنباله‌از‌اعداد‌گويای‌مخرج‌فرد‌می‌باش��د؟‌به‌عنوان‌
يک‌مس��ئله‌می‌توانيد‌آن‌را‌حل‌كنيد.‌جواب‌اين‌مسئله‌مثبت‌
اس��ت‌و‌با‌كمی‌دستكاری‌در‌اثبات‌وجود‌عدد‌گويا‌در‌هر‌بازه،‌
می‌توانيد‌ثابت‌كنيد‌در‌هر‌بازه‌اعداد‌حقيقی،‌عدد‌گويای‌مخرج‌
فرد‌موجود‌است.‌با‌استفاده‌از‌اين‌موضوع‌نتيجه‌می‌شود‌كه‌هر‌
عدد‌حقيقی‌حد‌يک‌دنباله‌از‌اعداد‌گويای‌مخرج‌فرد‌است‌و‌تا‌

اين‌جا‌اوضاع‌بر‌وفق‌مراد‌است.
مناس��ب‌به‌نظر‌می‌رسد‌كه‌برای‌اعداد‌حقيقی‌منفی‌مانند‌
‌ n n{r } ≤1 ‌باش��د،‌كه‌ nra ‌حدّ‌دنباله‌ ba ‌aنيز‌تعريف‌كنيم‌كه‌
دنباله‌ای‌از‌اعداد‌گويای‌مخرج‌فرد‌است‌كه‌به‌‌bهمگراست.‌اگر‌
خوش‌تعريفی‌اين‌تعريف‌ثابت‌شود‌می‌توانيم‌توان‌رسانی‌اعداد‌
‌ nra منفی‌را‌هم‌تعريف‌شده‌محسوب‌كنيم.‌در‌اثبات‌همگرايی
مش��كلی‌نيس��ت‌و‌همانند‌تعريف‌قبلی‌ثابت‌خواهد‌شد.‌اما‌در‌
‌می‌تواند‌در‌نتيجه‌تأثير‌بگذارد،‌زيرا‌ n n{r } ≤1 اينجا‌تغيير‌دنبالة
‌در‌ n n{r } ≤1 ص��ورت‌زوج‌بودن‌يا‌صورت‌فرد‌بودن‌اعضای‌دنباله
‌‌كاملاً‌مؤثر‌است.‌با‌كمی‌دستكاری‌در‌تكنيک‌اثبات‌ nra علامت‌
وجود‌اعداد‌گويای‌مخرج‌فرد‌می‌توانيد‌ثابت‌كنيد‌كه‌در‌هر‌بازة‌
اعداد‌حقيقی،‌هم‌عددِ‌گويایِ‌مخرج‌فرد،‌صورت‌فرد‌و‌هم‌عددِ‌
گويایِ‌مخرج‌فرد،‌صورت‌زوج‌موجود‌است.‌بنابراين‌برای‌هر‌عدد‌
حقيقی‌‌b،‌هم‌دنباله‌ای‌از‌اعداد‌گويای‌مخرج‌فرد‌صورت‌فرد،‌و‌
هم‌دنباله‌ای‌از‌اعداد‌گويای‌مخرج‌فرد‌صورت‌زوج‌موجود‌است‌
‌مقادير‌منفی‌دارد‌و‌به‌يک‌عدد‌ nra كه‌به‌‌bهمگراست.‌در‌اولی‌
‌مقادير‌مثبت‌دارد‌و‌به‌يک‌عدد‌ nra منفی‌همگراست‌و‌در‌دومی
مثبت‌همگراس��ت.‌اين‌دو‌عدد‌قرينة‌همديگرند‌و‌ما‌نمی‌توانيم‌

بين‌اين‌دو‌انتخاب‌خاصی‌داشته‌باشيم.
مش��اهده‌می‌ش��ود‌كه‌نظر‌دوم‌در‌تعريف‌توان‌رسانی‌قابل‌
تعميم‌به‌اعداد‌حقيقی‌نيس��ت‌و‌در‌اع��داد‌حقيقی‌چاره‌ای‌جز‌
مثبت‌در‌نظر‌گرفتن‌پايه‌نداريم.‌يكی‌ديگر‌از‌دلايلی‌كه‌در‌جامعة‌
رياضی‌نظر‌دوم‌مقبوليت‌ندارد‌همين‌است‌كه‌با‌ساير‌بخش‌های‌
رياضی‌هماهنگ‌نمی‌شود‌و‌عايدی‌چندانی‌هم‌در‌حالات‌خاص‌

خود‌ندارد‌كه‌نتوان‌از‌طريق‌های‌ديگر‌به‌دست‌آورد.

پی‌نوشت:

1.‌آي�ا‌می‌ت�وانيد‌ثاب�ت‌
كنيد‌كه‌چرا‌ناچاريم‌
ت�عريف‌را‌ب�ه‌ه�مين‌
صورت‌انجام‌دهيم؟

منابع:
1. CBSE; Guidelines for 

Mathematics Laboratory 

in School (classX) 

ebook; www.cbsmath.

com/mathlabx.pdf

2. www.cbse.nic.in/

mathlabx.pdf

3. http://www.grinnell.

edu/academic/mathlab

هر عدد حقيقی را 
به اندازه دلخواه 

می توان با يك 
عدد گويا تقريب 

زد

منابع:
1.‌والتر‌رودين،‌اصول‌آناليز‌رياضی
2. J.Levin, An interactive 

introduction to 
mathematical analysis, 
CAMBRIDGE 
UNIVERSITY PRESS, 
2003

3. C.McGrger, 
J.Nimmo, W.Stothers, 
Fundumentals of  
university mathematics, 
Albino Publishing 
Chichestr, 1994

4.‌هندسه‌)2(‌سال‌سوم‌متوسطه‌


