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���������������������        ::::        
توان با معرفي اعضاي آن كه درايه ناميده مي شوند، يا به وسيله جمله  نامند. ماتريس را مي آرايشي مستطيلي از اعداد را ماتريس مي

  عمومي آن نمايش داد.
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  ها    تعداد سطرها درايه    تعداد ستون                                           مرتبه يا رتبه ماتريس                                        

nj≤≤1    mi ≤≤1  

ijajiاگر  مثال : ���� =+   را معين كنيد. Aباشد،  A×32باشد و  22

  حل : ����

11 12 13

21 22 23

3 6 11 3 6 11

5 8 13 5 8 13

a a a
A

a a a

= = == = == = == = =     
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =     = = == = == = == = =     

  

        پر كاربرد :پر كاربرد :پر كاربرد :پر كاربرد :هاي هاي هاي هاي     برخي ماتريسبرخي ماتريسبرخي ماتريسبرخي ماتريس

  نامند. را قطر اصلي ماتريس ميiiaها برابر است، در اين حالت عناصر  ماتريسي كه در آن تعداد سطرها و ستون ماتريس مربعي: )1

  اگر ماتريسي فقط از يك ستون تشكيل شده باشد ، به آن ماتريس ، ماتريس ستوني گفته مي شود . ماتريس ستوني: )2

n

a

a

    
    
    
    
        

11

1

⋮⋮⋮⋮  

  اگر ماتريسي فقط از يك سطر تشكيل شده باشد ، به آن ماتريس ، ماتريس سطري گفته مي شود . ماتريس سطري: )3

n
a a a    

        11 12 1
⋯⋯⋯⋯  

و بقية درايه هاي آن صفر باشد.     1ماتريس مربعي كه قطر اصلي آن  ) ماتريس هماني:4
m
I

m m

    
    ====     
         ××××

1 0 0

0 1 0

0 0 1

  

mماتريس  ماتريس صفر: )5 n×××× هاي آن صفر باشد.   اي كه تمام درايهO

m n

    
    ====     
         ××××

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

  

        تساوي دو ماتريس :تساوي دو ماتريس :تساوي دو ماتريس :تساوي دو ماتريس :

  هاي آنها نظير به نظير با هم مساوي باشد. اند هر گاه درايه مرتبه مساوي دو ماتريس هم

ij ij ij ij
a b a b

m n m n

            = ⇔ == ⇔ == ⇔ == ⇔ =                        × ×× ×× ×× ×
  

2ر دو ماتريس اگ مثال : ���� 1

2 1 1

x x

y x

−−−−    
    + −+ −+ −+ −    
4و   1 2

1

y y

x y

−−−−    
    + −+ −+ −+ −    
  كدامند؟ yو  xبرابر باشند،  

  حل : ����

4 1 2 1 2y x x y− = − → =− = − → =− = − → =− = − → =  

2 2y x x y= → == → == → == → =  
1 2 1 2

2 1 1 2
1 1

x y x y
y y y x

y x x y

+ = + → =+ = + → =+ = + → =+ = + → = 
⇒ − = → = → =⇒ − = → = → =⇒ − = → = → =⇒ − = → = → =

− = − → − =− = − → − =− = − → − =− = − → − = 
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        ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :    جمع ماتريسجمع ماتريسجمع ماتريسجمع ماتريس

اگر 
ij

A a
m n

    ====          ××××
و  

ij
B b

m n

    ====          ××××
مرتبه باشند، مجموع دو ماتريس، ماتريسي است هم مرتبه با آن دو و به  دو ماتريس هم

  صورت :

ij ij ij ij
A B a b a b

m n m n m n

                    + = + = ++ = + = ++ = + = ++ = + = +                                        × × ×× × ×× × ×× × ×
  

  يعني كافي است درايه ها را نظير به نظير جمع كنيم .

  شود. به صورت زير تعريف مي rAماتريس  rبه ازاي هر عدد حقيقي 

ij ij
r a ra

m n m n

            ====                        × ×× ×× ×× ×
  

        ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :ها و ضرب در اعداد حقيقي :    هاي جمع ماتريسهاي جمع ماتريسهاي جمع ماتريسهاي جمع ماتريس    ويژگيويژگيويژگيويژگي

  داريم: rو عدد حقيقي  A , B , Cمرتبه  هاي هم به ازاي ماتريس

C)BA()CB(A)  شركت پذيري ++=++1  

(AAOOA  عضو بي اثر =+=+2  

O)A(A)  وجود عضو قرينه =−+3  

(ABBA    جابجايي +=+4  

)rA(s)sA(rA)rs)( ==5  

rBrA)BA(r) +=+6  

1مثال : اگر  ���� 2 1

0 3 2
A

−−−−    
====     −−−−    

1و   0 4

2 5 9
B

−−−−    
====     −−−−    

3ي  را از معادله xباشد، ماتريس   2
2

x
A B+ =+ =+ =+   به دست آوريد. =

  حل : ����

1 2 1 1 0 4 2 0 8 3 6 3
3 2

0 3 2 2 5 9 4 10 18 0 9 62 2

x x− − − −− − − −− − − −− − − −                            
+ = ⇒ = −+ = ⇒ = −+ = ⇒ = −+ = ⇒ = −                            − − − −− − − −− − − −− − − −                            

  

5 6 11 10 12 221

4 19 24 8 38 482
x

− − − −− − − −− − − −− − − −            
× ⇒ =× ⇒ =× ⇒ =× ⇒ =            − −− −− −− −            

  

        ها :ها :ها :ها :    ضرب ماتريسضرب ماتريسضرب ماتريسضرب ماتريس

  شود. ضرب يك ماتريس سطري در يك ماتريس ستوني به صورت زير تعريف مي

n

n n i i

i

a b a b ... a b a b

====

= + + + == + + + == + + + == + + + = ∑∑∑∑11 11 12 21 1 1 1 1

1

[[[[ ]]]]
















1

11

111

n

n

b

b

a....a ⋮  

nmدر حالت ضرب يك ماتريس    شود. به صورت زير تعريف مي ××××pnدر يك ماتريس  ××××

  

ij m n n p ij ik kj

n

C c A B c a b
m p

k
× ×× ×× ×× ×

    = = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ == = ⇒ =         ×××× ====
∑∑∑∑

1

  

  است. ABام  iام و ستون  iدرايه سطر  ijcمنظور از 

BAبراي آن كه ماتريس  نكته: باشد. در اين صورت  Bبرابر تعداد سطرهاي  Aهاي  قابل تعريف باشد لازم است تعداد ستون ××××

  گردد. حاصل مي Bام ماتريس jدر ستون  Aام ماتريس iتريس حاصلضرب از ضرب سطر ام ماjام و ستون iمؤلفه سطر 
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اگر  مثال : ����














 −

=






−
=

17
25
13

125
421

A,B  ،باشدABC = ،23C كدامست؟  

  رب كنيم.ض Bرا در ستون سوم  Aضرب، كافي است سطر دوم  براي يافتن سطر دوم و ستون سوم حاصلحل : ����

[[[[ ]]]]23

4
5 2 20 2 22

1
C

    
= = + == = + == = + == = + =    

    
  

اگر  مثال : ����







=

dc

ba
A  باشد، حاصل









−

−
××









−

−

01
10

01
10

A كدامست؟  

  حل : ����

0 1

1 0

a b c d

c d a b

− − −− − −− − −− − −                    
××××                    − = − −− = − −− = − −− = − −                    

  

0 1

1 0

c d d c

a b b a

− − −− − −− − −− − −                    
× =× =× =× =                    − − −− − −− − −− − −                    

 

اگر  مثال : ����







=








=

01
10

12
34

A,B  حاصل)AB()BA(   كدامست؟ ×−×

  ل : ح����

 2 1 3 4 1 3

4 3 1 2 3 1
A B B A

− −− −− −− −                    
→ × − × = − =→ × − × = − =→ × − × = − =→ × − × = − =                    

                    
   

0 1 4 3 2 1

1 0 2 1 4 3

4 3 0 1 3 4

2 1 1 0 1 2

A B

B A

                    
× = =× = =× = =× = =                    

                    

                    
× = =× = =× = =× = =                    

                    

  

اگر  مثال : ����























=









01
10

01
10

43
21

dc

ba
dcbaحاصل     كدامست؟+−−

  حل : ����

1 2 0 1
1 2 3 4 4

3 4 1 0

c d d c
d c b a a b c d

a b b a

                            
= = → = = = = → + − − == = → = = = = → + − − == = → = = = = → + − − == = → = = = = → + − − =                            

                            
  

اگر داشته باشيم :  مثال : ����
b

a

    
−−−−                × =× =× =× =                                    

1
3 0 1 1

2
3 1 1

a، مقدار  b++++ كدام است؟  

  حل : ����

4

1
3 0 1 3 1

2 3 1 4
3 1 3 2 1 1

2 3 1 3
a

a
a a

b b a a b
a

a b b
====

    
− − +− − +− − +− − +                          = = → − = → == = → − = → == = → − = → == = → − = → =                          + ++ ++ ++ + ⇒ + =⇒ + =⇒ + =⇒ + =                              

+ + = → = −+ + = → = −+ + = → = −+ + = → = − 

  

با فرض آنكه   مثال : ����






−
=
























−

1
1

2
2

11
201
y

x
yxمقدار     كدام است ؟ −

  حل : ����

5

1 0 2 4 1
2 4 1 5

1 1 2 2 1 8
2

2 2 1 3
y

y
y

y y
x y x x y

y x x
====

    
− − + −− − + −− − + −− − + −                          = = → − + = − → == = → − + = − → == = → − + = − → == = → − + = − → =                          + ++ ++ ++ + ⇒ − = −⇒ − = −⇒ − = −⇒ − = −                              

+ + = → = −+ + = → = −+ + = → = −+ + = → = − 
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]]]]هاي معادله ماتريسي  ريشه  مثال : ���� ]]]] O

xx

xx ====
























−−−−

−−−−

−−−−

−−−−
1

2

8

11

11

  كدام است؟ 21

  حل : ����

[[[[ ]]]] 2 2

1 1

1 2 1 1 1 2 1 16

8

x x x x x x

x x

−−−−    
         − − = + + − − −− − = + + − − −− − = + + − − −− − = + + − − −         
    −−−−    

  

2 2 2 22
1 2 1 16 2 2 4 1 16 0

1
x x x x x x x x

        + + − − − = + + − − − =+ + − − − = + + − − − =+ + − − − = + + − − − =+ + − − − = + + − − − =             
  

2

1

4
12 1 0 3 1 4 1 0

1

3

x

x x ( x )( x )

x

 = −= −= −= −→ − + + = → − + + =→ − + + = → − + + =→ − + + = → − + + =→ − + + = → − + + = 
 ====


  

        ها :ها :ها :ها :    خواص ضرب ماتريسخواص ضرب ماتريسخواص ضرب ماتريسخواص ضرب ماتريس

nmpnqpاگر  A,B,C                   باشد آنگاه ×××

C)AB()BC(A)       شركت پذيري   =1  

BCACC)BA(ACAB)CB(A)  پذيري يا پخشي توزيع +=++=+2  

)AB(rB)rA()rB(A) ==3  
(AAIIA  عضو بي اثر ضرب ماتريسي nmmnnm == ××4  

نويسيم بلكه حاصلضرب آن عدد در ماتريس هماني با مرتبـه مناسـب    نهايي نميدر فاكتورگيري عبارات ماتريسي هيچگاه اعداد را به ت

  نويسيم. را مي

         )A(AAA 222 +≠+  

)IA(AAA 222 +=+  
OAپذيري ندارد (حتي اگر  ها در حالت كلي خاصيت حذف ضرب ماتريس تذكر:       ، يعني :باشد پذير وارون Aباشد ) مگر آن كه  ≠

CBACAB =⇒/=  
  مثلاً:

                                            
= == == == =                                            

                                            

0 1 3 5 3 4 0 1 1 2 3 4

0 1 3 4 3 4 0 1 3 4 3 4
  

  .تواند صفر شود  حاصلضرب دو ماتريس غير صفر مي تذكر:

  مثلاً:

           a a b b
O

a a b b ××××
                    

= == == == =                    − − − −− − − −− − − −− − − −                     2 2

0 0

0 0
  

  برابر صفر باشد . لذا حاصلضرب دو ماتريس برابر صفر باشد لزومي ندارد يكي از آنها

        جا شونده :جا شونده :جا شونده :جا شونده :    پذير يا جابهپذير يا جابهپذير يا جابهپذير يا جابه    هاي تعويضهاي تعويضهاي تعويضهاي تعويض    ماتريسماتريسماتريسماتريس

جا شونده) گويند هر  پذير (جابه را تعويض Bو  Aضرب ماتريسها در حالت كلي داراي خاصيت جابجايي نمي باشد . دو ماتريس 

BAABگاه  ====  

ها داراي اين خاصيت باشند كه ضرب آنها داراي  آن كه ماتريس باشند مگر ها برقرار نمي در حالت كلي اتحادها در مورد ماتريس

  خاصيت جابجايي باشد.
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اگر ماتريس  مثال : ����






 −−−−
====








====

25

52

73
A,

ba
B  ، مفروض باشندba  پذير باشد؟ تعويض A,Bكدام است در صورتيكه  ++++

  حل : ����

2 5 2 5 2 15 2 35 2 5 5 2

5 2 3 7 3 7 5 2 5 6 5 14 6 35 15 14

a b a b a b a b a b
AB BA

a b

− − − − + − +− − − − + − +− − − − + − +− − − − + − +                                            
= → = → == → = → == → = → == → = → =                                            + + + − ++ + + − ++ + + − ++ + + − +                                            

  

5         شوند. حال اين دو عدد موجب برابري سطرهاي اول نيز مي 6 41 7
4

5 14 1 3

a a
a b

b b

+ = → =+ = → =+ = → =+ = → = 
→ → + =→ → + =→ → + =→ → + =

+ = − → = −+ = − → = −+ = − → = −+ = − → = − 
  

aهايي به صورت  در حالت كلي ماتريسنكته:  b

b a

    
    
    
aهايي به صورت  هاي خودشان و ماتريس با هم خانواده  b

b a

−−−−    
    
    
نيز با هـم   

مرتبـه بـا خـودش       هـاي مربـع هـم    در هر مرتبـه بـا مـاتريس    (I)پذيرند. هم چنين ماتريس هماني  تعويض هاي خودشان خانواده

  پذير است. تعويض

        هاي طبيعي يك ماتريس مربع :هاي طبيعي يك ماتريس مربع :هاي طبيعي يك ماتريس مربع :هاي طبيعي يك ماتريس مربع :    توانتوانتوانتوان

  شود: هاي طبيعي آن به صورت زير تعريف مي باشد، توان ×nnيك ماتريس  Aاگر 

AA =1  

AAA ×=2  

AAA ×= 23  
  

AAA mm ×=+1  
        : : : :     خواصخواصخواصخواص

nmmnnm AAAAA) +==1  
mnnm A)A)( =2  

RA)A() nnn ∈λλ=λ3  

II) n =4   
nnnاشد لذا تساوي ب جايي لزوماً برقرار نمي اما چون در ضرب ماتريس خاصيت جابه BA)AB(   لزوماً برقرار نيست. ====

  

اگر  مثال : ����
















=

100
10

1
x

yx

A  3عنصر واقع در سطر دوم و ستون سومA كدامست؟  

  حل : ����

به دست  Aهاي  ي ستون در كليه Aرا با ضرب سطر دوم  2A، ابتدا سطر دوم 3Aبراي به دست آوردن سطر دوم و ستون سوم 

  آوريم. مي

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
1

0 1 0 1 0 1 2

0 0 1

x y

x x x

    
    = == == == =    
        

  2Aسطر دوم  

  كنيم. ضرب مي Aسطر ايجاد شده را در ستون سوم 

[[[[ ]]]]0 1 2 3

1

y

x x x

    
    = == == == =    
        

  3Aدرايه سطر دوم و ستون سوم  

⋮
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IAAاگر  مثال : ���� 252 4باشد، در اين صورت  =−
A  برحسبA كدامست؟  

  حل : ����

3 2 25 2 5 2 5 5 2 2 25 10 2 23 10A A .A ( A I)A A A ( A I) A A I A A I= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −  
4 3 223 10 23 10 23 5 2 10 115 46 10 105 46A A A ( A I)A A A ( A I) A A I A A I= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −= = − = − = − − = − − = −  

اگر  مثال : ����








−
=

01
10

A  7آنگاه ماتريسA كدامست؟  

  حل : ����

2 0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1
A I

−−−−                    
= = = −= = = −= = = −= = = −                    − − −− − −− − −− − −                    

  

6 3 3 7 0 1

1 0
A ( I) I I A A

−−−−    
= − = − = − → = − == − = − = − → = − == − = − = − → = − == − = − = − → = − =     

    
  

اگر  مثال : ����








−

−
=

01
10

A  و رابطه







×=








×

dc

ba
AA

54

42
61

cbبرقرار باشد، حاصل     كدامست؟+

  حل : ����

2 4 2 2 2 5 40 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1
A I A (A ) I I A A A IA A

− −− −− −− −                    
= = = → = = = ⇒ = = == = = → = = = ⇒ = = == = = → = = = ⇒ = = == = = → = = = ⇒ = = =                    − −− −− −− −                    

  

1 6 0 1

2 4 1 0

a b a b c d
I A

c d c d a b

− − −− − −− − −− − −                                    
→ × = = =→ × = = =→ × = = =→ × = = =                                    − − −− − −− − −− − −                                    

  

1

6
1 6 2 4 5

2

4

c

d
c d a b b c

a

b

= −= −= −= − 
= −= −= −= − 

− = − = − = − = ⇒ → + = −− = − = − = − = ⇒ → + = −− = − = − = − = ⇒ → + = −− = − = − = − = ⇒ → + = −
= −= −= −= − 

= −= −= −= − 

  

اگر ماتريس  مثال : ����








−

−
=

31
52

A  آنگاهAA   كدامست؟ 2−

  حل : ����

2 2 5 2 5 1 5

1 3 1 3 1 4
A

− − −− − −− − −− − −                    
= == == == =                    − − −− − −− − −− − −                    

  

2 1 5 2 5 1 0

1 4 1 3 0 1
A A I

− −− −− −− −                    
− = − = =− = − = =− = − = =− = − = =                    − −− −− −− −                    

  

هرگاه داشته باشيم   مثال : ����







====++++====

43

212
A,yIxAA قدرمطلق تفاضل اعداد ،x,yبرابر كدام است ؟  

  حل : ����

2

7
1 2 1 2 7 10 1 2 1 0 2

2 10 5 2
3 4 3 4 15 22 3 4 0 1 3 4

3 15

x y
x y x

A x y x x y
x x y

x

+ =+ =+ =+ = 
++++                                             

= = = + = ⇒ = → = ⇒ == = = + = ⇒ = → = ⇒ == = = + = ⇒ = → = ⇒ == = = + = ⇒ = → = ⇒ =                                            ++++                                             ==== 

  

4باعث برقراري تساوي  yو  xكه اين  22x y+ =+ =+ =+   شوند، پس اين تساوي قابل قبول است. نيز مي =

3| x y |− =− =− =− =  
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        د��
	�ن :د��
	�ن :د��
	�ن :د��
	�ن :
  شود: به صورت مقابل تعريف مي ×22دترمينان يك ماتريس 

                  bcadA)Adet(
dc

ba
A −==⇒








=  

Aاگر  مثال : ����
−−−−    

====     −−−−    

2 1 0

1 3 2
Bو  

    
    = −= −= −= −    
    −−−−    

3 4

1 2

5 2

Aآن گاه دترمينان ماتريس   B×××× چقدر است؟  

  حل : ����

3 4
2 1 0 7 6

1 2 7 14 6 10 98 60 158
1 3 2 10 14

5 2

AB | AB | ( )( )

    
−−−−                = − = → = × − − = + == − = → = × − − = + == − = → = × − − = + == − = → = × − − = + =                − −− −− −− −                −−−−    

  

 اگر   مثال : ����








++++−−−−

−−−−
====

12

1

m

m
A و IAA −−−−====++++    ؟ كدامست  m باشد، 2

  حل : ����

1 1 0 1 1

2 1 0 1 2

m m
A I

m m

− − −− − −− − −− − −                    
− = − =− = − =− = − =− = − =                    − + −− + −− + −− + −                    

  

2
2 2

2

1 2 2
2 2 2 1

2 1 2 2

| A I | m(m ) m m
m m m m m m

| A | m(m ) m m

− = − − = − −− = − − = − −− = − − = − −− = − − = − − 
⇒ − − = + → = − → = −⇒ − − = + → = − → = −⇒ − − = + → = − → = −⇒ − − = + → = − → = −

+ = + − + = ++ = + − + = ++ = + − + = ++ = + − + = + 
  

 Aگاه دترمينان ماتريس  باشد ، آنA××××22، دترمينان ماتريس  A≠≠≠≠0اگر    مثال : ����
A

  كدام است؟ 2

  حل : ����

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
A | A | a a a a

a a

    
= → = −= → = −= → = −= → = −    

    
  

11 12

11 22 12 212 2

21 22

2 2

2 2 4 4 4

2 2

a a
| A | | A |

A | A | (a a a a ) | A |
| A | | A | | A || A | | A |a a

| A | | A |

    
    
    = → = − = × == → = − = × == → = − = × == → = − = × =
    
    
    

  

2هاي  توان در حالت كلي براي ماتريس با توجه به همين مسأله مي نكته:   گفت: ××××2

  λ∈λ∈λ∈λ∈ℝ    2
2 2 2 2| A | | A |× ×× ×× ×× ×λ = λλ = λλ = λλ = λ  
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        ����� وارون ی� ����� ����س :����� وارون ی� ����� ����س :����� وارون ی� ����� ����س :����� وارون ی� ����� ����س :
ABاي كه  وجود داشته باشد به گونه Bماتريس منحصر به فرد  ، Aاگر به ازاي ماتريس مربعي  BA I= == == == را معكوس  Bآنگاه  =

باشد، اما  عضو معكوس ضرب ماتريس مي A−1دهند. توجه كنيد كه  نمايش مي A−1ناميده و با  Aماتريس 
A

A
11 ا . لذ−≠

IAAAA == −− 11.  

معكوس ماتريس  قضيه:







=

dc

ba
A :برابر است با  

  








−

−

−
=










−

−

=−

ac

bd

bcadA

ac

bd

A
11  

  A≠0آن است كه  Aپذيري ماتريس  شرط لازم و كافي براي معكوسنكته: 

  نكات و خواص:نكات و خواص:نكات و خواص:نكات و خواص:

(((( ))))

(((( ))))

) AB B A

) A A

)(A ) A

−−−− − −− −− −− −====

−−−− −−−−λ = λ ≠λ = λ ≠λ = λ ≠λ = λ ≠
λλλλ

− −− −− −− − ====

1 1 1
1

11 12 0

1 1
3

 

111رابطه  توجه: −−− +=+ BA)BA( باشد. لزوماً برقرار نمي  

ماتريس  مثال : ����








+

+
=

22
11
a

a
A پذير است؟ با چه شرطي وارون  

  حل : ����

|0پذيري ماتريس اين است كه: شرط وارون A |≠≠≠≠  

2 0
1 2 2 3 2 2 0 3 0

3

a
| A | (a )(a ) a a a(a )

a

≠≠≠≠
→ = + + − = + + − ≠ → + ≠→ = + + − = + + − ≠ → + ≠→ = + + − = + + − ≠ → + ≠→ = + + − = + + − ≠ → + ≠ 

≠ −≠ −≠ −≠ −
  

Aاگر  مثال : ����
− −− −− −− −    

====     
    

1 4

0 2
aو  

A
b

−−−− −−−−    
====     

    

1 2

0
  كدام است؟ ab، حاصل 

  حل : ����

1
1 2

2 4 2 4 21 1
1

0 1 0 1 02 0
2

a
A

b| A |

−−−−
− −− −− −− −     −−−−                        = = = == = = == = = == = = =                        − −− −− −− −−−−−                            

  

  پس داريم:
1

1
1

2
2

a

ab
b

= −= −= −= −
⇒ = −⇒ = −⇒ = −⇒ = −

====
  

  راه حل دوم:

1AAچون I−−−−   مي باشد ، لذا داريم : ====

1 4 2 2 4 1 0
1

0 2 0 0 2 0 1

1
2 1

2

a a b
a

b b

b b

− − − − −− − − − −− − − − −− − − − −                            
= = → = −= = → = −= = → = −= = → = −                            

                            

= → == → == → == → =
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اگر  مثال : ����








−
=−

67
321

A دترمينان ماتريس ،A كدامست؟  

  حل : ����

1 1 1 1 2

6 3

6 31 1 133 33
6 2 21

7 2 7 212 21 33 33

33 33

(A ) A (A ) A | A | ( ) ( )− − − −− − − −− − − −− − − −

    
−−−−    −−−−    

    = ⇒ = ⇒ = ⇒ = × + == ⇒ = ⇒ = ⇒ = × + == ⇒ = ⇒ = ⇒ = × + == ⇒ = ⇒ = ⇒ = × + =    ++++         
        

  

1 جالب است بدانيد در حالت كلينكته:  1
| A |

| A |

−−−−   است. ====

اگر  مثال : ����







=

27
14

A ،1−− AA كدام ماتريس است؟  

  حل : ����

4 1
8 7 1

7 2
A | A |

    
= ⇒ = − == ⇒ = − == ⇒ = − == ⇒ = − =    

    
  

1 12 1 2 1 2 11 1

7 4 7 4 7 41
A A

| A |

− −− −− −− −− − −− − −− − −− − −                    
= ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = =                    − − −− − −− − −− − −                    

  

A A
−−−−                    −−−−− = − =− = − =− = − =− = − =                    − −− −− −− −                    

4 1 2 1 2 21

7 2 7 4 14 2
  

اگر  مثال : ����







=

dc

ba
A  1و−=A ،1−A كدامست؟  

  حل : ����

1 1 1

1

d b d b d b
A

c a c a c a| A |

−−−− − − −− − −− − −− − −                    
= = == = == = == = =                    − − −− − −− − −− − −−−−−                    

  

اگر  مثال : ����








−
=

21
10

A  و








−

−
=

01
10

B  1ماتريس−)AB( ت؟كدامس  

  حل : ����
1 1

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 01

1 2 1 0 2 1 2 1 2 11
(AB)

− −− −− −− −
−−−−             − − −− − −− − −− − −                                    

= = = == = = == = = == = = =                                                − − − − −− − − − −− − − − −− − − − −−−−−                                                
        

1ي  توانستيم از رابطه مينكته:  1 1(AB) B A− − −− − −− − −− −   نيز بهره بگيريم. ====−

Aاگر مثال : ���� I
    

+ =+ =+ =+ =     
    2

3 6
2

0 5
  چقدر است؟ A−−−−12باشد، دترمينان 

  حل : ����

11 0 3 6 3 6 1 0 2 6 1 3 2 31
2 2

0 1 0 5 0 5 0 1 0 4 0 2 0 12
A A A A

−−−− −−−−                                                    
+ = ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =+ = ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =+ = ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =+ = ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =                                                    

                                                    
  

1 12 3
2 2 2

0 1
A | A |

− −− −− −− −−−−−    
⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ =⇒ = ⇒ =    

    
  

Aبا فرض  مثال : ����
a

−−−−    
====     

    

1 1

2
  باشد؟ 2برابر A−−−−1كدام باشد تا دترمينان ماتريس  aمقدار  

  حل : ����

1 1

2

11 1 1 1 3
2 2 2

2 12 2 2 22

a
A | A | (a ) a a

a a(a )

− −− −− −− −    
= ⇒ = + = = ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ = + = = ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ = + = = ⇒ + = ⇒ = −= ⇒ = + = = ⇒ + = ⇒ = −    −−−−+ ++ ++ ++ +     ++++
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1ي  توان از رابطه مينكته:  1
| A |

| A |

−−−−   نيز بهره گرفت: ====

1 3
2

2 2
a a

−−−−
= + ⇒ == + ⇒ == + ⇒ == + ⇒ =  

Aاگر  مثال : ����
    

====     
    

1 3

2 5
  كدام عدد است؟ A2باشد عنصر واقع بر سطر دوم و ستون اول در وارون ماتريس  

  حل : ����

12 6 10 6 2 5 1 51
2 2

4 10 4 2 1 0 54

/ /
A ( A)

/

−−−− − −− −− −− −                    
= ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = == ⇒ = =                    − −− −− −− −−−−−                    

  

1ي  توان از رابطه مينكته:  11
( A) A

− −− −− −− −λ =λ =λ =λ =
λλλλ

  نيز بهره گرفت: 

1 1 5 3 2 5 1 51 1 1
2

2 1 1 0 52 2 1

/ /
( A) A

/

− −− −− −− − − −− −− −− −            
= = × == = × == = × == = × =            − −− −− −− −−−−−             

  

اگر   مثال : ����








−−−−
====

11

1 �
Aو








====

11

1�
B آنگاه جواب معادله يBAX   كدام است؟====

  حل : ����

1 1 1AX B A AX A B IX X A B− − −− − −− − −− − −= ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = == ⇒ = ⇒ = =        

1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 11

1 1 1 1 1 1 1 1 1 21
A X

−−−−                                     
= = ⇒ = == = ⇒ = == = ⇒ = == = ⇒ = =                                    

                                    
        

اگر  مثال : ����








−−−−

−−−−
====

21

32
A  12باشد، دترمينان ماتريس −−−−)A( كدام است؟  

  حل : ����

2 2 3 2 3 7 12

1 2 1 2 4 7
A

− − −− − −− − −− − −                    
= == == == =                    − − −− − −− − −− − −                    

  

2 1 2 17 12 7 121
49 48 1

4 7 4 749 48
(A ) | (A ) |

− −− −− −− −            
= = → = − == = → = − == = → = − == = → = − =            −−−−             

  

IAAمعكوس پذير باشد و در رابطة  ××××22يك ماتريس  Aاگر  مثال : ���� ++++==== 3
−−−−−−−−1صدق كند، دترمينان ماتريس  2 AA 

  كدام است؟

  حل : ����

2 3 3A A I A(A I) I= + ⇒ − == + ⇒ − == + ⇒ − == + ⇒ − =  
3Aچون معكوس يك ماتريس در صورت وجود منحصر بفرد است، لذا ماتريس  I−−−−  معكوس ماتريسA     است كه بـا ضـرب كـردن

A  در آن حاصل برابرI  :1شده است، لذا 3A (A I)−−−− = −= −= −= −  

  پس:

1 1 3 0
3 3 3 9

0 3
A A A (A I) I | A A | | I |

− −− −− −− −− = − − = → − = = =− = − − = → − = = =− = − − = → − = = =− = − − = → − = = =  
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         ��ر�د �� ����� :��ر�د �� ����� :��ر�د �� ����� :��ر�د �� ����� :�

        دستگاه دو معادله دو مجهول :دستگاه دو معادله دو مجهول :دستگاه دو معادله دو مجهول :دستگاه دو معادله دو مجهول :





=+

=+

2222121

1212111

bxaxa

bxaxa
  

  بيان ماتريسي دستگاه دو معادله دو مجهول به صورت زير است :

                     

a x b y c a b cx

a x b y c a b y c

+ =+ =+ =+ =                                 ⇔ =⇔ =⇔ =⇔ =     + =+ =+ =+ =                                 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

  

  ي دو خط در صفحه است لذا : ر هندسي دستگاه فوق معادلهتعبي

1(
2

1

2

1

b

b

a

a
  دستگاه جواب منحصر به فرد دارد. ⇐دو خط متقاطعند  ⇐≠

2(
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
  دستگاه جواب ندارد. ⇐اند  دو خط موازي ⇐=≠

3(
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
  شمار جواب دارد. دستگاه بي ⇐اند  دو خط منطبق ⇐==

به بيان ديگر:     
a b

a b
⇐ ≠⇐ ≠⇐ ≠⇐ ≠1 1

2 2

  دستگاه جواب منحصر به فرد دارد.0

          
a b

a b
⇐ =⇐ =⇐ =⇐ =1 1

2 2

  شمار جواب دارد) دستگاه جواب ندارد (يا بي 0

دستگاه  مثال : ����




=+−

=+

531
42
yx)m(

ymx
  فقط يك جواب دارد؟ mبا چه شرطي براي 

  حل : ����

2 2
3 2 2 5 2

1 3 5

m
m m m m

m
≠ ⇒ ≠ − → ≠ → ≠≠ ⇒ ≠ − → ≠ → ≠≠ ⇒ ≠ − → ≠ → ≠≠ ⇒ ≠ − → ≠ → ≠

−−−−
  

))))اگر دستگاه  مثال : ���� ))))
(((( ))))

m x y

x n y

 − − =− − =− − =− − =

− + − =− + − =− + − =− + − =

2 1 1

5 2 2
nداراي بي شمار جواب باشد ، مقدار    m−−−− چقدر است؟  

  حل : ����

3 3
22 1 1 1 3

2 4
5 2 2 4

2 2 0

m mm
n m

n
n n


= − → = −= − → = −= − → = −= − → = −− −− −− −− − 

= = ⇒ → − == = ⇒ → − == = ⇒ → − == = ⇒ → − =
− −− −− −− − − = − → =− = − → =− = − → =− = − → = 

  

  شود ؟ مبهم) ميفاقد جواب (، دستگاه معادلات زير  mبه ازاي چه مقدار از  مثال : ����

(((( ))))
(((( ))))

m x y m

x m y m

 − − = +− − = +− − = +− − = +

− + + =− + + =− + + =− + + =

1 3 4 2

1
  

  حل : ����

2 21 3 4 2
1 3 4 2

1 1

m m
m m m

m m

− − +− − +− − +− − +
= ≠ ⇒ − = → = → = ±= ≠ ⇒ − = → = → = ±= ≠ ⇒ − = → = → = ±= ≠ ⇒ − = → = → = ±

− +− +− +− +
  

ــت  ــول اس ــل قب  قاب

ــت  ــول اس ــل قب  قاب

3 2 2
2 2

2 1 2

3 2 2
2 2

2 1 2

m m

m m

− +− +− +− + = → ≠ → == → ≠ → == → ≠ → == → ≠ → = ++++


− − +− − +− − +− − + = − → ≠ → = −= − → ≠ → = −= − → ≠ → = −= − → ≠ → = −
 − + −− + −− + −− + −
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دستگاه  mبه ازاي چند مقدار براي  مثال : ����






−−−−====++++−−−−

−−−−====−−−−++++

133

221 2

xy)m(

myx)m( فاقد جواب است؟  

  حل : ����
21 2 2

3 3 1

m m

m

+ − −+ − −+ − −+ − −
= ≠= ≠= ≠= ≠

− −− −− −− −
        

2
2 3 6m m− − = −− − = −− − = −− − = −        

2
2 3 0m m− + =− + =− + =− + =        

))))اين معادله جواب ندارد ))))∆ <∆ <∆ <∆ <   ، يعني دو خط همواره متقاطعند و اين دستگاه هرگز فاقد جواب نيست.0

        هاي حل دستگاه در معادله دو مجهولي ( در صورت وجود جواب منحصر به فرد ) :هاي حل دستگاه در معادله دو مجهولي ( در صورت وجود جواب منحصر به فرد ) :هاي حل دستگاه در معادله دو مجهولي ( در صورت وجود جواب منحصر به فرد ) :هاي حل دستگاه در معادله دو مجهولي ( در صورت وجود جواب منحصر به فرد ) :    روشروشروشروش

   ::::    ) روش حذفي) روش حذفي) روش حذفي) روش حذفي1111

هاي  ن صورت جوابتوان يكي از متغيرها را بين دو معادله حذف نمود كه در اي براي حل دستگاه دو معادله دو مجهول مي

دستگاه 




=+

=+

222

111

cybxa

cybxa
  آيد: به صورت زير در مي 

c b a c

c b a c

x y
a b a b

a b a b

= == == == =

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

  

  مشهور است. دستور كرامراين روش به 

        ) روش ماتريس وارون :) روش ماتريس وارون :) روش ماتريس وارون :) روش ماتريس وارون :2222                        

BAXBAX)AA(BA)AX(ABAX

I

11111 −−−−− =⇒=⇒=⇒=
���

  

2 1

2 1

1 1

2 2

1

2

b b c

a a cx

y a b

a b

−−−−         
         
−−−−                      ⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =    

    
  

هاي دستگاه  جواب مثال : ����




=−

=+

12
532

yx

yx
  را بدست آوريد. 

  حل: 

  كنيم: دو دستگاه را از هم كم مي حذفي)روش روش اول: (

4 4 1 2 1 1 1y y x x= → = → − = → == → = → − = → == → = → − = → == → = → − = → =  
  روش دوم: (روش كرامر)

5 3 2 5

1 1 2 18 8
1 1

2 3 2 38 8

2 1 2 1

x y
−−−− − −− −− −− −

= = = = = == = = = = == = = = = == = = = = =
− −− −− −− −

− −− −− −− −

  

  روش سوم:
1

2 3 5 2 3 5 1 3 5 8 11 1

2 1 1 2 1 1 2 2 1 8 18 8

x x

y y

−−−− − − −− − −− − −− − −                                                                            −−−−
= → = = = − == → = = = − == → = = = − == → = = = − =                                                                            − − − −− − − −− − − −− − − −                                                                            
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در دستگاه  مثال : ���






=+

=+

10
6

2

2

xyy

xyx  مقدار مثبتx  كدام است؟

  حل : ���

2 2 2 26 6 5 5 9 3
6 3 5 18

10 10 3 3 4 2

x(x y) x 
y x x x( x) x x x x

y(y x) y

+++ ===
→→→ === === +++ === ⇒⇒⇒ +++ === ⇒⇒⇒ === ⇒⇒⇒ ===→→→ →→→

+++ ===
      

از دستگاه معادلات  xمقدار  مثال : ���
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