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تعييه مركز سطح 

 داشتِ تاشذ، هغاتك شىل زير هي تَاى آى را t، ضخاهت اًذن ٍ ثاتتي تراتر ρٍلتي خسوي تا چگالي 

در ايي . dm=ρtdAخرم ّر خسء از ايي سغح ػثارت است از .  هذل سازي وردAتِ صَرت سغح هسغح 

 در سرتاسر خسن ثاتت تاشٌذ، هختصات هروس خرم خسن، ّواى هختصات هروس ٌّذسي ρ ٍ tحالت اگر 

: خَاّذ تَد ٍ تا استفادُ از هؼادلِ زير هي تَاى هختصات آى را تصَرت زير تؼييي ورد (C)سغح 
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اگر سغح هغاتك شىل زير خويذُ . صَرت وسرّاي هؼادلات فَق را گشتاٍر اٍل سغح هي ًاهٌذ

 سغح خويذُ، رٍي آى سغح ٍالغ Cدر حالت ولي هروس ٌّذسي . تاشذ، تا ّر سِ ًمغِ سرٍوار دارين

 در آى صفحِ Cتاشذ، فمظ تايذ هختصات  (y-zهثلاً در صفحِ )ًيست، اگر سغح هَردًظر سغحي صاف 

. را تؼييي ورد
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: در زير چٌذ ػذد از هختصات  هروس ٌّذسي اشىال هتذاٍل آٍردُ شذُ است

: هروس ٌّذسي وواى دايرُ





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x   

هروس ٌّذسي سغح هثلث 

3

h
y    

: هروس سغح لغاع دايرُ






sin2 r

t
x   

محاسثه ممان اينرسي 

سختي ايي ػضَ در . ّرگاُ تر ػضَي از سازُ لٌگري خوشي ٍارد شَد، ايي ػضَ توايل تِ اًحٌا دارد

تؼذ هواى ايٌرسي از ًَع عَل هي تاشذ ٍ تر حسة . تراتر اًحٌاء را تَسيلِ هواى ايٌرسي همغغ ًشاى هي دٌّذ

ّرچٌذ هواى ايٌرسي تستگي تِ هحَري دارد وِ هواى ايٌرسي . تَاى چْارم ساًتيوتر يا هيليوتر تياى هي شَد
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ًسثت تِ آى سٌديذُ هي شَد، اها در هسائل هرتَط تِ هحاسثِ آى، هواى ايٌرسي را تايذ ًسثت تِ تار خٌثي 

: هثلاً تراي همغغ هستغيلي دارين. هواى ايٌرسي هماعغ سازُ در خذٍل ّايي آهذُ است. تذست آٍرين

12

3bh
I   

: اها تراي هماعغ هروة از راتغِ ولي زير استفادُ هي وٌين

A

M
IAyI yn

2
2   

: وِ در آى

In : هواى ايٌرسي ول همغغ ًسثت تِ هحَر خٌثي

M : هواى لٌگر استاتيه توام اخساء ًسثت تِ هحَر هثٌايy-y 

A :  هدوَع سغَح توام اخساي همغغ

Iy : هواى ايٌرسي ًسثت تِ هروس سغح ّر خسء

ممان اينرسي حاصلضرب 

هواى ايٌرسي حاصلضرب تراي يه همغغ وِ از چٌذيي خسء تشىيل شذُ است، ػثارت است از 

. هدوَع خثري هواى ايٌرسي ّاي حاصلضرب لسوت ّاي هختلف آى

 

 اگر در رتغ اٍل ٍ سَم تاشذ، تا ػلاهات هثثت ٍ اگر در رتغ دٍم ٍ چْارم تاشذ، تا ػلاهت Ixyوِ 

. هٌفي ًشاى دادُ هي شَد

 
dx 

dy dy 

dx 

ممان اينرسي  

 x-xنسبت به محور 

ممان اينرسي  

 y-yنسبت به محور 

ممان اينرسي  

 x-x,y-yنسبت به محور 

Ix=Adx
2 

Iy=Ady
2 

Ixy=Adxdy
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قضاياي پاپوس 

ايي لضيِ رٍشي تسيار سادُ است وِ تراي هحاسثِ هساحت سغح حاصل از دٍراى يه هٌحٌي هسغح 

، ٍلتي x-y در صفحِ Lدر شىل زير پارُ خغي تِ عَل . حَل هحَري وِ صفحِ هٌحٌي را لغغ ًوي وٌذ

ِ اي است وِ تَسظ .  دٍراى هي وٌذ، سغحي را تَليذ هي وٌذxحَل هحَر   تَليذ dlخسئي از ايي سغح حلم

: هساحت ول ايي حلمِ تراتر است تا. هي شَد

LyA  2  

.  استL خغي تِ عَل C هروس سغح y هختصِ yوِ در آى 

ُ اي ًيس تراي هحاسثِ حدن حاصل از ايي دٍراى ٍخَد دارد وِ تِ عريك هشاتِ تذست  راتغِ ساد

: ايي راتغِ تِ صَرت زير هي تاشذ. هي آيذ

AyV  2  

ِ ّاي فَق تياى شذًذ، در تؼييي سغح ٍ حدن حاصل از دٍراى تىار  دٍ لضيِ پاپَس، وِ تَسظ هؼادل

در ايي رٍاتظ اگر خظ يا سغحي تِ اًذازُ . هي رًٍذ  2π دٍراى وٌذ، هي تَاى تا خايگسيي وردى 2

ِ ّاي سغح يا حدن تَليذ شذُ را تصَرت زير ًَشتθتا  : ، هؼادل

AyV

LyA




 

.  تر حسة رادياى استθوِ در آى 

ِ داى يًَاًي وِ در لرى سَم لثل از هيلاد هي زيست،  ايي لضايا هٌسَب تِ پاپَس اسىٌذراًي، ٌّذس

هغرح هي شًَذ وِ هذػي اتذاع آًْا  (1577-1643پل گَلذيي )ايي لضايا غالثاً تا ًام گَلذًيَس . هي تاشذ

.  ّرچٌذ يميي دارين وِ از آثار پاپَس اعلاع داشتِ است. تَد
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مثال ها 

. هحل هروس ٌّذسي سغح ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 1

 
3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

72900 116640 22.5 36 72*45=3240 1 
--112.5 -5467.5 15 9 -1/2*27*45=-607.5 2 
63787.5 111172.5 - - 2632.5 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

2.245.637875.2632

2.425.1111725.2632








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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 2

 

3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

450 720 5 8 1/2*12*15=90 1 
2362.5 7087.5 7.5 22.5 21*15=315 2 
2812.5 7807.5 - - 4.5 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

94.65.2812405

28.195.7807405








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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 3

 

3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

2800 1960 10 7 14*20*280 1 
-603.19 -301.59 12 6 -π(4)2=-16π 2 
2196.8 1658.41 - - 229.73 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

56.98.219673.229

22.741.165873.229








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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 4

 

mmAx  mmx  3mmA   

21600 20 1/2*30*72=1080 1 
79488 46 1/2*48*72=1728 2 
101088 - 2808 Σ 

 

  mmxxAxAx 361010882808   
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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 5

 

3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

40656 5544 22 3 42*44=1848 1 
-432 1296 4 -12 -1/2*18*12=-108 2 
-576 -2304 4 16 -1/2*24*12=-144 3 

39648 4536 - - 1596 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

248639681596

28445361596








 



    www.icivil.irپرتال جامع داوشجًيان ي مهىدسيه عمران 

 

10 

. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 6

 
3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

1837.8 61236 27 9 126*54=6804 1 
120960 56700 64 30 1/2*126*30=1890 2 
-27648 82944 -16 48 1/2*72*48=1728 3 

277020 200880 - - 10422 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

6.2627702010422

27.1920088010422








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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 7

 

3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

37500 22500 25 15 30*50=1500 1 
-106029 -8353 30 23.634 -π/2(15)2=-353.43 2 
26897 14147 - - 1146.57 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

5.2310*690.21147

34.1210*415.11147

4

4








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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 8

 

3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

36581 0 16.1277 0 π/2(38)2=2268.2 1 
-2560 3200 8 -10 -20*16=-320 2 
34021 3200 - - 1948.233 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

46.173402123.1948

643.1320023.1948








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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 9

 

 

3mmAy  3mmy  3mmA   

500 5 10*10=100 1 
-333.33 4.2441 -π/2(10)2=-78.540 2 
166.67 - 21.460 Σ 

 

  mmyyAyAy 77.767.166460.21   
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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 10

 

 
3mmAy  3mmy  3mmA   

-341.33 3.3953 -π/2(8)2=-100.531 1 
1151.99 5.0930 π/2(12)2=226.19 2 
810.66 - 125.659 Σ 

 

  mmyxAyAy 45.666.810659.125   
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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 11

0,260,45تا وارترد تمارى )  xmmro )

 
mm

mmr
y 930.50

4
*3

2602

3

sin2








  

 

 
3mmAy  3mmy  3mmA   

162000 30 1/2*120*90=5400 1 
51290 60-50.930=9.07 π/4(60)2=5654.9 2 
-72000 20 -1/2*120*60=-3600 3 

141290 - 7454.9 Σ 

 

  mmyyAyAy 95.181412909.745   
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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 12

 

 
3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

21181 0 11.0347 0 π/2*47*26=1919.51 1 
-76766 -51543 -23.333 -15.6667 1/2*94*70=3290 2 
-55584 -51543 - - 5209.5 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

67.10555845.5209

89.9515435.5209








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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 13

 

 

3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

32000 102.398 1.5 4.8 2/3*8*4=21.333 1 
-21.333 -85.333 1.3333 5.3333 -1/2*4*4=-16 2 
10.667 17.065 - - 5.333 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

00.2667.10333.5

2.3065.17333.5








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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 14

 

 
3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

288000 168750 48 28.125 2/3*75*120=6000 1 
-45000 -56250 20 25 -1/2*75*60=-2250 2 
243000 112500 - - 3750 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

8.642430003750

301125003750








 



    www.icivil.irپرتال جامع داوشجًيان ي مهىدسيه عمران 

 

19 

. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 15

 

 

3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

3000 1800 15 9 1/3*30*20=200 1 
23137 9000 32.7324 12.7324 π/4(30)2=706.86 2 
26137 10800 - - 906.86 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

8.282613786.906

91.111080086.906








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. هحل هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تؼييي وٌيذ. 16

   

:  تؼييي هي وٌينm=30mm را در yًخست همذار 

 

 

 

 

 mmy

mmy

mmx

mmx

mmy
x

x

y

y
kxy

75.18
7

2

150
7

2

30
5

4

60
5

4

75.18
60

30
150

2

1

2

1

3

23

1

3

2

1

23



















 

3mmAy  3mmAx  3mmy  3mmx  3mmA   

96429 108000 42.857 48 1/4*60*150=2250 1 
-753.35 -3375 5.3571 24 -1/4*30*18.75=-140.625 2 
95675 104625 - - 2109.4 Σ 

 

 

  mmyyAyAy

mmxxAxAx

4.45956754.2109

6.491046254.2109








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.  تؼييي وٌيذr1, r2 ٍ α هروس ٌّذسي سغح دادُ ًشاى دادُ شذُ را تر حسة yهختصِ . 17

 

 

 
   

  2

22222 2,
2

cos

3

2

2

2sin

3

2
rArry 









  

: تِ عَر هشاتِ

 
 

 
  

 
  

 

      2

1

2

2

2

1

2

2

3

1

3

2

2

11

2

22

2

1211
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2
2
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2
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2

cos

3
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2,
2
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rrrrA
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rrrry
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A









































 

: حال

     














2

cos

3

2

cos
3

2
2

2

1

2

2

3

1

3

2

3

1

3

2

2

1

2

2
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y

rrrryAyAy
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ُ اي r2 تِ سوت r1ًشاى دّيذ ٍلتي وِ . 18  هيل وٌذ، هحل هروس ٌّذسي تِ هروس ٌّذسي لَس داير

.  هيل هي وٌذ2/(r1+r2)تِ شؼاع 

 
 

 
 

 

 
  

   12

2

121

2

2

1212

2

121

2

212

2

1

2

2

3

1

3

2

2

1

2

2

3

1

3

2

2121

2

cos

3

2

2

cos

2

1

2

2sin

2

1

rr

rrrr

rrrr

rrrrrr

rr

rr

rr

rr
y

rrrry



































 

: فرض هي وٌين

 

      
   r

r

rr

rrrr

rr

rr

rrr

rrrr

2

3

2

1

,

2222

2

1

2

2

3

1

3

2

21

12

















 

:  پسΔ→0, r1→r2در حذ، ٍلتي 

 

   















2

cos

2

1

2

cos

4

3
*

3

2

2

1
*

2

3

2

3

2121

212

1

2

2

3

1

3

2

rryrry

rrr
rr

rr

 

.  لاتل لثَل است1وِ تا هؼادلِ 
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.  تؼييي وٌيذb1, b2 ٍ h هروس ٌّذسي رٍرًمِ ًشاى دادُ شذُ را تر حسة yهختصات . 19

 

 

3mmAy  3mmy  3mmA   

1/6b2h
2 

1/3h 1/3b2h 1 
1/3b1h

2 
2/3h 1/2b1h 2 

1/6(2b1+b2)h
 

- 1/2(b1+b2)h Σ 

 

    

3

2

26/12/1

21

21

2

2121

h

bb

bb
yor

hbbhbbAyAy







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 ًشاى دادُ شذُ در شىل زير ًسثت تِ Tهغلَب است تؼييي هواى ايٌرسي حاصل ضرية همغغ . 20

. xx ٍ yyهحَرّاي هروسي 

 

  

      41.130765.1175.327.1*16.1041.154.227.1*7.12 cm

dydxAI xy




 

y 

x x 

y 

-1.765 

-3.145 
2.54 

10.16 

2.54 

12.7 
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ِ اي ساختِ شذُ است تِ عَل . 21 چٌذ درصذ .  هيليوتر20 ٍ لغر 80هيخ چَتي ًشاى دادُ شذُ از لغؼ

از حدن اٍليِ لغؼِ هَلغ خراعي از تيي رفتِ است؟ 

 

 

تراي حل هسالِ لازم است ًخست حدن هيخ را تؼييي وٌين، زيرا حدن را هي تَاى از دٍراى سغح 

.  تذست آٍردxًشاى دادُ هحَل هحَر 

: سغح دٍراى را سپس تِ شش لسوت هغاتك شىل فَق تمسين هي وٌين

oo 43.1785.342
5.17

10
2sin   

: تا وارترد لضيِ دٍم پاپَس ٍ سپس تا استفادُ از شىل دارين

 AyAyV 22  

3mmAy  3mmy  3mmA   

125 2.5 10*5=50 1 
1037 3.12 [60-17.5(1-cos34.85)-3.75]*(6.25)=331.9 2 
187.5 5 3.75*10=37.5 4 

-92.86 10-4(3.79/3π)=8.408 -π/4(3.75)2=-11.04 4 

320.4 2*17.5sin(17.43/3α)*sin17.43 Α(17.5)2 5 

-239.4 1/3(10)=3.333 -1/2(17.5cos34.85)*10=-71.81 6 
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 

    32

3

3

251338020
4

840713382

1338

mmV

mmV

mmLy









 

درصذ از دست رفتِ  = (Vهيخ عراحي شذُ / )(Vهيخ عراحي شذُ )× % 100

درصذ از دست رفتِ  = (Vهيخ عراحي شذُ  - Vهيخ چَتي / )(Vهيخ عراحي شذُ )× % 100

100*
25133

8407
1 








  

. (تراي صاف شذى)از چَب از دست رفتِ است % 5/66

خرم ٍرلِ ترًدي ًشاى دادُ . هحل خرٍج از ديَار را تا يه ٍرلِ ترًدي هغاتك شىل هي پَشاًٌذ. 22

38470چگالي ترًح . شذُ را حساب وٌيذ
m

kgrشذُ است  .

 

 

 A را هي تَاى از دٍراى سغح v.  حدن ٍرق استV وِ در آى m=ρvخرم لَلِ خرٍخي تراتر است تا 

: دارين.  تذست آٍردxحَل هحَر 
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ooo

o

mm

4059.165941.9262

5941.9
75

5.12
sin

935.2951.73886.76













 

.  رت هي تَاى از دٍراى چْار خسء در سغح ّاي ًشاى دادُ شذُ تذست آٍردAهساحت 

: تا وارترد لضيِ دٍم پاپَس دارين

 AyAyV  22  

3mmAy  3mmy  3mmA   

18020.13 1/3(37.5)=12.5 1/2*6.886*37.5=1441.61 1 
-12265.30 [2(75)sin8.203]/3=sin(8.203+9.5641) -α(75)2 

2 
-1925.81 1/3(12.5)=4.1667 -1/2*73.951*12.5=462.19 3 

-229.30 1/2(12.5)=6.25 -2.935*12.5=36.688 4 

 

 

grmrkgm
m

kgr
m

mmV

mmAy

6.191/1916.010*7.22617*8470

7.2261772.35992

72.3599

31

3

3

3










  
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هساحت سغح . حثاب يه لاهپ ديَاري از ٍري ًازن هات پلاستيىي ساختِ شذُ است. 23

.  سغح همغغ حثاب سْوي است. خارخي حثاب را حساب وٌيذ

 

 

 y رادياى حَل هحَر π را هي تَاى از دٍراى سغح همغغ سْوي تِ اًذازُ Aًخست هساحت سغح لازم 

: تا وارترد لضيِ اٍل پاپَس دارين. تذست آٍرد
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 

 

 

 
       

  232

22/32/322

2

100

0

2/322

2

100

0

22

22

2

12

10*1.553.17543

3.175431100025.041
025.0

1

12

1

41
4

1

3

1

41

4121

025.0100250

100,250

mmAmmA

mm

xk
k

Lx

dxxkxdLxLx

dxxkdLkx
dx

dy
dx

dx

dy
dL

xx

mkK

mmxmy

LxA

el

el











































 

ٍزى هخصَص پلاستيه .  هغاتك شىل است3kg-10*9.17همغغ يه تغري پلاستيىي تِ ٍزى . 24

938kg/m3 ضخاهت هتَسظ ديَارُ تغري چمذر است؟ 

   

tAm: خرم تغري s 

: لضيِ اٍل پاپَس LxLLxAs  222 
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2mmLx  mmx  mmL   

28.88 3.8 7.6 1 
36.48 7.6 4.8 2 
86.24 9.8 8.8 3 

127.2 12.0 10.6 4 

38.8 10.8 3.6 5 

109.8 9.8 11.2 6 

234.9 13.2 17.8 7 

415 16.6 25 8 

194.9 17.4 11.2 9 

80.64 16.8 4.8 10 

121.7 7.8 15.6 11 

1474.6   Σ 

 

 

mmtt

mmAs

056.1
10*10

1
2.9265.93810*17.9

2.92656.14742

6

3

2
















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ُ ّا از آلياشي تِ چگالي . 25 ُ ّاي شغرًح هي خَاّذ تراي تَليذ هْر  7310kgr/m3يه سازًذُ هْر

. خرم يه هْرُ سرتاز را هغاتك همغغ ًشاى دادُ شذُ هحاسثِ وٌيذ. استفادُ وٌذ

    

vm: خرم هْرُ  

: لضيِ دٍم پاپَس AxAxAs  22 

 
kgrmm

mmmmV

0208.010*2847*7310

284712.4532

9

33








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3mmAx  mmx  mmL   

3.25 1 2.25 1 
6.34 1.75 3.62 2 
22.95 3.4 6.75 3 

14.26 3.3 4.32 4 

14.49 3 4.83 5 

29.54 3.5 8.44 6 

25.83 4.1 6.3 7 

48.28 2.5 19.31 8 

8.80 3.1 2.84 9 

53.88 3.8 14.8 10 

9.78 6.7 1.46 11 

45.59 6.8 6.41 12 

13.74 6.7 2.05 13 

32.40 7.2 4.5 14 

23.21 6.95 3.34 15 

62.55 7.35 8.51 16 

41.24 7.9 5.22 17 

453.12  104.33 Σ 
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