


 

�� ����� � ��	
�� ��
� ��� �� ��
����������
��� 
��� � �

� !" �#$% &'(��)� 
*�+
,- �
)�
.���/ 0 ��)1�2
3 4 ���5 
67�4 �� 8 9 :; :;< �

=>?@AB@ �

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	��
��	�
����

�������������	�
��
�����
����������R���������������������������������������������� �!�����"�#$������	�
�
�����%�����
�������!��&�'��#'(

)*������	�
�
� !�����"�#$��������������+�����,�#-�.�/
�,��������#�����������	�
��
����������+��

��

��

��

�	�
�
���)*���!0�����.1'�0���1!�������+��

2/������!�3�4�#5��6����������������������������7)�'����8���9$���:%� !�;��<�������=(�=��>�����%�)*���
�
��!�3�����	�
�
�2!�9>�4�?

��1#!��@�'�#'����A<���B�=(�C�D����&
���E��<�
�
�=(�C�D����;��<�+��#���6��

�++++��
F

G
H��I���F���JK /���

L

G
−��

G

H
��

M���N#3��O<��6��)'����8��9$���:%� !�;��<�������=(�=��>������%�)*���
�
�+��#���6��

�+++++��e��π��G���K��

����
����
��
�
G

K
H��GI/−���
�P!��������	�
��
��������������+��

����
����	��
�F−���G���K���
�P!��������	�
��
���������������+��

���������������������������!Q�R���.!��>��8��9$���:%� !�;��<����=��>��������!�3�
�
���������S���&
��*���)�'���+������:�%�0�����T#�

��%�)*����:%����S��&
�*��!��!QR���.!��>�U�V�V�M�W�'��� !�=(�C�D����;��<+��

�
�

�
�

�

=

≠

∈

H

I

),(

,

ba

b

Zba

⇔��!QR���.!��>�
b

a
��

��:%��#���
X

F
�'���������S��&
�*��%�+��

����
������%���#%�)��YK)*��N#3�
�
� !�+��

I H K G L HZ KZ GZ LZ 

L

G
 K 

L

K
H− 

�A#���I<x� �)�[��I>x� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�\��]$�����.�:���A!
�M�:	+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++�A<�.^8 

�
������ 

��;��Y����6���2_`�=�����a���������������������	��
��
����������������������������������������������������� �!"�#�$�%&�'	 �

�$�&���("�&�)��*��+��











 

,-,
-.
 ba

b

a

b

a
bZba

b

a
=→=→=→≠∈= ),,(��

�	/�

a�����0�1�+�!"a���2��������3�����0�1�4�&�ka 
=+��







 

5

 bkbkbk =→=→=� )(��

�	/�

b�������0�1��2�+�!"b�������0�1�4�&�+������0�6����������7�8&������

b

a
=
������
��������)9��*�����:������&��("�;6��

�����<3�	������������("�&+�������=��>?��)@���ABC�
����(D+��

����
������%���#%�)��YG)*��N#3�
�
� !�+��

����
������%���#%�)��YF)*��N#3�
�
� !�+��

����
����#%�)��Y��%���Glog)*��N#3�
�
� !�+��

��;��Y����6���2_`�=�����a���������������������	��
��Glog������������������9�����9���9������������������������� �!"�#�$�%&�'	 �

�$�&���("�&�)��*������+��

babbb

a

b

a

bZba
b

a
)()()())(()(),,(log GHIGHIGHIG

=→=→=→≠∈= .��

���������M�b��7&��(�)*������:>�c�?� !�=�-���G�����&
������������M�b�����]!
�c��?�G������'�����������������,�1������B����:�>�,�!��7

)*���'������d��#>��+)*��)��Y�O1	���.?���2_`�e�8��Q/+��

�����������3��a���������A<���B����!�3�
�
�b����#'���N#3�
�
��+������
���
��;��<�,!���
ba ±��ab���
b

a
����

a

b
�����N�#3�f���

�#$:��+���\�[������GK −�����HXKG =�����
K

F
��#$:��N#3�+�
�
�.�/
�,�������

K

FH+
������!�?�
��
������%�

���M�:���N#3�
�
�f���7)*��c��9�
�'�+��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�&�##%���g>�6+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++++����
����h 

�
������ 

 

�����
�������������i_j�\�?����OT$#���9_j�k#R�����
��%���#%�)��Ya���������������)�*��N�#3��
��
�7�i_�j�\�?��������\�?�)�:��7��+

�l�*�m�������b����

OT$#���9_j�k#R����!��0������&0������

HIX
F

HXIKF
=

×−
=

)(
α��

�n_[�AED��Q/�)*��,���:/�����:$���Go
K

HIXHXI
H =

−
=∠D��

,�#p���GoH =∠E�+���

�n��_[���
�q��RDEF������!��0��JKGoHIXK =−=∠E����JKJKGoHXIH =+−=∠ )(F��n��_[�����#9!�

DEF����$���
�7)*��,���:/�����:$�DFDE =��

�n_[���
��8�?�0���

BE

AE

AE

EF

AB

AF
ABEAEF

BA

EE
==→∆≈∆→

�
�
�

∠=∠

∠=∠

HH

HH��

IKK
=−−→=

−
 →=

−
→=

=
aadd

d

a

a

ad

BE

AE

AB

DFAD

BE

AE

AB

AF dBE
��

)(
K

FH

K

F

K

L KKK
±

=
±

=
+±

=→ a
aaaaa

d��

�����������M��h�r�8�qR�7)*��)�[��&������r`�&��R�\�?�=�-)(
K

FH+
= ad���)*��\����.�����+��������%�)�*��Ej���,�#p��

K

FH+
=

a

d
)*��N#3�
�
� !��%�+��

sss��

���������	��
���	�����
 ��

!�3�
�
��������)8�3��T���
����S
��r:��=��>������+�!QR�=�!�R�)*��,1����!�3�
�
� !����S
��r:���V�$D����T����

H 

H 

D C 

F 

E 

A 

B 
a 

H K 

H 
H 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�\��]$�����.�:���A!
�M�:	+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++�A<�.^8 

�
�����! 

LI
F

K
/=��JFI

L

G
/=���FH

K

G
/=t%����!�&
�*�M��#$���/���!QR���=�!�R�)*��,1������'���H�'����+���[�6��

������������&
�*�M��#$�oIooooI
G

K
/...../ ==��

�����������t%���M��#$��GXIXGGGGI
o

F
/...../ ==��

�����������������M��#$���/���!QR���=�!�R��!����!QR�=�!�R����S
��r:�� !�����
��!�3�
�
�����Q/����t%����!�&
�*����'�����������
��
������/��7


��������S
��r:��N#3�+����S
����!��>�=��>�����u������S
��O����#-��>������)8�3��T���
��g�(��+�#���6��

���S
��t!��>K������������������������������S
��O����
��>�LHHK /=��

���S
��t!��>G������������������������������S
��O��� !��>�JHG /=��

���S
��t!��>F���������������������������S
��O����*��>�KGoKF /=��

���S
��t!��>π���������������������������������S
��O����
��>�HLG /=π��

�
�
π�'������c��9��N#3�
��
��0���1!��+�������
�
�,!��##%����2!�9>�=(�����\�?����&�!�
�r����)�:��C��`���+��

���S
��t!��>e�����������������������������������S
��O����
��>�JHK /=e��

��
�
e����������������������,!�m��
�
����
�
�,!��7�'������c��9��N#3�
��
��0���]!
��1!�f��������������_!�����D$8��������=(����#�e��P!�����

�#�
����+�!�'�����h����
�
�,!��2!�9>�����/�
�;��j�!���
+��

��"#����'����$'�
��!�3�
�
� !�0��r:�� !��3������=(����:���8��9$���:%�7�!0������������#���
��(�)*
����+��

HII

KG
KGI =/�S
��r:�����V�$D������

vv

HF
HFI =/&
�*�M��#$�����S
��r:�����

                                                 
1��+�����������&��
���%����������w������#����
�
�a
�3���&��
�������'�������1>�t>����%���������$*
�7�t%����!���&
�*�M��#$�����S
��r:���


����a
�3�
�'����&��S%�r`��+���'����&������a
�3���&��
���B�V�����7����
������f������a
�3���&��
�,����%�O����
��9>�,�#p��+��

���[��6���r:FGXLoHI
HG

J
/=�r:����&
�*�M��#$��XFHLKIIHJI

Fo

H
/=�#'������t%���M��#$��+��

��

f����0���9��V������

�a
�3���&��
�
��9>���v 

��:!�#�����
�`�)x�������#%�)x�������
�
+ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�&�##%���g>�6+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++++����
����h 

�
�����$ 

 

�
vvI

KKv

vvI

KKGH
GHKI =

−
=/t%���M��#$�����S
��r:����

��#%��h�>������>����f����!0���]/����+��

��
mn

mnm
nm

aaabbbaaa
bbbaaa

�>�>

KHKHKH
KHKH vvv ���

�
.....

.........
....../

−
=��

����
���
�
�LFGK /��:!�#���8��9$���:%�;��<�������+��

�.	6��

vII

HXLXH

vII

LXH
K

vII

FGFGL
KLFGIKLFGK =+=

−
+=+= //��

����
����:!�#���8��9$���:%�;��<��������!0����S
��
��
��+��

FKGI/��L���������������������������GFKI/��G���������������������������KGFI/��K��������������������������KGFI/�H��

���������������������������3�
��
�����
�����O�!�3�y��<���
���)*���!�3�7�!�3�
�
��
����M�j���i�h�.<�	�������.��
�����)�:���!

)*���$:��M�j���i�h�+�'����N#3�)*��,1���N#3�
�
��
�M�j�.<�	��!���z���������+�\�[������6��

Q∈=−++ oKGKG )()(��

Q∈=−+ JKGKG ))((��

Q∈= G
K

HX
��

��

sss��

���������	��%�&'(���

������
���������	�
��
�������������	�
��
��&�]$*
�����g�(����h�{��`����
�����,!����b
������M�j���i�h�\��
��7

�#����+���
�j���\�<�����.�$S������	�
��
��&�]$*
KO�#%����=��������g�(����
���
��%�)*��+��

                                                 
2��+��%�)*�����&��f3��!�O1	�7�.<����^$`������!�z�j���.<�(�!QR����=�������.�/
�=�������=!O+ 

�a
�3���&��
���B�V�����f����0���9��V�������

��A<�a
�3���&��
���B�
��9>������a
�3���&��
�
��9>���v� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�\��]$�����.�:���A!
�M�:	+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++�A<�.^8 

�
�����) 

�����*
+�
�,�-����������
������������
��������%�i�h�.�
�7�����	�
��
�����
�)(+�����������|�0�������%�)*���9��>�7
�'����&
�
�=�S��

����t>���C�0���),( ba��������.1'��������	��
�
�7����	�
��
��0�ba +����#%������T���+����������8�9������!0�\�<��.�
�,!������

O�#%���+��

CH��.<�	)*������	�
�
� !�7�����	�
�
��
����i�h�+��

RyxRyx ∈+→∈,��

CK������	�
�
��
��������x��yO!��
�&������+��

���i�h��!����h�.<��xyyx +=+��

CG������	�
�
��*��������x��y���zO!��
�+��

���i�h���!QR�)%�'�.<��)()( zyxzyx ++=++��

CL��)*��
�
�=�����������A<��������	�
�
����i�h�.<�	���)*������	�
�
� !��A<+��

xxx =+=+ II��


�'����&������f���i�h��������b
�����A<�
�
+��

CF���	�
�
����|�0�������x�#��������	�
��
��0����b
�y��%�������7
��
�
�h����

I=+=+ xyyx��


�
y���#!������x�������=(����#�������x−�#�
����P!����+��

Co������=��>���
��(�)*�����!�h����:>���
�����8�j���$��Y�����	�
�
����:>� !�c�?��
+��

ayaxyx
Ra

+=+ →=
∈

��

����
���0���A<��b
��%���#%�)��Y�R)*��
�8�����^�#�+��

�.	�6��%�O�#%�e�8Ho�Ko������b
��#9!��A<�P����
����i�h��R�#'����$'�
�����+)'���=��>����;��<�,!���
6��

�Ko)*���������+KHH ooo +=��

��!����h�)�<�`��HK oo +=��

�Ho)*����������+Ko=��

����
���b
�7���#%�)��Y�)*��
�8�����^�#������	�
�
�������#!���+��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�&�##%���g>�6+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++++����
����h 

�
�����. 

 

�.	�6�O�#%�e�8Hy��Ky����	�
�
����#!����
����x�#'����+)'���=��>����;��<�,!���
6��

�Ii�h��������b
��IKK += yy��

�Hy���#!��x)*���+�qRIH =+ yx��)( HK yxy ++=��

�i�h���!QR�)%�'�)�<�`��HK yxy ++= )(��

�Ky���#!��x)*���+�qRIK =+ yx��HI y+=��

�Ii�h��������b
��Hy=��

�/��*�������	�
�
�4!�A>y����	�
�
�0��x��#9!�yx −�i�h�.<�	�������x����#!������y9>��##%����2!�+��

)( yxyx −+=−��

����
������	�
�
��
���������x��y��#%�)��Y��+yxyx −−=+− )(���

.	��6��
����0����T#�)( yx +−�����#!���yx +����i�h�=�-���7)*��)( yx +−�����yx +���������'��������A�<������7�qR

�)��Y��%�)*���8�%i�h�O�#%yx −−���yx +�A<�������f����)*��+��

III =−+=−++=−++=

−+−++=−+−++=−−++

)()()()(

)())(())()(()()()(

yyyyyy

yxxyyxxyyxyx
��

����
����3���%���#%�)��Y�I=− yx�&�]�(�yx =��

�.	�6��

yyyyxyyxyyxx =+=+−=+−+=−++= I)())(())((��

�����
�����������������)*������	�
�
�=��������������	�
�
�������#!������#!����%���#%�)��Y��+��������������	�
��
�������������#9!x�

O!��
+��

xx =−− )(��

�.	�6��

�\���a���6O�#%�)��Y�)*���8�%+�I=−+−− )()( xx��

I=+−−=−+−− )()()( xxxx��

�V�
�a���6��%�O��
�=�S��)*���8�%6�I=−−− xx)(��

I=+−−=−+−−=−−− )()()()( xxxxxx��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�\��]$�����.�:���A!
�M�:	+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++�A<�.^8 

�
�����0 

����
������	�
�
��*����������%���#%�)��Y�x��y���z��3��7zyzx +=+�&�]�(�yx =���cQ	�=�������

�.	6��

�\���a��6��

yyzzyzzyzzxzzxxx =+=−++=−++=−++=−++=+= II ))(()()()()())((��

�V�
�a���6����:>�c�?��
���zyzx +=+�
�
�z−O�#%�����8�j��+��

yx

yx

zzyzzx

zzyzzx

zyzx

=→

+=+→

−++=−++→

−++=−++→

+=+

)()(

))(())((

)()(

II

��

sss��

���
�,�-��1�2���������������
��������%�M�j�.�
�7�����	�
��
�����
������
�)(×����!�(.)����������%�)*���9��>�7
�'����&
�
�=�S�

����t>���C�0����|�0����),( ba������.1'��������	��
�
�7����	�
��
��0�ba ×����!�ba.����!�ab����#%������T���+���.�
�,!������

9������!0�\�<�O�#%�����8�+��

eH��)*������	�
�
� !�7�����	�
�
��
����M�j�.<�	+��

RxyRyx ∈→∈,��

eK������	�
�
��
��������x��yO!��
�&������+��

���M�j��!����h�.<��yxxy =��

eG������	�
�
��*��������x��y���zO!��
�+��

���M�j���!QR�)%�'�.<��)()( yzxzxy =��

eL���
�
H !�7��������	�
�
����M�j�.<�	���)*������	�
�
�H)*��
�
�=����������+��

xxx =×=× HH��

�
�
H
�'����&������f���M�j��������b
����+��

eF������	�
�
����|�0�����A<���B�x�#��������	�
��
��0����b
�y��%�������7
��
�
�h����

H== yxxy��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�&�##%���g>�6+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++++����
����h 

�
�����3 

 


�
y=������!�l�19�����x�������=(����#�������H−
x��!�

x

H
��#�
����P!���+��

eo���A<��
�����	�
�
����M�j�.<�	)*���A<�������7+��

III =×=× xx��

eJ��
��(�)*�����!�h����:>���
����M�j��A<���B�����	�
�
� !��
�������:>� !�c�?��
�=��>���+��

ayaxyx
Ra

= →=
∈≠I

��

����
����#%�)��Y���b
�7�����������	�
��
��M�j)*��
�8�����^�#�+�H)*��
�8�����^�#���+��

��.	�6����%�O�#%����e�8a���b������
�P��H���������b
��#9!���
�M�j�R������#�'����$�'�
�����+���������=���>�����;���<�,�!���


)'��6��

�b������)*���+baa ×=��

��!����h�)�<�`��ab ×=��

�a)*����������+b=��

����
���)*��
�8�����^�#���A<���B�����	�
�
����=������%���#%�)��Y+��

�.	�6��%�O�#%�e�8Hy����Ky=������
����x�qR�7�#'���6��

KKKHKHKHHH HH yyyxyyxyxyyyy =====×= )()()(��

����
����A<���B�����	�
�
����=�����=������%���#%�)��Y�x�������x)*���+��#9!xx =
−− HH)(��

�.	6��

xxxxxxxxxx =×=×=×=×=
−−−−−−−−−− HH HHHHHHHHHH ))()(()()()()(��

/��*�������	�
�
�O�:�>�x�A<���B�����	�
�
����y��#9!�
y

x
M�j�.<�	�������xl�19���
�y�##%����2!�9>�+��

)(
y

x
y

x H
×=��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�\��]$�����.�:���A!
�M�:	+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++�A<�.^8 

�
�����45 


+��1��67 �8�2�
��#9�:�;���-���:��

����	�
�
��*��������x��y���zO!��
��+��

xzxyzyx +=+ )(��

��!QR�i!0�>�.<�����.<��,!���SDR���i�h����)�:��M�j�#������+��

����
����%��>��<��
���#%�)��Y�Ra ∈���I≠a��3��ayax =�&�]�(�yx =��

�.	�6��

yyy
a

a

a

ay

a

ax
x

a

a
xx =×=×===×=×= HH��

��+�������	�
�
����|�0������%�)*��Ej���x�)'���=��>����xx )( H−=−�qR�6��

xyxyyxyx −=−=−=− )()()( HH��

����
���������%���#%�)��Y�����	�
�
��*x��y���zO!��
�+��

xzxyzyx −=− )(��

.	6��

xzxyxzxyzxxyzyxzyx −=−+=−+=−+=− )()())(()(��

����
������	�
�
��
���������x��y��%���#%�)��Y�6��

2/�����)()()( xyyxyx −=−=−M���������������������������������������������������xyyx =−− ))((��

2/��.	�6\���a����

xyxyyxxyxyx −=−=−=−=− III )()()()(��

xyxyxyyyxyx −=−=−=−=− III )()()(��

��Q/)()()( xyyxyx −=−=−��

�2/��.	�6V�
�a����

��%�O�#%����)��YI=+− )()( xyyx��

II=×=+−=+− xyyxxyyx )()()(��

�M�.	6��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�&�##%���g>�6+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++�+++++++++++++++++����
����h 

�
�����44 

 

xyxyyxxyxyx =−−=−−−=−−=−− )())(())(())(())(( III��

����
���&�3����%���#%�)��Y�I=xy�&�]�(�I=x��!�I=yq1
�������

�.	6)*���?�'��
�&��f3�,!���+
�'����)��Y�)�:���
��
��Q/+��

�\���)�:��6�3�I=xy�&�]�(�I=x��!�I=y��

�;��Y��6��3�I=x)*��)��Y��_}:���+��3�I≠x��%�O�#%����)��Y�I=y��

IIHI
H

I
HH

I
H

I

H

=→=×→=×→=→=→=

×

yy
x

xy
x

yx
xx

xyxy x )()())(())(())((��

�V�
�)�:��6�3�I=x��!�I=y��&�]�(I=xy��

O!��]���T���
�����!0�����)/�	�)*���8�%�;��Y������+��

II ==→ yxy )(���I≠y������I=x��

II ==→ )(xxy���I=y������I≠x��

III ==→ ))((xy���I=y������I=x��

�3��)/�	�����
�qRI=x��!�I=y�7
�'�����$8�3����$��I=xy��

��

��

��

sss��

�

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

��������� 

	
�
��
������
������������������

���������������������������� �!"
"����#$��%� �&��'�(��!)
���*��+�,a���b�����������*������-#.�/���!�"
"���#�$����a�����(����)0��1�b�

-������+�ab −�����23 �#/�����������4������5��
����6
�ba <�7��
ab >�8���%
,��! ���9������ :$ba ≤�!.;
�a����)0�1�

<��� ��
b�������

��

��

�=5�2$b�(����+5>��a�(5��%,�-����a�(����)0�1�b�������

#��5�! �5�)���,�<��� ���5���?@���
(�&��'���

A8*�+�,�ba <���cb <�*�����ca <��

B�8*�+�,ba <���dc <�*�����dbca +<+��

C�8*�+�,ba <���c�!"
"���#$�-#/���*����cbca +<+��

D�8*�+�,ba <���E>c�-�*�����bcac <��

F�8*�+�,ba <���E<c�-�*�����bcac >��

G�8�+�a��b#./����23 �!"
"���#$�������=5���6
��5�ba <�#,��! �HI
����
ba

AA
>J)$�������

K�8�+�a��b#./����23 �!"
"���#$�������=5���6
��5�ba <�#,��! �HI
����BB
ba <J)$�������

���1L��M���!"
"���#$�H���+�a���b���c�����H1�#./�����.0�ba <�����cb <�����=5���6
��5���-%

�+�! b�6
��a��c�����������

#.�
���! �Mcba <<��

�����������!"
"���#$�����,�<����a���b�5�����N���
(�<�,��O���(��!)
����

ba >�
�ba =��
�ba <��

�� �

�!��<�,���4���+��>��
�≥�<�,���4��6
>�
�N�P���&��'�5���5�<��
≤#
��! ���#��!���9� �&��'��-%
.1����

��

��

a b 

ba < 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

��������" 

 

�#!�$��#
�
�.���,�*(���(��!$�4�N���
���*(���=5���H���5��
(�<�,�HO��; ������N�<�H$�4I ����

QB
<x7�F��RFC ≤+x7�A��

EF B
≥− x7�G��xx CKCF −>−7�B��

C
B

A
<

− x
7K��F

B

A
C ≤

−
<

x
7�C��

��BRCB
≤− xx7�D��

��

�#!�$���<�HO��; ���
xx

B

A

F
−<

−
#
,����9��!"
"����#$��5�S �<�5��5�������N�<�H$�4I ���*��1�	���5����

�	�M��

E
A

BK
E

A

ABF
E

B

A

FB

A

F
<

−

−
→<

−

−+
→<+

−
→−<

− )()(

)(

xx

x

xx

xx

xxxx
��

�
�

�

�
�

�

�

=→=−

=

=→=−

AEA

E
K

B
EBK

xx

x

xx

��

��

��

��

��

��

��

),(),( +∞−∞=
K

B
E ����N�<�H$�4I ���

�������%�#!�$��<�HO��; ������N�<�H$�4I �
xx

B

A

F
−≥

−
#
,����9��!"
"����#$��5�S �<�5��5����

E 

E 

E 

K

B
 A E 

E ������

∞+������∞−��x��

T��T��U��U��BK −x��

T��T��T��U��x��

T��U��U��U��A−x��

T��U��T��U��
E

A

BK
<

−

−

)(xx

x
��

 

E 

K

B
 A 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

��������& 

�#!�$���23 ��#$��,�<����H1�#
.1����V�h��+��-�hx <≤E�*�����E=x��

��������	
����
�������������

����������≠x�����������>x������
 �!"����#hx B=���$�� ���
�%���&'���

()� <→<→<≤ hhhx B��

$*��+#�,-�.������$*��$�����/�����0���	
��1�2��&'���

��������!3�3�� �4��
�5�6����������>h�������7�� �hx <−≤ (�������,��$����(=x��

����	
����
�����������������

���������(≠x��!,8��( ≠−x�����������( >−x������
 �!"����#hx B=− (����&'$�� ���
�%�����

()(� <→<→<−≤ hhhx B��

$*��+#�,-�.������$*��$�����/�����0���	
��1�2��&'���

WWW��

	
�
��
���'!�(�)����*��

*�+�,xX?Y �5#Z�-#/���!"
"���#$�[
�x�5����4�����|| x����#.,��! �\
�4��
(�=5���H�]
�;��A#..1�! ����

�
�
�

<−

≥
=

E

E

xx

xx
x ||��

���3 �<������������������������MCBBCBC −=−−=− )(||����������������ACAC −=− ||��

�<�HI
��A�M��!"
"���#$��,�<���x�%
5���*5��4,�M��

|| xx =
B��

���3 �<����MFBFFF B
==−=− )(||��

�<�HI
��B�M��!"
"���#$��,�<���x�%
5���*5��4,�M��

|||| xxx ≤≤−��

���3 �<������M|||| DDD −≤−≤−−��������������������|||| FFF ≤≤−���

                                                 
1���!"
"���#$�X?Y �5#Z�!'��x�=5���H���5�	��" #..1�! �]
�;���},max{|| xxx −=��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

��������+ 

 

���,*-�(�)����*��%�.�$��/���*�+�,�a���b��*����!"
"����#$��n�-#/���!�23 �^
S���#$�%
5���*����M��

|||||.| baba =�7A��

||

||
||

b

a

b

a
=�7B��

nn
aa |||| =�7C��

�=�2V�M��

�||||.)(|.| bababaabba ====
BBBBB7�A��

||

||
)(||

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
====

B

B

B

B
B7�B��

nnnnn
aaaaa ||)()()(|| ====

BBB�7C��

<�HI
��A�M�!"
"������,�<���a���b��/��������! �M��

|||||||||))((||| ababababba −=−=−−=−−=− AAA��

���LO|| ba −�������|| ab −���������������<�HY"�����6
��5��S �_'�*5�`�<�*(�#���<�*#.,����9������,�H1�a�����b������!� �5�S �<�5��

#/���-#�������%,�������

��

��

�H1�����^a���6
.b4,|||| xx −=− EE�J`��|||| xx −=��

�<�HI
��BM�!"
"���#$��,�<����a�H1�����^a���EB
≥a�J`�M��

BBB
aaa == ||||��

�,*��-(�)���*����0���������/�!"
"���#$�����,�<����*5��4,��
(�&��'a��b�23 ��#$���k#./���! �5��Z������

A�8ka ≤||��+��_"�����+��kak ≤≤−��

B�8ka ≥||+����+��_"�����ka≥��
�ka −≤��

C�8|||||| baba +≤+�7�!"
"����#$��!3?3 �<��� ��8��

a b 

|| ba − 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

��������1 

�HN���M��4�����1�6
>�
�N���<<�I�≤�&��'A���B#.
��! �5���
(�	)/�H�����

ka <||+����+��_"�����kak <<−��

ka >||��+��_"�����+��ka >��
�ka −<��

�=�2V��M�&��'A���B#��/�! �=�2V��!���5�H��� :$�6

;��[41�H�����

��
��'A�M��

������������������������������������������������������O��kak ≤≤−�M�����������������%)�ka ≤||�M��c����

EEBBBBBB
≤+−→≤−→≤→≤→≤ ))((|||| kakakakakaka��

kaka =→=− E��

kaka −=→=+ E��

��

�d����O����������������������������������������������������������������������Mka ≤||�M��%)����������������kak ≤≤−�M�c����

ka
kakaka

kakakakaak
kak ≤→

�
�
�

≤→≤→≤

≤→≤→≤−→≤−→≤−
→≤≤− ||

||||||

||||||||||
��

��
��'B�M���

�����������������������������������������������������O��ka −≤��
��ka ≥�M�����������������%)�ka ≥||�M��c����

EEBBBBBB
≥+−→≥−→≥→≥→≥ ))((|||| kakakakakaka��

kaka =→=− E��

kaka −=→=+ E��

��

��

�d����O���������������������������������������������������Mka ≥||�M�������������������%)�ka −≤���
����ka ≥�M�c����

ka
kakakaka

kakaka
≥→

�
�
�

≥→≥−→≥−→−≤

≥→≥→≥
||

||||||

||||||
��

��

∞+��k����k−��∞−��a��

�������������E≤+− ))(( kaka��

kak ≤≤−� 

� � 

∞+��k����k−��∞−��a��

�������������E≤+− ))(( kaka��

kaka −≤∨≥� 

� � 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

��������2 

 

�
��'�C�M���

|||||)|(||

||||

||||

)
bababa

bbb

aaa

+≤+≤−+−

≤≤−

≤≤−

+��

||||||

|)|||(|)||(|

baba

bababa

+≤+→

+≤+≤+−→
��

�HN���M����%
4;��!"
"����#$��(��!,�.� ���#;��<���������! ��5�!3?3 �<��� ���B���

||...|||||||...| nn aaaaaaaa ++++≤++++ CBACBA��

�#!�$��!"
"���#$�����,�<����#
,����9��a��b�%
5����M��

|||||||||| bababa +≤−≤−��

�	��M��

|||||)(||||| bbabbabbaa +−≤+−=+−=��

)(|||||||||||| Abababbaa −≤−→+−≤→��

|||||||||)(||| babababa +=−+≤−+=−��

)(|||||| Bbaba +≤−→��

�<�,�<��� ���(���LO7A�8��7B�8����+�HI
��������! M��

|||||||||| bababa +≤−≤−��

����������c�b��a�����,��$����9�,����!3�3�� �4��*�|||||| cbcaba −+−≤−��

�����

|)()(||||| cbcacbcaba +−+−=+−−=−��

|||||||||||| cbcabccacbca −+−=−+−=+−+−≤��

��LOM��

|||||| cbcaba −+−≤−��

                                                 
2
����!a�
5�<��"����	���[41�H��=�2V��	��Z��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

��������3 

�#!�$��H1�%
.1�c���bxa <<H1�#
.1����V�|}||,max{||| bax <���)��6
��J)$��
��e������5��%��

�	��M%
,��! �5��Zkba =|}||,max{|���

��0����bxa <<J`�kbxak <<<<−�!.;
�kxk <<−��
kx <||���

�HI
���5�|}||,max{||| bax <��

�����#/���!4����5��%)��6
��J)$������%
,��5��Z��+�����
(MF−=a���B−=b�����B=x���J`�}}||,max{||| BFB −−<�

�!.;
},max{ BFB <�������+�HI
��������!4��<��� ���6
��(�BBF −<<−��

�#!�$���f����5���4��}
||

|,min{|)(
x

xxf
A

=�f��������Jg����*��4��%�5��5�#
.1�6

;���5���

��	��M����<�,�5���4���#���|| xy =�����
|| x

y
A

=���������5���4�������[41�H����%
.1�! �%�5��5�f�����/�! �hi9 �����������^a��

�H1}{E−= RD f�*5��4,���AE ≤< )(xf��LO�],( AE=fR��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

f����5���4��-��/�H���+��j�5���4�Z��,�5���5�6

�`�5���4���+�����f�����
(�	)/�H������

��

��

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

 

|| xy = 
|| x

y
A

= 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

��������4 

 

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

WWW��

�	
���
�������������

���x�������:�;<=�9�����!3�3�� �4�>��x������������/?���?����%?-�!?"����pnx +=�������=�� ��?��$?�%<�n����������@�A?B� �?4�>?��

(� <≤ p�����!"����

� �4n�@�ABCDE����x�9�,F�%<�!"����,"�<�!"�nx =][��

� �4p�5�F�CDE���x�9�,F�%<�!"����,"�<�!"�px =)(��

����������

(���CDE�@�ABx�G%��@�AB� �4�.��7��D�/5��F"�����7x$*�����

)���][)( xxx −= 

H����=)][(x��

I�J"�(�������CB /=x�����B=][)KH���CECB /)/( =��

I�J")�������CB /−=x�����C−=− ][ )KH���KECB /)/( =−��

I�J"H�������F−=x�����F−=− ][ L���EF =− )(��

n (+n x 

p 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

)(xfy = 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

��������5 

���
���	
������������

!3�3�� �4��
�5�����x���� ����

(M�(+<≤ ][][ xxx��

)M�xxx ≤<− ][(��

HM�����Zk ∈�������kxkx +=+ ][][��

�����������kx =][���%B�.���� �A+<≤ kxkN��Zk ∈M��

�������5��' �8"�L)( =+++ ][][ xx��,�����������

������

BAABB <≤→=→=→=+++→=+++ xxxxxxx ][][][][][][ L)(L)(��

��������' �8"������6�5�
���,����������

O)( =−++ ][][ xxN�P���������������������(Q)) =
−+ ][][ xx�N	'���

�	'�������

OHHQ)O)

O)O)))

<≤→=→=→=−+→

=−+→=
−+

xxxxx

xx
xx

][][][][

][][][][
��

��P����

)

L
L)O)(O)( =→=→=−++→=−++ ][][][][][][ xxxxxx��

9$*��./R"���S  ���<��T����' �8"��&'���

����� �!3�3�� �4��
�5����x���� ����

A

E

−=−+→∉

=−+→∈

][][

][][

xxZxIF

xxZxIF
��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

��������� 

 

�����!���"�#�����

(�����' �8"������6�5�
��,��������

)
xxxx +−=− ][][N�������������������������������P����L) =++− ][]][[ xxxN�	'���

)������U=][x�� �3"�9�����][ x)( +�������������

�����$�����Nn ∈$*�����#���:��%R
���6�5��F-�:�;<=����

][...][][][][
n

n
x

n
x

n
xxnx

(V)(
+++++++=��

WXJ"����������������������������][][][][
H

)

H

(
H ++++= xxxx��

��������,����������6�5��' �8"����

H) += ][][ xx��

������

)

U

)

L
O

)

(
HH

)

(

H
)

(

H)

)

(

<≤→<+≤→=+

+=++

+=

−

xxx

xxx

xx

][

][][][

][][

��

������5��' �8"�
)H

xx
=][��,�����������

����
)

x
�����@�AB� �4�������!,8�kxZk

x
)

)
=→∈=��

�
�

�
�

�

−==→−=

−==→−=

==→=

→≤<−→
�
�
�

−>→<→+<

≤→≤

+<≤→+<≤→=→=→=

O))

))(

�)�

�H
HHVHH)

�)H

HH)H(
H

)

H

)

)

)

H

)

)H

kxk

kxk

kxk

k
kkkk

kkk

kkkk
k

kk
kkkxx

][][][

��

WWW��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

��������� 

�'!�	6!��$0	
�
��
����

�+�a��������	 �/�(���<�*(����,�-#/���!"
"��<�#$�a���!�
��4,�[
��5�a��#. ���! ����������+�����
��=5�2$�H�),( dca ∈���*������

),( dc�!�
��4,�[
a�������

��

 k:3),( FA�<����!�
��4,�[
�B�������

�+�a<�*(���_��),( dc*����-#/���),( dc�5�"� �!�
��4,��5�a#. ���! ����

��

�+��6
�����.�E>r<�*(���*�����),( rara +−�5�"� �!�
��4,�[
��5�a#. ���! ����

��

k:3 ),( FA�<�����5�"� �!�
��4,�[
�C�������

�1L��M�<�*(��),(
nn

AA
−�,�<����n!;
2l���������<�����5�"� �!�
��4,�[
�-���

���5�"� �!�
��4,�5�),( rara +−��#$�-a�����>1� ��5�r�����#.
�+�! �!�
��4,�m�;/��5�������H����5�!�
��4,�6
�),( raN�

#.,��! ���9����+�x�5�"� �!�
��4,�[
�H��X?;� �!"
"��<�#$�a#/���#.O��; ��
(�_���5�=5���6
��5��-���

raxraNx <−↔∈ ||),(��

��
(��

rax

raxr

raxra

raNx

<−↔

<−<−↔

+<<−↔

∈

||

),(

��

������H)���<����!��1���d(P�n�/�!.;
x�����>1� �H���5�"� �!�
��4,��o$�a��m�;/���r�����<�H?����H1��������x�(��a������(�����41�

r#.�
���! ��LO���#/������

}||:{),(),( raxxrararaN <−=+−=��

��

��

c d a 

c d a 

ra − ra + a 

ra − ra + a x 

|| ax − 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

��������" 

 

*�+�,a����H��X?;� ������-#/�2����'�!�
��4,�[
��p�LS ��5�!�
��4,������
����>�1� ���#������
��H������#�. ���!� �����6
�����.���[�
�

}{),(),( araNraN −=′�����5�"� �p�LS �!�
��4,�[
�a����������!�
���4,�#.�� �6
.b4,),( raN���#�$�a�

��>1� r#/���! �!�
��4,�m�;/�����

��

��+��-#/�H��+�k:2Z�H1�Hb���#.�� E>r�*�����M��

rax

axraxr

axraxra

raNx

<−<↔

≠<−<−↔

≠+<<−↔

′∈

||

,

,

),(

E

��

�78�����+��),( dc>1� �H���5�"� �!�
��4,�[
�a���m�;/�H�r#/������=5���6
��5�M��

B

dc
a

+
=!�
��4,�>1� ����

�
B

|| dc
r

−
=!�
��4,�m�;/����

�#!�$��<�*(���),( CF−;���5�!�
��4,�6
��m�;/�e����<�#$�H0��5�"� �!�
��4,�
#
.1�6
���

�78�����5�"� �!�
��4,�����,�q���/��a<����!�
��4,�[
�-�a�������

������������}|{ OH) << xx��������37"�!;��FR
�>������!;��FR
�D��"���Y�8�����������

������

I��������

H

O

H

)
OH)

H
<<→<<

÷
xx��

(
)

H

O

H

)

=

+

=a!;��FR
�D��"���

�
H

(

)
H

)

H

O

=

−

=r!;��FR
�Y�8����

ra − ra + a 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

��������& 

Z� ������

H

(
(

H

(
(

H

(
(

H

O
((

H

)

H

O

H

)
OH)

(
)

H

O

H

)

H

<−→<−<−→−<−<− →

<<→<<

=

+

=

÷

|| xxx

xx

a

��

(=a!;��FR
�D��"���

�
H

(
=r!;��FR
�Y�8����

�������������5�:6���� �[��7���)( )\O−���)( (\L−����������������!;��F?R
�Y�8����D��"]��F�%,�����37"�!;��FR
�>����%B�������

��,��.��8-���

�����������������������������������������������������������������������������������������

)()()( O(\�V)\OL(\� −=− ���

)

H

)

O(
=

+−
=a"�!;��FR
�D����

)

L

)

(O
=

−−
=

)(
r!;��FR
�Y�8����

}|||{)(
)

L

)

H
�

)

L
\

)

H
<−∈= xRxN��

��������������5��' �8"�<�P�%E��4%R^"������KQ(H <+ || x������������Y�8����D��"�9��
 �_��R<����37"�!;��FR
�>����%B�������

��,��.��8-����!;��FR
���

�����

(L

)

(L

`
�KQ(H�KQ�KQ(H −<<−→<+<−→<+ xxx ||��

H

(

)

N
(L

)
M

(L

`

−=

−+−

=a!;��FR
�D��"���

)V (V O L 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

��������+ 

 

L

(

)

N
(L

`
M

(L

)

=

−−−

=r!;��FR
�Y�8����

}|||{)(
L

(

H

(
�

L

(
\

H

(
<+∈=− xRxN��

�#!�$��<��������(��!
�,����N�ADB
<− || x<�*(���5��H1�#
5�������H���5�),(

AE

A
B

AE

A
B +−#./���H�/���5��Z�����

��	��M����f�������5���4�DB
−= xxf )(�����A=)(xg����%
.1�! �%�5��5��������������*(����(��<��H$�4I ��
(�H?r� ��j���5� �<�*(��

<),(
AE

A
B

AE

A
B +−5���4�����5��H1�f5���4���
(�g��
+�! �5��Z�����

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�
�
�

−<<−

<<
→<<→

+<<+−→<−<−→<−
+

CF

FC
FC

DADAADAAD

B

BDBB

x

x
x

xxx ||

��

J`%
,��5��Z��+�����C=a����F=b��

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

��������1 

���������<�*(�������5��,����N�6
��q���/��#
������),(
AE

A
B

AE

A
B +−���%
�.1�6

;��������0)/,/(],[ ABQA⊂ba������<�*(����J�`�

��4,��j���5� ],[ ba�������

�#!�$��<��������(��!
�,����N�
AEEE

A
QB

<− || x����H���5�<�*(���5��H1�#
5���),( DB#./���H�/���5��Z����

��	��M����f�������5���4�QB
−= xxf )(���

AEEE

A
=)(xg%
.1�! �%�5��5�����(��<��H�$�4I ��
(�H?r� ��j���5� �<�*(��

<�*(��),( DB5���4�����5��H1�f(�5���4���
g��
+�! �5��Z�����

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�
�
�

−<<−

<<
→<<→

+<<−→<−<−→<−
+

QQQREEAQ

EEAQQQQR
EEAQQQQR

AEEE

A
Q

AEEE

A
Q

AEEE

A
Q

AEEE

A

AEEE

A
Q

B

BQBB

//

//
//

||

x

x
x

xxx

��

J`%
,��5��Z��+�����QQQR /=a����EEAQ /=b��

���������<�*(�������5��,����N�6
��q���/��#
������),( DB���%
�.1�6

;��������0),(],[ DB⊂ba���������������4,���j���5�� �<�*(����J�`

],[ ba�������

-14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

x

y

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

��������2 

 

�#!�$��<��������(��!
�,����N�
DB AE

AA
<

x
�<�*(���5��H1�#
5�������H���5�),( +∞C#��/�fZ�������

�	��M��

�BAE<x�
��BDB
DB

AEAE
AE

AA
>→>→< xx

x
��

���������H1��j���5� �<��,����N��LO�������������������������H���-#�.
��!� ����#��*#�/�*����<�*(��������*#� ����#��<�,�<�H$�4I �q���/��6

;���

	)/),( +∞AEE���������

�#!�$���<��� ���(��!
�,����N�
AEE

A
QB

<−x�<�*(���5��H1�#
5�������H���5�),(
AE

A
C

AE

A
C +−#��/�fZ������

�	��M��

DD
B

D
BB

AE

A
QC

AE

A
QQ

AE

A
QE

AEE

A
Q +<≤→+<≤→<−≤→<− xxxx��

��C
AE

A
Q

D
−≤<+−→ x����
����

DAE

A
QC +<≤→ x��

����������<�*(�������5��,����N�q���/��H1�����!��1���.1�),(
AE

A
C

AE

A
C +−��%
.1�hi9 �������0B

D
AEC

AE

A
Q −

+<+�

����j���5� ����N�J`EEEAQC /<< x����������������<�*(���������
����N�q���/��H1�����^a��),(
AE

A
C

AE

A
C +−���!����

���7��HN���M�+�a��b�%
5���*5��4,�-#./����23 ��#$����baba +<+
BB8���

��

������%�#!�$����

A�M��!�
��4,��>1� ),( FKC +− αα�������C������#
.1�6

;���5�!�
��4,�m�;/���

B�M�!�
��4,��m�;/�),( BDA −+ λλ������λ������#
.1�6

;���5�!�
��4,�>1� ���

C��M��<��� ���(��!
�,����N��5� ��,�5�ADB
<− || x#��/�fZ���*#/�*����<�*(���5��H1�#
5�������H���5����

),( DC7��������������������),( CB7��������������������s),( CE7�������������������),( CC−7�]O���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

��������3 

�9�����:;���0�	6!��$0��

�+�E>r����	)/�H��*(����,�],( ara −����t0�!�
��4,�[
��5�a���������	)�/�H���*(������,���),[ raa +������!�
���4,�[�
��5�

���5a#. ���! ����

E≤−<−→≤<−→−∈ axraxraarax ],(��

raxraxaraax <−≤→+<≤→+∈ E),[��

��	)/�H��*(����,�6
.b4,),( ara −����t�0�p�L�S �!�
���4,�[�
��5�a����	)�/�H���*(������,���),( raa +��[�
��5�

�
��4,���5�p�LS �!a#. ���! �����

E<−<−→<<−→−∈ axraxraarax ),(��

raxraxaraax <−<→+<<→+∈ E),(��

��3 �M<�*(��],( CA−�t0�!�
��4,�[
�C<�*(�����),[ CB−����5�!�
��4,�[
�BU#/���! ����

WWW��


�$��	<�=���

�
a�
5�5��u
�5���4��H���4�Z�6
��5�%
.1�! �!��; ��5�=���

���	�>$���>9����<������\
�4����
?1�������=5���H������5�! �5�)�v�∀�w�����������/�!� �*#���'�����9
 �*������9���v�����,�<����w��

k:3 M������EB
≥∈∀ xRx :��

����
>?���>9����<��������������=5���H������5�! �5�1�H����N��\
�4�v�∃�w��������/�! �*#���'�����9
 �*������9���v���5������N�w��

k:3 M����EDB
=−∈∃ xRx :��

���>9��������=5���H������5�! �5�1�H����N��d#$�\
�4��<����v∃/�w��/�! �*#���'�����9
 �*������9���v�����N�����5�#w��

k:3 ����MEDB
=+∈∃/ xRx :��

WWW��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

��������4 

 

���0���>$@�������7��

����%"��"�&�'�#�("�����)��*�����5��4%R^"�RA ⊂�����������,<�"�5 �4�:���
�9�,�%�����<����a���6�����Ra ∈������������ %E%"�

�
�5�6����Ax∈�5��F"�<�� ��ax ≤�,��b�B����

�����������;� �����4���axAxRa ≤�∈∀∈∃ ,��

��

��

� �4a�5��4%R^"�5����a��������>�����A�,�%����������7�� �a����������RT���$*��./R"��4%R^"�>����

��I�J"���5��4%R^"],( �−∞=A$*�����<����a���6�����5��F"�����7��D��!3�3�� ��4��Z�R-)������5��?4%R^"�5a����A�

�,����!"����4%R^"�.���5a��������.��7/G%�)$*�����

ccc��

����%"��"�&�����+�("�����)��*�����5��4%R^"�RA ⊂��������������?,<�"�5 �?4�:�?��
�9�,�%�����<����.�����6�����Rb∈��� %?E%"�

�
�5�6������������Ax∈�5��F"�<�� ��bx ≥�,��b�B����

�����������;� �����4���bxAxRb ≥�∈∀∈∃ ,��

��

��

��

� �4b�5��4%R^"�5����.����������>�����A�,�%����������7�� �.������������RT���$*��./R"��4%R^"�>����

��I�J"��"�5��4%R^),( +∞= �A����$*�����<����.�����6�����������5��F"�����7/G%��!3�3�� ��4��Z�R-H������5��?4%R^"�.����������

A�,����!"�����4%R^"�.���.����������.��7��D�H$*�����

ccc��

��%"��"�&�����)��*����5��4%R^"RA ⊂������9���%��!"����<�����������������������?�S�� �9�?�������?<����.�����6���
���a���6���
�:���


�,"�<�!"������!��5��4%R^"�����=���%B�.�����

k a 

A 
����5�
�a����5��4%R^"�5A 

k b 

A 
����5�
��"�.�����5��4%R^A 

a b 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

�������"5 

��

,�-*��5��4%R^"�}||,|{ H( <−∈= xRxxA$*�����<����5��4%R^"�>�����

O)H(HH(
(

<<−→<−<−→<−
+

xxx ||��

������%B�.���� O��������6���7��D��!3�3�� �4��
���O�������5��4%R^"�5a��������>��A���� �4���)V�����6���7/G%?�� �?4��
���)V��>?��

�5��4%R^"�.���������A %���,
�%�����

��,<�"��4%R^"�>��5a��������.��7/G%�A�,"�<�!"��R�d,�������4%R^"�.����������.��7��D�����R���%*�������

���� �I�J"�.���� ���

O=)sup(A��)−=)inf(A��

�
)����

(���$*�����<����!e-�5��4%R^"������/���!3�3�� ��4��5��4%R^"���

)���$*�����<���9���<����5��4%R^"��
�5��4%R^"���6� 

H��������$*���"���!3�3�� ��4��5��4%R^"��9���������������9�?�������?<���a���6�����!3�3�� ��4��6��!e-���S�5��4%R^"���6��
�!,8���5��� �

$*��a��������.��7/G%��3N�$�"�R-��B�����I�R���B�M 

������$F�<����<����a���6��!8��0� ��4��5��4%R^"������,��$�������

����N���	
����
���>R������M������������ �4�����������<����a���6��!8��0� ��4��5��4%R^"������,��1�2n��������9$?*���=�5a�?�����?��

��8-�f�0������� �a��������	��nxNx ≤→∈∀��

��%G��Nn∈����Nn ∈+ )( (��
 �!"����#�I�����(+= nx��

�(( ≤→≤+ nn )(��

���<����a���6��!8��0� ��4��5��4%R^"�!,8��$*��$�����/�����0���	
��1�2��&'�9$*��+#�,-�.����$F�<����

ccc��

�#!�$��#
�
�.���5��
(�d�)���!��5�����
�!��5�����

A�M�����P������1�6
��)0�1�<�5���-5�#���1�P���(��<�H$�4I ��,�8���������7���

                                                 
3���������
(�	���������; �	���6
���<�5���-#/���5�#���1�6

�`�(��H1�!"
"����#$��(��!����
@�H$�4I ��
(�[
����6

�`����1�6
��+5>�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�*#..1�H
���M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������<� �$����N 

�������"� 

 

B�M�����6

�`����1�6
��+5>��<�5���-�5�#���1�6

�`�(��<�H$�4I ��,�8���������7���

C�M��1�%,�-#/���!�������5�#���1�<��H$�4I ��+����P������1�6
��)0�%,�5���6

�`����1�6
��+5>��8���������7���

D�M�*�+�,A��!����
@�<�H$�4I �[
BA ⊆�u�<P������1�[
B-#/���u�<P������1�[
�A#/���! ��8���������7���

���������������5��4%R^"������,��$����}|{ Rx
x

x
A ∈

+

+
=

)

(
)

)
�$*�����<�������������.��7/G%?����.���?�������.��7��D���g*

����=�$*�������=�5a����������

������

)

(
(

)

(

)

)

)

()

)

(
)))

)

)

)

)

)

+
−=

+

−
+

+

+
=

+

−+
=

+

+

xxx

x

x

x

x

x
��

�!2�0�6�
)

(

)

(
)�

=
+→ xx

lim����
)

(
)

=
++∞→ xx

lim������
)

(

)

(
�

)
<

+
<

x
��

��^�7<�� ���

(
)

(

)

(
(

)

(
(

)

(

�
)

(

)

(

)

(

)

(
�

)

(

)

(
�

)

)

)
(

))
(

)

<
+

+
<→<

+
−<→

<
+

−<−→−>
+

−> →<
+

<

+

−×

x

x

x

xxx

)(

��

����5��4%R^"�!,8�}|{ Rx
x

x
A ∈

+

+
=

)

(
)

)
���=�.����������.��7��D����$*�����<����

)

(
���=�5a�?�������.��7/G%����(�

$*����

�������%�#!�$����

A�M�f����H1�#
,����9�
x

xf
A

sin)( =�H. ���5������5�#���1�x����

B�M�f����H1�#
,����9�][)( xxf =�<�H$�4I �<�5�}|{ AA <<−∈= xRxA����5�#���1����

C�M�f����H1�#
,����9�BA xxf −=)(����5�#���1�x��H. ���5�����

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�� 

�������"� 

WWW��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


 

�� ����� � ��	
�� ��
� ��� �� ��
�����������
� �� �

���� ����  !"��#� 
$�%
&' �
#�
(���) * ��#+�,
- . ���/ 
01�. �� 2 3 45 456 �

789:;<: �

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������

�����������	�
�a����������������������������
���������������������������������������
������
��� !��
��"��#��$���������
������%��
�����
&�

�����'���(
��������)'*��
�����+�����������������������,��

nana

RNa

=

→

)(

:
��

�����-.��
���������
������	�,���

/+
=

→

n

n
na

RNa

)(

:

��

0������1��"�2��

...........

)(

)(

)(

3

4

/4

4
4

4

5

/5

5
5

5

/

//

/
/

=
+

=

=
+

=

=
+

=

a

a

a

��

�������#�����	���
���#�)(na������na�����������	
����
	�������������
�������,����������6��7�
�� !���������
8�9�������
������:;��#�

∞
=�nna }{�������=nna }{��<�����
)'=����}{ na���������������#��%
������,....,, 45/ aaa�����������>�����,������������
��

����
������
������
	��������?������,��

��
9�	�2��������������������������@����0���A������
��"��B���B��C�D���������
������E��F�6G�9�"����������� ���H�������	�����������
�������*
�

�0�
����0��&�����?��I'.��
��������������",��

��������
������}{ na-.��?���J�
#	�
���6��7�
���,��

� �

�����	�����
������E���
��������
�����2��

��

�
�

�
=

n

n

n

nan �K"�

�
D
/

5

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
�� 

,...L/M
4

/
/L3L

,,,,,,,,,,,,,

/M3
4

/
35

/
/

/

5
3

4

5
5

/

�

�
�
�
�

�

��
�
�

�

�

==

=

==

==

a

a

a

a

��

�������&����N=O��
���������
�������	�������
��,��

������������������������������������

��
������#��$�����������P�B#����L,,,
3

/
L

4

/
L
5

/
/L��}{

n

/
��/��

�����0Q���6���.���R
�����,��,,,L��/L�L/�/L�L/�/ −−−��}){( n/−��5��

�����0Q�����6���.���R�
�����,��L,,,
3

/
L

4

/
L
5

/
/L −−��}

)(
{

n

nS/
��4��

��0Q�����6���.���
��������,��L,,,
3

/
L

4

/
L
5

/
/L −−��}

)(
{

n

n /S/ +

��3��

�����0Q�����6���.���
�����,��,,,TL/ML/L3L−−��}){( �� n
n

−��U��

��"V���.������
�������,,,LWXWW/L�/LWX/LWXW/��})/{( //W −n��M��

�����0Q���6���.���R
�����,��,,,L��/L�L/�/L�L/�/ −−−��}{cos πn��Y��

-��Z���
�������,,,L��L/�L/�L/�L/�/��}{cos πn5��[��

���\����
�������,,,L���TL��YL��UL��4��}{ n5/+��T��

�.������
�������,,,L���/ML��[L��3L��5��}{ n5��/W��

��"V���.������
�������,,,L��
/M

/
L

[

/
L

3

/
L
5

/
��}){( n

5

/
��//��

���������'\�����
����������7�*�]���V����.����"����\������
�����,��

�J���A�^��2�����������\����
���������
�����
������,6��7�
�� !���������
8�9�� −= nan��������,���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
�
 

 

�,,,,"��"�&"�'�"����

�_�A�^��2���������.������
���������
�����
������,6��7�
�� !���������
8�9��� −
=

n
na )(���������,��

�,,,,"�("�("����"����

�������������������������J�
#	�6G�9�E���
<����������
����������*
����
�,�������`G<7��������
<����E���������� ����! "������

������,��

���J���A�^��2������
&�
������\����
�������� !���������
8�9�� −= nan���������������,��������'O�a������
�<�������������bB���
��

�� �� +== + nn aaa ,��������,��

�,,,,"��"�&"�'�"����

�_�A���^��2������������������?���������c	�������D���
��������
��&�
��������
��������,����bB����
�����'O��a������
��<���������

���� � ++ =+== nnn aaaaa ,��������,��

�,,,,"&"�'"��"��"���"����

������������������������-�������O���6���
�	���
��������� !����
d��'�� ��	������"�R���������O���>�����e�a�����
���,��A��^����
��

���O���6���
�	���
������-.��
���6��7�
��,��

�,,,,")�)��/"�)�)�/"�)��/�"�)�/��

�������O���6���
�	���
������E��c��π-.��
���bB��
��,��

�,,,,"�)�'� /"��)�� /"��)� /�"��� /��

�# �$�������������������-��Z���
���������R�������"�\�� !�����
8�9�@��	�
&�
������
���,�����2��

�,,,,"4"��"�4"�4�"�4��

�9�������-��Z���
������
�6��7�
��������
8kan =��������(�,k-.���������������+,��

�������!��*�+���,-.%�/�����0�1������1��2�3��}{
n

/
��������$��$����

�
������������������������������������������� nn aa
nn

nn <→<
+

→>+ +�
�

�

�
���

%%%��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
�� 

�&��	��'���������()*'��

������
������
����
��}{ na�
&�0.�� ��	�����.�����������]���"��,��

�+"�,�����#��
������
���������
d��'��f������g������"���,...,, 45/ aaa0��&����N=O����g��h����
��
9�	��������,��

��

��

�-+��,���������)'=��������g��?�i'.������"�����f����6��,,,"),( 44 a�

"),( 55 a"�),( /�/ a0��&����N=O������,��

��

��

��

�.��	����
�������������}{
n

/
���&�0.�����,��

b��2��

��,"
3

/
3 =a"�

4

/
4 =a"�

5

/
5 =a�"�// =a��

�+"�,����"��	���

��

��

��

-+��,����"��	���

��

��

��

��

W Ua 
4a 3a 5a 

/a 

/ 5 4 

/a 

5a 

4a 

W 

na 

/ 

5

/
 

4

/
 

3

/
 

n 

/ 5 4 3 

W 

4a 3a 5a /a 

/ 

5

/
 

4

/
 

3

/
 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
�� 

 

#/"�������������������������"����������������
������������	��������f���� ��	�������������"�������
\��������� !�
d���'����
����

������������������45.����1�35"�65����7��5*�+���7�5��7�2�45��8"�9:$���7���7�!���1�3"�����������5�/�
;5<�7����5="�!��5$���7��45.���>5?������5*��@"��5$�

�xxf �=)(�"���������������
�����nan �=����0���?�����0.������,�����������V���f����6��7�
��
�������������
&�0��&����?���O�

�
j�	�"���������
H�C*�E����",��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

AAA��

�")�"�0���'���������

�����
��������
��
a�}{ na������������W>k�������
�������
��
&������
'������9"�Nn∈��"�\����kan <||������������
�H
���,

��������� �
&������� !�6��7�E���
�k����"������
&����
�����,��

�����������������������
��
&�-.�����
�����������
&���
�������.����
Q����W>k���������
��
I7��i��\������ !�6G�9���
�8&Rl.����

�]�#�k��
�a���
H�,��

��

��

.��	�����
������
&����&�-��Z�}{
n

/
-.�������
&�,��

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

W Ma 
k -k 

/a 3a 4a 5a Ua 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
�� 

b��������������������������������������2/
/

/
/

//
/

W ≤→≤≤−→≤< ||
nnn

��

.��	�������������
&�����������
�}{ 5
nm���&�ng����

b��2�������������
������oj�R-\��������
&�;�������#��$���������
������ �F}{ 5
n����R�������;��� �
&���"�-.������ �
&�E���j����

-\��������
&��1�,��

,,,5UL�L��/ML��TL��3L��/5 :n��

�11�����������
��������}{
n

/
"�}{

5

/
/

n
+"�}{5"�}){( n/−��������
��������"���'\�����������
&�}{n"�}{ 5/ n+�"��

}){( n
n/−��'\�� �
B���,��

ppp��

"�*2����'���������

����34�������������
������}{ na��R����a����#7����
�������
��
a��C�D�"�
a�Nn∈0�����
'�����,��

nn aa ≥+/��


i���6�����
����������������������������������������������������2//
≥→∈∀

+

n

n

a

a
Nn��

��������+5���������
������}{ naR����a���"V�������
�������
��
a��C�D�"�
a�Nn∈0�����
'�����,��

nn aa ≤+/��


i���6�����
����������������������������������������������������2//
≤→∈∀

+

n

n

a

a
Nn��

�������"�*2��������
������}{ na�����#7�?�a
��R����a����B������������"V����,��

.��	����'\�����B��
�������
������
&����&�-��Z�,��

}{ 5
n(�������������������������������������������_}{

n

/
(�J����

b�2��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
�� 

 

/
//

/

/

/
≤

+
=

+
=

+

n

n

n

n

a

a

n

n��

���
�������1�}{
n

/
-.����"V��,��

/
/5

/
/5/5/

555

5

5

5

5

5
/

≥
+

+=
+

+=
++

=
+

=
+

n

n

n

n

n

n

n

nn

n

n

a

a

n

n )(
��

��
�������1�}{ 5
n-.�����#7�,��

�11������������
��������}{
n

/
/−�"�}{ 5

n��������
��������"����#��7�}{
n

/
/+�"�}{ 5

n−��
��������E����c�������"V��

!�1}){( n/−�	�}
)(

{
n

n/
/

−
+	�}){( �� n

n
−�8��B4��
�*���$�����1�!�4@C����	�8*	6�����2�4$����

���������<�+��!�4@C��"��9�<�$�7��������������4�$��*�+��������

�
��� }){( n/−��

��������<�$�8*	6��D1�	�7�������D1��������4�$��*�+���������

�
�� }{
n

/
��

������������������

�� ������EF$�2G�2�4$�8*	6�����!�4@C��74"�7��HIB�	�����4�$��7���/�!�1��*�+���,-.%�/��!���@�����$����

J*�K�}{ �+n�������������������K�}){( �� +
−

nL�����������������������K�}{
�+n

n
������������������������K})({ n

�

�
� −+��

�� ������8B7�$�2�4$�2��;�$����7�������	�2�4$�8*	6�����!�4@C��M��/���7���/�!�1��*�+�����

J*��K})({ n

�

�
� +����������K�}){( n

n

�
� +L���������K�}{

n

n

�

�

������������K})({ n�� −+�������1��N�)}{cos(
n

n

�

π
����������

�� ��<�$�!�4@C�D1�	�7�������D1��������4�$��*�+��������

                                                 
1
�����9���#�� �����������q�!�6G��������-�#r"�
��s	, 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
�� 

��������)6��

�����
������0���a���}{ na���������������L������
�������
��?�a
��R-.�W>ε����#��$����M���9"����������
�&�����<��������
'����

�������
�Mn ≥0�����
'�����2ε<− || Lan��

���������
������6G�9���?����� �������������#�(Mn ≥�+�����
������
������R�0����'�(����#�na�+�����������
��?��=�������	���L����V�

0��&,���
87�D�
&����<�na��������L���ε����
'BF�&�0��?��=���"�-�^��,��

��
������
a�}{ na����������L�����,�����
��
������E���0���a���L0�\�������"�-.���
i���2��

Lan
n

=
∞→

lim��

����'�����
&����
�����(-��Z�����+�������?�������
a�"�R�����
'����,��

�������
������}{
n

/
��
�i��
Q��������,��

����� ���t�V�����
&�-.��ur�"n������������
'BF�&�"��F�&�
������6G�9������������������V��
I7�
��"����,����
������oj}{
n

/
�

�-.��
I7�
��
������������,��\�������oj2��

W
/

=
∞→ nn

lim��

�������!��*�+���7��4.��9��/�
;<�7�}{
n

/
���OB����<�DB7������������>?��$��*�+���,-.%�����4<�8"���1�3"P=y���6�������5�;��6��	��

��4<�8"��OB�����.1��
C��$��*�+���8�@����

��

��

��

��

��

��

��

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
�� 

 

��.��	������������������������������5�.1�!��5#��5Q��$�9�<�$����.1��R��9��?����OB�����.1��*�+�����G�������6$�S�����*	��!��T.%���Q�U��@���$

�<�$�8"����$7��4.��DB7�����8B7�$��7��4?�S������

}{ �
nN�����������������������������������������}{

�

�

+n

n
N�J*���

AAA��

"�7	'�������������������3���

��
�����}{ na
���
i������L��\�������"����������Lan
n

=
∞→

lim�,���

0�����
'����?�a
�2��

εε <−�≥∈∃>∀ ||, LaMnNM n�W��


i���
&����
������������?�������
a�"�R�������,��

.��	�����
������
&����&�-��Z�J�
#	����?��I'.�����}{
n

/
-.��
I7�
���
i���,��

b�2��

ε
εεε

εε

///
W

/

�W

>→< →<→<−

<−�≥∈∃>∀

∈
n

n
|

nn

LaMnNM

Nn

n

|||

||,

��

��_�='������oj/
/

+≥ ][
ε

M�������
I7�
���
i���
�����,��

.��	����?��I'.�������
������
&����&�-��Z�J�
#	��}{
n

n 45 +
�
���
i����5-.��,��

b�2��

ε
εεεε

εε

4445S45
5

45

�W

>→< →<→<
+

→<−
+

<−�≥∈∃>∀

∈
n

n
|

n
|

n

nn

n

n

LaMnNM

Nn

n

||||

||,

��

��_�='������oj/
4

+≥ ][
ε

M�
���
i���
������5�������,��

.��	�����
������
&����&�-��Z�J�
#	����?��I'.�����}
)(

{
5

/

+

−

n

n

-.��
I7�
���
i���,��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
��� 

b�2��

εε <−�≥∈∃>∀ ||, LaMnNM n�W��

εεεε <
+

→<
+

−
→<

+

−
→<−

+

−

5

/

5

/

5

/
W

5

/

n|nnn

nnn

|

|)(|
|

)(
||

)(
|��

5
//

5 −>→>+→
εε

nn��

��_�='������oj/5
/

+−≥ ][
ε

M����/
/

−≥ ][
ε

M�������
I7�
���
i���
�������,��

�(
9�	�2// =−→∈ |)(| n
Nn+��

.��	�����&�-��Z����
���������J�
#	����?��I'.������2
4

/

/4 5

5
=

−∞→ n

n

n
lim��

b�2��

4

/

T

/

4

/

T

/

4

/
/4

�/44

/

/44

/44

4

/

/4

�W

55W/54/54/5/

55

55

5

5

+>→

+>→>− →

<

−

→<

−

+−
→<−

−

<−�≥∈∃>∀

>−→>→>→>

ε

εε

εεε

εε

n

nn

|n|n

nn

n

n

LaMnNM

nnnn

n

||
|

)(
|||

||,

��

��_�='������oj/
4

/

T

/
++≥ ][

ε
M�
���
i���
������

4

/
�������,��

.��	�����&�-��Z����
���������J�
#	����?��I'.������2W/ =−+
∞→

)(lim nn
n

��

b�2��

εε <−�≥∈∃>∀ ||, LaMnNM n�W��

εε <
++

++−+
 →<−−+ |

)(

))((
|||

nn

nnnn
nn

/

//
W/

���a �
&�6��7�
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
��� 

 

ε
εε

/
/

/

/

/

/
>++→<

++
→<

++
→ nn

nnnn
||��

5
/

3

/

5

//
5

εεε
>→>→> →

≈+�∞→
nnn

nnn��

��_�='������oj/
3

/
5

+≥ ][
ε

M�������
I7�
���
i���
������,��

.��	�����&�-��Z����
���������J�
#	����?��I'.������25
3

5
=

+∞→ nn

n

n
lim��

b�2��

53
[

3
[

5

//

[

/

/

5

/

[

//

[

3

3

[
5

3

5

�W

)(

||||

||,

−>→−>→−>→

>+→>
+

→<
+

−
→<−

+

<−�≥∈∃>∀

εεε

εε
εε

εε

nnn

n
n

nn

nn

n

nn

n

LaMnNM n

��

��_�='������oj/3
[ 5

+−≥ ])[(
ε

M�
���
i���
������5�������,��

.��	�����
������
&����&�-��Z�}
)(

{
n

nn

5

/5 /
−+

−

-.���
i���,��

b��2��

5

/
W

5

/

5

/

5

/

5

5

5

/

5

5

5

/5 //
=+=

−
+×=

−
+=

−+

∞→∞→∞→

−

∞→

−

∞→
n

n

nn

n

nn

n

nn

n

nn

nn

n

)(
limlim

)(
limlim

)(
lim��

εεε

ε

εεεε

εε

/

5

/

5
5
5

/

5
5
5

///

/
5

5

/

5

/

5

5/5

5

/

5

/5

�W

logloglogloglog

|
)(

||
)(

||
)(

|

||,

>→>→>→>

<→<
−

→<
−−+

→<−
−+

<−�≥∈∃>∀

−−−

nn

LaMnNM

n
n

nn

n

n

nnn

n

nn

n

��

�0������
H�
&�-.���D�&/

/

5 +≥ ][logεM��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
��� 

.��	�����
������
&����&�-��Z����J�
#	����?��I'.�����}
)(

{
5

//

n

n
−+

-.��
I7�
���
i���,��

εεε
εε

εε

55/

5

5//
W

//

�W

5
5

555
>→>→>→<≤

−+
→<−

−+

<−�≥∈∃>∀

nn
n

nnn

LaMnNM

nn

n

|
)(

||
)(

|

||,

��

�0������
H�
&�-.���D�&/
5

+≥ ][
ε

M��

�����������������������2
55

5//
W

nn

n

≤
−+

≤
)(

��

.��	�����
������6G�9�}{
3/

455
5

5

−

−

n

n

��������
��Y/>n
�a������
H��i��\���@��&����m����

b�2��

5
3/

455
5

5
=

−

−

∞→ n

n

n
lim��

5XW//XTTWXW/5WXW/5

WXW/UW3/3/
UW

Y/3/
UW

3/
UW

3/
UWUW

3/
3/

UW

5
3/

455
�W

Y/

55W3/5Y/
5

5

5

<<→+<<+→+<<−→<−

=→=+→=+ →

+>→+>→>− →<

−

<−

−

−
�≥∈∃>∀

>

>−→>

nnnn

n

nn

aaLaLLa

nnn
n

n

n
MnNM

εεε

ε
εε

εεε
ε

εε

||

||

||,

��

.��	�����
���������}{
n

n 45 +

������
F������
��n0������25XWW4

45
/XTTY <

+
<

n

n
��

b�2��

5
45

=
+

∞→ n

n

n
lim��

εε <−
+

�≥∈∃>∀ ||, 5
45

�W
n

n
MnNM��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
��
 

 

+/(�����
444

ε
εε >→<→< n

nn
||��

WXWW45
45

WXWW45XWW4
45

/XTTY
5

5

5XWW4/XTTY

<−
+

<− →→<
+

<

=
+

=

n

n

n

n a

��

+5(����WW4WWXWW45
45

/|| =→<−
+

→ ε
n

n
��

/WWW
WXWW4

45L/
>→> → nn

)()(��

.��	���
a�
4

/

45

U
−=

+

−

∞→ n

n

n
lim�������,��������������������
�'�&�%������
������6G�9���
87�D��#��
��
�	
��@��&����
&����&�E��#	

43W

/
��������,��

b�2��

M35/M3/XU

M3/XU
4

UY[W
45

43W

/

454

/Y

43W

/

4

/

45

U
�

43W

/

≥→+≥∴

>→>+→

<
+

→<+
+

−
 →=

≥∈∃

MM

nn

nn

nMnNM

][

|
)(

|||
,

ε

��

.��	���
a��W
/U

5/
4

=

+

×−

∞→ n

n

n

)(
lim�����,��
87�D����
������6G�9��#��
��
�	
��@��&����)(

/W

/
L

/W

/−
��
�a������
H�,��

b��2��

UU/U3X[Y5/
U

/T
U

/T

U

/T
5W/U

/W

/

/U

5

/W

/
W

/U

5/
�

/W

/

4

444

44

≥→+≥→+≥∴

>→>→>+→

<

+

→<−

+

×−
 →=

≥∈∃

MMM

nnn

nn

n
MnNM

][])[(

)(

|
)(

|
,

ε

��

.��	�����
������}{
5

5/

+

−

n

n
��
�i��
Q��������,��#��$�����E�
'�&M����
&����&�E��#	� ��F����Mn ≥����
��'�2��

/XTTT
5

5/
5XWW/ −<

+

−
<−

n

n
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
��� 

b�2��

5
5

3

5

/XTTT(+5XWW/
−=

−
=

−+−
=a��i��\���V&
����

3TTT3TTT/3TT[

3TT[UWWW5
UWWW

/

5

/

WXWW/
5

U
WXWW/

5

355/
WXWW/5

5

5/
WXWW/

U

/

=→=+≥∴

>→>+→<
+

 →

<
+

→<
+

++−
→<+

+

−
<−→

×

)(][

||

)(

MMinM

nn
n

nn

nn

n

n

��

.��	�����
���������}{
/

5
5

5

+n

n
������E�
'�&�M�'H"�
&����<��Mn >�?�i�!�

3/

/
5

/

5
5

5
<−

+

||
n

n
����������,��

b�2��

5
/

5
5

5
=

+∞→ n

n

n
lim��

/W

/W/TT

[/[5/
3/

/

/

5

3/

/

/

5

3/

/
5

/

5 55
555

5

=∴

=+≥→>→

>→>+→<

+

→<

+

−
→<−

+

)(

][

||||

MMin

Mn

nn
nnn

n

��

ppp��

.��	����
������
&����&�-��Z����
���������J�
#	����?��I'.�����}{
n

n /5
+

-.���
a�"�,��

b��2J8*� ��
�����?��I'.�����6��Z���

�
��v�D���
������
&�0��&�w
DL������
i�����,oj2��

ε

εεε

εεεε

+<→

+<+< →+<+<−→

+<
+

<−→<−
+

�≥∈∃>∀

+<→>→∈

Ln

L
n

nnL
n

nL

L
n

n
LL

n

n
MnNM

n
nn

n
Nn //

//
�W

/
W

/

55
||,

��

����_�='������"/=ε�0�����/+< Ln����������������������-�.�����E����"�-.�������
&�;�������#��$���������
��������#��,��o�j

-.��-��Z�0B��"�b$���J8*�w
D,��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
��� 

 

.��	����
������
&����&�-��Z�}{ 5
n-.���
a�"�,��

b�(�2�J8*� ��
�����?��I'.�����6��Z��+��
&�0��&�w
DLn
n

=
∞→

5limoj�2��

εε

εεεε

+<<−→

+<<−→<−�≥∈∃>∀

LnL

LnLLnMnNM
55�W ||,

��

-.��EB���
�k�E���"�-.�������
&��#��$���������
��������#��,-.��-��Z�0B��"�b$���J8*�w
D�oj,��

.��	�����
������
&������ �O��}){( n/−-.���
a�"�,��

b�(�2J8*� ��
�����?��I'.�����6��Z��+��
&�0��&�w
DL
n

n
=−

∞→

)(lim /oj�2��

5

/
/

5

/
/

�����������������������
5

/
/

5

/
//�W

�
D

�K"�

5

/

<+→<−− →

<− →

→

<−− →<−−�≥∈∃>∀

=

||||

||

|)(||)(|,

LL

L

LLMnNM

n

n

nn
ε

εε

��

��������
H
�� ��V��������	�����?��!�-.����"�\����"��,��
����

/5/
5

/

5

/
////5 <�=+<++−≤++−= |||||)()(| LLLL��

-\���EB���E���",��

ppp��

���3��!�6G�9���
���
&����
����������������
��
��"�-��Z� c�-��Z�
���������������}{c���������,��

.��	���-��Z���
������
&����&�-��Z�}{c� !����"��
i���c-.��,��

b�2��

εε

εε

<→<−→

<−�≥∈∃>∀

W

�W

||

||,

cc

LaMnNM n��

�
B����
��
9�	����"W>ε-.��-��Z�0B���1��,��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
��� 

��2����

/�+
a�/>|| r������,���
������6��7�E�����}{ n
r-.���
a�"�,��

5�+
a�/<|| r������,���
������6��7�E�����}{ n
r-.��
I7��
��
�� !���"�?�����
i���,��

4�+�����
���}{ n/�
���
i���?������"�?����-��Z�/-.��,��

3�+���
�����}){( n/−-.���
a�"�,��

.��	��m-.���
a�"�
�������
������������@��&���

/�+}){( n

5

/−
�����������5�+}){( n

U

4
������������4�+}{ n

e
−���������������3�+}){( n

4

3
��

b��2� �F�v�D���
'B��
��
9�	���/
4

3
>||���
��Va���
������3-.���
a�"�,5���

ppp��

"��"+���'��������,"��"��

/�+-.��-��q����� �����
&������
������,��������������������������������������������������2}{ 3
n�"�}{ n�"�}{ 54 −n��

5�+������0Q���6���.���
&������
�������,������������������������������������������������������2}){( n/−�"�}{cos πn���

4�+�
a�"���
������
������������
&������
�������'\��,��

���������������������������������������������������������2
��

�
�
�

=
n

n

nn

an �
D�
/

�K"�5
��

 !����
&}{ n5"��
a�"� }{
n

/
-.���
i���,���
������
���
������"��E��}{ na��'\��,��

3�+�x�
I	����]��������
&����
�������!����-.����
i�����
���������"��
a�"���
��������,��

�������������������������2})({ n

n
/

/
−+� !����
&��}){( n/−"��
a�"� }{

n

/
-.���
i���,��

                                                 
2��,���e�����
�	�������V�� /�������������E�
y���������R-.��07���������
&��,���������0'���i��
�ei���������
������ !�"������������#��$�0'��

6��7nL��������>�����,��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
��� 

 

��89����
������
a��}{ na-.���'B�� !����?�i�!R������
i���,��

Z�6���2J8*� ��
��%"��
���

���
������
&�0�
�a}{ na
��
�������"���������L�"��L������,oj2��

��
��

�

��
��

�

ε

ε

<− →=

<− →=

≥∈∃

∞→

≥∈∃

∞→

||lim

||lim

,

,

LaLa

LaLa

n
MnNM

n
n

n
MnNM

n
n��

��
&�0��&�w
D
5

ε
εε === ���� },,max{ MMM���
��ojMn ≥�0����,��

ε
εε

εε =+=+<

−+−=−+−≤−+−=−

55��

�������� |||||||||||| LaLaLaaLLaaLLL nnnnnn

��

��1�ε<−≤ || �� LLW�b)D�������
�	�x�$�oj�
I7����� LLLL =→=− W||��

� ����
��
�������E���"��L�"��L�����zH��	�,��


9�	���������������������������2|||| abba −=−��

�:������
������
a��}{ na�����
��L��
i���(Lan
n

=
∞→

lim�+�"W≥na�����,?�i�!W≥L-.��,��

AAA��

������������������

�� ��������!��*�+�����R�1���������O$�W}{ na�������5���"�8�+="���#�9�<�$�7�������M����������������51�!��5$��5��8.�5X��5$��7����45%	�n��9�

Man ≤||H;#�$�	���

�� ������������!��*�+���,-.%�!��TC���9��*	��!��T.%�U���Q�!��$}{
�

�

+n

n
��������7����������������n�����������5�R76$��5��$�!��5#��5Q�/��

�������<�$�!�$��$PPP�P�
�

�
/|| <−

+n

n
���R�7��X�$����

�� ������G+�!��*�}{ �� +nY��Q�YOB�����.1���

)� ������U��@���7���/�!�1��7�6R�8�B7�������8�B7����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
��� 

�J*�� ��R�1}{ na�	�!�4@C�!���*�+���c�<�$�8�$�W���#����!��*�+��}{ ncaOB��!�4@C�6���K����������������N�����

�� ���R�1}{ na�	�8*	6��!���*�+���c�<�$�8�$�W���#����!��*�+��}{ ncaOB��8*	6��6���K����������������N�����

�L ���R�1}{ na���*�+����	��4�;��!c�<�$�8�$�W���#����!��*�+��}{ ncaOB���4�;��6���K����������������N�����

���� ��R�1}{ na�������85@�+Z���5#��51�!��5$�	��5*�+����5��n���85[�[����5#��51�	�P>ε�!	��5"���9ε<− || �na����5��G�

�*�+��}{ na�$��OB�����.1�K����������������N����

� ���R�'� <− || na!��*�+�������G�}{ naOB��7���������K����������������N��

�	� �!��*�+��}){( n

�

�
�$����.1�OB���
C�K�������������N���

�/� �!��*�+��}{
n

�
� +�OB��!�4@C��K����������������N��

'� �OB����R�	��*�+���\����	����.1��*�+���\���������O$�W��7��4?�]B�^�9�<�$����.1��R�����

J*��K})({ n

�

�
� −�������������������K�}{sin

�

πn
������L�����������������K�}){( �

�

� −n��

��K}{ n�����������������������������������K}{logn	����������������������������K�}{log
n

�
��

AAA��

 ��!��"�������#�$���%���������

�!�1��*�+���9���������24��������74_��.1���4<�8"�
��+��D�"�!���B��	���$���R�	���

�J*�� ��7���,	�
�"�������8��1��*�+���������"}){( n�−���

��� ����G�������8��1��*�+��∞±�4<�8"�������"�}{ �� n+��

�\	��`4��!��R�	�!�1��*�+���8���R�	�,�+W��!��$9�/���!�1��7�6R�������
�B��2�4��8"�6�����/�8[_�"���

�� ��!��*�+��}{ na��$���R�	�∞+���R�1�OB�� ��

���O+="�	�8[�[����#��1�!��$K����"�8@�+Z�!��#�9M�����51�!��5$��5R���5���4<�O����n�+Z��85@Mn ≥���85"��5a����

�4<Kan >��

��������4��8"�	+∞=
∞→

n
n

alim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
��� 

 

)(lim kaMnnNMka nn
n

<→≥∀∋∈∃>∀⇔+∞=
∞→

P��

�� �!��*�+��}{ na��$���R�	�∞−���R�1�OB�� ��

���O+="�	�8[�[����#��1�!��$K#�9����"�8@�+Z�!��M�����51�!��5$��5R���5���4<�O����n�85@�+Z�Mn ≥���85"��5a����

�4<Kan <��

��������4��8"�	−∞=
∞→

n
n

alim��

)(lim kaMnnNMka nn
n

<→≥∀∋∈∃<∀⇔−∞=
∞→

P��

��������!��*�+�����������O$�W�}{ �
n��$���R�	�∞+OB�����

��,�+W�� ���������O+="�	�8[�[����#��1�!��$����D����8"�O$�WK������5���"�85@�+Z�!��#�9M�������������51�!��5$��5R���5���45<�O5����n�

8@�+ZMn ≥�4<�8"��a����Kan >��

KnKnKan >→>→>
���

�D�1��8"�7��X�H^�+= ][ KM�4<�7��X�$��M���74"�!	��"���������

��������!��*�+�����������O$�W�}{ �� n−��$���R�	�∞−OB�����

���������������O5+="�	�85[�[����5#��51�!��5$��5��D����8"�O$�WK�������5���"�85@�+Z�!��5#�9M�������������51�!��5$��5R���5���45<�O5����n�

8@�+ZMn ≥�4<�8"��a����Kan <��

KnKnKnKnKan −>→−<→−>−→>−→> ���� �����

�D�1��8"�7��X�H^�� +−= ][ KM�X�$��M���74"�!	��"�������4<�7����

����&'(���������

�� ����������O$�W∞=
+

∞→ n

n

n

��

lim��

�,�+W� ��

)( k
n

n
MnnNMk <

+
→≥∀∋∈∃<∀

�
P

�

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
��� 

knk
n

nk
nn

n n
nn

> →<+→<
+

+<
�

� ��
��

�D�1��8"�7��X�H^�+= ][kM�4<�7��X�$��M���74"�!	��"���������

�� ����������O$�W
n

nn

n

�
�

�
−

−
∞→

)(limO�����4%4"����

�,�+W� ��

�R��n�<�$��������,74C�U���7���

−∞=−=
−

=
−

−
=

−
−

∞→∞→∞→∞→

n
n

n

n

n

n

n

nnn

n

n
limlimlim)(lim

��� ��
���

��R�n�<�$�L	/����,74C�U���7���

+∞===
−

=
−

−
∞→∞→∞→∞→

n
n

n

n

n

n

n

nnn

n

n
limlimlim)(lim

��� ��
���

�H^
n

nn

n

�
�

�
−

−
∞→

)(limO�����4%4"����

�� ���R��9�����O$�W∞=
∞→

n
n

alim�����G�P
�

=
∞→ nn a

lim��

�,�+W� ��

��

)� ����������b��P>na�	�P
�

=
∞→ nn a

lim�����������O$�W∞=
∞→

n
n

alim��

�,�+W� ��

'� ����������b��P<na�	�P
�

=
∞→ nn a

lim�����������O$�W−∞=
∞→

n
n

alim��

�,�+W� ��

(� �����&�-��Z+∞=
∞→

n
n
lim�,�
&�-D
a�
��'�� ��	�����"�\	�E��������!+∞=+

∞→

�n
n
limm��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������������ ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

����	
��� 

 

�b�2��

)(lim knMnnNMkn
n

<→≥∀∋∈∃>∀⇔+∞=
∞→

P��

���
+≥→<→< ][knknkn��

D�1��8"�7��X��c*�����
+= ][kM��

�D�1��7��X�8���9�T$][ �
kM =������/��

][][ ���� ����� kknknknkn =+−≥→−<→<+→<+��

V �OB����R�	��*�+���\����	����.1��*�+���\����������O$�W��7��4?�]B�^����

J*��K
��

���' �

+

+−
=

n

nn
an������������������K

�(

�
�

�

+

−
=

n

n
bnL����������������������K

V�

��
�

�

+

+
=

n

n
cn��

�
�� ��

�J*��KOB����3�$�L�d"�!��%7��/��,74C�!��%7��24Q���*�+���H^B����R�	O����

�,�+W� ��

)( k
n

nn
MnnNMk <

+

+−
→≥∀∋∈∃>∀

��

���'
P

�

��

'

&�
�&'

�

&'

��

�&'

��

&�'

���

�e���'

��

���' ���

+
>→>−→>

−
→

>
+

+−
→>

+

−−
→>

++

−+−
>

+

+−

k
nknk

n

k
n

nn
k

n

nn
k

n

nn

n

nn

)(

)(

))((

��

D�1��8"�7��X��c*����
'

&�
+

+
= ][

k
M��

���KOB����.��L�d"�!��%7��/��,74C�!��%7��24Q�����*�+���H^��$����.1��
COB�����

�,�+W� ��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	�
�����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� 

����	
��� 

εε
εεεεε

εε

(

��
(

(

�

(

�

(�(

�
P

�(

�

P
�(

�

�

�

�

�

�

�

�

�

>→>→<→<→<→<

+

−
→<−

+

−

<−

+

−
�≥∈∃>∀

nn
nnn

n

n

n

n

n

n

n
MnNM

||||||||

||,�W

��

D�1��8"�7��X��c*����
(

�
+= ][

ε
M��

�LK�OB��!	��"�L�d"�!��%7��	�,74C�!��%7��24Q���$����.1���*�+���H^�
�

�
OB�����

�,�+W� ��

�

V

)

�e

�

V

)

�e

�

�e
V�

�

�e

V��

V��

�e

V��

�e

V��

V�����

�

�

V�

��

�

�

V�

��

���

�e
�

�

��

��

�

�

�

�

−>→−>→>+ →>
+

→<

+

→

<

+

−
→<

+

+−+
→<−

+

+

<−

+

+
�≥∈∃>∀

×

εεεε
ε

εεε

εε

nnn
n

n

nn

nn

n

n

n

n
MnNM

)(
)(

)(

|
)(

||
)(

)()(
|||

||,�W

D�1��8"�7��X��c*����
�

V

)

�e
+−= ][

ε
M��

AAA��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

	
���
�������������	������������������������ !"��#����$%���

�����������������	����������� �!"��"�
#$%��&�
����
�'(��)�����)�� � �*��	����+$��
"��,��
�����-���

.�
��������� ����������� ��	�*��	����/
0L��1&���
#$%�������' 
	�2"3#"������45&Laa n
n

n
n

==
∞→

+
∞→

limlim .���!6"�-

�*�% ����+�7���-��� �8����

9�
���� �8��2"��+�7�����:�% ����;��
"��1��<����

�=���
1&���
��������� ��7�"���>����-*"�����&��?�����!"������ �8��� �
�����

�@�
-1&���
#$%������ ��7�"���>����-*�&
����"�����������!"������ �8��� �
�����'(��"�
#$%����A�����1B���CD����

��E�
���������
���FD������A���� �8��� �
��L������������- G)�����>����-'(�' G��HG���+����I
)����-�"(�1& ����L������6"�
#$%����6A��

1&������� ���

�&��!'(������� �}{ na�J�GK����nn aa +=+ L.���.. =a1&����)�="
8������

�=���
1&���
#$%������ �2"�����	�1��M��������������������������������������������@�
�"��(�1& ������������ �2"���<���

�+<
*�% ������
�����

Laa n
n

n
n

==
∞→

+
∞→

limlim .��

�
�
�

−=

=
→=+−→=−−→+=→

9

:
N9:NLL 9

L

L
LLLLLL ))((��

�1O��'�G�����'(���������JP$��� �1� ��������������B%�!"����
���3����1�Q��'(�JP$��R�$����� G8K������ ��	���

��������� �2"��
����:1&���
#$%����

���������SLL ++���SL +���S����.����� �������JP$������

:=
∞→

n
n

alim��

�&��!'(������� ��	����	�1��M��T. +=+ nn aa��:. =a1&���
�������

�+<
*�% ������
�����

Laa n
n

n
n

==
∞→

+
∞→

limlim .��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�H�
#������+�B��
O" �@�B<��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������+F0!" 

��������� 

TNT =→+=→ LL��

1&���
���������� �����-�1B���27$���>����2"�����

�&��!'( �2"���	����	�1��M�45&�����)G������U���G��0�������� �����������������������1&���
������������

)))��

����*���+�%����� !"�������"���

����������	
��
�
��������	������������	����
�����
�
���������������� �!
��	�"���# ������������$�%�

&��"��

���������������
����	����
��'���&�������()����������
��"��

��*��+��,������������	�
 }:{ NnaS n ∈=������(
�-�S���������./���	������������*0�$����1�

��2�����1��3���"�45

Φ≠S�����S�������������
'���6�
����	���K������"����������%�7�8���9)��
����S�����6�
��!

:;<�����	������=���'���"��!=
�

��'���6�
��!

:;<��S��	�L����������"������������6�>�Lan
n

=
∞→

lim�"��

���
����
�n����(��?�Lan ≤��������������@
A�B�C�N>ε����D�������E�����1�"���45�ε−L����'���6�
��F
�S���-��=���

�

&LL <− ε���L��'���6�
��!

:;<���S����G�D�@
A�"��

��6�<ε−L�����'���6�
��S��9 ��C�-����������#1�F
�S���������ma���	�����$���"�������=���	�=?���maL <− ε�"���B�=C

�
����
�mn ≥��

ε−>≥ Laa mn��

�
�
��H
?�&�Lan<�
����
���3�:��	��n�����mn ≥��

εε +<<− LaL n��

�
����
����(
mn ≥��

ε<− || Lan��

45,��

Lan
n

=
∞→

lim��

�����������(
na�����
����"��

�������	�������
����	����
��!�
�5�&�������I�����������
��"��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������, 

 

��
�����������
�������
����	����
�������;
���"��

��$�%�,����6�>���C�	��2��������/��6�����	���������
�
����6��%����J�A�������# �����$�%���"��

�
��������������������������+�}{sin
n9

π
�����
����"��

��9C,��������1�6�����(��?�����$�%����n����������K8���
n9

π
α =������L����G

���B���M�	�	��N���	���	�
 ��%�L�"���������=��I���=���=$�%��=�

�M��%�6�����

.
.9

. =�=
)(

sin
π

n��

NN
9

==
∞

�∞→ sin
)(

sin
π

n��

������������N)�A�	��6O�

��2����G�������I�����������(
],( .N����	���	�
 ��"�������������=3�:��	��-�=D����=��	��=��
�������;
��������45����
=����

���"��


�����������������������6�>��J�A�����# �F������}{
n

n

P

P
�����
����"��

9C�,����	����
�������;
�J�A������������������6�>�������A��"��

"""Q��
RPS

TU
Q��

VT

WV
Q��

WP

PX
Q��RQ��

S

U
Q��RQ��

P

R

P

P
:

n

n
��

R
P

RR

P

R

P

R

P

P

PPP

RPP

PP

RPP

P

PP

RP

P

P

R

PPPP

P

P

P

P

P

P

P

P

R

P

R

≤++=++=
××

++×
=

××

++×
=×

++

=

+

=
+

+

nnnn

n

n

n

n

nn

n

nn

n

nn

n

n

a

a

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

)(

)(

)(

��

��
����Y��	�!
�W≥n������
����"��Z����
��������W≥n�������I��"��

��:D���B��:C���
�$�[	��!

�%�����$�%�����A
?�&�"��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�H�
#������+�B��
O" �@�B<��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������+F0!" 

��������- 

R
P

R
P

P
PP

P
≤→≤→> ||

nn

n nn
n��

����	����
�����������(
"��

���������	����
���
�������������
��"��

*��+��,��������������

�\}{ na�D����
����"45,��

εεεε

ε
ε

+<<−→<−<−→

<− →=
≥∈∃>∀

∞→

LaLLa

LaLa

nn

n
MnNM

n
n

||lim
Q��]

��

�����������(
}{ na����	����
��"��


��������������������������+�}{
RP +n

n
����	����
��"��

9C�,�D������	����
��45������
�����������!
����������K8���"��

P

R

RP
=

+∞→ n

n

n
lim��

��������(
�-�������	��'��������# �4;1���������������������
��������������� !���

^0L��,����������������}){( nR−������
����"���
��6O�*0�$�6�<n�
��
��_�&�R����
=����n���
=��
���
=A�R`��-��:�=���

����	����
������"�����

&RRR ≤→≤≤− || nn aa��

aaa��

������
	���J�A�����# �b�2��4;1�����$�%�����,������"�#�$%����&���� �������!��

�!

�%�,�����������
�
��������	����
�����
���;
}
cos

{
Pn

nπ
�������	
���	��"��

9C,��

"""Q��
RV

R
Q��

U

R
Q��

T

R
Q��R

P

−
−:

cos

n

nπ
��

��������;
���������Z�����	�����c���*�
��d%��������*0�$�45"��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������. 

 

RRRR
RR

R

RR
RR

PPPPP

PPP

≤→≤≤−→≤≤≤−≤−→

≤≤−→≤≤−∈∀

|
cos

|
coscos

cos
cos:

n

n

n

n

nn

n

n

nn

n

n
nNn

πππ

π
π

��

����	����
����������Z�"��

��������;
��������!
��6�<������
����6����	����
����$������Z��-"��

�
�������������������������+��}
)(

{
P

R

n

n
−

�����
������	����
��-���;
�
�e�"��

9C,��

"""Q��
RV

R
Q��

U

R
Q��

T

R
Q��R

R
P

−
−

−
:

)(

n

n

��

�Z�����	�����c���*�
��d%��������*0�$�45��������;
��������"��

R
R

R
R

RR
RRR

R

RRR
RRR

PPPPP

PPP

≤
−

→≤
−

≤−→≤≤
−

≤−≤−→

≤
−

≤−→≤−≤−∈∀

|
)(

|
)()(

)(
)(:

nnnnn

nnn
Nn

nnn

n
n

��

����	����
����������Z�"��

εε
ε

εε

RRR

]
R

��]

]
R

P
P

P

P

>→>→<→

<−
−

→≥∈∃>∀

=
−

∞→

nn
n

n
MnNM

n

n

n

n

|
)(

|,

)(
lim

��

���������A��R
R

+≥ ][
ε

M��D��
����
�)������������%�"��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�H�
#������+�B��
O" �@�B<��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������+F0!" 

��������/ 

��
��������������������
���;
����	����
��}{
P

P R

n

n +
��������f�2/%��	�"����-6�����
=����*	�)�	�����������	��=������!=
���=
�
������=1

������"��

9C,��

PP

P R
R

R

nn

n
an +=

+
=��

�������I��������������������������������������������������������������"R
R

R

R

R
R

P

P
R <

+

+
+

=+

n

n

a

a

n

n )(
��

�$�%�,��

��������������������
PPPP

PP R
R

R

R
R

R

R

R
RR

nnnn
nnnn +<

+
+→<

+
→>+→>+

)()(
)(��

P
R

RP
R

R`PP
R

RRRR
R

RR]R
R

]
PPPPP

≤+→≤+≤→≤+≤→+≤+≤+→≤≤ ||
nnnnn

���

����	����
���������"��

�C��D����F
�6O��
�
������1��������
����45�����	����
�������;
�G�D�G�������������6�<�B"��

R
R

P

P
=

+

∞→ n

n

n
lim��

�
���������������������������+}
)(

{
n

nR
R

−
+�����
������	����
��-���;

�e�"��

9C,��

g���h�	����
����	
���

n
a

n

n
)( R

R
−

+=��

�R
R

R]
R

R ≤−≤ →−=
∈

nn
a

Nn
n�������:n�
A���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������0 

 

�P
R

RR
R

R ≤+≤ →+=
∈

nn
a

Nn
n������:n�_�&���

PPPP]����� <→<≤−→<≤∴ || nnn aaa��

i�h�
���;
���	
���

"""Q��
X

T
Q��

T

X
Q��

W

P
Q��

P

W
Q��]

R
R :}

)(
{}{

n
a

n

n
−

+=��

�	����c�����*�
��d%��������45"�������I����������()������(
�"��������;
��Z�"��

_��h����	
���
�
����

R]R
R

R
R

R =+=
−

+=
−

+=
∞→∞→∞→∞→ nn

a
n

nn

n

n
n

n

)(
limlim)

)(
(limlim��

�����
�����������45"��

��

�'(����&�
�������

R�,������i��C��	����O��C�4j������:����
����

&��������������������6�>����:��"��

}{
n

.
. −k�������������������������������������������i}{

.

.
.

9
+

+
n

kg����

P�,������@
A}{ na
����
�����
�������������F
�n��D����:D����nn aa +=+ 9V .��������5��	��������!
���C�"��

W��,�����������������@
A}{ np�����
����a���b�����D������+���1�����������=����� ����-�
n

n
n

pa

bp
p

+
=+.�"��������=�������=C

}{ np��������5��	���

aaa��

��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�H�
#������+�B��
O" �@�B<��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������+F0!" 

��������1 

)*����� �����+���

����������n
n

n
a )(

.
. +=�

����
c��	���	��"����G�D�����/��

&�B��$�	���������!
��&���N�$���<�"���B��=$��=���$�%���

�����l
�IA����������D����G���>�n������������
����l
�IA��I����������*0�$�

��2��-��"��������������-�=����=����	���=��*0=�$��=D	��=��	����

�9)�C�����	�Y�n

n
)(

.
. +�����:C�W9 /�&��
:���G	���������	��������W9 /����"��

n
n

n
a )(

.
. +=��n��

P��R��

PXmP��P��

""""Wn]Wn]mP��W��

TTRT]VPXmP��T��

""""XUWnTPTVmP��R]��

""""n]TSRWSPUmP��R]]��

""""nRVUPWUWPmP��R]]]��

""""nRSRTXUPnmP��R]]]]��

""""nRSPVSPWnmP��R]]]]]��

""""nRSPS]TVUmP��R]]]]]]��

�����==�������==����==����==���==��+��==�����	�n
n

n
a )(

.
. +=�����==1��	�6O��==C�
==\�����==����
==��e�G�==��O�-����==���

e
n

n

n
=+

∞→
)(lim

.
.��

��2�2C���1e�������π�&������*	��1�	�>1��� 	���<��%�6O��	�>1��o���������p�\����1�..../ S.W9W.9=e���

��?�*	�)������1�!
���D����
��q�B��&����D	�������
�
A�	���N�$�&���2Nr�����G�
�5�
:>���	���("��

��������1�6O����
�5������:
	����e��������l
����

&�9;D����������������(��?��:
	�����	��D���"��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������2 

 

xLn
x
e =log��

�������D��:�\����	�Y�����"���

e
n

n

n
=+

∞→
)(lim

.
.��

��1e�
N
�������B���H
C�&��
N
����	���s��	�E:A����������������
j����1��	�kEuler�h����G�D�[��: �R�"��

����������������}{ nb����Y��8����n
n

n
b )(

.
. −=�������()�"��

�*��+��,����	��������!
��&���N�$���<���:�����
���"��

�"""�
9VL

W.
��

9S

W
��

T

.
���]:nb��

�
����
�������������+n��
	���.. >+

n

n

b

b
��

..
.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.
..

.
.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

..
.

.
.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

9
.

9
.

9

9

.

.

..

.

>→=
−

×
−

=−×
−

+=

−×
−

×++>−×
−

+=−×
−

=

−×
−
+=−×

−

+
−

=

−

+
−

=

+

++

+

+

++

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

b

b

n

n

n

n

nn

nn
n

nnnn

n

n

n

n
n

n

n

n

n

n

n

b

b

)()(

*)())(()()()()(

)()()(

)(

)(

)(

)(

��

�����������Z�n
n

n
b )(

.
. −=���()�����"��

��$�%�,���� �	��a����G�D�G���:�������
����������&��"��������!
�P�&������*	��1���

naaa
n

+≥+−≥∀ ... )(:��

                                                 

1
������6��%�����N���	�?����D"�ab

e
bn

n

a

n
=+

∞→
)(lim .��

��
2���1&��H�$�<����
���� ����B����2"��J��M�� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�H�
#������+�B��
O" �@�B<��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������+F0!" 

�������,3 

����������������}{ na���Y��8����n
n

n
a )(

.
. +=�������()�"��

�*��+��,�
����
����������������+n��
	���.. >+

n

n

a

a
��

..
.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.
..

.
.

.

.
.

.
.

.

9

.
.

.

.

9
.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

99
.

99
.

99

9

.

.

..

.

>→=
+

×
+

=+×
+

−=

−×
+

×+−>+×
+

−=+×
+

+
=

+×
+
+

+

=+×

+

+
+

=

+

+
+

=

+

++

+

+

++

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

a

a

n

n

n

n

nn

nn
n

nnnn

nn

n

n

n
n

n

n

n

n

n

n

a

a

)()(

)()
)(

)(()()
)(

()()
)(

(

)()()(

)(

)(

)(

)(

�����������������}{ na���Y��8����n
n

n
a )(

.
. +=����	����
��"��

��*��+��,���������:D���!
��&��
:>�5���������# �f�?�"������������������������n
n

n
b )(

.
. −=���������()�

T

.
9 =b������"��
��=��

!
�,��

nnn
na

n baabn < →<>∀
×

T

.

T

.
9 :��

��A
?�&���

.
.

.
.

.
.

.
9

<−=−+=
nnn

nn
nnn

ba )()()(��

�45�,��

T.
T

.
.

T

.
<→<→<< nnnnn aabaa��

������������(
n
n

n
a )(

.
. +=����	����
��'���&��"��

��
��������������n
n

n
a )(

.
. +=
�'���&�������()������	����D�������
�����Z��-"��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������,� 

 

�
������,�-��.�/0��

�
����������������C�n
n

n
a

9.
. )( +=�
	�O���������	�"��

�9C,��

999 .
.

.
. e

nn
a

nn
n =+=+= ))(()(��

�'(����&�
��������

R�,��
	�O���������	�

&�������������C"��

�����}){( 9

:
.

.

n

n
+k�������������������������_}){( 9.

.

n

n
+k�i���������������������������}){( n

n

:.
. +k�g����������������������������������������������

P�,�����������
�������������: e�D����
����"��

��

��

��

XXX��

��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���
 

��������� 

����������	
���
����������

��������������	��
�����
������}{ na�	�}{ nb����������������������������������������������� �!�"#�	�$������%�
��&'��������������(��

�)�*�$��

����������������������	��+��}{ nn ba +�����������������������������������������������	��,�%
��������������}{ nn ba −��

�������������������	��-%.}{ nnba�����������������	��/0*1������������������������������������������������2≠n
n

n b
b

a
},{��

������%3��
4+

=
n

n
an�	�

4

4

+

−
=

n

n
b

n

n
)(

��!	5���������!��������	��+������6����������$��

�����%3��}{ na	�}{ nb	��)'����%7������������	��c��'���8%3�%9��!���1016��� �:���$/�!���;!���(���!�<��

cc
n

=
∞→

lim=�4��

��������%���)>������%7������?��$��

n
n

n
n

nn
n

baba
∞→∞→∞→

+=+ limlim)(lim=�@��

�����%7���A�%7������������	��%��B��C���)>�$��

n
n

n
n

nn
n

baba
∞→∞→∞→

−=− limlim)(lim=�@��

�����%7���A�%7������������	��%���.�
���)>�$��

)lim)(lim()(lim n
n

n
n

nn
n

baba
∞→∞→∞→

==�D��

�����%7���A�%7������������	��%��-%.����6��)>�$��

2≠=
∞→

∞→

∞→

∞→
n

nn
n

n
n

n

n

n
b

b

a

b

a
lim,

lim

lim

lim=�E��

�����%7���A�%7������������	��%����*F�G!����)>��$�'����%
������%7���G%H������������&)���I%'���$��

JJJ��

��������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ��!�" 

��������� 

 

�n
n

n
n

acca
∞→∞→

= limlim=�4��

k
n

n

k
n

n
aa )lim()(lim

∞→∞→

==�@��

%3�k�'���G	
�A������2≥
∞→

n
n

alim���������������������������������������k n
n

k
n

n
aa

∞→∞→

= limlim=�K��

��

�������0)L����?��!�%�
��!����
��:��%��$��

n
n

n
n

acca
∞→∞→

= limlim=�4��

n
n

n
n

nn
n

baba
∞→∞→∞→

+=+ limlim)(lim=�@��

�6<��

4�M����������L�/0)L����N%8}{ na�����%7���L�'���$�����������L�/0)L�������?}{ nca�����%7���cL����$��

cLca

cLcaLac
c

La

LaMnNMLa

n
n

MnNM

nnn
c

nn
n

= →

<−→<−→<− →

<−→≥∈∃>∀→=

∞→

≥∈∃>∀

=

∞→

lim

||||||
||

||

)||,(lim

,

||

�2

�2

#

##
#

#

ε

ε
ε

εε
ε

εε

��

@�M��L�/�%03#Lan
n

=
∞→

lim�	�$Lbn
n

=
∞→

lim/�!���OP�$��

##
###

# ε
ε

<− →=
≥∈∃>∀

∞→

||lim
,

LaLa n
MnNM

n
n

�2
��

$$
$$$

$ ε
ε

<− →=
≥∈∃>∀

∞→

||lim
,

LbLb n
MnNM

n
n

�2
��

�/0���!�%F�%3�},max{ $# MMM =�	�
@

ε
εε == $#��
������Q��Mn ≥����!�%F%��%0����	�*����	��%��$OP��

�

$#

$#$#$#

LLba

LbLaLbLaLLba

nn
n

nnnnnn

+=+∴

=+<

−+−≤−+−=+−+

∞→

)(lim

|||||)()(||)()(|

ε
εε

@@
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���
 

��������	 

����������L��0)L����?���F�(�%���:�L���<��

n
n

n
n

nn
n

baba
∞→∞→∞→

−=− limlim)(lim��

�����������������L��0)L����?�}cos{
n

@
4−�����%7���$��

�6<��

24424
@

4
@

4
@

4 =−=−=
∞

−=−=−
∞→∞→∞→

coscoscoslimlim)cos(lim
nn nnn

��

�����������������L��0)L����?�}{
n nn K@ +����K�����%7���$��

�6�<��

K4�K42��K4
K

@
���K4

K

@
���K

4
K

@
��K4

K

@
KK@

=×=+×=+×=+×=

+=+=+

∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

nn n

n

n n

nn

n n

n

n
n

n
n

n

n nn

n

])[(lim)(limlim

)(lim)(limlim

��

������������������L��0)L����?�]}
)(

{[
4

4
@

@
+

−
+

n

n

�����%3�	�$��

�6�<��

�%3�n�'���G	
�$��

@2@2@
4

4
@

4

4
@

4

4
@

@@@
=+=+=

+

+=

+

+=

+

−
+

+

∞→∞→∞→

][])[(lim][lim]
)(

[lim
nnn nn

n

n
��

�%3�n�'����%8�$��

44@2@
4

4
@

4

4
@

4

4
@

@@@
=−+=+=

+

−
+=

+

−
+=

+

−
+

−

∞→∞→∞→

)(][])[(lim][lim]
)(

[lim
nnn nn

n

n
��

�����%3�	���'���������������OP$��

JJJ��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ��!�" 

��������
 

 

�������	���������������������������0)L�N%8�}{ na�	�}{ nb���	�}{ nc���	��R���������nnn bca ≤≤��R'����$�%R3�����R�����

����}{ na	�}{ nb����L�)'����%7���$���7�5}{ nc����S0��L�����%7��$��

LcLba n
n

n
n

n
n

=�==
∞→∞→∞→

limlimlim��

�;��?�<��

4
44�24 ε

ε
<− →=

≥∈∃>∀

∞→

||lim
,

LaLa n
MnNM

n
n

��

@
@@�2@ ε

ε
<− →=

≥∈∃>∀

∞→

||lim
,

LbLb n
MnNM

n
n

��

�/0������!�%F},{ @4 MMMaxM =�	�@4 εεε ==�$�%����%��OPMn ≥�'���/0�����<��

εεεε +<<−→<−→<− LaLLaLa nnn |||| 4��

εεεε +<<−→<−→<− LbLLbLb nnn |||| @��

��#�	nnn bca ≤≤�$��OP<��

εεεεε <−→+<<−→+<≤≤<− || LcLcLLbcaL nnnnn��

Lcn
n

=�
∞→

lim��

�����������������L��0)L����?�}
sin

{
n

n
����%
������%7���$��

�6<��

nn

n

n
n n

Nn 44
44

2
4

≤≤
−

 →≤≤−

>→∈ sin
sin��

2

2
4

2
4

=→

�
�

�
�

�

=

=
−

∞→

∞→

∞→ )
sin

(lim

)(lim

)(lim

n

n

n

n

n

n

n��

�����������������L��0)L����?�!�T8����0UF�
�����
�������}){(
n

n 4
4−����%
������%7���$��

�6�<��L�����V.�	n)( 4−��	�*��4����4W��'�����$OP<��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���
 

��������� 

nnn

n
n

Nn
n 444

444
2

4

≤
−

≤
−

 →≤−≤−

>→∈ )(
)(��

���#�	2
4

=
∞→

)(lim
nn

	�2
4

=
−

∞→

)(lim
nn

/�!���!�T8����0UF�,�X�OP���$2
W4

=
∞→ n

n

n

)(
lim��

JJJ��

��������L��0)L����?�2=
∞→

)
!

(lim
nn n

n
��

�6�<�L�/�%03
nn

n

n
a

!
=OP��<��

n
a

nnnnn

n

n
a nn

4
2

4DK@4
2 ≤<→≤

××××

××××
×=<

...

...
��

���#�	2
4

=
∞→

)(lim
nn

	�22=
∞→n

lim/�!���!�T8����0UF�,�X�OP���$2=
∞→

n
n

alim��

JJJ��

�������)�����1016��� �%����%��r�A���

Y���<����L����3���� ��
���������:���!������	r�����%7����$��

-�<����L�/������ ��
���������:���!������	r�����%7���$��

�;��?��<��

Y���<��%3�Nn∈�$�����������!������	����3��� �:���1016��� �	��%��(0����#�������R1016��� �	��(0��OP�A�r���	�
n

r
4

−�����!��R����

�!���!�%F����3��� �:��$��%�n�/0������!�%F�A�Y��H���>0�X�����ra
n

r n <<−
4

�$��'�����������Z�6$��

rr
n

r
nn

==−
∞→∞→

lim)(lim
4

��

�!�T8����0UF�,�X�OPran
n

=
∞→

lim�$������������)>�na�����%7���r����$��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ��!�" 

��������� 

 

-�<��%3�Nn∈�$������������������R1016��� �	��(0��OP�A�!������	�[)3��� �:���1016��� �	��%��(0����#r���	�
n

r
4

−�����!��R����

�!���!�%F�[)3��� �:��$��%�n�/0������!�%F�A�Y��H���>0�X�����rb
n

r n <<−
4

�$��'�����������Z�6$��

rr
n

r
nn

==−
∞→∞→

lim)(lim
4

��

�!�T8����0UF�,�X�OPrbn
n

=
∞→

lim�$������������)>�nb����%7���r����$��

���� �����������)�������3��� �	��%��(0��
b

a
x =�	

d

c
y =����%3��yx <���������'����1016���� ��
��������������������$����R������(��

�'���%�
��&'������������$��

bdnb

a
an

#
+=��

�����

bdnd

c
an

#
−=��

�
��������

#������ ����%
!�����
���&��'���
()��� ���
#*

#
��

##

#
��+�!�,-������

$������ ����%
!�./�012"�����
3��!��
()���� ��3������4�5��6��7��+�!�,-������

�	����
n

an
$

#
6 +=��

6�������
3��!�8�)���� ��3������4�5����� ����%
!�./�012"�6��7��+�!�,-������

�	����)( $
$

#
6

n
an +=��

7������ ����%
!�./�012"�����
3��!��
()���� ��3������4�5��
#*

#
��

##

#
��+�!�,-�������

n
an

##*

#

##

#
+=��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���
 

��������� 

����������3���� ��
�������������1016��� �%�����$��

�;��?��<��L�/0)L�N%8u�'�������H����1016��� ��$�!������	�%�
����6�	��OP$��

����
��!��"��u����������3���� ��$����/0������!�%Fuun ==����%����%�Nn∈��MOP�}{ nu�����������������&TR���	����?��

�����3���� ��
�u��L�����\��>��	��������

uun
n

=
∞→

lim��

]�\	�����6<�u����[)3���� ��$$��!�T ��^*�u/�%03����%9��!���!��$��

....../ nuuuuuu 6$#�=��

�����5�!���L�u����V0_��`S��u���������V0_����� �	�������$���#u����[)3���!�T ��^*��Au���/9)��R���R�����	����)�����

�'������$/0������!�%F$��

## uur /�=��

$#$ uuur /�=��

6$#6 uuuur /�=��

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$��

nn uuuuur .../ 6$#�=��

�%���Q�nr�������3���� �OP�A�!���\��H���!�T ��^*����#��$��	a>���

......../ $#***** ++=−< nn
n

n uuru
��

��

�C0���!���

�#*#* $# <=− +++ ....../|| knnnn
n

uuuru��

����	��

nnru
#*

#
* <−< ||��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ��!�" 

��������� 

 

����#
nn #*

#

∞→

lim����������H����� ���
�����A�*>ε�������>0�X��� ��!������	�N�����%����%���L�Nn ≥��/R�!����$ε<
n#*

#
��!��

�%����%���C0��n��L�Nn ≥�A�ε<<−
nnru

#*

#
||��)>��urn

n
=

∞→

lim��

���� �������������������������R���[R)3���R��������� �������Y�%>����%���5�
�����
����A�b�8����0UF������%�!�L�
���&���$���/0R)L�N%R8a�

��	���c����� x����'���[)3���� ��$�������)���������������0UF�(���%��)�}{ nx�����RL��*R���R��3���� ��
���xxn
x

=
∞→

lim�A�

�����:)��x
a/0)L����Y�%>��(0)#��!�$��

nx

x

x
aa

∞→

= lim��

��������A������'�Y�%>�����3���� ���������#x
a=�a����[)3��� ����������M��������'�Y�%>��$�'5�� ��F���������R ����%���L��������)

������������'�����1�)��S0��[)3�����������������!�%F%�����3�$���/0)L�N%8x�	y��������������R��3����R ��
������R������A�)'���[)3��� �	��

��)���}{ ny��L��*��yyn
x

=
∞→

lim(���%��)��<��

nynx

n

ny

n

nx

n

yx
aaaaaa

∞→∞→∞→

== lim)lim)(lim(.��

���#nx�	��ny��)�*�����3��$�OP��

yx
ny

n
nx

n
nynx

n

nynx

n

nynx

n

yx

aaa

aaaaa

+∞→

+

∞→

+

∞→

+

∞→∞→

===

==

limlim)(lim

limlim.

��

��

JJJ��

��

�#"�	��$���������

4�<������L��0*��)�����������E�'����%7���$��

@�<��	������L��0*��)��������
$

#
'����%7���)�$��

K�<��	�����������������L��0*��)6�'����%7���$��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���
 

�������	� 

D�<��	�'���!����%L��L��0*��)��������)'�����%7�����	��)�$��

E�<��'���%
������%7����L��0*��)�����c�c�����������$��

d�<�%3�	�	��%���L��0*��)���������	���)'����'����%7����"�5�B��C�������������	�A$��

e�<�����!�%�
�Z	���0)L����L��0�����0��$��

Y��!����������!����%L�f���
���!����%L�(0��P�
���!����%L�����>�����	S����%7�����%3�	��

4��}{
#

9
$

$

+n

n
����������������

@��}{
#

$
$

+n

n
����������������

K��}
)(

{
n

n#
7

−
+�����������������%0���%0��������%0���

D��}{sin
n

#
����������������

E��}{
n

n #$
−

����������������

d��}
cos

{
n

n
����������������

e��}cos{
$

πn
n����������������

g��}sin{
$

πn
n����������������

h��}
)(

cos{
n

n
n#−

����������������

42��}){( n

n

n #+
����������������

44��}){(
n

nn #
#

+
−����������������

4@��}{
#+n

n
����������������

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


 

�� ����� � ��	
�� ��
� ��� �� ��
������������ �������
� �
��� �!"# $%&��'� 
(�)
*+ �

'�
,���- . ��'/�0
1 2 ���� 
34�2 �� 5 � 67 678 �

9:;<=>< �

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������

��������������	�
���������
����
�������
��������������������������
����������������� ���
��!	�"#����$�x�%�&��'�(�!�����
�f�)��!�

��
�����(��!*��a����������
��+
���)(xf���,-���.��
���/!0�������������� ��������������
��+
� #�123�4�!�����
����$��������$���5��
6�!�

������#7����
�
������0#������������!*������
��&��'�
����84��
6������84��������$����9:�/����(
4����� 2;��<����
���������'�=#>���
������� ���

"#�	�$��$-
����'�=#26�4/
#�	�!8�'���?�@�A��!���
����/��

�@�A��B�&��'�
��+

x

x
xf

sin
)( =��
6�C��D��
���
��=x
#�	�$-
����%�/x�����
�E������)��

��&��'f���
���=x���,-���
F��G��:'��/��(�!H�I���4��})/{( n�����4�})/({ n��−�����J�$���.��
���
�����������KL�!K��4���K3�!	�"��#

�
���3���M23�/�����������������������
���K3���KM23���L�!��C�D�4��?��$�:������L�?����0N�	�����������(�M���4���L�?����J
�������������$0�/�

"#3��$��O#0F'��
���?�@4
8�PQ-/��

�#R��x
�	�$��O#����L�!��,-�
�,2-�?��/�����#R��x-�?��
�	�$��O#����L�!��SN�,2/����

TUV��VTUV��VVTUV��////��V��////��VVTUVW��VTUVW��TUVW��x��

XXYZUV��XXXXUV��XXXXXUV��←��?��→��XXXXXUV��XXXXUV��XXYZUV��)(xf��

����4�!	�����$���
3�F���$�>x���(�!�����
��f�������������������$����������L��
6�!��)(xf������
��K��$K������������
6�!���/


������$��[
�L� ���
�/��������������������������������
�

=
→

)(lim xf
x

��

��?�
���2����
�E9*�� ���#����$��
#�\'
�	/��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������	��
���
	��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
� 

�	�
���
 

���
�����&��'����(���f�������#R�����������J����x������(�!�����
���f������
K�����(�
6�!��a�������!K<#���4�
K��	�OK#������K�����������K���!K	

)(xf������]����(�
6�!�����
�����(����L���
��	�$��O#��/��������&��K'��"#��J�[
�L� ���
��f����(�!K*���
��a�������$K��4��
���
K��

"#����B��

Lxf
ax

=
→

)(lim��

�"#���7�$��4�B�^
�)(xf�$�>4x!��a�������
�	�$��O#���L,-���/_��

� ��2'�B�
��&��'���
	�!	�
#�	� ##:'���?�(�3�
���2��!��!8�'����=x�
���
��/��

�GH�B��

-1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

3

4

x

y

��

��

���B��

-1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

3

4

x

y

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!�"��#�$ 

�	�
���� 

 

�`�B��

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

��

���B��

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

x

y

��

��������������%��&'�(!�(�)
*x��#�a�������(!���!��+ax ≠����,-�.��
��/�#�(!�x�
�a���������&0/�(0!���12&0��
�32&����
�

4#������56��7����#�8��f�56�9����:2�(���
;<�3��9��=�
���<����> ��?@	a�/�#���/�A��B�����

�����������������������84�[
�L�
��!*������
��&��'�
��!	�����$��
#	\'�a��
<�T��������������!K*����K��
��&��K'��K��4�,-��������]����


����!������
:���(�3�
��
���'�$2�/��

                                                 
1����/�C	�5���	�(#�
��/�#�(�#�D���"��1����(�B���&$
�E9&F9��G��9&H�!� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������	��
���
	��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
� 

�	�
���� 


��������������I!��&;B!� �<�J
9�G��(1���������� ��K��B!�(�)
�4#������ ��C6L������(!�%�@�
!�(��M���$�N�/�#���/������O��0/�#���N

4#������ ��C6�I!� ��#���P!� ��#�+= xxf )((�)
�x�5;6��#�Q����!����(!������;"���G��1/��#�O�&��(!���

��Q�
QQ

=+=+=
→→

xxf
xx
lim)(lim��

���������C6�I!��9���G� �<�����������

=++
→

RQ�
�

xx
x

cossinlim=��������������������������������=
+

+−

→ �

SQ�

� x

xx

x
lim=�AK���

bbb��

	
����
����������

���������&��'�
�����$��3�&��'�
��+
�$-
���(����$3�J
x

x
xf

||
)( =����C��D��
����������L��
6����,-���?c������,-�
�C�D�
���
�&��'�
��+


"#KK�	��
3�FKK��SKKN�4/�(��KK���&��KK'
x

x
xf

||
)( =��
KK6��=x(�!KKH�I���4��$KKH4��,�KK#��!KK������dKK6�})/{(

n���4�

})/({
n��−������(�!�����(�d6��?��f������������
���3���M23���L�!��4���3�!	�"��#J�$���.��
���
�/Z����������!K	�"#K�	�$K��$K-
���@��

)(xfe
���!��MN��3�"#3��$����<���@4
8�4�
���2������
�$-
��� ���/��

�GH��B
���2���

-4 -3 -2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

��
                                                 

2
��������#�T�U�%�C!�V-?F���#� �<�5K���G��(1���1������!������%�<�&.�W�X&���!����9��M�	��9��<�5K���7��� 
3����(�B��N���F�G����12&������@!��#� �����
���F�G����'9M#�����@!��#�(1����
<����;<���F��#�,�Y�
��G�� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!�"��#�$ 

�	�
���� 

 

���B@4
8��

�#R��x
�	�$��O#����L�!��,-�
�,2-�?��/�����#R��x
�	�$��O#����L�!��SN�,2-�?��/����

TUV��VTUV��VVTUV��////��V��////��VVTUVW��VTUVW��TUVW��x��

T��T��T��←��?��→��TW��TW��TW��)(xf��

�����$��!<#���&��'�
���2��4�c���@4
8�!��!8�'����B��

TB��#R���$�>4�x���������M����
�	�$��O#����L��
6�!����L�?����J
�������������)(xf�!��T
�	�$��O#��/��

f�B��#R���$�>4x���������M����
�	�$��O#����L��
6�!����L�?����0N�	�����������)(xf�!��TW
�	�$��O#��/��

��!<#���B���$:���'
���
x

x
xf

||
)( =��������#R������	�O#�����!	�
�
�����84�x�%���(�!�����
�f�)��
�����(�
6�!�a�������K����f�

��������������
��	�$��O#��[4������
6�4��!��!09���
��	�$2��O#��$�#:���
6����!��/
������������!K*������
��&���'�!��J� ���"#��J�[
�L� ���


�
�
��
�/��

�����������������

���
�����&��'����
�f���#R����J���x�%���(�!�����
�f�)�����
�����(�
6�?����J
������������a�!��a�������������4�
����������)(xf�

����	�!� ��"��#�L���	&/�3��M	���=��������!>��4#���%��&'�Nf��� ��?@	�9��a������56�9��������7���9��@!�
��9����L�����(0!�
�506�

�%�
�&	����

�Lxf

ax

=
+

→

)(lim��

�	
������������

���
�����&��'����
�f���#R����J���x�%���(�!�����
�f�)��������
K�����(�
K6�?����0N�K	����������a��!K��a������������K���4�
��K���K�����

)(xf�����	�!� ��"��#��L���	&/�3��M	��=��������!>��4#���%��&'�Nf��� ��?@	�9��a����7���9��@!�
��9���:2�����L�
�56�

�%�
�&	�(!����

�Lxf

ax

=
−

→

)(lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������	��
���
	��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
� 

�	�
���� 

����������������
��(��!*���
��$:��'��J������,-�
�4�SN�(�3��[4��������������������4�SKN�(�3
K���KJ���K�����
�
��
��!*������
���
����!����

��������������������������(�K3�
K��g��F��
�
�����23����
��4��
���
��!*������
��&��'��
�����(4����(�3�
6�4���8���(��!*���
��&��'�,-�


SN�,-��,-�
�4/��OI>�@�A��
��B��

�
�

=
+

→
x

x

x

||
lim,-�
�
���

�
�

−=
−

→
x

x

x

||
limSN�
����

�
�
����84����/=�
→ x

x

x

||
lim

�
��

��������������%��&'�(!�(�)
*x�����56�9�5;6�G��#a�������0���(0!��0�!��+ax >�������,-�0.��
��0/�#�(0!�x�
�a����
�302&��

�(!���12&�4#������56��7����#�8���
��&/f ��?@	�56�9�(���
;<�3��9��a�/�#���/�A��B�����

��������������%��&'�(!�(�)
*x�����:2�5;6�G��#a�������(!���!��+ax <����,-�.��
��/�#�(!�x�
�a�������12&0��
�32&��

4#������56��7����#�8���
��&/�(!f�(���
;<�3��9��:2 ��?@	�a�/�#���/�A��B�����

����������������������
�����(��!*���
��&��'�
����84�(�!#H4��h���a���������������K���K��SKN�$M���K23��K��
��O>�
K��&��K'�!	�,-�� 

C4i���$M���23�������,-�
�$M���23a�%�!+�D4��)�,�������'�$��[
�L� ���
��!	�
�����
��G��:'�Bax →��

���������(�!*���
���J��a&��'���fj�+����4�
K�����
K��G��:'����,-�
�$M���23����
��Lxf

ax

=
+

→

)(lim�
K�����/

&��'�"#��J���M��f(�!*����
��a����������
��4��
���
��L�"#�����$��4�,-���B��

Lxf
ax

=
→

)(lim��

������������(�!*���
���J��a��&��'���f���������������4�
K�����
K��GK��:'����SN�$M���23����
��j�+�Lxf

ax

=
−

→

)(lim��
K�����/

&��'�"#��J���M��f(�!*����
��a����������
��4��
���
��L�����$��4�,-���"#�B��

Lxf
ax

=
→

)(lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!�"��#�$ 

�	�
���� 

 

����������(�!KK*���
���KKJ��a&��KK'���f��C4iKK���$M���KK23��KK��
��a%�!KK+�D4��)���4�
KK�����
KK��GKK��:'���

Lxfxf

axax

==
−

→
+

→

)(lim)(lim�
�����/��&��'�"#��J���M��f�����!*����
��(a�����������K��������
K��4��
���
��L����4�,K-��

�"#�����$��B��

Lxf
ax

=
→

)(lim��

��@�A�B���&��'��� xxf −=)(����
��#M���.��
���
��/����
#�	�"-
��
����
���2�������&��K'�
K����K84�����!K��!8�'����4�f��h�K���
��

�=x�4��=x�4��−=x
#�	�$-
����
�/��

-1 1

-1

1

x

y

��

��
��

=→=
→−

→

)(lim)(lim xfxf
xx

��

��
��

=→=
−→+

−→

)(lim)(lim
)()(

xfxf
xx

��

��
���

=→==
→−

→
+

→

)(lim)(lim)(lim xfxfxf
xxx

��

�
���
��!	�
#�	�!8�')(lim xf

x
+

→�

�(�!�����
��!0����,�8�!��&��'�:',-���
F��G��/��	�,I�L����'�$2�/��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������	��
���
	��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
� 

�	�
���� 

���� ���&��'�(�!�����
Q

�

−
=

][
)(

x
xf
#�	�������?�(�3�(4��'���84��
6������84��
���
��4����	� ##:'��
�/��

=
+

→

)(lim xf

x Q

%k��=
−

→

)(lim xf

x Q

%T��

=
−

→

)(lim xf

x Z

%l��=
+

→

)(lim xf

x Z

%f��

��=
→

)(lim xf
x �

%�Z��

bbb��

����������
��!�"�#$������

�&��'��J�f����C4i���$M���23����
��a%�!+�D4��)���������������(�!*���
��&��'�,-�
�
�����SN�
��4�
�����
��G��:'���a����8���

�������"#��J��
���I��(4����(�
6�4���3����
��I����&��'�f�����(�!*���
��a���
�
��
���/���������$��O�
I'�!�-��!-�!���
�&���'�m�-�� �����

"#�	/��

T�)
���[4����������,-�
�4�SN�
��!	�$:���'/��

f�)
�
���$��-���
��+
�!	�$:���'/��

Z�)��
��+
�!	�$:���'�$
�
������	/��

�%
��&������
�����$:��'�
x

x
xf

||
)( =�(�!*���
���=x�
���[4�����,-�
�4�SN�
���/�
�
��
��!*���
�� ��������/��

�
�
����84�/=→

�
�

�

�
�

�

�

−=

=

→

−
→

+
→

x

x

x

x

x

x

x

x

x ||
lim

||
lim

||
lim

�

�

�

�

�

��

����'
��&����������
�����$:��'�
x

xf
π

sin)( =�������[
4�<��
������������!	��=x�����5��
6�4�� #����,�T���4�TW������4�"K	�a�K2n���

������$�����?�/����������[
4�<��
��&��'�����$��!��J�[
�L� ���
��=x��������������`�K��[
�KL�!K��&��'�
���2���#��4��
���$��-���(
��+
�

�
����!��(�'����F+�(�3y
�
���o���J��/���� ����
xx

π
sinlim
�→

�
�
����84��/�^�
�"#�	�$��,��5��
�E9*�� ���!����/_��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!�"��#�$ 

�	�
���� 

 

-1 1

-1

1

x

y

��

����'���&�����������
�
������0#��
��+
�!	�$:���'�/���&��'�apA�
�

�

x
xf =)(�����C�D��
��!	��=x����
������0#��
��+
�/���4�@4
8�

��������#R���$�>4�!	�
�3��$����F����?�
���2�x%���(�!�����
�f)�������������������$����������L��
6�!��)(xf�����,KIA������������

�����
����$����J
���4�q
������rH��/���M���$'
�I6�!�)(xf�����������������$K��sp*KL��
��!K	�
����$��o���+��,IA������������4����	�$��

&��'�"#��Jf�(�!*���
���=x�(�
���"$#(�)#��������*����+"#�	�$�������-����?���2��?��4�,-��/��

+∞=
→

)(lim xf
x �

��

TUV��VTUV��VVTUV��////��V��////��VVTUVW��VTUVW��TUVW��x��

TVV��TVVVV��TVVVVVV��←��?��→��TVVVVVV��TVVVV��TVV��)(xf��

��

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������	��
���
	��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
� 

�	�
����� 

����&��'�!��F��
�*�
�

�

x
xf −=)(�����C�D��
��!	��=x����
������0#��
��+
��/����������$�>4�!	�
�3��$����F���#����?�
���2��4�@4
8

�#R��x%���(�!�����
�f�)������������������$����������L��
6�!�)(xf���������rH��,IA�������������N�	���4���0N�	���
��K��$���/

���M���$'
�I6�!�)(xf�����������������4����	�$���o3�	�$������������&��K'�"#��J�$��sp*L��
��!	�
����$��f������(�!K*���
���=x�

�(�
��"$#(�)#��������*����+"#�	�$�������-����?���2��?��4�,-��/��

−∞=
→

)(lim xf
x �

��

TUV��VTUV��VVTUV��////��V��////��VVTUVW��VTUVW��TUVW��x��

TVVW��TVVVVW��TVVVVVVW��←��?��→��TVVVVVVW��TVVVVW��TVVW��)(xf��

��

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

��

�&��'� #�123
x

xf
�

=)(������
6�,-�
�,2-�
��������������������$K���K'��KN�	�4��KN�	��
6� ���SN�,2-�
��4���J
���4���J
�����L

���J/
������$��[
�L� ���
��B��

−∞=
−

→

)(lim xf

x �

����4����+∞=
+

→

)(lim xf

x �

��

TUV��VTUV��VVTUV��////��V��////��VVTUVW��VTUVW��TUVW��x��

TV��TVV��TVVV��←��?��→��TVVVW��TVVW��TVW��)(xf��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!�"��#�$ 

�	�
����� 

 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

��

��

���������������$�>4��c���(�3�@�A��?������3�
��ax →�������������)(xf������
��	�$2��O#��$�#:���
6�!����������&��K'�
K��"#��J�$��4�

�
�
����84�!*��� ���
�/��

�&��+���� ��,����

TB�����
���2��?�������-����f����������?�
��!	����������������
#�	�trF����84�[
�L�
���
���?�(�3�[
�I6�?������3�
�
����,-���
����/��J�

�
�
����84���N�!	�
#3��u#;�'���
�
����84�
�
��� ��/��

��

��

)(lim xf
x �−→

%�GH���

)(lim xf
x �→

%����

)(lim xf
x �→

%�`��

)(lim xf
x Z→

%����

��

��

��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������	��
���
	��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
� 

�	�
����
 

fB��&��'�
���2��f,-���
���������F����?�O0��
���/
#����m
���
���?�(�3�
�/��

��

)(lim xf

x
−

→�

%�GH���

)(lim xf

x
+

→�

%����

)(lim xf
x −∞→

%�`��

)(lim xf
x +∞→

%����

��

��

��

Z�B�&��'�!	�
#�	�,��5f�
����?�(�!*��;����,�#��
��(�
�����L�(�!*��/��

��

�
�
�

>−

<
=

��

��

xx

xx
xf )(��

k�B���
���?�(�3�&��'�
�
��
��

++∞→ x

x

x
lim4�

��
+−∞→ x

x

x
lim
#����m
����84�[
�L�
���
�/��

bbb��

��

��

��

��

��

��

��

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!�"��#�$ 

�	�
����� 

 

��(
�,����� ��-.)���

T�B��&��'�
�
�� −+

=
x

x
xf )(�(�!*���
���=xL�
�����84�[
�
�
4��,-��!��/��

�O��B,-���?�O0��!��&��'� ���(�!�����/��

��� −≥→≥+ xx��

�������� ≠→≠+→≠+→≠−+ xxxx��

}{),[ �� −∞−=� fD��

��
��G��:'���L�C4i���$M���23�
��&��'��iH,�������'�$��4B��

���
��

��

��

��

����

��

���

=++=
−+

++
=

++

++
×

−+
=

−+
=

→→

→→→

x
x

xx

x

x

x

x

x

x
xf

xx

xxx

lim
)(

)(
lim

limlim)(lim

��

��&��'�
��+
�(��
3�F��4�&��'�
���2��"-
����C��D��
�(�!*���=x�����$��
#�\'��#��!<#��� ��/��

-3 -2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

��

�
�

=
→

)(lim xf
x

��

f�B��&��'�
���2�][)( xxxf +=���(��?���
���
),[ ��������&��'�
��PQ-�4�
#�	�"-
������
���(�!*���
�=x���4�[
�L�
����8���!�


�
4��,-�/��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������	��
���
	��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
� 

�	�
����� 

�O�B��

xyx
x

= →∈
=�

��
][

),[��

���
�

+= →∈
=

xyx
x][

),[��

,-����?�[
�L�!��&��'�
���2��Pv/��

-1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

x

y

��

�
�
����84/=→

�
�

�
�

�

=

=

→
−

→

+
→ )(lim

)(lim

)(lim

xf
xf

xf

x
x

x

�
�

�
�

�

��

ZB�
��-�(�w3�&��'�!����?�&��'�k�,-��C4�:�/��

�
�
�

<

≥
=

��

��

t

t
tH )(��

�	�"-
��
�&��'�
���2���
���
�
4��,-��!����84�[
�L�
���
���?��������PQ-�4�
#/��

)(lim tH

x
−

→�

%��������������������������������)(lim tH

x
+

→�

%GH���

�O�B��

                                                 
4
���Heaviside 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!�"��#�$ 

�	�
����� 

 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

��

 �
�

=
−

→

)(lim tH

x

����������
����������������������������������
�

=
+

→

)(lim tH

x

  ��

k�B�,�p6�&��'�!����?�&��'l,-����-����/��

�
�

�
�

�

<−

=

>

=

��

��

��

x

x

x

x)sgn(��


�
4��,-��!����84�[
�L�
���
���?��������PQ-�4�
#�	�"-
��
�&��'�
���2���
���/��

)sgn(lim x
x

−
→�

%��������������������������������)sgn(lim x

x
+

→�

%GH���

�O�B��

                                                 
5
���signum 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������	��
���
	��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
� 

�	�
����� 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

��

�
�

−=
−

→

)sgn(lim x

x

%���������������������������������
�

=
+

→

)sgn(lim x

x

%GH���

��

l�B��&��'�
���2�][][)( xxxf −+=
#�	�"-
��
�/��

�GH��B
#�	�trF���
���?�(�3�
�/��

)(lim xf
x �→

%����������������������`)(lim xf

x
+

→�

%��������������������)(lim xf

x
−

→�

%�GH���

���B����$�#����
6��3�(�?��!�a���,�������'�$�/�−=
→

)(lim xf
ax

��

�O���B�!	�"#����$���

�J�x�[
�L� ���
���
����u#�L��
6��=−+ ][][ xx�!<#���
���=)(xf��

�J�x�u#�L��
6���[
�L� ���
���
��I�−=−+ ][][ xx�!<#���
���−=)(xf��

,-����?�O0��!��&��'�
���2��Pv�/��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!�"��#�$ 

�	�
����� 

 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

��

�
�

−=
→

)(lim xf
x

%����������������������`�
�

−=
+

→

)(lim xf

x

%���������������������
�

−=
−

→

)(lim xf

x

%�GH���

�!9��B
�����$�#�����
6��?��!*����3�
��&��'� ��ax =�������(
��TW�
���/��

xB�������&��'�
���2��"-
����
][

)(
x

x
xf =�����(��?���
��],[ ��−���������������trF������84�[
�L�
���
���?�(�3�[
�I6�?������3�
�
�����


#�	%/][,-��u#�L�y�8�,�p6�)/��

�������
][

lim
x

x

x
+

→�

%���������������������������������������
][

lim
x

x

x
−

→�

%�GH���

�O�B��

x
x

yx
x

−=
−

= →−∈
−=

�
��

�][
),[��

�
F��G��:'= →∈
=

yx
x �

��
][

),[��

�
�

�
�

�
== →=

=
yx

x][��

�?�O0��!��&��'�
���2���iH,-���/��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


������	��
���
	��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
� 

�	�
����� 

-2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

��

,-��$�:��$��/=
+

→
][

lim
x

x

x �

%����������������������������������������
�

=
−

→
][

lim
x

x

x

%�GH���

z�B�
�
��	


�
�


�

→ x

x

x

sin
lim

�

#�	��
#v��
�/��

��O�B�����#R�����L�C4i���$M���23�
��x
�����@4��&�
�
������
���
��>��
��N�&�
�/��,KH����K3�
��x4�xsin���,K�p6�"K3�


���3�/��iHB��

�� <<
x

xsin
���

�Pv�=	


�
�


�

x

xsin
�!<#���
���

�
=	


�
�


�

→ x

x

x

sin
lim��

��

[[[��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�	
���
����������	
������
�������������

����������������	
���f
��a��	���������L�	�
���������������

Lxf
ax

=
→

)(lim��

������������������������� �!���"#���������$��"#f�����}{ na������%�a�������&����"'(#�aan ≠�������& �!���)}({ naf���&��L�

�)����"'(#����*
���

Laf n
n

=
∞→

)(lim��

����	���	�%����+�,
"*��-(%�������
�

��

�
=

−

−

→ x

x

x
lim��

�.&&��/����&&�
�

��

�

��

−

−+
=

−

−
=

x

xx

x

x
xf

))((
)(������&&���=x����"&&#���"&&�����&&���0	*��&&���≠x��&&

���

�+= xxf )(���

���� �!���"#���"���1 }{ na��%��≠na�����"'(#���2�

���/��

�����
�

=→=+=+=
→∞+→∞+→

)(lim)(lim)(lim xfaaf
x

n
n

n
n

��

����	��%����+���%��	���
ax

ax
=

→

lim��

�3�!+��/��� �!���"#���"�}{ na��%�aan ≠����"'(#���a�

�����)���/��

��
aaaf n

n
n

n
==

∞→∞→

lim)(lim��

����	����%��	�%����+�nn

ax
ax =

→

lim4�n*	!5�������%��6 ���
�����n�)���7����≥a8��

�3�!+��/��� �!���"#���"�}{ na��%�aan ≠����"'(#���a�

�����)���/��

nn
n

n
n

n
aaaf ==

∞→∞→

lim)(lim��

�
���
������	�����%��	�%����+nn

ax
ax =

→

lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������  

����	����	�%����+��
�

=
→ x

x
x

π
sinlim��

��� �!���"#���"���1 }{ na��%��≠na�����"'(#���9�

���/��

�� ≤≤−

na

π
sin��

�

���

�

= →≤≤− →

≤≤−→>

∞→

=

∞→

=−

∞→×

n
n

n

na
n

na
n

n
n

nn
na

n
n

a
aa

a
aa

a
aIF

ππ

π

sinlimsin

sin

lim)(lim
��

�

���

�

= →≥≥− →

≤≤−→<

∞→

=

∞→

=−

∞→×

n
n

n

na
n

na
n

n
n

nn
na

n
n

a
aa

a
aa

a
aIF

ππ

π

sinlimsin

sin

lim)(lim
��

��

���� ���"#�
���1 / �=
∞→

)(lim n
n

af��

����������� �!������:�;)}({ naf������������0
�"�����������6<
���=��3
�>�
��f���?���
�a���&6<
����=��3
�>�
��@	��

������

���
�����������	
���f���?���
�a�������
������
�L�	�
���������������

�Lxf

ax

=
+

→

)(lim��

������������������������� �!���"#���������$��"#f�����}{ na������%�a�������&����"'(#�aan >��������& �!��)}({ naf���&���L�

�)����"'(#���*
���

�Laf n
n

=
∞→

)(lim��

����	����"��
�
�
�

>+

≤−
=

��

���
�

xx

xx
xf )(���	�%����+����
����,
"*��-(%������

�
�

=
+

→

)(lim xf

x

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�.��/�	�%�A"B}{ na������������$��C ������ �!��f�����%2�������"'(#��>na��$�'�D���

�����
=+=+=

∞→∞→

)(lim)(lim n
n

n
n

aaf��

��1 �
�

=
+

→

)(lim xf

x

��

�
���
������	����%��	�%����+����
����,
"*��-(%�����
�

=
+

→
x

x

x

||
lim��

�������������	
���f���?���
�a��
�������E;��L�	�
���������������

�Lxf

ax

=
+

→

)(lim��

������������������������� �!���"#���������$��"#f�����}{ na������%�a����������"'(#�aan <������& �!����)}({ naf���&���L�

�)����"'(#����*
��

�Laf n
n

=
∞→

)(lim��

����	���"���
�
�
�

>+

≤−
=

��

���
�

xx

xx
xf )(�	�%����+�E;����,
"*��-(%��������

�
�

=
−

→

)(lim xf

x

��

�.��/�	�%�A"B}{ na�����������$��C ������ �!���f����%�2�������"'(#��<na�$�'�D����

����� =−=−=
∞→∞→

)(lim)(lim n
n

n
n

aaf��

��1 �
�

=
−

→

)(lim xf

x

��

�
���
������	����%��	�%����+�E;����,
"*��-(%�����
�

−=
−

→
x

x

x

||
lim��

�����	�������,
"*��-(%�������"����%��	�%����+)(lim xf

ax
+

→

�)(lim xf

ax
−

→

�=������������������&�	�����&��L���%��&'��

�����()(lim xf
ax→

�������� )�)��L*+�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������� 

��,�-.�
��/����0
$�}{ na������������ �1�2��3������4�-� �f����������'���a�����*+���
�56��aan ≠��������&4�-� �%}{ na����7� �

�������86����������4�-� �
�3�9���:��"}{ nb�����
�56���a����*+��abn >����abn <��


;�}{ nb���-� �
�3�9�����3���4�}{ na��������
�56�����'���a������*+��abn >�������<)&=�>���
�����%�Lxf

ax

=
+

→

)(lim��F&G

Lbf n
n

=
∞→

)(lim�<)&&&&=���)}({ nbf3���&&&&4�-� �
&&&&�3�9&&&&��)}({ naf�&&&&���
&&&&�56���L�����(%*&&&&+��

Laf n
n

=
∞→

)(lim��


;�}{ nb������3���4�-� �
�3�9��}{ na��������
�56�����'���a������*+��abn <�������<)&=�>���
�����%�Lxf

ax

=
−

→

)(lim��F&G

Lbf n
n

=
∞→

)(lim&&&&=����<))}({ nbf3���&&&&4�-� �
&&&&�3�9&&&&��)}({ naf�&&&&���
&&&&�56���L�����(%*&&&&+��

Laf n
n

=
∞→

)(lim��

��!��"����
�56����4�-� �3��86����������4�-� �
�3�
6�L����
�56� )?�%�L*+�����

HHH��

����������I
������=������F<��J	����%��K��:�������$
�@��-
/��

"��}{ na�}{ nb���������"'(#���� �!������a����������"&#���"&���&%��
�&?�����&)���n���aan ≠���abn ≠���&���������&#��& �!����

)}({ naf��)}({ nbf@
�(6����	�������������L��L�$�'�D����)��"'(#�)(lim xf
ax→

�
������=��2��

����	����%���	�%����+�
xx

π
sinlim

�→

�
������=�����

��.��/��������B�%��������#�L������� �!�����}{ na�}{ nb�����������������)����"'(#�"K>�������"#�������"K>�, �C�����"#��%��	�@��M�N����

���#�� �!������)}({ naf��)}({ nbf��6�#��"'(#�,O6C���������������

�
�

��
�

===�→≠= )sin()sin()(,, π
π

n

n

afaa
n

a nnnn���

                                                 
1
�����$��K6���:��������������P"�������=��L���3�!+����"�����Q	6��0
������(���

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������# 

 

�
�

�

�

�
�

�
��

�

�
�

�
=+=

+

=�→≠

+

= )sin()sin()(,,
π

π
π

n

n

bfbb

n

b nnnn��

��� Laf
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

��� Lbf
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

�:�;�� LL ≠�$�)��6K�����6<��R!5�0
�"�����
xx

π
sinlim

�→

�
������=�����

����	����%���	�%����+�
xx

�

�
coslim

→

�
������=�����

��.��/����������#�L������� �!�����������B�%}{ na�}{ nb�����������������)����"'(#�"K>�������"#�������"K>�, �C�����"#��%��	�@��M�N����

���#�� �!������)}({ naf��)}({ nbf��6�#��"'(#�,O6C���������������

��

�

�

�
��

�

�
===�→≠= )cos()cos()(,, π

π

π
n

n

afaa
n

a nnnn���

�
�

�

�
�

�

�
��

�
�

�
=+=

+

=�→≠

+

= )cos()cos()(,,
π

π

π
π

π
π

n

n

bfbb

n

b nnnn��

��� Laf
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

��� Lbf
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

�:�;�� LL ≠�$�)��6K�����6<��R!5�0
�"�����
xx

�

�
coslim

→

�
������=�����

����	��������%��	�%����+�f��	�������
���"K>����?���
��"
�����?��S�������

��

�
�
�

>−

<
=

��

��

xx

xx
xf )(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������$ 

��.��/�%����������#�L������� �!�����������B}{ na�}{ nb�����������������)����"'(#�"K>�������"#�������"K>�, �C�����"#��%��	�@��M�N����

���#�� �!������)}({ naf��)}({ nbf��6�#��"'(#�,O6C���������������

�
� ��

��
�

nn
afaa

n
a nnnn ==�→≠−= )()(,,���

�
�

��
�

−=�→≠=
n

bfbb
n

b nnnn )(,,��

��
�

�
L

n
af

n
n

n
===

∞→∞→

)(lim)(lim��

���
�

L
n

bf
n

n
n

=−=−=
∞→∞→

)(lim)(lim��

�:�;�� LL ≠�$�)��6K�����6<��R!5�0
�"�����)(lim xf
x �→

�
������=�����

HHH��

�����������

�	�%�������+����B"*���
����L�TK��������"����
�UV�������
����

���������/��+������cxf =)("��"���?���"#�
��:D���������������
�����������(#�
��c���������*
/��

4c�����6��+������������8��cc
ax

=
→

lim��

�3�!+��/��� �!���"#���"�}{ na��%�aan ≠����"'(#���a�

�����)���/��

ccaf
n

n
n

==
∞→∞→

lim)(lim��

���������/����(#�����xxf =)(�������?���"#�
��:D�������
��������������(#�
��a"��"����a�������

xx
ax

=
→

lim��

�3�!+�/��� �!���"#���"��}{ na��%�aan ≠����"'(#���a�

�����)���/��

aaaf n
n

n
n

==
∞→∞→

lim)(lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������% 

 

���������/�����������"��f�g������?���
��a������)����6)������������&������%���
�>�
��gf +�gf −�gf .���.V��&���

���B"?<
��'
��(#�-
�
�a
��@	��������0
��$�'�D����)���$�)�,
"*��a�����
��������

�Lxg
ax

=
→

)(lim���������Lxf
ax

=
→

)(lim��

�� LLxgxf
ax

+=+
→

))()((lim��

�� LLxgxf
ax

−=−
→

))()((lim��

�� LLxgxf
ax

.))()((lim =×
→

��

�3�!+��/��� �!���"#���"�}{ na��%�aan ≠����"'(#���a�

�����)���/��

�Lag n
n

=
∞→

)(lim������������Laf n
n

=
∞→

)(lim��

�� LLagafagaf n
n

n
n

nn
n

+=+=+
∞→∞→∞→

)(lim)(lim))()((lim��

�� LLagafagaf n
n

n
n

nn
n

−=−=−
∞→∞→∞→

)(lim)(lim))()((lim��

�� LLagafagaf n
n

n
n

nn
n

×=×=×
∞→∞→∞→

)(lim)(lim))()((lim��

�� �������

�, �/��

�cLxfcxcf
axax

==
→→

)(lim)(lim��

�W�/�"���� ≠L�$�'�D���)�����

�

���

Lxgxg
ax

ax
==

→

→ )(lim)(
lim��

0	�X(#��

�

�

L

L

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax
==

→

→

→ )(lim

)(lim

)(

)(
lim��

�3�!+��/��� �!���"#���"�}{ na��%�aan ≠����"'(#���a�

�����)���/��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������& 

�Lag n
n

=
∞→

)(lim��������������Laf n
n

=
∞→

)(lim��

�cLafcacf n
n

n
n

==
∞→∞→

)(lim)(lim��

�

���

Lagag n
n

nn
==

∞→

∞→ )(lim)(
lim��

�

�

L

L

ag

af

ag

af

n
n

n
n

n

n

n
==

∞→

∞→

∞→ )(lim

)(lim

)(

)(
lim��

�������!�/"#�
������O(=���;����������������:D�
�������
�����:�(#��T�D��������
�������?������

)()(lim aPxP
ax

=
→

��

�3�!+�/��	#��
�"V�"����rxrxrxP
n

n
n

n +++=
−

− ...)( �
��"�����FG��)���:�������.!V����	UV/��

)(...

lim...limlim)...(lim)(lim

aPrarar

rxrxrrxrxrxP

n
n

n
n

ax

n
n

ax

n
n

ax

n
n

n
n

axax

=+++=

+++=+++=

−
−

→

−
−

→→

−
−

→→

�
�

�
�

�
�

�������"�/��:�(#��T�D��������
��������P�������������?���"#�
���
�����������������:D�
�������
�������

�≠=
→

)(,
)(

)(

)(

)(
lim aQ

aQ

aP

xQ

xP

ax
��

�3�!+�/��

)(

)(

)(lim

)(lim

)(

)(
lim

aQ

aP

xQ

xP

xQ

xP

ax

ax

ax
==

→

→

→

��

����	����%��	�%����+��Lxf
ax

=
→

)(lim�"����T�����"�����=−
→

))((lim Lxf
ax

��

�3�!+�/��

M����(�V/��

�=−→−=− →=
→→

=

→

→

))((lim))((lim)(lim

lim

LxfLLLxfLxf
axax

LL
ax

ax
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������' 

 

�L����(�V/��

LxfLxfLxfLxf
axaxaxaxax

=→=−→=−→=−
→→→→→

)(lim)(limlim)(lim))((lim �����

����	���+���%��	�%�����

@� ��

�
=++

→

))((lim xxx
x

4�����������7���������
A

@

�

�

�
=

+→ x

x

x
lim4�����������W�������ABC �

�
=

→

x
x
lim4�, ���

3�!+�, ���/���� �!���"#���"�}{ na��%��≠na����"'(#���Y�

�����)���/��

AB�CC ��
===

∞→∞→

)(lim)(lim n
n

n
n

aaf��

�3�!+�W�/���� �!���"#���"�}{ na��%��≠na����"'(#���Y�

�����)���/��

A

@

��

�

�

��

=
+

=
+

=
∞→∞→

)(
lim)(lim

n

n

n
n

n a

a
af��

�3�!+�7�/���� �!���"#���"�}{ na��%��≠na�����"'(#���2�

�����)���/��

@������� ����
==++=++=

∞→∞→

))(())())(()(())((lim)(lim nnn
n

n
n

aaaaf��

�##������$�/�"&&��x
by =�����
�&&(�����&&��-&&
�)(xP���$�'�D��&&)�������&&O(=��&&�;�-&&
�ax

ax
bb =

→

lim���

)()(lim aPxP

ax
bb =

→

��

�3�!+��/��

)(
)(lim

)(lim aP
xP

axxP

ax
bbb == →

→

��

�%&������������|||sin| xx ≤�"#���������x�4�:�
��
�Z��"��8����
�"V"����

�������������"
��=x������)������≤���������������
�

�
π

<< || x�������<�
���T=�������������<<
x

x
x

sin
cos�����
�"&V"��@&	��

�)���������������
�

π
≥|| x��"
������[S���@	���≤|sin| x��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������( 

�������'�/��4���NON����������8"���x�)���:�
��
�Z���"�����$�'�D��

ax
ax

sinsinlim =
→

4, ���

ax
ax

coscoslim =
→

4�W��

),(tantanlim Zkkaax
ax

∈+≠=
→ �

π
π4�7��

),(cotcotlim Zkkaax
ax

∈≠=
→

π4����

��3�!+�/���$��C ����� �!���}{ na�������"'(#��%a�������*	!5�����"#���"��������n�aan ≠���������
"&	���&��"&\��
���
������0&
��
�

3
�>/��

|||sin||cossin||sinsin| aa
aaaaaa

aa n
nnn

n −≤
−

≤
+−

=−
�

�
��

���

�0
�"����ax
ax

sinsinlim =
→

��

|||
||

|sin||sinsin||coscos| aa
aaaaaaaa

aa n
nnnn

n −≤
−

×≤
−

≤
+−

−=−
�

�
�

�
��

���

�0
�"����ax
ax

coscoslim =
→

��

),(tan
cos

sin

cos

sin
limtanlim Zkkaa

a

a

x

x
x

axax
∈+≠===

→→ �

π
π

),(cot
sin

cos

sin

cos
limcotlim Zkkaa

a

a

x

x
x

axax
∈≠===

→→

π��

�������(�/�� �<
��
�����������

, �8"���n����)����"B�Lxf
ax

=
→

)(lim�$�'�D�nn

ax
Lxf =

→

)(lim��

W8�"���n��������)���7����≥=
→

Lxf
ax

)(lim�����������n xfy )(=�����������&B"?<
��'
��&(#�-
�
��.V����a���,&
"*��

�$�'�D���)���$�)nn

ax
Lxf =

→

)(lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

���6<�/�"����
xxf −=)(�$�'�D��)����

�
=

→

)(lim xf
x

��������������
���
�����)(xfy =�
���=x����]&>�:�����(����!

�"%���"'
����
�!����)(lim xf
x �→

�������*�������

���	�
���
������	�%��!��]���
�"
����#����
��������

�@
�� ��

�D

−

+

→ x

x

x
lim�4�7�����������������A

�D �

B

+

−

→ x

x

x
lim4����W������������������

�A

�
�A −

−

→ x

x

x
lim�4, ���

�������)�/����"^B����	UV��

����_�1]���'
��(#�-
�
��"��a��������	&)����6&)���)()()( xgxfxh ≤≤�

�Lxgxh
axax

==
→→

)(lim)(lim��

�$�'�DLxf
ax

=
→

)(lim��

3�!+��/����$��&C �����& �!��}{ na�������&���"&'(#��&%�a������������&��"&#���"&�����&���

�&&&*	!5n�aan ≠��
"&&&	���&&&��"&&&\��
���
����R&&&!5��&&&

����	U&&&V�A"&&&B�)()()( nnn agafah ≤≤���

Lagah n
n

n
n

==
∞→∞→

)(lim)(lim���	UV�R!5�FG���������)���:��������#�� �!���
�����"^BLaf n
n

=
∞→

)(lim�

���*
Lxf
ax

=
→

)(lim��

����	����	#��:�^����

�
=

→ x
x

x

π
coslim��

�.�/"#���"���≠x��

������

���
�

�� x
x

xx
x

x
≤≤− →≤≤−

× ππ
coscos��

�
�

�
�

��

�

�

� =→

�
�

�
�

�

=

=−

→

→

→

x
x

x

x

x
x

x π
coslim

)(lim

)(lim

��

����	����	#��:�^���
�

�
=

→

][lim
x

x
x

��

a 

L 
f 

g 

h 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

�������#  

��.��/�����%��	�������"#���"�����&�	�������s��������&����sss ≤<− ][������&���
�"&V"����������&C6����&��M�&��W
x

s
�

=�����"&��

"#�≠x���

������

xxx

��
�

�
≤<− ][��

�"���>x�)���:�������/��

�
�

�
��

�
�

≤<−→≤<−
×

][][
x

xx
xxx

x
��

)(][lim
)(lim

)(lim

��
�

��

��

�
�

� =→

�
�

�
�

�

=

=−

+
→+

→

+
→

x
x

x

x
x

x��

�"���<x�)���:�������/��

x
x

x
x

xx
xxx

x
−<≤→≥>−→≤<−

×
�

�
��

�
�

��
�

�
][][][��

)(][lim
)(lim

)(lim

��
�

��

��

�
�

� =→

�
�

�
�

�

=−

=

−
→−

→

−
→

x
x

x
x

x

x��

�`���
�����1 42�8��4Y�8�)���:������/��
�

�
=

→

][lim
x

x
x

��

���	�
���
��������

2�/��"#���"��"���≠x�	)����6)������� AA xxfx +≤≤− )(�����W�O?���)(lim xf
x �→

��

Y�/���	#��:�^��
��

�
=

→ x
x

x
sinlim��

a�/���	#��:�^��
��

�
=

→ x
x

x
coslim��

b�/�����L������O<
"
����������"
���������	�%����+���
�

=
→

)(lim xxD
x

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������#� 

 

�
�
�

∉

∈
=

Qx

Qx
xD

�

�
)(��

�
�(�#�
�/���O<
"
�������
����� ≤≤ )(xD��

c�/��"����%��	�%����+�=
→

|)(|lim xf
ax

�$�'�D��=
→

)(lim xf
ax

��

�(�#�
��
�/�|)(|)(|)(| xfxfxf ≤≤−��

����	��"���x�)���:�
��
�Z���"�����	�%����+�
�

=
→ x

x

x

sin
lim��

�.��/"����%��	������x�)���:�
��
�Z���"����"#���"�x��%�
�

�
π

<< || x�)���Y�

�������

�<<
x

x
x

sin
cos��

�
��

�

�
�

� =→

��

�
�

�

=

=

→
→

→

x

x
x

x
x

x sin
lim

)(lim

coslim

��

�� ����"���u�)���:�
��
�Z���"������
�"V"��$
��(#�"
����#���������

�
�

=
→ u

u

u sin
lim4�W������������������������

�
=

→ u

u

u

sin
lim4, ���

�
�

=
→ u

u

u tan
lim4����������������������������

�
=

→ u

u

u

tan
lim4�7��

����	���	�%��!��]���
�"
����#�������

x

x

x

)sin(sin
lim

�→

4�7�����������������������
A

�

� @

A

x

xx

x

tan.sin
lim
→

4������������������������W
bx

ax

x

sin
lim

�→

4, ���

�, ��.�/��

b

a

b

a

b

a

ax

ax

b

a

ax

ax

bx

ax

xxxx
=×=×=×=

→→→→

�
����

lim
sin

lim
sin

lim
sin

lim��

                                                 

2����8�E�x��6��3���7 ),(
�

�
π

�),( �
�

π
−
�� �8	7�-�����% 7� �7�
:�}{),( �

��
−−

ππ
FG��8����56�9��*+��
�H�I� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

�������#� 

�W�.�/��

x

x

x

x

x

xx

xx

A

@

�

@

A
�

�

�A

�

�

tansin
lim

tan.sin
lim ××=

→→

��

@

A
A��

@

�
A

A

A

@

� ��

�
=×××=×××=

→

)()(
tan

)
sin

(lim
x

x

x

x

x
��

�.�7/���

���
����

=×=×=×=
→→→→ x

x

t

t

x

x

x

x

x

x

xtxx

sin
lim

sin
lim

sin

sin

)sin(sin
lim

)sin(sin
lim��


���
������	��/��
����
x

x

x A

�

�

tan
lim
→

�	�%��!��]���
����

���������*�/���������"��f���g��'
��(#���
��������<
a�������&)���$�&)�,
"*���=
→

)(lim xf
ax

����&����g�
���

_�1]���'
��(#�-
a�)���
����"%��$�'�D����

�=
→

)().(lim xgxf
ax

��

��3�!+�/������������,
"*��R!5������ �!���"#�����������}{ na�������"'(#��%�a��������&)���aan ≠���&

����=
∞→

)(lim n
n

af��

��������"�g����_�1]���'
��(#�
���%�a������������6!N�����������
����"%�M����%��
�����=��Mag n ≤|)(|������R&!5�F&G

�	U&&&V�!����&&&%���&&&)��&&&���&&&Q	6�����"^&&&B���&&& �)}()({ nn agaf�&&&���"K&&&>��&&&���"&&&'(#���0
�"��&&&���

�=
→

)().(lim xgxf
ax

��

����	���.>���)sin()(lim
�

�
@�

� −
−

→ x
x

x
�	�%��!��]���
����

�.��/��	#�����
�"V@�
−= xxf )(���)sin()(

�

�

−
=

x
xg���3
�>�0
��
���

�, ��/�@�

��
=−=

→→

)(lim)(lim xxf
xx

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������## 

 

��W�/:�;��"���"#���≠x���

����
�

�
� ≤

−
≤− )sin(

x
�FG��� ≤≤− )(xg���*
�)(xg����'
��&(#�
��Y���
��&��"%�

�������

�"������1 ���	UV�d�B���

�
�

�
@�

��
=

−
−=

→→

)sin()(lim)().(lim
x

xxgxf
xx

��

HHH��

+�
&��������,��-.��/�01.��������2/��

2�/�������]>�e@=�.��)�$�)�$���������"������������������0
@'
�=���$�"%�
�����0		*��"\���
����'
��(#�
���
�[	]>�e@=��
�����6�����)���[	

�	�%�����!��]���
����Ff�����	�%���

Y�/�����������������������������	&�%�_1&���
�RO?��
�V���$�"%���g��0		*���
�RO?�
�V�:�
���
�����6�����)���RO?��
�V�.��)�$�)�$���������"��

�	�%�����!��]���
����Ff����

����	���	��	����=��3
�>�
���
�"
����#�������

A

A

A −

−

→ x

x

x

||
lim4�W������������������������������������

�
+

→

][lim x
x

4�, ���

�.��, �/��

���� ��
=�>�>�→

+ ][)( xxxx��

A���
�

�

�

=+=+
+

→
+

→ )()(

lim][lim

xx

x��

���� ��
=�<�<�→

− ][)( xxxx��

����
�

�

�

=+=+
−

→
−

→ )()(

lim][lim

xx

x��

��	����=��������

�
+�

→

][lim x
x

��

�W�.�/��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

�������#$ 

AAA�A�AAA −=−−=−�<−→>−�>�→
+

xxxxxxx )(||��

�
A

A

A

A

AA

=
−

−
=

−

−

+
→

+
→

x

x

x

x

xx

lim
||

lim��

xxxxxx −=−�>−→<−�<�→
− AA�A�AAA ||��

�
A

A

A

A

AA

−=
−

−
=

−

−

+
→

+
→

x

x

x

x

xx

lim
||

lim��

��	����=������
A

A

A −

−

→ x

x

x

||
lim��

����	������])[][(lim xxx

x

��
�

−+−
−

→

�	�%�W�����
���

�.�/��

���������
���

=−=−=−−−+−=−+−
−

→
−

→
−

→

)(lim))()((lim])[][(lim xxxxx

xxx

��

HHH��

3�+�
&���/�������,��-.���4�5�� ��
�

�
�:D�L�T����B
�h�
���6��

���������������"�%�������������!��]��
�
)(

)(
lim

xg

xf

ax→

��������0<(������������?���
��7"C����3
�>�����a������&)�"K>������0&
��
�

��3
�>i��g?>��������T!��� �������	
���
�

�
��$�"%��
�P"���������	�%�L�T����B
��
����%��
���������"K>�.����_1��L�T����B
�
��
�%�j����

����$���%����"��M�N��"%k�����
��
�#�h�
�"
��
���$���%�"K>�.����_1�4L�T����B
8�	�%����:�	�����

���7 ��82���7"C����3
�>�"�����)���"
1G����
@Q������O(=���;����

�M�N�/��

��

�

@�

@

D@

�

DD@

�D

���@

DB

DD

�

�

�

�

D
==

+

−
=

+−

−−
=

−

+−

→→→ )(
lim

))((

))((
limlim

x

x

xx

xx

x

xx

xxx
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������#% 

 

���%&�����������7"C����3
�>��	�����"�������������������)�������O(=���;�:D�7"C����3
�>��%��"�%�3
�!��:��������$���%�"K>�.����

��(��L�T����B
�@	���
���

�M�N�/��

B
A

�J

�

KK@

�

KA@
�

�

�

�

�

A

�A

�
==

++

++
=

−

−+

→→ xx

xx

x

xx

xx
limlim��

�	#��L�Q����
��	������

�9/�3���&:�82�����)���M�<
��
�.��)�"�%�7"C���
�3
�>�"�����

M�N��2�/���

Y

acY

Y −

−+

→ x

x

x
lim��

.�/��

�����T!�
9

9

YY

al

YY

acY

Y

ac YY

Y
=

−

−
=

−

−+
=

−

−+

→ )(

)(
lim

x

x

x
��

a

Y

m

b

aa

b

acY

YY

ac

Y

acY

YY

acY

b

acY

lc

acY

ac

acY

ac

ac

ac

Y

ac

Y

ac

YYYYY

Y

Y

YY

Y

YY

YYY

Y

Y

YYY

YY

YY

Y

Y

Y

==
+

=

++

+
=

++

+
=

++−

+−
=

++−

−
=

++−

−+
=

++−

−+
=

++−

−+
=

++

++
×

−

−+
=

−

−+

→→

→→→

→→→

)(

lim

))((

))((
lim

))((

lim

))((

lim

))((

)()(
lim

))((

)()(
limlimlim

x

x

xx

xx

xx

x

xx

x

xx

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

xx

xxx

xxx

 

�M�N�Y�/��

a

Yn
aYn −

−

→ x

x

x
lim��

.�/��

�����T!�
9

9

aYn

YnYn

a

Yn
aaYn

=

−

−
=

−

−

→ x

x

x
lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

�������#& 

YnllllYnaYnla
Yn

laYn

a

laYn

la

la

a

Yn

a

Yn

aYaaYa

Yn

aYa

Yn

aaa

aYa

YnaYa

aYa

aYnaYn

=++=++=++=
−

++−
=

−

++−
=

++

++
×

−

−
=

−

−

→→

→→→

)(lim
))((

lim

)(

))((
limlimlim

xx
x

xxx

x

xxx

xx

xx

x

x

x

x

xx

xxx

 

�;��<=<.�82���������������NON��`���
����$��K6����)����	K���"�%���������L�T����B
�
������

�M�N��/��

����
��� �

��

�

�

�

�

��
====

−

→→→

)()
sin

(lim
sin

lim
cos

lim
x

x

x

x

x

x

xxx
��

�M�N�/��

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

���

���

�

�

�

−=
−

=
−

=
−

=
−

=

==
−

−
→

−
→

−
→

−
→

−
→

−
→

x

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

xxx

xxx

cos
lim

sin

cossin
lim

)sin(

sin
lim

|sin|

sin
lim

sin

sin
lim

cos

sin
lim

��

��=���/x��1 ���
���
�"V����NON����$"
���L
�T;���
�
��xx sin|sin| −=��

��

��

HHH��

��

��

��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������#' 

 

�
���
������	������
�"
����#�����	�%�W����

x

x

x �

A�

sin

cos
lim

+

→π

4�m��
�

�D� �

� +

++

−→ x

xx

x
lim4�2��

x

x

x
�

�

�

cos

sin
lim

−

→
π

4�n��
x

x

x

CA �

�

−+

→

)(
lim4�Y��

��

�

x

x

x

cos
lim

−

→

�4o��
�

@

@ −

−

→ x

x

x
lim4�a��

xx

x

x
cossin

tan
lim

−

−

→

�

@

π
4�l��

AC�

�

� −+→ x

x

x
lim4�b��

��

A

x

xx

x

coscos
lim

−

→

4�29��
�

�
A

�

� −

−

→ x

x

x
lim4�c��

��

�01.����	���>��
����

2�/�*��-(%����	�%����+��������� �!���,
"���

�≥=
→

aax
ax

;lim4����JA

�
=

→

x
x
lim4, ���

��

�

�
=

+
→

][lim

)(

xx

x

4�$��
B

A

C�

A
=

−

−

→ x

x

x
lim4�W��

����
�

=−
→

x
x
lim4�7��

���, ��3�!+��/��$��C ����� �!��}{ na�������"'(#��%�����������*	!5�����"#���"������n��≠na������
"	�����"\��
���
������0&
��
�

3
�>/��

J� AA
===

∞→∞→

)()(lim)(lim n
n

n
n

aaf��

�W�3�!+�/��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

�������#( 

)(lim
))((

limlim A
A

AA

A

C

AA

�

A
+=

−

+−
=

−

−

→→→

x
x

xx

x

x

xxx
��

$��C ����� �!��}{ na����"'(#��%�A	!5�����"#���"���������*n�A≠na�
"	�����"\��
���
���3
�>�0
��
�/��

BAAA =+=+=
∞→∞→

)(lim)(lim n
n

n
n

aaf��

��3�!+���7�/��$��C ����� �!��}{ na�������"'(#��%���������*	!5�����"#���"��������n��≠na���������
"&	���&��"&\��
���
������0&
��
�

3
�>/��

���� =−=−=
∞→∞→

n
n

n
n

aaf lim)(lim��

�����3�!+��/��$��C ����� �!��}{ na�������"'(#��%�a�������*	!5�����"#���"��������n�aan ≠�������
"&	�����"\��
���
������0&
��
�

3
�>/��

aaaf n
n

n
n

==
∞→∞→

lim)(lim��

���$�3�!+��/��$��C ����� �!��}{ na�������"'(#��%�
�

�
�������*	!5�����"#���"��������n�

�

�
>na�������
"&	�����"\��
���
������0&
��
�

3
�>/��

��
@

�

�

�

�

� ��
=×=×==

∞→∞→

][)(][lim)(lim nn
n

n
n

aaaf��

Y�/�������#�L�������������f�g����%��	�@��M�N��))()((lim xgxf
ax

+
→

�������&���& ���&)����6&)�����=�)(lim xf
ax→

����&=��

�)����6)�������)(lim xg
ax→

��

�.��/��

��=+� )()( xgxf���
�
�
�

<

≥−
=

ax

ax
xg

�

�
)(����������

�
�
�

<−

≥
=

ax

ax
xf

�

�
)(��

a�/�������#�L�������������f�g����%��	�@��M�N��))()((lim xgxf
ax

×
→

���������&���& ���&)����6&)�����=�)(lim xf
ax→

�����&=��

������)����6)��)(lim xg
ax→

��

�.��/��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������#� 

 

��−=×� )()( xgxf���
�
�
�

<

≥−
=

ax

ax
xg

�

�
)(����������

�
�
�

<−

≥
=

ax

ax
xf

�

�
)(��

b�/���������������
Da����
������%��
�����=�
@�

�@�
�� −+

+−+

→ axx

xx

x
lim�������
��&���p��)�"K>�, �C���������a������0&
��
��&�����

�	�%���	G��
������

��.��/��������������"	q�������
�>�
��.>������)��������"K>���3
�>����:�;������������&)���"K&>�@&	��7"&C���%���"�����"K>�����&�*
�

��T!����6���
�����0
���<�
�����)����3
�>�0
��
���

��@����@� ��

�
−=→=−+→=−+

→

aaaxx
x

)()(lim��

�@�

�@�

@��

�@�

@�

�@�
��

�

�

�� +++

+++
×

−−

+−+
=

−+

+−+

→→ xx

xx

xx

xx

axx

xx

xx
limlim��

))()((

)(
lim

))((

)()(
lim

�@����

�

�@���

�@�

��

�

� ++++−

−
=

+++−−

+−+
=

→→ xxxx

xx

xxxx

xx

xx
��

�J

�

BA�

�

�@����
=

××
=

++++
=

→ ))((
lim

xxx

x

x
��

c�/���#����a��bC6���:��;��
���%��	�%�W��
�

�
=

−+

→ x

bax

x
lim��

�.��/��"������"K>��
���@	��.>������)��������"K>�7"C��:�;���

@��� =→=−+ bba )(��

�@

�@�@�@�

��� ++

++
×

−+
=

−+
=

−+

→→→ ax

ax

x

ax

x

ax

x

bax

xxx
limlimlim��

@�@��@�@�@

@@

����

a

a

a

ax

a

axx

ax

axx

ax

xxxx
=

++
=

++
=

++
=

++

−+
=

→→→→ )(
limlim

)(
lim

)(

)(
lim

@�
@

=→=→ a
a

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

�������$  

m�/��	�%�W�����
�"
�������

x

xx

x

||||
lim

�A�A

�

+−−

→

��

�.�/��

B
B�A�A�A�A

���
−=

−
=

+−−−
=

+−−

→→→ x

x

x

xx

x

xx

xxx
lim

)()(
lim

||||
lim��

n�/��
������=��.���������%��	#��:�^����

)][(lim
x

x
xx

�
�

�

�
−

→

��

�.�/��

)][(lim)][(lim
xxx

x
x xx

���
�

�

��
−=−

→→

��

���������?���
�������0
��=x����
�������������"
�����������#�L������� �!�����������B�%}{ na�}{ nb������"#��%��	�@��M�N�����, �&C����

��)����"'(#�"K>�������"#�������"K>�����#�� �!������)}({ naf��)}({ nbf��6�#��"'(#�,O6C���������������

���
�

=−=�→≠= ][)(,, nnafaa
n

a nnnn���

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
��

�

�

�

=−+=−+=+−+=

+−+=+−+=�→≠

+

=

nnnnnn

nnnnbfbb

n

b nnnn

][)(][)(

][][)(][)()(,,

��

��� Laf
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

�
�

�

�

�
Lbf

n
n

n
===

∞→∞→

)(lim)(lim��

�:�;�� LL ≠�R!5�0
�"�����)][(lim
x

x
xx

�
�

�

�
−

→

�
������=�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������$� 

 

o�/�
�����
x

x

x
��

�

� −+
→

|cos|
lim

)(

π
�	��	���
����

�.�/��

π
π

ππ

π
π

π

πππ

−=×+−=

×+−=
−

−

×+−=

−

−+−

=
−

−+−

−

+−
=

+

+
×

−

−
=

−

→+
→

+
→

+
→

+
→

+
→

+
→

+
→

+
→

�
��

���
��

��
���

��

��
�

��

��
�

��

��

��

��

��

����

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

)(

sin

lim)(lim

)(sin

lim)(lim

)(sin)(

lim

)sin()(

lim

))(cos(
lim

)(cos
lim

|cos|
lim

)()()(

)()(

)()()(

t

t

x
x

x

x

x

xx

x

xx

x

xx

x

x

x

x

x

x

t
xxx

xx

xxx

��

��=���/���
���+)(
�

π
�
���
�"V�L�����
�
������1 xx ππ cos|cos| −=��

l�/�����][)(
�

A@
�

�

+

+
=

x

x
xf��;�
��p���������
����?���4p�";8��

�.�/��

A�@
�

�

�

@@

�

�@@

�

A@
��

�

�

�

�

�

=−=

+

−
+

+

+
=

+

−+
=

+

+
= ][]

)(
[][][)(

xx

x

x

x

x

x
xf��

�)���������+������-
������0
���1 �����������
�����	�����������(#�
��FG���

��=���/��

�
�

�
�

�

�
��

�

�
�

���
−=

+

−
→<

+

−
<−→<

+

< ][
xxx

��

29�/��<�
��A"B���][][)( xxxf A
A

�
++=���� �!�����)}({

n
f

�

A

�
+p�����"'(#�������;������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

�������$� 

�.�/��

][][][][)]([])[()(
nnnnnnn

f
A

�
�

A

�A
�

�

A

��

A

�
A

A

��

A

��

A

�
+++=+++=++++=+��

�"���M��∞→n�

������

������
A

��

A

�
=+=+++=+ ][][)(

n
f��

�����"'(#�-
����� �!�����*
���

22�/����?���
��"
����#�����%��	�%����+����� �!���,
"*��-(%�����=x��
�������$�)�$�������

�

�

−
=

x
xg cos)(�4��W��������������������������������

�

�

−

−
=

x

x
xf

||
)(4�, ���

.��, ��/��

�
�

�

�

�
��

�
� =

−

−
=

−

−
=�→≠+=

n

n

n

n
nnnn

a

a

a

a
afaa

n
a

||
)(,,���

�
�

�

�

�
��

�
� −=

−

−−
=

−

−
=�→≠−=

n

n

n

n
nnnn

b

b

b

b
bfbb

n
b

)(||
)(,,��

��� Laf
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

��� Lbf
n

n
n

=−=−=
∞→∞→

)(lim)(lim��

�:�;�� LL ≠0
�"�����
�

�

� −

−

→ x

x

x

||
lim�
������=�����

�W�.��/��

��

�
�

�
�

�
��

�

�
� ==

−+

=�→≠+= π

π

π
n

n

agaa
n

a nnnn coscos)(,,���

�
�

�

�

�
�

�
�

�
��

�
�

�
� =+=

−

+

−

=�→≠

+

−= )cos(cos)(,,
π

π

π
π

π
π

n

n

bgbb

n

b nnnn

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������$# 

 

��� Lag
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

��� Lbg
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

�:�;�� LL ≠�0
�"�����
�

�

� −→ xx
coslim�
������=�����

2Y/���	�������
�������?���r	#�
���O<
"
��������%��	�%����+����� �!���,
"*��-(%��������

�.��/������)������"
��3
�>���������0
���%��	����

�
�
�

∉

∈
=

Qx

Qx
xD

�

�
)(��

�������A"B
��<a�����������
��������������������?���
�������0
���<�
��3�!+����"�ax =���
������������������L�&���&���& �!�����������B�%

����#}{ na�}{ nb������������������&)����"'(#�"K>�������"#�������"K>�, �C�����"#��%��	�@��M�N�������������&#��& �!����&��)}({ naD�

�)}({ nbD��6�#��"'(#�,O6C���������������

�
�

=�→≠+= )(,, nnnn aDaaaa
n

aa���

�
�

=�→≠+= )(,, nnnn bDabab
n

ab��

��� LaD
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

��� LbD
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

�:�;�� LL ≠�0
�"�����"#���"��������
������a��)(lim xD
ax→

��
������=�����

��<�
��A"B�:��%�a�������s�����?���
�������0
���<�
��3�!+����"�������ax =�
�������������������B�%����&���& �!�

�����#�L��}{ na�}{ nb�����������������)����"'(#�"K>�������"#�������"K>�, �C�����"#��%��	�@��M�N����������&#�� �!������)}({ naD�

�)}({ nbD��6�#��"'(#�,O6C���������������

�
�

=�→≠+= )(,, nnnn aDaaaa
n

aa���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

�������$$ 

�=�→≠= )(,,
][

nnnn bDabab
n

na
b��

��� LaD
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

��� LbD
n

n
n

===
∞→∞→

)(lim)(lim��

�:�;�� LL ≠�����"#���"��0
�"�����s�������a��)(lim xD
ax→

�
������=������

��=���/��

a
n

na
a

n

na

n
ananana

n

aa
nn

a
nn

= →≤<−→≤<−
∞→

=

∞→

=−

∞→÷ ][
lim

][
][

lim)(lim
�

�
���

2a�/����������%��	�%����+����� �!���,
"*��-(%�����"
�
����?����
�

�
=x���
����&�������������tC^&���
��&��
��&���Ff&�

�	�%���

�
�
�

∉+

∈+
=

Qxx

Qxx
xf

�A

�
)(��

��,�-.��
�/����0
$}{ na������4�-� ����)L4 ����3�����82�2"� ������������'��a*+���
�56��
�3�%86����������4�-� ��&�);� �����3���

�����}{ nb����
�56���a�/�
�;�8��
M��7 ��7���

�>��
������

��� +=+=→+=
∞→∞→

abbfbbf n
n

n
n

nn )(lim)(lim)(��

�
�3���"86����������4�-� ;� �����3���
�� �N�������}{ nc����
�56���a/�
�;�8��
M��7 ��7����

�>��
������

�A�A� +=+=→+=
∞→∞→

accfccf n
n

n
n

nn )(lim)(lim)(��

�<�
���"))(lim n
n

af
∞→

�'��� )�)���
��
��<(�OP�L����6��4�-� �
�3�8��
�56� ������*+��>���%��)���"��"���#������

�0
�"����/��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������$% 

 

�

�
����A =→=→+=+ aaaa��

�������)�����Q	6���%f�
��
�

�
=x�
����������

�

D

�

�
=

→

)(lim xf

x

��

��%&���
�������0
���%���)����L�O*��������
��
�

�
=x�����6��	G����

HHH��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

�	
��
���������������
��������

����������������	�
���
����������������������������
�

�

x
xf =)(������������������=x�����������
������
� ����!
��
��	��
����������

����"�#���$	�
�x��������%����&'����
���(�)���
��*#����+������,�
�+�����-��#�.
�)���
x������������-�����/�.
�)���01�
��234#��
��*#����

����*#�	
�

�

x
�������������
��#��
�)���5���������6��	���
�	�7#�8���5	����9��
��:����
�)(xf��������������34#����,�����%��5�����#����

������(�)�9��

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

x

y

��

���
�;<��.
����!
����=�������01��	>7#��?)(xf�#�����������-���(�)�������@��234#���,����%����������9�������
��0(�2�A�B	�!�
����

����$	���-��#x�������=���#�C�#��01�
��)(xf��
�∞+���������:��>(���<��%��	��=���#�C�#+∞=
→

)(lim xf
x �

���������#�D��0�

��=��9��

�
���
�E�
��F#������
�

�

x
xf −=)(������������+����������
�
 ����!
��
��	������	>�7#��?
�;<��.
����
���
���

����01)(xf�������������-���&'����������@���0=#���,����%���������#��9����������$	���-��#�
�0(�2�AB	�!
����x������#�C�#��01�
��

���=�)(xf�
��∞−:��>(���<��%��	��=���#�C�#��−∞=
→

)(lim xf
x �

��=���#�D��0����9��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!��"�#$ 

��������� 

 

-11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

-13

-12

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

��

���������	
��

�G
�A�H��

I�H�������;
����#���$	+∞=
→

)(lim xf
ax

����������.
�)�������������#��=A
����"�#�5x��
����,a�J����������$�
��K���
���*#��

)(xf�������������@��234#���,����%���������=����(�)�9���$	���
�(�2@���!
����x
��a��=���#�C�#�)(xf���
∞+��C��#�

�=���#9��

L�H�����;
����#���$	�−∞=
→

)(lim xf
ax

��������"�#�5����.
�)�������������#��=A
x������,�
��a�J��������������$�
��K���
���*#�

)(xf�����������@���0=#���,����%��������=����&'��9����������$	���
�(�2@���!
x�
��a�����=���#�C�#�)(xf
�∞−���C��#�

�=���#9��

���
���=��C�#��01�2<��
��5M�N��#�	��-���:�;�������
����@�������92����O#�N��#�	�P��1�2#Q,�
��
���9��

�������
%�:��������=��R�;������9��

�

�

� −+
→

][
lim

xx

J�S����������������������������
�

� %

�

x

x

x −

−

+
→

limJ�T��
%

%

% −

−

−
→

x

x

x

][
limJ�I��

��

%&

�

�

�

� −+

++

−
→ xx

xx

x

limJ�U�������������������������������x

x

x cos

sin
lim

−−
→

��

J�L��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

�C�H��

+∞=
−

=
−

−
=

−

−
=

−

−

−−
→

−
→

−
→ �

�

%

�

%

%&

%

%

%%% xxx

x

xxx

limlim
][

limJ�I��

−∞=
+

===
− −−

→
−

→
−

→ �

�

�

�

�
�

��
�

� ���

�

�

�
x

x

x

xx

x

x

xxx sin

cos

lim

sin

cossin

lim
cos

sin
limJ�L��

+∞==
−+

−
=

−

−

++
→

+
→ )())((

limlim
�%

�

��

�

%

�

�
�

� xx

x

x

x

xx

J�T��

−∞==
−+

++
=

−+

++

−−
→

−
→

−
→ )(

lim
))((

limlim
�'

&

�%

�

%&

�

�

�

�
�

�

� xxx xx

xx

xx

xx
J�U�������������������������������

�!�A#��==
−

=
− +

→
+

→
�

�

��

�

�

�

�� xx x
lim

][
limJ�S����������������������������

���������	
�����������	
��������

I�K����������
�(f��a���-��#�∞+���;
����#�	�+∞=
→

)(lim xf
ax

���:�
=#���V�*��%��
@�3������:�%��
��D�(�����

f�=��#}{ na
��
��a	�2�����?<��aan ≠���-���
�-���+∞=
∞→

)(lim n
n

af��

LK�����������
�(f��a���-��#�∞−���;
����#�	�−∞=
→

)(lim xf
ax

���:�
=#���V�*��%��
@�3������:�%��
��D�(�����

f�=��#}{ na
��
��a	�2�����?<��aan ≠���-���
�-���−∞=
∞→

)(lim n
n

af��

���������=��2��W�G
�A��.<��
��9��

−∞=

−

−

→
�� �

�

)(
lim

xx
�J�������������R�����������������������������+∞=

→
��

�

xx
limJ�G@���

�G@��C�H�:�
=#���V�*��%��
@�3�����f�=��#}{ na
��
���01�	�2�����?<���≠na�
����H��

+∞==
∞→∞→

�

�

n
n

n
n a

af lim)(lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!��"�#$ 

��������� 

 

�C�R�H�:�
=#���V�*��%��
@�3�����f�=��#}{ na
��
���.
	�2�����?<���≠na�
����H��

−∞=

−

−
=

∞→∞→
��

�

)(
lim)(lim

nn
n

n a
af���

��
��������������=��
3��7#�����
%����9��

�

�

�
� −

−

−
→ x

x

x

][
lim��

������������	
��

I�K����������=��X��f��:�D%�����),( +∞c��������-���D��-�G�
�A���9����������"�#�
����#��?=����(�x��
���∞+��������=����#�C��#I9��

�
��*#)(xf��,�
���L�==��C�#��9�����2
�O�������������
�(�D�?�Mf������L��;
����#�	�2���9��

Lxf
x

=
+∞→

)(lim��

L�K����������=��X��f�%������:�D),( c−∞��������-���D��-�G�
�A���9����������"�#�
����#��?=����(�x��
���∞−��������=����#�C��#�L��9

�
��*#)(xf���,�
��L�==��C�#��9�����2
�O�������������
�(�D�?�Mf������L��;
����#�	�2���9��

Lxf
x

=
−∞→

)(lim��

�� !""#��J5������Y�:�
��Z<��:�D���,�$�K����=��#�:���3��P����3,�.��
������axaxa
n

n
n

n +++
−

− ...�
��������$	

±∞→x�-���
�-������5����!
��F���
��2���������5M�%��:��
Z<��������9��

�P�3W��H��

n
n

x

n
n

x

n
nn

n

x

n
n

xn
nn

nn
n

x

n
n

n
n

n
n

n
n

n
nn

n
x

n
n

n
n

x

xaxa

xa

a

xa

a
xa

xa

a

xa

a
xa

xa

a

xa

xa

xa

xa
xaaxaxa

±∞→±∞→

−

±∞→±∞→

−

±∞→

−
−

±∞→

−
−

±∞→

=+++=

+++=+++=

+++=+++

lim)...(lim

)...(limlim)...(lim

)...(lim)...(lim

���

�� ��

�
��

�

��

�
�

��

���������=��R�;������
%����9��

                                                 
1
�����"�#x���
��#��
�)���5�����������
��9 
2
�����"�#x�5�����������
���������
��#�9 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

)(lim �& �
+−

−∞→

xx
x

��

�C�H��

−∞=+∞−=−∞−=−=+−
−∞→−∞→

)()()(lim)(lim &&&�& ���
xxx

xx
��

���������=��R�;������
%�:������9��

&

�%&

�

�

+−

+−

+∞→ x

xx

x
limJ�G@���

�
xx

x

x %

�&

�
−

+

+∞→

lim�JR��

�
%&

�'%

�

&

−

++−

−∞→ x

xx

x
lim�JN��

�C�H��

&
�

&&

&

�%&

�

�

�

�

−=
−

=

−

=

+−

+−

+∞→+∞→+∞→ xxx x

x

x

xx
limlimlimJ�G@���

�
&&&

%

�&

��
=

∞+
===

−

+

+∞→+∞→+∞→ xx

x

xx

x

xxx
limlimlimJ�R��

�+∞=−∞
−

=
−

=
−

=

−

++−

−∞→−∞→−∞→

)(limlimlim
&

%

&

%

&

%

%&

�'%

�

&

�

&
x

x

x

x

xx

xxx
J�N��

��$ ����
����$	�:�;��������:������:����5�����#���5����Y�:�
Z<��:�D�,�$����=��±∞→x�2-��H��

�
�

�
�

�

>∞

=

<

==

+++

+++

±∞→
−

−

−
−

±∞→

mn

mn
b

a

mn

xb

xa

bxbxb

axaxa

m
n

n
n

xm
n

m
n

n
n

n
n

x

�

�
�

�
� lim

...

...
lim

�

���

���������=��R�;������
%�:�����9��

)(lim �&' �
+++

+∞→

xxx
x
JG@���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!��"�#$ 

��������� 

 

)(lim �&' �
+++

−∞→

xxx
x

J�R��

C�G@��H���

+∞==+=

+=+++=+++

+∞→+∞→

+∞→+∞→+∞→

xxx

xx
xx

xxxxx

xx

xxx

('

'
�&

�'�&' �

�

��

lim)(lim

)(lim)((lim)(lim
��

�R�C�H��

−∞==−=

+=+++=+++

−∞→−∞→

−∞→−∞→−∞→

xxx

xx
xx

xxxxx

xx

xxx

%'

'
�&

�'�&' �

�

��

lim)(lim

)(lim)((lim)(lim
��

���������=��R�;������
%�:������9��

xx

xx

x +

++

+∞→ �

)' �

limJ�G@���

xx

xxx

x +

++

+∞→ �

� '�
limJ�R��

�%

�&

�
++

−

−∞→ xx

x

x
limJ�N��

�C�H��

&
�

(

�

'

�

'

�

)' ��

==
+

+
=

+

+
=

+

++

+∞→+∞→+∞→+∞→ x

x

xx

xx

xx

xx

xx

xx

xxxx
limlimlimlimJ�G@���

&
&��'�

�

�

�

�

==
+

=
+

=

+

++

+∞→+∞→+∞→+∞→ x

x

x

xx

x

xx

xx

xxx

xxxx
limlimlimlimJ�R��

�

&

�

&

%

&

�%

�&

��
−=

−
==

++

−

−∞→−∞→−∞→ x

x

x

x

xx

x

xxx
limlimlimJ�N��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

��$ ���J��=�����:%�����K��

)(limlim
a

b
xacbxax

xx �

�
+=++

+∞→+∞→

��

)(limlim
a

b
xacbxax

xx �

�
+−=++

−∞→−∞→

��

��(��	�<a��������������9��

���������=��R�;������
%�:������9��

�&% �
++

+∞→

xx
x

limJG@���

�(�&% �
+−++

−∞→

xxx
x

limJ�R��

)(lim )&�* �
+++

−∞→

xx
x

J�N��

�C��G@�H��

+∞==+=+=++
+∞→+∞→+∞→+∞→

xxxxx
xxxx

�
+

&
�

%�

&
%�&% � lim)(lim)

)(
(limlim��

�R�C�H��

+∞=−=

+−−−=+−+−=+−++

−∞→

−∞→−∞→−∞→

x

xxxxxxx

x

xxx

+

�(
%

&
��(

%�

&
%�(�&% �

lim

lim)
)(

(limlim
��

�N�C�H��

))&&)&
*�

�
*)&�* �

=++−=+++−=+++
−∞→−∞→−∞→

)(lim))
)(

((lim)(lim xxxxxx
xxx

��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!��"�#$ 

��������� 

 

������������	
������������������

�������(�f����������������-���5�������[���%�f�����$	�+∞→x���������L��������;
����#�	�2���Lxf
x

=

+∞→

)(lim��D��(��

�:�
=#���V�*��%��
@�3������:�%��
�f��=��#�}{ na�
��
��∞+���-���
�-����2�����(�	��HLaf n
n

=
∞→

)(lim��

�������(�f��%�!�
�Y���������������-���5�������f��$	−∞→x���������L��������;
����#�	�2���Lxf
x

=
−∞→

)(lim��D��(��

:�
=#���V�*��%��
@�3������:�%��
�f��=��#�}{ na�
��
��∞−���-���
�-����2�����(�	��HLaf n
n

=
∞→

)(lim��

���������(�r��=��2��W���-���234#�:�
�(���,�.
�9��

�
�

=
−∞→

rx x
limJ���������������������������������������������R�

�
=

+∞→
rx x

limJ�G@���

�C�H:�
@�3������:����D���@��}{ na�
��
��∞+��
�∞−�
�����2�����(�	�H��

�
��

===
∞→∞→∞→

r

nnr
nn

n
n aa

af )(lim
)(

lim)(lim��

\\\��

���������������������	
��

I�K����������=��X��f���:�D%������),( +∞c��������-���D��-�G�
�A���9���#��?=����(��������"�#�
����x��
���∞+��������=����#�C��#�9�

�
��*#)(xf)���
��∞+�==��C�#��9�P��1�!
������;
����#9����+∞=

+∞→

)(lim xf
x

��

L�K����������=��X��f���:�D%������),( c−∞��������-���D��-�G�
�A���9����������"�#�
����#��?=����(�x��
���∞−��������=����#�C��#��9

�
��*#)(xf�
�∞+�==��C�#��9��;
����#�P��1�!
��������9+∞=
−∞→

)(lim xf
x

��

T�K����������=��X��f���:�D%������),( +∞c��������-���D��-�G�
�A���9����������"�#�
����#��?=����(�x��
���∞−��������=����#�C��#���9

�
��*#)(xf
��∞+�==��C�#��9��;
����#�P��1�!
��������9+∞=
−∞→

)(lim xf
x

��

UK�����������=��X���f���:�D%������),( c−∞��������-���D��-�G�
�A���9����������"�#�
����#��?=����(�x��
���∞−��������=����#�C��#���9

�
��*#)(xf
��)���∞−�==��C�#��9
����#�P��1�!
������;����9−∞=
−∞→

)(lim xf
x

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

������]�4#�:���&
xxf =)(�
��?���^���������9
��2���_B�	������!
������<��
��
��������

��

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

��

��"�#���$	x����-��#�`�)����
��*#)(xf���-��#�`�)��)����9�aYH��

+∞=
+∞→

)(lim xf
x

��

��"�#���$	�!�=b<�x��
��*#����-��#�.'���)(xf�)���.'�����-��#��9�aYH��

−∞=

−∞→

)(lim xf
x

��

������:����
xxf =)(2-���5�����#�)���H��

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!��"�#$ 

��������� 

 

+∞=
−∞→

)(lim xf
x

	����������+∞=
+∞→

)(lim xf
x

��

��������
����=��2��W�:��
@�3���G
�A��.<��
��−∞=
−∞→

�
cx

x
limJ�c2����0=#���,�.
�K9��

�C��H�=��#�D���@��:�
@�3������:�%��
�}{ na:�
=#���%��f�
����(�	���∞−�
����9��

−∞=+∞===
∞→∞→∞→

)()lim()(lim)(lim cacacaf n
n

n
n

n
n

����

�!
����=�−∞=
−∞→

�
cx

x
lim��

\\\��

%�����������
��&����

�����(����������:���2@���%���&
�
�����������:�
3��7#��∞−∞�	�∞×��	��
∞

∞
�����=���#����/����9��������O3�#�)��������2�@���!
���

�����-��#�R�;7#�����������������2@���
���������:�3��]�<,��c� ������2���c%[�������*#�:�
3��7#�:����	�
�

�
������c�O�������ad��	�C
�3��

���-9��

���������=��
3��7#�����
%�:������9��

�*

&�

�
++

+−

∞−→ xx

x

x
limJ�S��)(lim

%

%

�

�

�� −

−
−→ xxx

J�I��

xx
x

&�
�

cot.sinlim
→

J�e��)(lim
�

�

��

xxx

−
+

→

J�L��

xx
x �

�
�

π
tan)(lim −

→

J�f��)(lim &���
−−−

+∞→

xxx
x

J�T��

��
x

x

x &�cot

cot
lim
→

J�U��

�C�IH��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

%

�

�

�

��

�

%

�

%

%�

%

%

�

�

������

��

=
+

=
+−

−
=

−

−
=

−

−+
=

−

−
−

→→→→

∞−∞

→

)(lim)
))((

(lim)(lim)
)(

(lim

)(lim

xxx

x

x

x

x

x

xx

xxxx

x
��

�C�LH��

−∞=
−

=
−

=−
++

→

∞−∞

+
→ �

����

�
�

�
�

)(lim)(lim
x

x

xx xx

��

�C�TH�]	��g	��H��

)(

)(
)(lim)(lim

&��

&��
&��&��

�

�
��

−−+

−−+
×−−−=−−−

+∞→

∞−∞

+∞→ xxx

xxx
xxxxxx

xx
��

||
limlimlim

)(
lim

xx

x

xx

x

xxx

x

xxx

xxx

xxxx +
=

+

=

−−+

+
=

−−+

−−−
=

+∞→+∞→+∞→+∞→

����

&��

&��

&��

&��

���

��

��

'
�

����
==

+
=

+∞→+∞→ x

x

xx

x

xx
limlim��

�c	��g	��H��

'
�

��

��

��
�&���

=+−=
−

+−=−−−

+∞→+∞→

∞−∞

+∞→

)(lim)
)(

((lim)(lim xxxxxxx
xxx

��

C�UH���

&��&
&

&
&

&

&

�

�

& �

�

�

���
==××===

→→→

∞

∞

→

))((
tan

tan
lim

tan

tan
lim

tan

tanlim
cot

cot
lim

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxxx
��

�C�SH�]	��g	��H��

&

�

&

�

&

�

*

�

�*

&�

��
=

−

−
=

−
=

−
=

++

+−

∞−→∞−→∞−→

∞

∞

∞−→ x

x

x

x

x

x

xx

x

xxxx
lim

||
limlimlim��

�c	��g	�H��

&

�

&

�

(

�
&

�

*�

�
*

�

�*

&�

�
=

−

−
=

−−

−
=

+−

−
=

++

+−

∞−→∞−→∞−→

∞

∞

∞−→ x

x

x

x

x

x

xx

x

xxxx
limlim

)
)(

(

limlim��

�C�eH���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!��"�#$ 

��������� 

 

&

�

&

�
��

&

�

&

&

�

�

&

�
�&�

�

�

�

�

�

�
==××=×=

→→

∞×

→

))()((
tan

sin
lim

tan
sinlimcot.sinlim

x

x

x

x

x
xxx

xxx
��

�C�fH���

)tan(

)(lim

cot

)(limtan)(lim

x

x

x

xxx
xxx

��

�
�

�

�
�

�
�

�

�

�

�

�

� πππ

π

−

×−=×−=−
→→

∞×

→

��

ππππ

�

�

�

�

�

�
�

�
�

��
==×=

−

×−=
→→ t

t

x

x
tx tan

lim

)(tan

)(lim��

���
��#�2��W��@�,�P��B�
������
����-��e
u

u

u
=+

+∞→

)(lim
�

�5M����
�e�-����#�!
�d����,��9��

��������
�	M�2���
������
%�:������C1���9��

=+

+∞→

x

x x
)(lim

&

�
�J�������������������������������R=

+

+∞→

x

x x

x ��
)(limJ�G@���

=
++∞→

x

x x

x '

�
)(limJ������������������������������=+

−

+∞→

x

x x

&

�

�
� )(limJ�N��

\\\��

%���������	�'��
����

I�H���=��
3��7#�����
%�:�����9��

xx
x

cot.tanlim
�→

J�I��

)(lim
xx

x

xx

x

x +

+
−

−

−

→
���

�

�

%&
J�L��

)cot.(cotsinlim xxx

x

−
+

→

�%

�

J�T��

xx
x +

�
%

π
tan)(lim −

→

J�U��

�C�H��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

�
�

�

�

�
=×=

→

∞×

→ x
xxx

xx tan
tanlimcot.tanlimJ�I��

))((
lim

))((

))(())((
lim)(lim

��

�

��

���%&�

�

%& �

����� +−

−
=

+−

−+−+−
=

+

+
−

−

−

→→→ xxx

xx

xxx

xxxx

xx

x

xx

x

xxx
JL��

�

�

��

�

��

��

��

��

��
=

−

−
=

+−

−
=

+−

−
=

→→ ))((

)(

))((

)(
lim

))((

)(
lim

xx

x

xxx

xx

xx
��

)
sin

cos

sin

cos
.(sinlim)cot.(cotsinlim

x

x

x

x
xxxx

xx

−=−
+

→
+

→
�

�
%�%

��

J�T��

�����

�

�
���

�

�
%

�
%

�

�
%

�

��
%

�

���

��

−=−=−=

−
=

−
=

−
=

−
=

−
=

+
→

+
→

+
→

+
→

+
→

+
→

)()cos(lim

)
sin

(cos.sinlim)
sin

.(sinlim)
sinsin

sin
.(sinlim

)
sinsin

)sin(
.(sinlim)

sinsin

sincoscossin
.(sinlim

x

x
xx

x
x

xx

x
x

xx

xx
x

xx

xxxx
x

x

xxx

xx

���

)tan(

)(lim

cot

)(limtan)(lim

x

x

x

xxx
xxx

+�

�
�

+

�
�

+
�

%%% πππ

π

−

×−=×−=−
→→→

�JU��

ππππ

ππ

�

��

�+

�

�

+

�

�

%
+

%

%
+

�

�

%

%
+

�

�

�
�

%�%

%%

=
+

×=
+

×=
+

×

−

−
=

−

×
+

−
=

−

×
+

+
×−=

→→→

→→

x
t

t

x
x

x

x
x

x

x
x

x
x

xtx

xx

lim

)(tan

lim

)(tan

lim

)(tan

lim

)(tan

)(lim

��

��
�����������������	�D����������]�&
����:�
�������]�&
�����
%�P��3,�5�����(���@�&
�������������±∞→x��������
%�:%��������=��C�#��

��$2���D��0����C9��

||lim...lim
na

b
xabxax n

x

n nn

x
+=++

±∞→

−

±∞→

I��

2;���EZ6#���$�5�������$�
��N��������-�������]�&
����:�
����
������1���9��

)(lim xx

x
Lf −

+∞→

J�U��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!��"�#$ 

��������� 

 

C�H��

+∞=−+∞=−=−=

−=−

∞+∞+

+∞→+∞→

+∞→+∞→

)(])([])(lim[lim

])([lim)(lim

+I
f

L
If

f

L
If

f

L
IfLf

x

x

x

x

xx

x

xx

x
��

)(lim xx

x
Lf +

−∞→

J�S��

C�H��

+I++I
f

L

L

I
I

L

f
LI

L

f
L

I
L

f
LLf

=+=+=+=+=

+=+

∞+∞+∞−∞−

−∞→−∞→

−∞→−∞→

)(])[()(])[(])(lim[lim

])[(lim)(lim

x

x

x

x

xx

x

xx

x
��

��
������
���
���P��3,����x�������-��#����h�5�������9�(�+∞→x������������(��	�2�����(�)��g��

�Y�
��:��
Z<��−∞→x�

����������Z1���*��
3��7#�����2�����&'���g��

�Y�
��:��
Z<�9��

)(lim
I

I

I

L
LI −

−

−→ xxx
J�e��

R���H
L

I
−��

)(lim IIUL
+−−+

+∞→

xxx
x

J�f��

R���HT��

)(lim
T TT LT IeIe +−−−+

−∞→

xxxx
x

J�i��

R���HL��

LL

I

L +

+∞→ +

+ x

x x

x
)(limJ�j��

R���HLe��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

L�H���=��R�;������
%�:�����9��

x

x

x
cot

tan
lim

)( +
→

�

π
J�f��

�

%�

� −

−

+
→

x

x

x

limJI��

)(lim
��

��

xxx
−

→

J�i��
�

�

� −

−

−
→

x

x

x

][
limJ�L��

)(lim xxxx
x

&& ��
−−+

∞−→

�Jj��
x

x

cotlim
+

→π

J�T��

][lim
&

�

�

�

++

++

∞+→ xx

xx

x
�JI+��

x

x

tanlim

)( −
→

�

&π
J�U��

x

xx

x −

−

∞−→ �

�tan
lim�JII��

+�

�

�
% −−

−

−
→ xx

x

x

limJ�S��

)sin(sinlim xx
x

−+
∞+→

��JIL��

%

�

�

�

� −

−
+

→ x

x

x

][)(
limJ�e��

�C�H��

))((

lim

))((

))((
limlim

%�

%

%�

%%

�

%

�

�

�
�

��

�

�

�

�

� −−

−
=

−−

−−
=

−

−

+
→

+
→

+
→ xx

x

xx

xx

x

x

xxx

J�I��

+∞===

−

+
=

−

+
=

−−

+−
=

+++

+

+
→

+
→ �

%

�

%

%�

��

%

�

%�

��

��
�

�
� ))(()(

lim

))((

))((
lim

x

x

xx

xx

xx

��

+∞=
−

=

−

−
=

−

−

−−

−

−
→ �

��

��

��

�

�

�

][][
lim

x

x

x

J�L��

+∞=
−

===
−+

+

+
→

+
→ �

�

)sin(

)cos(

sin

cos
limcotlim

π

π

ππ
x

x
x

xx

J�T��

+∞=
−

===
−−

−

−
→

−
→

�

�

�

&
�

&

�

&

�

&
)cos(

)sin(

cos

sin
limtanlim

)()(
π

π

ππ x

x
x

xx

J�U��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!��"�#$ 

��������� 

 

−∞===

+−

−
=

+−

−
=

−−

−

−−−−

−

−
→

−
→ �

�

(�

�

�%%%

�%

�%

�

+�

�

%
�

% ))(())(())((
limlim

xx

x

xx

x

xx

J�S��

?
)(

lim
][

=

−

−
+

→ %

�

�

�

� x

x

x
J�e��

−∞=
−

=

−

−
=

−

−
=

−

−

++

+

+

+
+

+

+
→ �

�

%%

�

%�

�

%

� ��

�

��

�

�

�

)(

)(

)()(
lim

][][

x

x

x

2��������

−∞==

−

−
=

−

−
=

−

−

−−

+

−

+
−

+

−
→ �

�

%%

�

%�

�

%

� ��

�

��

�

�

�

)(

)(

)()(
lim

][][

x

x

x

k'�����

−∞=

−

−
→

+

→ %

�

�

�

� x

x

x

][)(
lim��

+∞=+∞===

+
→

+
→

+
→

��

���

�
)()(tanlim

tan

tan
lim

cot

tan
lim

)()()(

x

x

x

x

x

xxx
πππ

J�f��

−∞=
−

=
−

=
−

=−
+

→→

∞−∞

→ �

�

�

�����

������ )(
lim)(lim)(lim
xxx x

x

xx
J�i��

)(lim xxxx
x

&& ��
−−+

∞−→

�Jj��

))((lim

xxxx

xxxx
xxxx

x &&

&&
&&

��

��
��

−++

−++
−−+=

∞−→

∞−∞

��

)(lim)
)()(

(lim

xxxx

x

xxxx

xxxx

xx &&

(

&&

&&

����

��

−++

=

−++

−−+
=

∞−→∞−→

��

&
�

((((

��
−=

−
=

−−
=

+
=

+

=
∞−→∞−→∞−→∞−→

)(lim)(lim)
||||

(lim)(lim
x

x

xx

x

xx

x

xx

x

xxxx
��

=

++

−
+

++

++
=

++

−++
=

++

++

∞+→∞+→∞+→

][lim][lim][lim
&

�

&

&

&

�&

&

�

��

�

�

�

�

�

xxxx

xx

xx

xx

xx

xx

xxx
�JI+��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

���
�

�
&

�
�

&

�
�

��
=−+=

∞+

−
+=

++

−
+=

++

−
+=

∞+→∞+→

)(][])[(lim][lim
xxxx xx

��

)(

)(tan

)(

tan
lim

)(

tan
lim

tan
lim

�
�

�
�

�
��

����

−
∞−

−∞
=

−

=

−

=
−

−−

∞−→

−

∞−→

−

∞−→

x

x

x
x

xx

x

xx

xxx
�JII��

−+

+

=−−=
−

−

= )()(
)(

)(

����

� ππ

π

��

)cos()sin(lim)sin(sinlim
�

�

�

�
��

xxxx
xx

xx

++−+
=−+

∞+→∞+→

�JIL��

)cos()sin(lim
�

�

�

�

�

�
�

xx

xx

xxxx

x

++

++

++
×

−+
=

∞+→

��

���
�

�

�

�

�

�
� =××=

++

++
×=

∞+→

k
xx

xxx
)cos()sin(lim��

�
����H)cos(
�

� xx ++
2�����������9��

T�H��
�	M�2���
�����	�P��1��������
%���������9��

�

��

� −

−

+
→

][

][
lim

x

x

x

��

�C��H��

����� <≤→=→=− xxx ][][��

),[ ��−= RD f��

���,�2�����?
�;<�����������>@I�F��G
�A������2371������!
��%��5�����<��	�D9��

�
����H�==���#�
3��7#��
%�C&-�
�������������D�3�-��
���/��9��

������
�

��

�

�

��

�

�

=+=+=+=
−

+−
=

−

− +

+
→

+
→

+
→

][)]([lim
][

)])([]([
lim

][

][
lim x

x

xx

x

x

xxx

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �!��"�#$ 

��������� 

 

U�H�����������2,������:��D�l�c����2�3;��:�

�^����v����������2���������
�� )(

c

v

m
m

−

=
��9������5M����
���m������D�l�5�&���c���

�	�2��c�����2,����-����#�9
����$	−
→ cv�����_�B���m������#��$�0���
'�9��

��	�������,�-��−
→ cv�,�.
�cv <��/0−

→ ��)(
c

v
�����123��"���4
��5��
6��78�+��������9���, �	
 �����:;9<���>�m�

/0+∞→m�;=�, �>5?"�,@
A�,@
A��5B�C�#�,�.
����

S�H��(��
����=��2��W+∞=
→

)(lim xf
ax

������	g�	>7#��?
�;<��.
����a�-�����������9D�?�M��

+∞=+
→

))()((lim xgxf
ax

��

ad��	�2��+∞=+
→

])[(lim x
xax

�
��=�����Y����9��

�C�H������5�'�g�	>7#��?
�;<��.
����a2������������9234#���,���������	�aYk�
��H��

kxgk ≤≤− )(��

kxfxgxfkxf
xf

+≤+≤− →
+

)()()()(
)(

��

))((lim))()((lim))((lim kxfxgxfkxf
axaxax

+≤+≤−→
→→→

��

+∞=+ →
→

+∞=+

→

=−

→ ))()((lim

))((lim))((lim

xgxf
ax

kxf
ax

kxf
ax��

�����][)( xxg =2������������01�2�����?
�;<��.
�������	+∞=

→ xax

�
lim��>@�
�����n���E3��9��

+∞=+

→

])[(lim x
xax

�
��

\\\��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

��
��������������

I�H����:�%��
���(���>x��-���
�-���9��

�

� &���

x

xx
xf

x

x +
<<

−
)(��

����D�?�M)(lim xf
x +∞→

��=�����Y���9��

LH���=��
3��7#�����
%�:������9��

T LT

L

Ief

TiU

+++

+++

−∞→ xxx

xxx

x
limJ�T�����������������

x

xx

x T+ sin

sintan
lim

−

→

J�L��������������
LT

I
L

T

I +−

−

→ xx

x

x
limJ�I��

T�H���=��R�;������
%�:�����9��

�&

��

�
−+

+

−∞→ xx

x

x
lim�Jf��

�

��

�

&

−+

+−

−∞→ xx

xx

x
limJ�U���

�

�'

&

&

+−

++

−∞→ xx

xx

x
limJ�I��

)(lim xxx
x

��
+−

+∞→

�Ji��

��

�

�

�

−+

++

+∞→ xx

xx

x
limJ�S��

&�

�& �

−

+

+∞→ x

x

x
limJ�L��

)(lim xxx
x

��+
& �&

−+
−∞→

Jj��

&

�

�

�

++

++

−∞→ xx

xx

x
limJ�e��xx

�
coslim

−∞→

J�T��

U��H����*#k���������
���=��!��A���<;$�
�����
I

IL
LU

TU

++

−+
=

xkx

xx
xf )(�
����$	�±∞→x������U�-���9��

S��H����*#n	�m�������5�='�����9I
LTL

IL

=

−−

−

+∞→ xx

mx

nx
lim���

��

DDD��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

	
���	
�����

�����������������	�
����
�������������������������������	�������
�������� !"#����$�����%����� %�����%���&��'(����)������

�������*"���+�����+,-���������������������	�
��+���./(������� -�
��.��	���0	������������#���%��������

����1 ����#��

2�3�������������������04�)������5�3�������������������������
�6�3+7����������

.����������87�0��	�
��9��������:�;�&��<��=��>�����
��.�����#��

���������	��

���	����	�?.�a�*"�@�A�;�B�-���
���C���D�87�ax =�������� ���04�)����������f��@�%E.��B0�7 E�
������%F�C�$��
%,7

�-�����.).��.7$�&��#��

−∞=
→

)(lim xf
ax

G�5��

��

+∞=
→

)(lim xf
ax

G�2��

��

��

��

−∞=
+

→

)(lim xf

ax

G�H��

��

+∞=
+

→

)(lim xf

ax

G�6��

��

��

��

−∞=
−

→

)(lim xf

ax

G�I��

��

+∞=
−

→

)(lim xf

ax

G�J��

��

��

��

��

a 

a 

a a 

a 

a 

f 

∆ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

��������� 

�
��
�*"��,�7���.-�ax =�����04�)�������f���������	�����9;B�-���ax =�	�
�)�����-���@�
��K7.L��x�$��

����MN�O.P�$��*����7��������O.P�$��*����7���O.P���aB��	�+���)(xf��9�.,������7�Q��	��7�Q7�R�#��������SF���

������ T��
��7��AF���� ���7���&.�	���� �����UV �L��04�)#��

������������������������04�%)��%�����W.���&����
7��B0����
����.)�./(�&��������.�	�W.���B�&.�	���� �����04�)�������&��<��=��&�.�

����f�����
7��X7���,�7���.-����B������� (�B���,��./(����Y2�#��

�
�����-���
���04�)�������&����������B�-������=��������.��.E��#��

����
��7��;��������� T��Y� (�������.7$���� ��04�)�&���������#��

xxf cot)( =GI��
"

##

$

#

−

+−
=

x

xx
xf )(G�2��

xxf
%−

= tan)(G�Z��
xx

xx
xf

−

+−
=

#

# %#
)(G�5��

%#

#

#

#

+−

−+
=

xx

xx
xf )(G[��

&

%

#
−

+
=

x

x
xf )(G�6��

$#

#

#

#

−+

−+
=

xx

xx
xf )(G�\��

x

x
xf

+

−
=

%

%
)(G�H��

%−
=

x
xf log)(G�2]��xxf tan)( =GJ��

�+C2^��

#'"$
=→=− xx��

�*"#=x����04�)�������#��

+C5^���

%''%'#
==→=−→=− xxxxxx ,)(��

                                                 

1
�����()�
�*��+�,�-���./(	�
���0,(*����1	,(*�,��23���4

'

'
5��	�����*���
6��47�����5!,�8���9�������!��1��:��	��f,��ax =�
��
��

∞+����∞−��.;�<=�8���4�()ax =5��	�,��(>��<?�@�A��B��f2/��� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�*"'=x�*"�
F������04�)�������%=x�-���
��R���Y� (�&��
7��9 N�B�����04�)������#��

+C6^���

}{),[ #% −+∞=fD��

##'&#
−==→=− xxx ,��

�*"#=x�*"�
F������04�)�������#−=x��������@�
��K7.L����D�X7��
A7�������������9 N�B�����04�)���#��

+CH^���

],( %%−=fD��

%'% −=→=+ xx��

�*"%−=x����04�)��������B�
A7�������������9 N�K7.L����D�X7����������@�-#��

�+CJ^��

x

x
xxf

cos

sin
tan)( ==��

#
'

π
π +=→= kxxcos��

�.��&�.�Zk ∈�� !"�
#

π
π += kx������04�)�������#��

+CI^���

x

x
xxf

sin

cos
cot)( ==��

πkxx =→='sin��

�.��&�.�Zk ∈�� !"�πkx =������04�)�������#��

+CZ^���

),(
##

ππ
−=fR��

�������.��9 N������04�)�������������SF�B�������=�#��

+C[^���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

��������� 

%'%'%# ##
=→=−→=+− xxxx )(��

%

#

%

#%

%#

#

##

#

−

+
=

−

+−
=

+−

−+
=

x

x

x

xx

xx

xx
xf

)(

))((
)(��

��SF%=x����04�)�������#��

�+C\^���

$#

#

#

#

−+

−+
=

xx

xx
xf )(���

%$'%$'$##
=−=→=−+→=−+ xxxxxx ,))((��

$

#

%$

%#

$#

#

#

#

+

+
=

−+

−+
=

−+

−+
=

x

x

xx

xx

xx

xx
xf

))((

))((
)(��

��SF$−=x��04�)���������#��

�+C2]�^���

%−
=

x
xf log)(��

),( +∞=→>→>− %%'% fDxx��

%'% =→=− xx��

����
����	�X��L��� T��Y� (�������.7$������04�)�&���������#��

||

||
)(

xx

xx
xf

−

+
=

5

5
��

+C^��

�
�

�
�

�

−=

=

=

→=→=−

2

2

]

] 55

x

x

x

xxxx ||||��

}{ 2]_2_−−= RD f��

�9 N��]=x&��
7���*"����*����SF�����Y� (� 2=x���2−=x������04�)�������#��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 


��
�^���	�X��L����������&���������	�����.�:��04�)�&���������X��L��&�.��#��

����
�������
�=����	����	�X��L��
6H

H6
5

5

+−

++−
=

xx

xx
y�����04�)���������N�#��

+C^��

]()()[ H_��66_��22_��2

62_]6H

H2]H6

5

5

��−=�

==→=+−

≤≤−→≥++−

fD

xxxx

xxx

��

����
7�����.�	�W.��6=x���2=x������������������&��������RT��:�;�
A7������	������#�������` <)�+��)�04�)�������9� �D����ab

�����#��

����
������
�=���
265

Z5
5

+−

−
=

xx

x
y�����04�)���������N�#��

+C^��

)[ ∞+=�

==→=+−

≥→≥−

_���
5

Z
5

2
2_]265

5

Z
]Z5

5

fD

xxxx

xx

��

.������&��
7�����.�	�W
5

2
=x���2=x�������������@�
��K7.L���:�;�
A7��������������	������#������+��)�04�)�������9� �D����ab

�������` <)#��

����
�������
�=���
25

5

−
=

x

x
y

sin

tan
�&�@$������][ π]_5�����04�)���������N�#��

+C^��

)sin(cos

sin

25

5

−
=

xx

x
y��

0��	�X��L�����W.���&����
7���	�����
��	�`�C#��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

��������� 

�
�
�
�
�
�

�

�

��
�
�

�

�

==→

−+=

+=

→=→=−

==�+=→=

=−

I

J

I
I

5

I
5

5

2
]25

5

6

55
]

]25

ππ

π
ππ

π
π

πππ
π

xx

kx

kx
xx

xxkxx

xx

,sinsin

,cos

)sin(cos

��

������04�)�������
A����SF��������Y� (�&��
7��c��,d���W.���&����
7�#��

����
�������
�=���
xx

y
cos−

=
5

2
�����04�)���������N�#��

+C^��

xxxx coscos =→=−
55 ]��

���L��&�.����������������� %".��+%=���7���W.���&����
7�����L��X

��� %%%%��5
xxf =)(���xxg cos)( =��%%%%�������

07��;#5��

�����04�)���������������ab�B�������� ".��&��!������*������ ������9 N#��

����
�������
�=���
xx

y
cos−

=
6

2
�����04�)���������N�#��

+C^��

xxxx coscos =→=−
66 ]��

����������������� %".��+%=���7���W.���&����
7�����L��X��L��&�.�

��� ��6
xxf =)(���xxg cos)( =07��;���������#��

����������������%��a%b�B�������� ".��&��!���87�*������ ������9 N

�����04�)�������87#��

eee��

                                                 
2��#�Y� (�����F��L��.��+C�&�.�]=− )()( xgxf���������&������ ����P����+=��B�����
��	�)(xf���)(xg0��	�X��L�����# 

��

xxg cos)( = 

5
xxf =)( 

xxg cos)( = 

6
xxf =)( 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

���������	��

�*"bx =����������04�)�����f����f��.7$��F�C����$��
,7�+)��C�@�E.��B��7 E�#��

bxf
x

=
+∞→

)(lim��7bxf
x

=
−∞→

)(lim��

�����9���;������&�.���SF�������
���������f����������B�-������=����9;�&��������	�
�� (��������������%7�:��������%C�B�%���
��%	������%��

07��;�����#������
���C���D��C�+(�C��	�
�� (���b�*"�0�7 E�@�A�;�B�-���by =�����
����������f����#6��

bxf
x

=
±∞→

)(lim��

�
�������=���:�;�&��������	�
L�� ��������
����������B�-����#���

�����
��7��;��������� T��Y� (�������.7$���� ��
����&���������#��

C#

%

#
++

+
=

xx

x
xf )(G�6��

#%

%%

xx
xf

−

+=)(G2��

%&# #
−+= xxxf )(G�H��

$

$

$#

%

x

x
xf

+

−
=)(G�5��

�+C2^��

}{),( '%% −−=fD��

ab�B�������=�������&������x���� ��
����������∞±�+���07�����
����������ab�B��	�#��

�+C5^��

$$$

$

#
#$'$# −=→−=→=+ xxx��

}{$
$

#
−−= RD f��

��SF��B�������=���������&������x����������� ��
��∞±��	��+����#�ab^��

$

%

$$#

%

$

$

$

$

−=
−

=

+

−
=

±∞→±∞→±∞→ x

x

x

x
xf

xxx
limlim)(lim��

                                                 
3
���,���1D!��A��B�����
E�����5��	�
=����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

��������� 

������*"����
$

%
−=y����
����������#��

�+C6^��

��F��L��������
7�#��%#'%#'%&#'C# ####
−=+→=++→=+++→=++ )()()( xxxxxx��

�����<g��@�� ���`�,7����.7$�Y��<D��#��SFRD f =��

%

C#

%

##
====

++

+
=

+∞→+∞→+∞→+∞→+∞→ x

x

x

x

x

x

xx

x
xf

xxxxx
lim

||
limlimlim)(lim��

%

C#

%

##
−=

−
===

++

+
=

−∞→−∞→−∞→−∞→−∞→ x

x

x

x

x

x

xx

x
xf

xxxxx
lim

||
limlimlim)(lim��

�&���*"�ab%=y���%−=y������
����&���������#��

�+CH^��

#

%

#

%

&

%
%&'%& ###

−≤∨≥→≥→≥→≥− xxxxx��

+∞==

+=+=−+=

+∞→

+∞→+∞→+∞→+∞→

x

xxxxxxxf

x

xxxx

&

##&#%&# ##

lim

)(lim)(lim)(lim)(lim
��

'##&#%&# ##
=−=+=−+=

+∞→+∞→−∞→−∞→

)(lim)(lim)(lim)(lim xxxxxxxf
xxxx

��

ab����&��"�-���������∞+�������&��"�-����
F��������
���������∞−��������������
%�����������*%"'=y��%�������
%������9;��

���#��

��T ��^������
���������������B�-���.�
���W.���$��Y� (��T���.E��&.�	���� ����#��

����
�������
����&���������&��F��L��
xx

xx
y

H

5

H5
+

+−

+
=�����������#��

+C^��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

)()()( ∞+−−∞=�
�
�

�
�

�

=

=→=+−

≥∨−≤→≥+

_��5]_5H_��

]

5]5

]������H]H5

��fD

x

xx

xxxx

��

2]2
H

5

5H

5
5

H
2

H

5

H5
−=+−=+

+−

+
=+

+−

+

=+
+−

+
=

+∞→+∞→+∞→

)(lim)

)(

(lim)(lim
xx

x

xx

x

xx

xx
y

xxx

��

2]2
H

5

5H

5
5

H
2

H

5

H5
=+=+

+−

−−
=+

+−

+−

=+
+−

+
=

+∞→−∞→−∞→

)(lim)

)(

(lim)(lim
xx

x

xx

x

xx

xx
y

xxx
��

�*"�����SF�2=y��2−=y������
����������#��

����
�������
������04�)�&���������
5

J6

−

+
=

|| x

x
y����������#��

+C^��

6
6

5

J6

5

J6

6
6

5

J6

5

J6

55]5

5

−=
−

=
−−

+
=

−

+
=

==
−

+
=

−

+
=

±=→=→=−

±−=

−∞→−∞→−∞→

+∞→+∞→+∞→

x

x

x

x

x

x
y

x

x

x

x

x

x
y

xxx

RD

xxx

xxx

limlim
||

lim

limlim
||

lim

||||

}{

��

��9 N5=x���5−=x����������������%�������:N�������SF��������Y� (�&��
7��#����� %!"�5=x���5−=x��������04�%)��%�����

��� !"6=y��6−=y������
����������#��

����
�������
�=���04�)���
����&���������
)( 2

56
5

5

+

−+−
=

xx

xx
y�������� T��Y� (�������#��

+C^��

�][2_5=� fD���

hc�]2

]

52]56

5

5

→=+

=

≤≤→≥−+−

x

x

xxx

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

��������� 

�����&��
7��9 N��]=x���������9 N��������04�)�������ab�B�����������iRT�x���������������%��a%b��%�	�
%���+%����7�:�����������

������
���������#��

����
�������n��m*"��	��������&� P����5=y�
�)��+∞→x�-���.7$��������� ���
����������87�#��

JH[H 5
+−++= xxnmxxf )(��

+C^��

2H525

5]5
5255

255
[

H[
H

=→=−

−=→=+
→≡−++=

−++=
−

+++==

+∞→

+∞→+∞→+∞→

nn

mm
nxm

xnmxxnmxxfy

x

xxx

)]()[(lim

)(lim)]([lim)(lim

��

�����

���	�����	��

����+7�������
!"G����04�)������
�������3�����������%�	�
��+����7�:�������9;�����������������	#��%��

����
�)��.A7��Y��<D±∞→x���@�A�;�±∞→y����������%����� %����%���X,���f�&����

�-���+7��������#��

−∞∨+∞=
−∞→

)(lim xf
x

�7�����−∞∨+∞=
+∞→

)(lim xf
x

��

��

*"baxy +=�������� ���+7���������f�-�����.).��.7$�*7�.-�$��
,7�+)��C�@�E.��B���#��

KF��3]=+−
+∞→

|)()(|lim baxxf
x

��

j�3]=+−
−∞→

|)()(|lim baxxf
x

��

��T ��^������+7��������������@�A�;�B�-������=��������.���7�������.E�#��

�����
���������������+7���������X��L��&�.��)(xfy =�����9;��%	�
�� %(������Y� k%���baxy +=���$��B0�%���Q7�%���

0��	�
��@��/����.7$�*����H#��

                                                 
4
����-��AFG��()�1��2��H�������,��� 

f 

baxy += 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�
�

�

�
�

�

�

−=

=

→+=

±∞→

±∞→

))((lim

)(
lim

axxfb

x

xf
a

baxy

x

x
����������

��

����
�������
�=���&���������YV��L��
IJ

5H6
5

56

+−

+++
=

xx

xxx
y�7��;���������#��

+C�^��

6_��������5�����]IJ5
==→=+− xxxx��

�9 N6=x���5=x��-���
��04�)�������ab��������Y� (�&����
7���#
�.P�$���

±∞===

+−

+++

±∞→±∞→±∞→

x
x

x

xx

xxx

xxx
limlimlim

5

6

5

56

IJ

5H6
��

�����+7�����������������
���������������ab#��

2
IJ

5H6IJ

5H6

56

565

56

=

+−

+++
=

+−

+++

==
±∞→±∞→±∞→ xxx

xxx

x

xx

xxx

x

xf
a

xxx
limlim

)(
lim��

[
IJ

55[

IJ

5H6
5

5

5

56
=

+−

+−
=−

+−

+++
=−=

±∞→±∞→±∞→ xx

xx
x

xx

xxx
axxfb

xxx
lim)(lim))((lim��

� ����� "�.7$�Y� (����+7����������SF#��

[+=→+= xybaxy��

����
������� !"�YV��L���
�=���&����xxxy −+−= 2H5���	�X��L������#��

+C�^������04�)�������
�=���#��

5
25

H
22H5

−=−
−

+=−+−
+∞→+∞→

))
)(

((lim)(lim xxxxx
xx

��

�*"�ab5−=y����
����������#��

+∞=+−=−
−

+−=−+−
−∞→−∞→−∞→

)(lim))
)(

((lim)(lim 55
25

H
22H5

xxxxxx
xxx

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

��������� 

�����+7��������������ab#��

5
5525

H
2

2H5

−=
+−

=

−
−

+−

=

−+−
==

−∞→−∞→

−∞→−∞→

x

x

x

xx

x

xxx

x

xf
a

xx

xx

lim

)
)(

(

lim

lim
)(

lim

��

5G5
25

H
2

52H5

=++−=+
−

+−=

+−+−=−=

−∞→−∞→

−∞→−∞→

xxxx

xxxxaxxfb

xx

xx

(lim))
)(

((lim

)(lim))((lim

��

������SF� ����� "�.7$�Y� (����+7����#��

55 +−=→+= xybaxy��

����
�������
�=���+7���������
2H

2
5

5

−

−
=

x

x
y�7��;����������#��

+C�^��

),(),( +∞−−∞→>−
5

2

5

2
]2H 5 �x��

−∞=
−

=
−

=
−

=

−

−
=

−

−

+∞→+∞→+∞→+∞→+∞→ 555

2

5

]
H

2

2H

2 555

5

5
x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxxxx
limlimlim

)(

limlim��

�����+7���������������SF#��

5

2

5

5

2

5

]
H

2

2H

2

5

5

5

5

5

5

−=
−

=

−

=

−

−

=
−

−

==

+∞→+∞→

+∞→+∞→+∞→

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xf
a

xx

xxx

limlim

)(

limlim
)(

lim
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

]
5

2

55

2

55

2

5

2

5

2

5

]
H

2

5

2

2H

2

55

5

5

5

=+
−

=+
−

=+
−

=

+

−

−
=+

−

−
=−=

+∞→+∞→+∞→

+∞→+∞→+∞→

)(lim)(lim)(lim

)

)(

(lim)(lim))((lim

x
x

x
x

x
x

x

x

x

x

x
x

x

x
axxfb

xxx

xxx

��

����SF� ����� "�.7$�Y� (����+7������#��

xybaxy
5

2
−=→+=��

−∞==
−

−
=

−

−
=

−−

−
=

−

−

−∞→−∞→−∞→−∞→−∞→ 555

2

5

]
H

2

2H

2 555

5

5
x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxxxx
limlimlim

)(

limlim��

�����.A7��+7���������������SF#��

5

2

5

5

2

5

]
H

2

2H

2

5

5

5

5

5

5

=

−

−
=

−

−

=

−−

−

=
−

−

==

−∞→−∞→

−∞→−∞→−∞→

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xf
a

xx

xxx

limlim

)(

limlim
)(

lim
��

]
5

2

55

2

55

2

5

2

5

2

5

]
H

2

5

2

2H

2

55

5

5

5

=−=−
−

−
=−

−

−
=

−

−−

−
=−

−

−
=−=

−∞→−∞→−∞→

−∞→−∞→−∞→

)(lim)(lim)(lim

)

)(

(lim)(lim))((lim

x
x

x
x

x
x

x

x

x

x

x
x

x

x
axxfb

xxx

xxx

��

� ����� "�.7$�Y� (����+7����������SF#��

xybaxy
5

2
=→+=��

�����
������������ (����
F�,7������� �������������-���@��/����+��)�
�� ���&$���0���	�
�#��������X� ���&$���0��`�,7����&�T����9� ��
�

������.)����#�7;�
�������+7���������U��������l ��>���$��@��/����&����+,-�X7��#��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

��������� 

����
�������
�=���&���������xxxy −+−= 2H5����������#��

+C�^������04�)�������
�=���#��

5
25

H
22H5

−=−
−

+=−+−
+∞→+∞→

))
)(

((lim)(lim xxxxx
xx

��

�*"�ab5−=y����
����������#��

+∞=+−=−
−

+−=−+−
−∞→−∞→−∞→

)(lim))
)(

((lim)(lim 55
25

H
22H5

xxxxxx
xxx

��

� ����� "�.7$�Y� (����+7����������������+7��������������ab#��

55
25

H
2 +−=−

−
+−= xxxy )

)(
(��

����
�������+7���&���������
H

I5
25

5

+

−−
++=

x

xxx
xy����������#��

+C^��

+∞=+=
+

+
++=

+

+−
++=

+

−
+−

++=
+

−−
++

+∞→+∞→+∞→

+∞→+∞→

)(lim)(lim)(lim

)

)(

(lim)(lim

55
H

6
25

H

65
25

H
5

I
25

25
H

I5
25

5

x
x

x
x

x

xx
x

x

xx

x
x

xxx
x

xxx

xx��

� -�
��9;��������+7�������������^��

55
H

65
25

H
5

I
25

25 +=
+

+−
++=

+

−
+−

++= x
x

xx
x

x

xx

xy

)(

��

−∞=+=
+

−
++=

+

−+
++=

+

−
++

++=
+

−−
++

−∞→−∞→−∞→

−∞→−∞→

)(lim)(lim)(lim

)

)(

(lim)(lim

H5
H

66
25

H

65
25

H
5

I
25

25
H

I5
25

5

x
x

x
x

x

xx
x

x

xx

x
x

xxx
x

xxx

xx��

� -�
��9;��������.A7��+7�������������^��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

H5
H

65
25

H
5

I
25

25 +=
+

−+
++=

+

−
++

++= x
x

xx
x

x

xx

xy

)(

��

����
�������m*"��	��������&� P����56 −= xy������
�=���+7���������.7$����-#���

xxmxxy 52556 56
++−−=��

+C^��

����+7�����������
6

5
65

6

5
26 m

xx
m

xy −=+−= )(��

656
6

5
6

56
6

5
6

=→−=−→
�
�

�

�

−=

−=
mx

m
x

xy

m
xy��

���
������������������Y� (�&��T����	�������+7���������
�� (����&.�	���� ����U���)���������%-���W.%���&��T���$��.�
����C���87�#

�����B�-���W.���&��T���$��.��	��7�.��.��Y� (�&��T���.E�������
�����#��

���
�����������������87�W.���&��T���$��Y� (�&��T���.E��&.�	���� ������U���)����������Y� (�0��������)�W��"�B�-���.�
����C���

����+7���������9����W.���.�J�#�.7$^��

baxbax
xg

xr
baxy

xg

xr
baxy

xg

xf
y

xx
+=++=++=

++=→=

±∞→±∞→

])
)(

)(
(limlim

)(

)(

)(

)(

��

����
��
�=���+7���������
2

25
5

56

+

+−
=

x

xx
y�7��;���������#��

+C�^���%������)�W��"��0��256
+−

#
xx����.%��25

+x�

�.%%��.�5−x�%%����#���� %%-�
%%��+%%7����%%�����a%%b��^

5−= xy��

��

                                                 
5
�����(+��
�*�������1@�������������,��2>�@�I,�;��J����K
)������

25 56
+− xx 25

+x 

x
x

x
=

5

6
��

#
#

#

#

−=
−

x

x
��

 

xx −− +
6

 

25 5
+−− xx 

## #
++ −− x 

6+− x 

5−x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

��������� 

�����
� !"��#���

������	�X��L�����.7$������
����������#���

x

x
xf

sin
)( =��

�+C^��

}{'−= RD f��

����������������
'''
%

=→=×=×==
±∞→±∞→±∞→±∞→

ykx
xx

x
xf

xxxx
sinlimlim

sin
lim)(lim��

��T ��^x
x

sinlim
±∞→

���������.	�#��

5�^���&��7��$�&�@$�����������+7������������Xxxxf &#
+=)(���	�j��C����#��

�+C^�0��	�
��X��L�����+7������������&�����-������#��

�&��"�-����+7�����������-∞+��

�%% ===
+

==
+∞→+∞→+∞→+∞→ x

x

x

x

x

xx

x

xf
m

xxxx
lim

||
limlim

)(
lim

H5
��

�&��"�-����+7�����������-∞−��

�%# −=
−

==
+

==
−∞→−∞→−∞→−∞→ x

x

x

x

x

xx

x

xf
m

xxxx
lim

||
limlim

)(
lim

H5
��

������.��.��+7������������&�����-�j.m�+(�C�9 N2n��� �D�0��.��*"����ab�B�����#���*%"����X%7��X���&��7��$��SF\]�

�����T��#��L'%#% =∠→−= αmm .��


��
��������
��
'	�� P�������������������.����,�����.7$�` �.����@�.	�X��L����������+7������������&�����-�9� ��#G�α��������X���&��7��$�

���������#3��

#%

#%

% mm

mm

+

−
=αtan��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�$%�&&����&��!���&��'(���),( %% yxM�*"�$��'=++ cbyax��������.��.��^��

##

%%

ba

cbyax
D

+

++
=

||
��

6�^������.E�)(xfy =����
'7���������&�����&��F��L�baxy +=�-����#��	����	����o��

x

xf
a

x

)(
lim

±∞→

=G�KF���

))((lim axxfb
x

−=
±∞→

G�j��

��Y�<o�^���������K7.L������T �������&��'(����	�����pm���+�����+,-�X��.E�.q�������.�r���&��!�))(,( xfxA���%��

�*"'=+− byax��	�
��+���./(��������#��

## %)(

|)(|

−+

+−
=

a

bxfax
h�.�r���&��!���&��'(��A������*"������

��

��

(*)))((lim

)(

|)(|
lim)(lim ''

%

'
##

=+−→=

−+

+−
→=

±∞→±∞→±∞→

bxfax

a

bxfax
xh

xxx
��

�&�����$��@��/�������3eG�- �����.7$�s7����9� ��
�^��

a
x

xf

x

xf
a

x

b

x

xf
a

x

b

x

xf
a

x

b

x

xf
a

bxfax

xxxxx

xxxx

x

x

=→=−→=+−→

=+−→=+−→

=+−

±∞→±∞→±∞→±∞→±∞→

±∞→±∞→±∞→±∞→

÷

±∞→

)(
lim

)(
limlim

)(
limlim

lim
)(

limlim)
)(

(lim

))((lim

''

''

'

'
�����

��

�X��d��^��

))((limlim)(lim)(limlim

lim)(limlim))((lim

axxfaxxfbbxfax

bxfaxbxfax

xxxxx

xxxx

−=−=→=+−→

=+−→=+−

±∞→±∞→±∞→±∞→±∞→

±∞→±∞→±∞→±∞→

'

''

��

'=+− byax 

))(,( xfxA 
f 

h 

H 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

��������� 

����
�#����'�����

2�^����	�X��L����������&���������c���#��

\

2H
5

56

+−

−+
=

x

xx
y��

5�^��04�)�&���������
���������	�X��L��� T��Y� (�������.7$�����#��

%

%%

−
+=

xx
xf )(��

6�^��������	����	�X��L���04�)���������N�.7$���#��

#

$

%

%

x

x
y

−

−
=��

H�^��7��;��������� T��Y� (�������.7$�&��������+7��������#��

$# #
++= xxxf )(�G6��

%

%##

+

−+
=

x

xx
xf )(�G2��

%

%$

#

#$

++

+−
=

xx

xx
xf )(��GH��

%

#$#

+

++
=

x

xx
xf )(�G5��

��

MMM��

��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

	
��
����

����������������	
���
������������������������������������������������������������
����������������������� ����������������
���������������!�

������������	�������"��#��$���%&'��$����	�� ������()(���
����*��

�����+$����
��������������������,	�-���
����������������*��

)()(lim afxf
ax

=
→

��

�.�+$-/���
��������������������,	�-���
����������������*��

)()(lim afxf
ax

≠

→

��

�/0!��)(����1�2�3��	����*��

2�3�45��

��

�
�

�

=

≠
−

−

=

��

�
�

��

x

x
x

x
xf )(��

�
�

=
→

)(lim xf
x

��

�� =)(f��

��

��

2�3�65��

��

�
�

�

=

≠
−

−

=

��

�
�

��

x

x
x

x
xf )(��

�
�

=
→

)(lim xf
x

��

�� =)(f��

��

��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������� 

�����������������/0!�7�8�f��,��
�����a��������������9��-�'"��������	�$�������:;��9��-'"�������	�a�<����8�=	��5��������

����������*�����������������a���������	��()(���������������������<)()(lim afxf
ax

=

→

�*5���������>/�(����9��f����,���
������a�

$����?�(/@4*��

����	���,��
�����������1�������9?�(/@��=x�/0!�������*��

��

�
�

�

=−

≠
−

+−

=

��

�
�

%&�

xx

x
x

xx
xf

][

)(��

�A��+����f���=x��9��-'"����	��,��8�=�	��=x$��������������*�B@�+��

����
�

��

�

%&

��

'

'
�

��
−=−=−=

−

−−
=

−

+−
=

→→→→

)(lim
))((

limlim)(lim x
x

xx

x

xx
xf

xxxx
��

������ −=−=−= ][][)(f��

�B@)()(lim �
�

fxf
x

=
→

����������C���=x$����?�(/@�*��

��
�
���
��������������9?�(/@�������9?�(/@�1��$DEF�G���������������AH�����	���
�����������������!�$���������
���������

��9��-'"����$�������:;��9��-'"<�8�=�	��5����������������
�����*��

����	���������9?�(/@��
�

��

−

−
=

x

x
xf )(�����=x��/0!���������*��

��A��+��������������%����9?�(/@�1��=x��'�������!�$DEF���(���*���1)(�f����$������I���������<�*���������>/�(�9�f�����=x�

�$-/���?�(/@�*J�&�������������������!�$DE�F���
���%�������������9?�(/@���(�������(���'��>/�(9���*���������!��(��������8��K��=x�������������������

�������$8����L�����������9?�(/@���G����M
)���(���'*��	������������
����������!�$����?�(/@����
������������������������

�
�������������������������
���%/'"����������?���������
���%������������&0���������D��������5*��

��

��

                                                 
1���(��	�)*��+���,�� �-�f���./��0 �a1���2,���*2�3���4�����4����5�02*����),��
���./��6���0 �78�0� 29����,
+���:�
;	���,�� �6��

 ��0 ����+ �)9��)��*2�3�-��)�*0 ������*2�3�)<����0�������=�>�?+����0� 29�����?����)�� 02@
��);��2	����������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

����������
�������������
���������� !"��

��&0���$N)��������������������$����"��1���1���O�'?)������1�������N���,��0�����!�>�������!	�������(�����P��3!����*��������,���0����G�����%�������0�

>/0!����>/-����?���	������������*��

4�+��,��
��fDc∈���������������,��0������	���,��
����������>/������ �����������������H�	�,1���,��1�������
���%�������"���QJ�?���0�

����*��

6�+�,��
������fDc∈,��0�������N?���,��
��������� ���D����	���,��
��� �f>/�������*��

��2�3��+������)(||)( ��� xxxf −−=�������/9���L���������*�������1��$���R��DO������,��0���}{],[ ��� �−=fD���C�

�����,��0���������	���G����1�������%),( ��−������:;����N?���,��
��� 4S�������$�������N?���,��
��� �4����������T0��,��
���	�6���A/&I���

$������*��

#$�

��������,��
����=x��������0������T0������N0��,��
�������������,f������0�(�*���������������$���U����O�R�/K����������!��(���

�����(/@��(V���T0��,��
����������?��K���2��������	�$��������1����1���O��'?)������1������A&������"����,��0�����!�����(�

���/���'�����H���������(�����D���"*��

WWW��

��%&�$�����'���
���������� !"��

,��
��������������� �����/���!��(
��'"a�(/@��������()(����1�,�"�$����1���&������"� �0�(���?*��

���+�����������f������9��-'"����X�8�$�������,���
��a���������������������������%������� 

������9?�(/@�G���R�(Ff,��
������a�1��$���R��DO�+��

)()(lim afxf

ax

=
+

→

��

��

��.+�����������f������9��-'"����X�8:;��,��
��a����������������������R�(�F�%������ 

������9?�(/@�G��f�,��
������a�1��$���R��DO��+��

)()(lim afxf

ax

=
−

→

��

a 

a 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������� 

Y+�����������f�����������9��-'"��,��
��a���������������������������R�(�F�%������� 

������������9?������(/@�G�������f,�������
������a�1��$��������R�������DO��+

)()(lim)(lim afxfxf

axax

==
−

→
+

→

��

��

����	����������9?�(/@��A xxf −=)(�G�����������=x	��=x�	��−=x�/0!�������*��

�A�+��

],[ ��−=D��

����f���	���,��
������4$����?�(/@��*→==−=
→→

)(lim)(lim ��A �

��
fxxf

xx
���

����f�,��
��������N?��:;���6S$����?�(/@��*→−==−=
+

−→−→

)(lim)(lim

)()(
�'A �

��
fxxf

xx
���

����f�,��
������$�������N?���6$����?�(/@��*→==−=
−

→→

)(lim)(lim �'A �

��
fxxf

xx
���

WWW��

������'���
���������� !"���(���$��

�����������,��
�������9?�(/@���(�����ZE��X�������������ax =���������?��������*����������R�(F�%�����f�������,���
���������ax =�

�?T/��[�T�����1�,�"�$����1���&������"� >/�(���?�(/@��*��

����+�����f,��
������a������?���������<�*��8���9?�(/@������I���������5��

�.�+�����f�,��
������a���D��������������������������������	�������?�������<�*������8���9?�(/@��5���

����	��,��
��������1�������!��/"����I����?���4=x$-/���?�(/@��*�,�����D��0��������.�\?������B]�)(4f������

�(���?�(/@��
���%�������!��/0!�������,���)*��

�
�

�
�

�

=

≠

−+

−

=

�A

�
&A

�
�

�

x

x
xx

x
xf )(��

a 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

A��+>/0!����%//��������������������,��0������?��*��

^4_^4_^`6
−==→=+−→=−+ xxxxxx ,))((��

},{ ^4 −−=� RD f��

��(;�2��4=x��������������C��$-/�������,��0��������0����
���%����)(4f�������()	��*��?�(/@��
���%�����������B@

$-/�*��,��
���������������(0!�4=x�	��D��E�����)(4f>/"��������H�������������������*��

a

4

^4

44

^

4

^4

44

^`

4

44

_

_

6

6

44
=

+

+
=

+

+
=

+−

+−
=

−+

−
=

→→→→ x

x

xx

xx

xx

x
xf

xxxx
lim

))((

))((
limlim)(lim��

�������8���9?�(/@��)(lim)( xff
x �

�
→

≠��

�
�
�

��
�

�

=

≠

−+

−

=

�
�

�

�
&A

�
�

�

x

x
xx

x

xg )(��

����	��,��
��������1�������!��/"����I��6=x������������9?�(/@���*��

��

�
�

�

=

≠
−

−

=

�

�
�

�

xx

x
x

x

xf ||)(��

�A��+������������������,��
�����������>/"����I���!�$����8�!*��

4
6

6

6

6

666
=

−

−
=

−

−
=

+
→

+
→

+
→

x

x

x

x
xf

xxx

lim
||

lim)(lim$���������

4
6

6

6

6

666
−=

−−

−
=

−

−
=

+
→

−
→

−
→

)(
lim

||
lim)(lim

x

x

x

x
xf

xxx

:;������

���	��������9?�(/@���1�,��
���������_=x�/0!�������*���

��

�
�
�

=

≠
=

'�

'

x

x
x

x

xf

sin

)(��

A�+���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������� 

4
__

==
+

→
+

→
x

x
xf

xx

sin
lim)(lim$���������

4
__

==
−

→
−

→
x

x
xf

xx

sin
lim)(lim:;������

,��
������������C�_=x��?�(/@�$-/�*��

���	��DH�%��'������)(�����A)(_f���������!��/0!�%//���,�(=����,��
�����_=x�(���?�(/@��*��

A��+>/0!����������*��

��

�
�
�

=

≠
=

_4

_

x

x
x

x

xf

sin

)(��

�>�����R�(F�%�����+��

RD f =��

4_ =)(f���������

4
__

==
+

→
+

→
x

x
xf

xx

sin
lim)(lim$���������

4
__

==
−

→
−

→
x

x
xf

xx

sin
lim)(lim:;������

,��
������������C�_=x����"�(V��?�(/@�*��

���	�)*����������

4�+�,��
��������1����(�_=x�0?-/���?�(/@�*)(_f�(���?�(/@��
���%������������!��/0!���������0;����*��

�
�
�

��
�

�

=

≠
−+

=

'
&

�

'

x

x
x

x

xf

6ba

)(�<�����������������������������������.
��

�
�

�

=

≠
−

=

'�

'

x

x
x

x
xf cos

sin
)( 4

6

<������

6�+��
������ ������9?�(/@���c(��,�=x�������?�(/@��!��/0!�������,���)��������&���R�(F����	�%//�����*��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�
�

�
�

�

<+

=

>+

=

���

��

���

xx

x

xx

xf

)sin(

)(

π

�<�����

a�+��
������ ������9?�(/@���c(��,�=x������?�(/@��!��/0!�������,���)��������&���R�(F����	�%//������*��

�
�

�
�

�

<

=

>−+

=

�

��

�

xx

xx

xxx

xf

)cos(

][][

)(

π

<�.��

WWW��

+,�&�#�������� !"��

#�������� !"�������>/�(�f���a����"� $����?�(/@�$����1��+�)()(lim afxf

ax

=
+

→

��

��

�����A�����A&����f�,��
������ax =�����$�����9?�(/@���� $����?�(/@���*��

��

��

�+,����� !"�������>/�(�f���a����"� $����?�(/@�:;�1��+�)()(lim afxf

ax

=
−

→

��

��

��A�����A&�������f�,��
������ax =�����:;��9?�(/@���� $����?�(/@���*��

��

��

���-!��������������f�������,��
����9��-'"���a�����������������*�������R�(F�%�����f�,���
������a��� $�����?��(/@�

B&O���	�������?����:;��9?�(/@�>"�	�$�����9?�(/@�>"�����"��

��

��

a 

a 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������� 

����	����������9?�(/@� ��1����('������)(����f� G���������/D=���������4_�����/0!������*��

��

��

��

��

��

��

��

��

�A�+���

����f����=x$����?�(/@��*$�������������������������������1�<�*$���$���������'"��������5*��

����f����=x$-/���?�(/@��*������������1�$-/���()(��<�0?-"�R	�T?��:;�	��$�������5*�����$�����9?�(/@�����*��

����f����=x$����?�(/@��*$�������������������������������1�<�*����������8�=�	�$��5*��

����f���A=x$����?�(/@��*$�������������������������������1�<�*$���:;������'"��������5*��

������9?�(/@���(����f����&=x��!�$DEF���(���'���*����1)(&f$�����I��������*��

����f���%=x$-/���?�(/@��*$-/���()(�������������1�<�*�0?-"�R	�T?��:;�	��$�������5*�����:;��9?�(/@����*��

���(����������9?�(/@f����B=x��!�$DEF���(���'���*����1)(Bf$�����I��������*��

����f���C=x$-/���?�(/@��*$-/���������������������������������1�<�*������8���9?�(/@��5��

����f���D=x$-/���?�(/@��*$-/���()(�������������1�<�*�������9?�(/@��5��

����f����'=x$����?�(/@��*$�������������������������������1�<�*$���:;������'"��������5*��

WWW��

��

��

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

��&������ !".����'���

�����>/�(�f,��1���,	��I,��
����"��������"� $����?�(/@�I������?�(/@�*��

������9?�(/@�1��$DEF�G��f�,��1���,	�I������!�$���%���f�,��1���,	��I����������������*��

����������9?�(/@���(�����Pd3�
x

xf
�

=)(�����,��1���,	��],[ ��−������!�$DEF���(���'���*���1)('f���$�����I��������*������	�

������ xxf −=)(�,��1���,	��],[ ��−$����?�(/@�*��

����	���������9?�(/@�xxf =)(�/0!�������e���0����������*��

��A��+���������,��0���f��,��1���),[ +∞'���������*��(;)()(lim ''
'

fxf

x

==
+

→

�B@����������'=x��$�����?��(/@�*�

%/0f'"�,��
����"�,����'>c����1� ���������?�(/@�)(lim)(lim cfcxxf
cxcx

===

→→

��

WWW��

��

����/�0�
������	��1������������'���
���������� !"�2 34���

��������+>/0!�7�8D�����,��0���f�1��,���O('g����1R��	�������Da∈���R�(�F�%��������������RDf →:����

�,��
��a�����������G����1�����D����"�,�1���������"� $����?�(/@�D��0����}{ na��������!�a����� $�����9'"��,����D�)}({ naf�����

)(af�������9'"*��

��������,��0����G����1�����D����"�,�1��������f����0����}{ na������!�a��$�����9'"��*����,�����D��)}({ naf��������)(af������9'"�

�������9��� ����f����ax =$����?�(/@��*��0��)()(lim afxf
ax

=
→

��

WWW��

���� !"������!5
��

>/0!������/������9?�(/@�,�"��/hH� ��9?�(/@�i(NT��������,���������*��

������!5
6�������(������f�	�g������0�����!�?I��,��0����,	��D������������,���8�=������9��-�'"�����AH�����A����ax =�

,��
������j�=�	���"�	���������������a�	��0�����?�(/@�c���9��� �����$��U�,��O���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������� 

�����+���(�gf +�	�gf −	cf	�gf .����
/�a�����?�(/@�*��

�.�+�����
g

f
<��G�����'≠)(ag5���
/��a���?�(/@�$�*��

�R�DU��+���(\���,����D����"�,���}{ naG����1��D������9'"��!�a>�����$���*��

��)()(lim agag n
n

=
∞→

���	�����)()(lim afaf n
n

=
∞→

��

%������0�+��

))(()()())()((lim))((lim agfagafagafagf nn
n

n
n

+=+=+=+
∞→∞→

��

))(()()())()((lim))((lim agfagafagafagf nn
n

n
n

−=−=−=−
∞→∞→

��

))(.()().())().((lim))(.(lim agfagafagafagf nn
n

n
n

===
∞→∞→

��

))((
)(

)(

)(

)(
lim))((lim a

g

f

ag

af

ag

af
a

g

f

n

n

n
n

n
===

∞→∞→

��

��

��7 ��$-/��$�����/hH�%���B&O��*�/0!��)(����1�,�"�2�3����*��

2�3��+�,��
��������1������	��=xc('g����	������?�(/@����.�K�AF���	�$����?�(/@��N��*��

��'=+� ))(( xgf��
�
�
�

<

≥−
=

��

��

x

x
xg )(��	���

�
�
�

<−

≥
=

��

��

x

x
xf )(��

���−=� ))(.( xgf��
�
�
�

<

≥−
=

��

��

x

x
xg )(��	���

�
�
�

<−

≥
=

��

��

x

x
xf )(��

����!5
8����

�����+$����?�(/@���/���G����i�'�����,���J')��0;�������"*��

�.�+$����?�(/@�e���0����1���
����"������(��������"*��

�R�DU��+��

�����+>/"��������H��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�axaxaxaxP
n

n
n

n ++++=
−

− �

�

� ...)(��

�B@+��

)(...

)...(lim)(lim

aPaaaaaaa

axaxaxaxP

n

n
n

n

n

n
n

n
axax

=++++=

++++=

−

−

−

−
→→

�

�

�

�

�

�

�

�
��

�������0��)(xP�,��
����"����Ra ∈$����?�(/@��*��

�.�+��

)(

)(

)(lim

)(lim

)(

)(
lim

aQ

aP

xQ

xP

xQ

xP

ax

ax

ax
==

→

→

→

��

��&0���G�����'≠)(aQ�����*��

����	��������
�

��
�

��

−

+−+
=

x

xxx
xf )(����"��1����;�,	��(/@�$����?*��

�A��+},{ �� −−= RD f�,�"��1������������C��),( +∞�	�),( ��−�	�),( �−−∞$����?�(/@�*��

����!5
9���<����3J3�����(���9?�(/@5��

�����+����(�xxf sin)( =��	xxf cos)( =��,	�R�����?�(/@���

�.�+����(�xxf tan)( =�	�xxf cot)( =�����?�(/@������0����,	��*��

},|{tan)( ZxkxxRDxxf f ∈+=−=→=
�

π
π��

},|{cot)( ZxkxxRDxxf f ∈=−=→= π��

�R�DU�+��

)(sinsinlim afax
ax

==
→

��

)(coscoslim afax
ax

==
→

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������� 

�

π
π +≠====

→→

kxafa
a

a

x

x
x

axax
;)(tan

cos

sin

cos

sin
limtanlim��

πkxafa
a

a

x

x
x

axax
≠====

→→

;)(cot
sin

cos

sin

cos
limcotlim��

����	��������
x

x
xf

sin

tan
)(

+
=

�
�=�����;����e���0����1��k$����?�(/@���

�A�+���

�
'

π
π +=→== kxx

x

x
x cos;

cos

sin
tan��

�
��'�

π
π −=→−=→=+ kxxx sinsin��

,�"�.�()��(;
�

π
π += kx,�"�.�()�A����

�
�

π
π −= kx$����*�B@+��

}|{
�

π
π +=−= kxxRD f��

��%�����0����f$����?�(/@�e���0����G����i�'����*��

WWW��

����!5::
;����������������g���a��	���������?�����������bxg
ax

=
→

)(lim�������	�f���b���������?���(/@�*�����9��

)())((lim bfxgf
ax

=
→

��9���R��DO����))(lim())((lim xgfxgf
axax →→

=��

��������������'�����!��g��)�	�l�(����/hH�%�������9���R��DO���mfn������'�����mlim�n���������������1������0�(��P��d
F���!�$���1�g�

�0!�����(DO��?�(/@6*��

���-!������� �?�(/@������	��o/!��������(V��$����?�(/@������*��������������� ����Q/H����/����g���,��
������a���������	�f����)(ag�

�������?�(/@*����������9��fog���,��
������a��$����?�(/@�*�������)(�������������!�$������H����
�����������
��%����/�����?fogD�

,��8�=�����9��-'"����AH����A���a�9?�(/@�1��$DEF�G�����������fog���a>/�����?��������*��

                                                 
2��������E*��0�
F
��).��
4�0 �G2$�����HFfogD���$
I�J��)����9+�J���F��"����4�a�4���� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

���������2�3��,���xxg =)(�������
π=x�������������	�$����?�(/@�xxf sin)( =������)( �

πgx =���������$�����?��(/@�

�������g/?�xxfxgfxfog sin)())(())(( ===�����
π=x$����?�(/@�*��

����	�����������|| xy −=�,��
���������A=x�/0!�������*��

��A��+����>/�"���������H||)( xxf =	xxg −=)(�*����������!�>/��������������||)( xxf =����������	�$�����?��(/@���)���'"�

�A
AA

−=−=
→→ xx

xg lim)(lim�*$�(����(������/hH�%���QD=��C�+��

���
AA

=−=−==
→→

||)())(lim())((lim fxgfxgf
xx

��

����	���������!��/"����I���
� �

�

++

−
=

xx

x
y$����?�(/@��)��'"��*��

�A��+>/"��������H� xxf =)(	
�

�
�

++

−
=

xx

x
xg )(�*�������!�>/������f$����?�(/@��)��'"�*��

�
�� �

�

�

�

++

−
=

++

−
==

→→ aa

a

aa

a
fxgfxgf

axax
)())(lim())((lim��

��(;�	'��
≠++ aa$����?�(/@��)��'"� ���������������B@�*��

WWW��

��� !"������<��������� !"���� ���

�������������������������?�(/@�,��'J!�[d=����	������?�(/@������0����1���
����0;�����������!�������()	�����(�������������L������%�"p�1���	���N�

������*������2�3��,����RRf →:���1����>��/������L�������*��

�
�
�

∈−

∈
= c

Qxx

Qxx
xf

�
)(��

��������%���,��
����=x$����?�(/@�*��

��=>?����������������������������������G�����%������0�� q0�����O��>"�	�������()	���(�����O��>"���/������O��1���1����"�����!�>/�������f������

�XV�,	�xy =<��?H	x���������(���5*��	�����	�XV�,xy −= �<��?H	x�������q0���5*����������H�*��D��������('�<Q/H����5

����f$�����1�A&�����,��
�������������������L������!��=x����������*��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������� 

1�A&��������������1���(V�r����?����R�DU��,���>/0!�������T?�����*��

�>/0!�7�8Ra ∈	�}{ na�!�,�(=�����������/������O��1����(\���,�����D���aan →�	�aan ≠��

��,����D�����1}{ nb�����������,����D�����1�	���(�����O�����Rd')�,��'"��!�}{ nc���������������0?-�"�q0�����O�����Rd')�,��'"��!�

$�����9'"��(V���9'"�,����D������1�����D�����1��"��(;�	�>��/������L�����*%������0�abn →	�acn →���

abbfbbf n
n

n
n

nn ==�=
∞→∞→

lim)(lim)(��

accfccf n
n

n
n

nn −=−=�−=
∞→∞→

��� )(lim)(lim)(��

��

��

��

��

��

��

��

��

�&0���G��)(lim n
n

af
∞→

s�$���%��� ������()(��ssss�0����>"�����������J?\��,�"����D�����1�����9'"���O��!�*�%�����0���

�� =→−= aaa��

�=�
∞→

)(lim n
n

af��

����(������g/?���!�
�

=
→

)(lim xf
x

�*������(;��8�=�1��� =)(f�����%�������0��)()(lim �
�

fxf
x

=
→

��������������0�������%����	�

������!�$��f�����,��
���=x$����?�(/@�*��

�#$�

���$����������T?�����1�,��/hH�1��oJ
��%���R�DU�����*��

��!5
�,����D�������}{ na�����9'"�a"� ����������9'"����,����D�����1��aB&O���	�$������

-1 1 2 3

-1

1

2

3

x

y

 
xy = 

xy −= � 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

���,����D���2�3��,���}{ na�����,��
��K����
�+

=
n

n
an���������������9'"��!��4��$�����*����������0�������,�����D������1���"}{ na��	�

}{ �� −na����
/��4$�����9'"��*��

�
��

�

��

�
� =

+
→

+
=

∞→ n

n

n

n
a

n
n lim��

X�8��
�

��

�

��
�� =

−
→

−
=

∞→
−

n

n

n

n
a

n
n lim��

����@������1�i�8��������(����� ����g	�h,	��R���9��� �0�����?�(/@�����f��ax =$����?�(/@�� �������"a��,��I����

,�������)()( xhxg =�����*��

�
�
�

∉

∈
=

Qxxh

Qxxg
xf

)(

)(
)(��

���	��k$����?�(/@��=�����;������1��������

��

�
�
�

∉+

∈
=

Qxx

Qxx
xf

��

�
)(��

�A�+,���������!�$����8�!����
+= xx>/0!�A�����*��

��'���� ��
=−=→=−−→+= xxxxxx ,��

��

���	���!��/0!�$��U�,��
��������1������'=x$����?�(/@��*��

��

�
�
�

∉

∈
=

Qx

Qxx
xf

'

�
)(��

�A��+,���������!�$����8�!'�
=x>/0!�A�����*��

''�
=→= xx��

WWW��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

��������� 

�)*���������	�����

4+��/0!����������������,��
�����������1����(���9?�(/@�*��

��

�A

�
�

��

=

��

�
�

�

=

≠
−

−

= x

x

x
x

x
xf ;)(<�����

'
'�

'
=

��

�
�
�

=

≠
= x

x

x
x

x

xf ;

sin

)(�<.��

�6�+������k������1�������!��/��/��,�(=����_=x������?�(/@�*��

�
�

�

�
�

�

�

>

=

<++

=

−
_

6

6
_6

_a

x
x

xk

x

xxx

xf

)(tan

sin

][

)(

�

��

.�()�+6=k��

a��+������a	�b,��
��������1�������!����	��$����,�(=����a=x������?�(/@�*��

�
�

�
�

�

>++−

=+

<+−

=

atu

a6

a64

6
xaxx

xb

xxx

xf

][

)(��

.�()��+�����=+ b6�:;���������	�������=v�$��������������	�����=a��

^�����v ==� ba ,��

`�+������
�

�

�

�
�

++

+
+

−
=

xx

x

x
xf )(k$����?�(/@����"��1����;�,	����

WWW��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�A3�����	��?�,�)*���

4�+�,����,���������m�����1�������!��(�����$8���'=x������?�(/@�*��

��

�
�
�

=

≠
=

'

'

xm

x
x

x

xf

||

)(��

�A�+���

�
''

==
+

→
+

→
x

x

x

x

xx

lim
||

lim$��������

������������
''

−=
−

=
−

→
−

→
x

x

x

x

xx

lim
||

limK>��"��

�����������������������9?�(/@���	����������,��
���%������������C��*��������C�m�������������/�����O��"�������$-�/���?��(/@������� *�����0��

,���������m�(���?�(/@�������!��������()	�*���

6�+��������9?�(/@][)( xxf =�w/EF���O��"����n�/0!����������*��

�A��+��

)(][][lim)(lim nfnnxxf

nxnx

====
+

+
→

+
→

$��������

�����������)(][][lim)(lim nfnnxxf

nxnx

≠−===
−

−
→

−
→

�K>��"��

w/EF���O��"���� �������C�n$����?�(/@���:;�1������ $����?�(/@�$����1��*��

a�+��������9?�(/@][sin)( xxf =,��
������π=x�/0!����������*��

�A��+��

�' −===
−

+
→

+
→

])[(][sinlim)(lim xxf

xx ππ

$��������

�����������'' ===
+

−
→

−
→

][][sinlim)(lim xxf

xx ππ

K>��"��

'' === ][][sin)( ππf�0��/����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

���������� 

� �������C�,��
�����π=x��?�(/@�:;�1���1������ $���$�����$����?�(/@*��

`�+��������9?�(/@�A xxxf −−=)(�/0!����������,��0�������N?���G����������*��

�A�+��

],[ ��−=fD��

����./��0 �(��	���=xE*����*2�3�������)()(lim)(lim ��A �

��
fxxxf

xx
==−−=

−
→→

��

����./��0 �(��	���−=xE*����*2�3�������)()(lim)(lim

)(

��A �

��
−=−=−−=

+
−→−→

fxxxf

xx
��

^�+��������9?�(/@
�

�

−
=

x
xf )(��������/0!����������,��0���*��

A���+�����,��O('g�������%���,��0���),( +∞��������������*��������
/�������%����%����$����?�(/@��O('g��*���1�������,���
�����"�,����

�>c����?�(/@�����1� �����)(lim)(lim cf
c

xf
cxcx

=
−

=
→→ �

�
��

u�+������xxf tan)( =k$����?�(/@��=�����;������

�A�+��

x

x
xxf

cos

sin
tan)( ==��

})(|{),[}|{),[ �

�
'

�
'

π
π

π
π +=−+∞=+=−+∞= kxxkxxD f��

v�+��/0!���/@������1�������9?�(/@���G���*��

�
�

�
�

�

≤

>
−

−

=

�

�
�

�

�

�

xx

x
x

x

xf )(��

�A�+�,��
����������9?�(/@� $����8�!��=x>/0!�������*��

��
�

��

�

�

��

�

�

=+=
−

+−
=

−

−

+
→

+
→

+
→

)(lim
))((

limlim x
x

xx

x

x

xxx

$��������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�� ��

�

==
−

→

)(lim x

x

:;������

�� =)(f���������

�,��
������������C��=x$����?�(/@�e���0����G������������	�$����?�(/@���*��

b�+������a?�����0;�����������!��/0!�.�\'=x������?�(/@�*��

��

�
�

�

=

≠
−+

=

'

'
�C�

xa

x
x

x
xf )(��

�A�+������)()(lim '
'

fxf
x

=
→

�����*��

��

�

AAA

�

AC�C

�

AC�C

�CC

AC�C

�CC

AC�C

AC�C�C�C

�� �'

�� �'�� �

� �

'

�� �

�� ��

'

'

'

�

'

=
++

=

++++

=

++++

×
−+

=

++++

×
−+

=

++++

++++
×

−+
=

−+

→

→→

→→

xx

xxx

x

xxx

x

xx

xx

x

x

x

x

x

xx

xx

)(

lim

)(

lim

)(

)(
lim

)(

)(
limlim

�B@
��

�
' == af )(��

t�+��������;�,�1����a������1������ �'=x�?�(/@�$���*��

��

�
�
�

=

≠
=

'

'

xa

xx
x

x

xf
||

||

)(��

�A�+��

�
�

�
�

�

<−−

=

>

=→

��

�
�
�

=

≠
=

'

'

'

'

'

xx

xa

xx

xf

xa

xx
x

x

xf )(
||

||

)(��

��������C�)()(lim)(lim '
''

fxfxf

xx

==
−

→
+

→

����*��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

���������� 

'
''

==
+

→
+

→

xxf

xx

lim)(lim$��������

'
''

=−−=
−

→
−

→

xxf

xx

lim)(limK>��"��

af =)('�������

�9?�(/@�G���QD=�B@'=a��

4_�+�,�"���Ob	�a������!��/0!�.�\?�����0;����f,��
�����'=x������?�(/@�*��

�
�

�

�
�

�

�

>
−

=

<+

=

_

_

_

x
x

x

xb

xxa

xf

cos

sin

][

)(

�

��

�A�+��

x

x

x

x

x

x
xf

xxx cos

cos

cos

sin
lim

cos

sin
lim)(lim

+

+
×

−
=

−
=

+
→

+
→

+
→

�

�

�� '

'

'

''

$��������

x
x

x
x

x

x

xx

cos
|sin|

sin
limcos

cos

sin
lim +×=+×

−

=
+

→
+

→

��
� '

�
'

��

����
'

=+=+×=
+

→

x
x

x

x

cos
sin

sin
lim��

�
''

−=+=
−

→
−

→

axaxf

xx

])[(lim)(limK>��"��

bf =)('�������

��9?�(/@�G���QD=�B@ba =−= ����

��� =+=→ ba ,��

44�+������][)(
�

x
xf =$����?�(/@����=�����;����*��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�A�+��!��=������������%���
�

x
$����?�(/@��� �����w/EF��*�%�����0�kxk

x Zk
�

�
= →=

∈
��

46�+��������9?�(/@���G���][sin)( xxf =�,��1���������],[ ππ ��−�/0!�x\I��*��

�A��+>/0!����>������������,��JF�8���������������('����?���*��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

������(��	�0� 29�������2	���][sin)( xxf =�����(��	���� 24�)����+�L��� �����1���4�� � ����MN�$�0�O�/��0 π����π���
�

π
���'�

��π−���
�

�π
−E*����*2�3������

��
���(��	�
,�f����1�4�����*2�3�����./��0 ��(��	������E��P|| f������E*����*2�3��./��78�0 �Q������������ER*0 �SRM.��6R���TRU����8

VE*���

��"�
��

|)(||)(lim||)(|lim afxfxf
axax

==
→→

��

�(��	�)�;�|| fE*����*2�3����

������4���)9��E*0 �SM.��6���TU�����������./��0 �
�-�(��	��
�-'=x��E������*2�3����������78�WM.��0�F����)<�"�0 ����)R����R*2�3

�4�����

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

xy sin= 

][sin xy = 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

���������� 

�=|)(| xf�����������������������������������
�
�
�

<−

≥
=

'�

'�

x

x
xf )(�����

�A�
��(��	���������E��P�1�)��*2�3����"�����HF�-��� ���*����xxxf πsin][)( =��0�RE*����*2�3����

��"
��


,�Zx∈8�������'' === ))((sin][)( xxxxf πE*����*2�3�X�YN�O�/��Z�9	�0 �(��	�)�;�����

��
,�Zx∉�������8�][x������*2�3�xπsin���������)�;�����8�!
[��N�"��\<�������+���*2�3�Q���xxxf πsin][)( =����	2�R�3

E*����

�&�
��(��	][)( �
xxf =����-�����0�),[ k+��0��/��6�
�,0Q��1E*����*2�3�k��������0����

���"
����������� 24�X�YN�� ���E��
���@� ����)I�/����-�����(��	�6���]���^Q����'=x�_�E*����*2�3������������UR4����O�/��0 �(��	��\<�

4���)����*2�3���
�-����

....,,,,, &����
'�

±±±±±= →±=→=
≠

xkxkx
x

��

��RR./��6�RR<���TRR3-���RR;��)��RR*2�3�����=x��-�RR����RR������RR��),[ k+��ERR*���� �RR�&�RR4���)RR���)RR�;���

),[),[ &��� =+ k��`����0 �&&� −=→=+ kk��

�%�
��� �-���./����>�0 �
�-�(��	VE*����*2�3���a������

��

�
�
�

≠+

=
=

||

||
)(

xxx

xx
xf

�

�

�

A
��

�"�
E*��
�-�b02N����(��	�6�����

�
�
�

−≠+

−=
=

�'��

�'�A

,,

,,
)(

xx

x
xf��

�����������O�/��0 �(��	����E*��X[���)��*2�3�c��
4�)*0
����������'�����d�����������������R./��78�0 �(��R	�0��R/������"�6���)<��E*���"���0� �

E����
��
���E*����*2�3����./���*�6���0 �(��	��\<���

�B�
��(��	
��

�A
�

−+

+−
=

x

x
xf )(VE*����*2�3�a������ �-���./����>�0 ���

��"
�(��	�6��������� �}{),[ '� −+∞−E*����*2�3�a������ �O�/��Z�9	�0 �(��	�6�����E*�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�C�
����(��	�0� 29�])[sin(][)( xxxxf
�

π
+−=������-���0 ��0],[ &�����efL����� 
��?*0��������6���-���./����>�0 �1�����

VE*����*2�3����-����

��"
��

xyx
x

−= →<≤
=

���
�][

��

xyx
x

−= →<≤
=

�A�
�][

��

xyx
x

−= →<≤
=

A&A
A][

��

�&
&

= →=
=

yx
x][

��

��

��

(��	���� 24�)��Z2M;��1�(��	�0� 29�������2	���f�O�/��0 �A=x��&=xE*����*2�3������

�D�
��(��	�)��*2�3��0��0�
�-R�����)*0
�����

��

�
�
�

<

≥
=

||||

||
)(

xxx

xxx
xf

��

�
�

��
��

��"
E*��
�-��U4����(��	�6������

�
�

�
�

�

<<−−

<<

≥∨=∨−≤

=

'��

�'�

�'��

xx

xx

xxxx

xf )(��

�����������O�/��0 �(��	����E*��X[���)��*2�3�c��
4�)*0
����������'������d��������"�6�����E*���"���0� ��������
��
���./��78�0 �(��	�0��/�����

�E*����\<��./���*�6���0 �(��	E*����*2�3���

�'�
����+� ��b�	�a����������������!��/0!�.�\?�����0;����)sgn()()( ���
−++−= xxabxxxf,	�R����?��(/@�

����*]sgng��(��	�E*��E�_���

��"
��

1 2 3 4 5 6 7

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
������������
�� �!��"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#$�  

���������� 

��'��
−==→=−+ xxxx ,��

�b0�=��E�g��6��;	�����
−+ xx�����E4� �?�+�2@
��

∞+��������d��∞−��x��

h�����d�����h����
−+ xx��

����E*��X[���E�g��(��	�:�
;	������2	������"��

��� �
=−+→−< )sgn( xxx���

'�� �
=−+→−= )sgn( xxx��

���� �
−=−+→<<− )sgn( xxx��

'�� �
=−+→= )sgn( xxx��

��� �
=−+→> )sgn( xxx��

�T3����< �;��(��	f
�-��U4������8�)��E* �������

�
�

�
�

�

<<−+−−

=∨−=

>∨−<+−

=

��

��'

��

�

�

xabxx

xx

xxabxx

xf

)(

)(��

(��	�72>f�,	�R�?�(/@�E*�����O�/��0 �T3�=x����−=xE*����*2�3�Q������6��
������

A�'�A�A�
��

−=+→=++=++−→==
−

→
+

→

baababfxfxf

xx

)()()(lim)(lim��

�'���
��

−=−→=+−−=+−→−==
−

−→
+

−→

baababfxfxf

xx

)()()(lim)(lim

)()(

��

�
�
�

−=−=→
−=−

−=+
� ��

�

A�
ba

ba

ba
,��

iii��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������	 

 

��������	
����
���������

�����������������	
���
����	�������������������������	�����������	��� !�"�����#����	��$�	��� !�"�����%���&��������'���(�) �

��������*���	��� !�"��������+��* ��,-�.�����/�����������0�,&���������1�&2�������&��	&��#.�&���&��(&��	�&�� !�"��������2/�	�

��34�5*����6�%������7 ��������(�����(�������������������'���'�(�2+���8%��

��

��������	
�����
����������������������

�* ��-�(���������	��� !�"�����65��34����0�,����(��9� �����(�.���	 :��9�������#.���%��

��������;���/�<�=�����	 :��>������#.�������?����(��],[ ba����/������	��� !����	@Aa�������	@A/������*BC��b�������D4E(&���&���&F���

����;�������@�G<× )()( bfaf�>���������#.���������	@A/����#�6/H),( ba������&���&��(F��9H����A���%������&��
���&I��&�?�

bca <<�	���������
��G=)(cf�����%(6���J��BE�	�)(xf��	�������),( baK�/�	��	)������
���Ic�����%��

��

��

��

��

��

��

��

��

�����(���f��	��������],[ ba��������4��L�� ���%�#�6/Hc*����(��	��(,M���%��

��

��

��

b 

a 

)(bf 

)(af 

c 

2x 
b 

a 

)(bf 

)(af 

1x 

3x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir



������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

���������
 

 �!"������"����NONP xxxxxf +−−−= ))()(()(���*���#���#����%�������	&=��?��	��� ���9�)/G=)(xf���#.�&����

��][GQP*���	)������
���I�������%��


I��R����������A AI����E����	E�28������S=���*������	�2
���5�"�������#���#����"�������	�&�������	&8 �/�][GQP��	�&�� !�

*���%��(T�.���

�
�
�

=

−=

PP

UG

)(

)(

f

f
��

�9�5��"<× )()( PG ff���E����
���I��/�<�=�����	 :��VBT�D!�)(GQP∈c�	�����@����������
��G=)(cf���

;��	@A/�������
���I�"��������2/���?��������"@������+=�T���M�>%��

� �!"����	=��?��	��� ���*��W��GPOO
=+− xx��#.������)[(QP*���	)������
���I�������%��


I��R��"���POO
+−= xxxf )(������������������	�&�������	&8 �/�������A AI����E����	E�28������S=���*������	�2
���5�"������

��][GQP*���	��� !��%��(T�.���

�
�
�

−=

=

PP

PG

)(

)(

f

f
��

�9�5��"<× )()( GP ff���E����
���I��/�<�=�����	 :��VBT�D!�)(GQP∈c�	�����@����������
��G=)(cf��

�;�������"@������+=�T���M��	@A/�������
���I�"��������2/���?�>%��

 �!"������"����xxf tan)( NO −=��*���X�(F���%������	=��?��	��� ���9�)/G=)(xf������#.�&�����],[
O

��G
π

��������

*���	)��%��


I�R"���f���#.�����],[
O

��G
π

����*���	��� !���

G
O

G
O

O

OG
<×→

��

�
�

�

−=

=

)()(
)(

)(
π

π ff
f

f
��

��D!(�������	 :����	8 �/��/�<�=�����	 :�������
���I�
O

G
π

<< c�	���������
�G=)(cf��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

 �!"�������K�����	
�����	=��?��GNO NO
=+− xx*���#���#�����%����#.�&�����	=��?��	��� ���9�)/][ NQ��G��
���&I�

*���	)�����������%��


I�R�"���NO NO
+−= xxxf )(���*���	��� !�#.���'��������

GNG
NN

NG
<×→

�
�
�

−=

=
)()(

)(

)(
ff

f

f
��

���
���I��/�<�=�����	 :��(�����D!c��	��������)(GQN�	���������
��G=)(cf��

 �!"��������������	&=��?��	&���& ���9�)/�GNOPP N
=−+−+− xxxxx ))()((�������#.�&��][ NQ��N−�������������	)&������

� ���K��?��������	)���*�YE%��


I�R��7 ������Z�(?�xxxxxxf NOPP N
−+−+−= ))()(()(�%����������	�&�� !��&A AI����E����	E�28�����"����'��

*���	��� !�< /�	�����'�������S=���*���%9�5���(T�.���

GN�G��������GGN

ONQ�����������OGQ����������[N

<×<×−�

−==−=−

)()(,)()(

)()()(

ffff

fff
��

��������#.������"����' �\2�][ GQ��N−���][ NQ��G��*���	��� !�%����������	=��?���/�<�=�����	 :��(�����D!G=)(xf������.���&��(&����

�����#.��)( NQ��G���)( GQ��N−��������"����	8 �/�����������	)������
���I�f����#.�����][ NQ��N−�������	&�Y?=��Z��]��	)������
���I�

����%��

 �!"�����M���	��� ���9�)/�
PN^

PN

−−

+
=

xx

x
xf

sin
)(���#.������][ PQ��G������6��� !�/���	@A/����
���I�%��


I�R����"�����6��� !�/�_�A/
PN^

PN

−−

+
=

xx

x
xf

sin
)(��������������`(]������	)����%�����&��W�*&��������D!�����	&��7 &���*

���	=��?�GPN^ =−− xx sin���#.������][ PQ��G�����	)������
���I��%7 ������Z�(?�R��

PN^ −−= xxxg sin)("����9�5���g���	��������][ PQ��G���#����	��� !���

GPG
GPPNP^P

PPGNG^G
<×→

�
�
�

>−−=

−=−−=
)()(

sin)()(

sin)()(
gg

g

g
��

�	 :��VBT�D!���	=��?���/�<�=����G=)(xg��#.������)( PQ��G�����	)������
����I%��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir



������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

���������� 

 �!"������Im���������������	&=��?������	)���.���4��	��� ���'  ?���2���	�����GONPN
=−++− mxmx )(�����' &��

���EP�Pa������%��


IR�����7 ������Z�(?�ONPN
−++−= mxmxxf )()(%������	��������"����'��)( PQ��P−�����������9�&5���*&���	��� !�

�����	)���	�����'��%��D!GP�P <×− )()( ff*��/�9���������	8 �/������R��

GOPGOGOPO

���������OONPPPP

POONPPPP

NGP�P

N

N

<+−→<−− →

��

�
�
�

−=−++−=

−=−+−+−−=−

<×−
mmmm

mmmf

mmmf

ff
))((

))(()()(

))(()()(

)()(

��

7 ������
I�*�YE�'  ?���2��	�����	=��?��/�'���0�I�%��

#
#

$
" ==→=−− mmmm ,))(( OPO��

∞+��#��
��

#

$
��∞−��m��

b�����a�����b��"#$"# %
<+− mm��

7������S=R�O
O

P
<< m����

�������
�#��
$%#����������"����(��f������	������#.�����],[ ba��������&A AI���E�(����������	��� !�k��' &��)(af���)(bf�

����%�A AI���E����
���I�#�6/Hc��#.������],[ ba�	���������
��kcf =)(��

c-�(6���J��BE�	�ky =����2/�f�������"@��	@A/���5����������L�2�I����%��

��

��

��

��

��

��

��

ky = 

b a 

)(bf 

)(af 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�J�BW�R"����(���f���#.������],[ ba��	��� !�k' �����E�)(af��)(bf�����%7 ��������(��R��

kxfxg −= )()(��

���9�5�0�If������	8 �/����*���	��� !�g������������	��� !�< /�%�' �\2��"<)().( bgag������<�=�����	 :��VBT��S=��/����
��

�����),( bac∈�	��"=)(cgD!�"=− kcf )(���?��kcf =)(��

 �!"���"��������2/�	��� ���9�)/�xxf sin)( += P��	�������],[ π
π

N
c-�

N

O
=y��������"@����%��


IR����"f��	��������	8 �/�������A AI����E����	E�28�����],[ π
π

N
*���	��� !��%��(T�.���

��

�
�
�

=+=+=

=+=+=

PGPP

NPP
N

P
N

ππ

ππ

sin)(

sin)(

f

f��

9�5��N
NN

O
P =<<= )()(

π
π ff���c-�D!�

N

O
=y�������"@��	�����'���������"��������2/�%��

� �!"��(���)(xP������(����	
���.�����	�2
���5�����%�	��� ���*��W"=)(xP������A AI���	)������
���I�%��

��
I�R����+�����	��*)(xP���*���	��� !�#���2���%����	��7 ������X(��0�In
ax���������9��&��'�(�)& ����������	&�2
�)(xP�

�����%��������D!±∞→x�������*�YE�	��	����	��*F��9�������a��I�)(xP�����J��F�����T�	��∞+�����∞−������&���&���%

��������
���/� �����A����	 :��VBT��S=Rc∈�	��"=)(cP��

�&'��
!	� �!"����

P�R���	=��?��	��� ���9�)/"=− xx cos���#.���������	)���],[ $"�����%��

N�R���	=��?��	��� ���9�)/$#
+= xx���#.���������	)���),( %$�����%��

OR�� ���9�)/��	=��?��	���"%% #&'
=+−++ xxxx��#.���������	)���),( "%−�����%��

^R����	=��?��	��� ���9�)/GN
=++− $xxxsin��#.�����][ ππ Q��−�����	)������
���I�%��

d�R��"������H&
&

#

++= x
x

xf πsin)(��#.�����),( %%−A������de�(5�e�����	������/������������

U�R�c-�	��� ���9�)/%=y�"��������2/�xxxxf +−−=
%% #$ )()()(�������"@�����%��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir



������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

���������� 

������(����������	
�����

���������"����(���f������	�������],[ ba�������	�����'������#�6/H$�����	��� !����������������V&�@��72 &/������72�<������*������/�(��%

(6���J��BE�	�R��

Z=��>�A AI���Ek�(����(��	���������
��],[ bax∈�#�6/H�kxf <|)(|��

f�>���&&&&E���$x��%x��#.�&&&&�����],[ ba�(&&&&����(&&&&��	&&&&���&&&&/������&&&&
��],[ bax∈�J��&&&&��'&&&&������

)()()( %$ xfxfxf ≤≤��

��

��

��

��

��

 �!"����"����P
^

P

P

P N
++

+
+

−
= x

xx
xf )(���#.������][ Qd

N

O
*���#���Z�(?���%��

Lg���R����/�(�f� ������(������#.���'������%��

L� /�W�R�"������Hf( -����e�����V�@��72 � ����72 �����#.���'������%��


IR������"����	��7 /�����f����}{ ^PQ−−R����������	��� !%���������	��������"����'���D!][ Qd
N

O
���*���	��� !�7��%����(��&����S&=

���'������"����	 :���������-�72 /������72�<������������*������/�(��	��%��

��

���������������������9��&�����&/�(����V�@��72 /������72�<������
����(��9����	��� !�_(��

����*� /����(h��=��*�������%�������"��&��(&����&�?�f�������	�&������],[ ba���	�&�� !�

�����	�����'������*���'42��$���B/������������'&42�����&����V�@��72 /������72�<����������

���B/�*��%��

��

a b $x %x 

m 

M 

b b a a 

m m 

M M 

a b 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������
 

 

�
)#����������#.������(�.�"����][ PQP−����������72�<��&�����A����*������/�(���=��*� /�	��� !�

�9H�V&&�@�N�(&&����(&&����*&&���(F&&��9H�V&&�@��72 &&/��&&����][ PQP−∈x��&&����

N≤|)(| xf�����2/�	��� ���	
���(�.%��

��

�
�
�

≤≤

<≤−+
=

PG

GPPN

xx

xx
xf )(��

�������"�����6��� !�f����	�������],[ ba�����"����V�@��72 /������72�<������
��f��&������' 2:�����	�����'�����%���&��

��2/�	i����V�@��72 /������72 �����9���H�*������(����������%�������-�	i�����,])��j���V�)��kM����%��

lll��

������(����������	
�����

���������"����(���f����#.�����],[ ba��������&�������?&��L��& ����	��� !�%����(&��#�&6/Hf����(&��(��)](),([ bfaf������(&�����*&���

"���f��#.�����],[ ba������=�</�L�� ����	��� !�%�(��#�6/Hf�(��(��)](),([ afbf��*�����

��

��

��

��

 �!"��� ���'  ?�����(�.���#���#����"������(��%��

xxxg −−−= NP)(;�����f�������������������������NN −−= xxf )(;�Z=���

�
IZ=��R7 ������'  ?�����"������	����������%��

UN

U^NNNGNN

NGN

≤≤�

≤→≤−→≤−→≥−−

≥→≥−

x

xxxx

xx

��

7�( �����V�)��"����.��0�I%��

Pa 

N 

P 

P 

G 

b a 

)(af 

b a 

)(bf 

)(af )(bf 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir



������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

���������� 

G
NNN^

P

NNN

NN

P
G

<

−−−

−
=

−−

−
−

=′

))((
)(

xxx

x
xf��

*����=�</�#���2��"����D!P�������"�����(���S=���%��

],[)](),([ N�GNU == ffR f��

�
If�R7 ������'  ?�����"������	����������%��

NP
NGN

PGP
≤≤�

�
�
�

≤→≥−

≥→≥−
x

xx

xx
��

7�( �����V�)��"����.��0�I%��

G
NN

P

PN

P
>

−
+

−
=′

xx
xg )(��

*������?��#���2��"����D!N�������"�����(���S=���%��

],[)](),([ P�PNP −== ffR f��

lll��

������(�
*+��������	
������,��-#��	
���.���������

(��f�	��������],[ ba����	��� !����#�6/H$��������?��L�� ��P−
f�	��������)](),([ bfaf����������?&��L��& �����	��� !

*��%��

(��f	��������],[ ba�#�6/H$������=�</�L�� �����	��� !�P−
f	��������)](),([ afbf*����=�</�L�� �����	��� !�%��

��

��

��

��

                                                 
1
����(�)���
�*���+,��*���*�*���-�����.�������/�01� 

 
2�����
�*���+,��*���*�*���-�����.��(�)�������/�01 

f f 

P−
f 

P−
f 

xy = xy = 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

����"����0�C����(�xy
$−

= sin�����#.�������][ PQP−��*&������?��L�� ����	��� !��%�����&�?��9H�1�&4?���(&�.xy sin=�

���],[
NN

ππ
−�����*������?��L�� ����	��� !���%���"����' �\2�xy

$−
= cos�����#.�������][ PQP−�������&=�</�L��& ����	��� !�

*���%���?��9H�1�4?���(�.xy cos=����],[ πG*����=�</�L�� ����	��� !���%��

���/�����(���f����?�������	�������],[ ba�!����	��� ����#�6/H$��������	����P−
f����	�������)](),([ bfaf������	�&�� !�

����*&������	����%����������"��&��9�&5�0�&C����(&��#
xxf =)(������������&��	&���&����	�&�� !��������������"��&��	&����&���&��	&8 �/�$�*&��

# xxf =)(������������	�������	��� !�< /%��

� �!"��"����f��( 6��(m/�������(�.�����%"����	��� ���'  ?�$−
fe*���	��� !�/�j��	�����.��	@A/���5������

�
�
�

<<−

<<−
=

&#&%

%$$

xx

xx
xf )(��

�
I�R	��*����+�����

��

�
�
�

<<+

<<+

=
&%&

%

$"$

x
x

xx
xf )(��

�S=),(),( &%$"$ �=−
f

D������$�6��� !�c��(��	��	
������D!�������"��&��	���������	8 �/�$−
f��������$j��	&�����_�&A/�K�&2����

*���	��� !%��

��

lll��

��

��

��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir



������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

���������� 

������������������������ !�"#����

����23��4��0	�*��05��67*���
��898��:0����;<=���>��;	��������4��	�?�0����70�@���������������A��BC�A��?D�:0A23����4��A	�*��0A5��?�0��?*�E��

��5����7��F07�������4�*�>��6����;������:�7��-���
�BG���6�/�01
��

Z=��>�"��������2/xy
$−

= sin��	��������],[
NN

ππ
−"��������2/���	��(��xy sin=c-�	��*B�/�xy =*���%���

xxf

xxf

$−−
=

=

sin)(

sin)(

P
��

P
N

PQP
N

P
NN

−
∈→∈�== →

=
= ffy

xy
x )(),(sin

sin ππππ
��

PGQGGGGGG −
∈→∈�== →

=
= ffy

xy
x )(),(sin

sin
��

P
N

PQaP
N

P
NN

−
∈−→∈−−�−=−= →

=
−= ffy

xy
x )(),()sin(

sin ππππ
��

��

��

��

��

��

��

��

��

lll��

f�>�"��������2/xy
$−

= cos��	��������],[ πG"��������2/���	��(��xy cos=c-�	��*B�/�xy =*���%��

xxf

xxf

$−−
=

=

cos)(

cos)(

P
��

PPQPP −
∈−→∈−�−== →

=
= ffy

xy
x )(),(cos

cos
ππππ��

x 

y 

dnP 

P 

Pa dnPa 

Pa 

dnPa 

dnP P 

xy = 

xy sin= 

xy
$−

= sin 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������	 

 

P
N

GQG
N

G
NN

−
∈→∈�== →

=
= ffy

xy
x )(),()cos(

cos ππππ
��

PPQGPGPGG −
∈→∈�== →

=
= ffy

xy
x )(),(cos

cos
��

��

��

��

��

��

��

��

��

lll��

`�>�"��������2/xy
$−

= tan��	��������),(
NN

ππ
−"��������2/���	��(��xy tan=c-�	��*B�/�xy =*���%��

xxf

xxf

$−−
=

=

tan)(

tan)(

P
��

PGQGGGGGG −
∈→∈�== →

=
= ffy

xy
x )(),(tan

tan
��

+∞= →
=−

→ y
xy

x
tan

)(
N

π
��

−∞= →
=+

−→ y
xy

x
tan

)(
N

π
��

��

��

��

��

x 

y 

dnP 

O 

P 

Pa P 

dnP O 

xy = 

xy cos= 

xy
$−

= cos 

Pa 

x 

y 

N

π
=y 

xy = 

xy tan= 

xy
$−

= tan 

N

π
−=y 

N

π
=x 

N

π
−=x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir



������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� !�� 

���������
 

��>�"��������2/xy
$−

= cot��	��������),( πG"��������2/���	��(��xy cot=c-�	��*B�/�xy =*���%��

xxf

xxf

$−−
=

=

cot)(

cot)(

P
��

P
N

GQG
N

G
NN

−
∈→∈�== →

=
= ffy

xy
x )(),(cot

cot ππππ
��

−∞= →
=−

= y
xy

x
cot

π��

+∞= →
=+

= y
xy

x
cot

G��

��

��

��

��

��

��

��

HHH��

��

 

x 

y 

π=y 

xy = 

xy cot= 

xy
$−

= cot 

π=x 
G=x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


 

�� ����� � ��	
�� ��
� ��� �� ��
������������������ �� !
"�#� �

�$%& �'() *+,��-� 
.� 
/0 �
-�
1���2 � ��-3��
4 5 ���6 
7!�5 �� 8 9 :; :;< �

=>?@AB@ �

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	
�����

�����������������	
���
�����
���������A���������������������������������������	
���
���������
����������� ��!�������
������� 

������" 
�#����$���� �	
���
�)(xfy =���������������A���%��
 �

��%��
���������B������&��'�������$����(�����A�����)���* ��+�����

����",
-�
��./��
 �(AB����������0�B����������� ���A��1��'��

����������������������1���'����2
��
����� �
3�
������
�4��5�.���6 �(�.��5

�����������
���������5�7/��89�(�:���
��0%������������� �	
����
���;
��3

�������������������$��A�7/���!�����������7/��� ����<%=�>�?�1��
 �
�����������(�7/�����<%=�>�?�1��@
��-��>�?����

%�4�!��

h

afhaf
mAB

)()( −+
=����

�

�
�
�

�

+

+
=

)( haf

ha
B���(���

�

�
�
�

�
=

)(af

a
A��

h

afhaf
m

h

)()(
lim

−+
=

→ A
�	
���
��������B(�C��2�����

��B�#�D������<�&�������C
E�F��G���>B��))(,( xfx.��5�H����!7����.�3���!��

ax

afxf
mAB

−

−
=�

)()(
���
�

�
�
�

�
=

)(xf

x
B���(���

�

�
�
�

�
=

)(af

a
A��

ax

afxf
m

ax −

−
=

→

)()(
lim��B(�C��2����	
���
��������

III��


��������������

�" 
#��<�f�����>�
���J
 ���KJ
 �� �a��������������J����5������K
*�4�0%�
 ���B�����J�%=�(�%�
 �K%��L��M#��
�

�
�
�

�
=

)(af

a
A�

����� �(����N<m�������� �	
���
��0%�
 ����f����������A�������K%��
��!��

ax

afxf
m

ax −

−
=

→

)()(
lim��

A 

B 

a ha + 

)(af 

)( haf + 
",
-�
� 

a 

�
�	
�� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	���� 

���������������� �	
���
������R
xxf =)(��������������),( SSA%��5����M#����!��

�>=D��

RSS
S

SS

S

S

S

S

S

R

SS
=+=

−

+−
=

−

−
=

−

−
=

→→→ x

xx

x

x

x

fxf
m

xxx

))((
limlim

)()(
lim	
���
��������

����������T�
M��>6-�����#�� ��B�#�
 ����������� �	
���
R
xxf =)(�������������),( SSA%����� ����!��

�>=D��

baxmy +−= )(	
���
�����T�
M����

SRSSR −=→+−=→ xyxy )(��

�	������������.U
-�	
���
��>�
��0��������1��� �	
���
��J��G���L��M#�!" 
#��<�f��a(�K�� ���/��V���

∞−∨+∞=
−

−

→ ax

afxf

ax

)()(
lim��

������
���K
�*�4�0%�
 �ax =��������������J����5�))(,( afaA������N�<������!�����

����������������� �f7/��!��

���� !!���������������<��f��� ���KJ
 ���������],[ dc�������
���L���M#�K
*�4�0%�
 �

�*�/��V�� ��B�#�
 ����.U
-�	
��f��
W����X
������c(�d���<� ���������
W����X
����5�.�3�����.��M#����,�!��

��

O
Y��D��X���S±=x�������$����� �.U
-�	
���X���RS xxf −=)(�

%���3�!" 
#fX
������S=x(�S−=x7/����/��V�!��

��

��������
���5�%�3��;
Z��S=x���$���� �.U
-�	
���0�[ S−= xxf )(%�
 ����!��

�>=D��

.U
-�	
���
� 

S−=x S=x 

S 

S S\ 
A 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	���" 

 

+∞=

−

×
−

−
=

−

−
×

−

−
=

−

−−
=

−

−

→

→→→

[ RS

[ R

[ R[

S

[

SS

S

S

S

S

S

S

S

S

S

AS

S

S

)(

lim

)(

(
limlim

)()(
lim

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

fxf

x

xxx
��

III��

	#$%�&��'!�()���*+,���

��L��M#�D��" 
#�.��5�H��f�������������*�
��3�1�����a���%�
 �K%��L��M#��!���<�
ax

afxf

ax −

−

→

)()(
lim�����0%��
 ���B����

���" 
#�]�Z�����;4f��a�����
 �(�K%��
��)(af ′��
�ax
x

f
=

∂

∂
|���%�3�����^�
����!������" 
#�0.���<�C��2�������f��a����]�Z����

�C��2�������_����(�7/����NV`%�
6����B���a
 �%=�b.���<�0f��a7������NV�]�Z��!��

��	�����������������7����;��#����'�����*���>&��� ���������1�����" 
#�]�Z���!���5�.��5�H��xha =+�cV�axh −=��(�

�NT��

h

afhaf
af

ax

afxf
af

hax

)()(
lim)(

)()(
lim)(

−+
=′→

−

−
=′

→→ A
��

�������" 
#�]�Z��xxf =)(�������������d=x�%��(4�7/��� !��

�>=D��

[d

[d[d[ddd
d

A

A

A

AA ++

++
×

−+
=

−+
=

−+
=′

→→→ h

h

h

h

h

h

h

fhf
f

hhh
limlim

)()(
lim)(��

e

S

[d

S

[d

S

A
=

+
=

++
×=

→ hh

h

h
lim��

��

�	-.+%�" 
#���$���� �	
���
������)(xfy =����������))(,( afaA" 
#���$���� �"-�(�f� �� )(af ′��

`��B(�C��2����b7/�!��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	���/ 

��	����� ��
$�����/�������%��
�������������" 
#�]�Z�����6a���%�
 �
ax

afxf

ax −

−

→

)()(
lim�������.���5�Q
�=���B(�C��2��������!

������������ ���&�7/�������%��
 ���B���;4�7/���(�fg��
3�%=��T(�%�
6����B���%=!��

III��

	0�1�&����2�*+,���

�" 
#��<�f���������a����7/����*�
��3�1��(�a������������,�1���%=�0%�
 �K%��L��M#��
ax

afxf

ax −

−

+
→

)()(
lim�������

�0��B(�C��2�3 '�*+,�" 
#�f����������a��
���
 ����;4�(�%��
�����)(af+
′�%�3�����^�
��!��

ax

afxf
af

ax −

−
=′

+
→

+

)()(
lim)(7/���]�Z����

�" 
#��<�f���������a������*�
��3�1��(�fga��������������,�1���%�=�0%��
 �K%��L��M#��
ax

afxf

ax −

−

−
→

)()(
lim�������

�0��B(�C��245�*+,�" 
#�f����������a��
���
 ����;4�(�%��
�����)(af−
′%�3�����^�
���!��

ax

afxf
af

ax −

−
=′

−
→

−

)()(
lim)(7/���]�Z����

������������������������J��
3�" 
#������,�1��C
��Z�S=x%��(4�7/��� �!��

)sgn()( SR
−= xxxg`���������Q����������������������������[SR +−= ||)( xxf`�LT���


������" 
#�f��*�
��3�����5�`�fg�(�7/���b������a�0%�
 �K%��L��M#���������a�7/����NV�]�Z���K
<�3�0D��

�LT��D%�
 ���/��V�������������!�����������������������Q����D)(af+
′(�)(af−

′� �� �(���B���S%��
 �!��

�	.6���� �%3������/��V�'��������;4����K
*�4�0%�
 ���NV�]�Z��������������M 
#��<���!��

�C
6h��D��

)()(lim))()((lim)(
)()(

lim afaxafxfaf
ax

afxf

axaxax
′−=−→′=

−

−

→→→

��

                                                 
1��!��(
����
3��%?���M�%���! 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	���7 

 

�

�

=−→′−=−→
→→→

))()((lim)()(lim))()((lim afxfafaxafxf
axaxax �� ��� ��

��

)()(lim)(lim)(lim afxfafxf
axaxax

=→=−→
→→→

���

����������" 
#��5�7/��;4���M��� �����(ax =7/����/��V��!��

�	����7�������-� �@
��'T��G�������i-�c&?�`�!" 
#��*�/��V�"-�(���f���������a����NV�]�Z����� �)Ja�X���

" 
#f���������a���
5�X������07/��b��

�	-.+%�7������NV�]�Z�������;4����0%�
6����/��V������1������M 
#��<��!��

�����������������������J�" 
#����NV�]�Z���=x%��5��/�� �!��

�	

�


�

<+

≥+
=

AS

SR

xxx

xx
xf

sin
)(

�
��

>=���������������" 
#��*�/��V��%� �.��5�����/�� �K%��K�����!��

���� �
=+= )()(f���%�����

��� �

�

=+=
+

→

)()(lim xf

x

7/���%=���

SAAS =+=

→

)sin()()(lim xf

x
��

fg�%=���

�����������" 
#�=x7/����/��V�!��

.��5�����/�� ����������������������,�1��C
��Z��O
=!��

�
�

��

�

�
�

�

�

�

�

��

===
−

−+
=

−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
→

+ x
x

x

x

x

x

fxf
f

xxxx

limlim
)(

lim
)()(

lim)(��

A
SS

AAA
===

−

−+
=

−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
→

− x
x

xx

x

xx

x

fxf
f

xxxx

sinlim
sin

lim
)sin(

lim
)()(

lim)(
��

�
�

�

��

)()( AA −+
′=′� ff��

�����������" 
#�=x7/����NV�]�Z��!��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	���8 

�����������������������J�" 
#����NV�]�Z���=x%��5��/�� �!��

�	

�


�

<+

≥+
=

AS

SR

xxx

xx
xf

sin
)(

�
��

>=���.��5�����/�� �K%��K�����������������" 
#��*�/��V��%� �!��

���� �
=+= )()(f���%�����

��� �

�

=+=
+

→

)()(lim xf

x

7/���%=���

SAAS =+=

→

)sin()()(lim xf

x
��

fg�%=���

�����������" 
#�=x7/����/��V�!��

.��5�����/�� ����������������������,�1��C
��Z��O
=!��

�
�

��

�

�
�

�

�

�

�

��

===
−

−+
=

−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
→

+ x
x

x

x

x

x

fxf
f

xxxx

limlim
)(

lim
)()(

lim)(���

A
SS

AAA
===

−

−+
=

−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
→

− x
x

xx

x

xx

x

fxf
f

xxxx

sinlim
sin

lim
)sin(

lim
)()(

lim)(
��

�
�

�

���

)()( AA −+
′=′� ff��

�����������" 
#�=x7/����NV�]�Z��!��

�������" 
#����NV�]�Z��||)( �−= xxf��������������=x%��5��/�� �!��

>=�D.��5����L��M#���J�C��2�� ����" 
#��%� �!��

	


�

<−−

≥−
=

��

��

xx

xx
xf

)(
)(��

����������" 
#��*�/��V�O
=.��5�����/�� �K%��K�������!��

���� =−=)(f���%�����

���
�

=−=
+

→

)(lim xf
x

7/���%=���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	���9 

 

���
��

=−−=

→

)()(lim xf
x

fg�%=���

�����������" 
#�=x7/����/��V�!��

.��5�����/�� ����������������������,�1��C
��Z��O
=!��

�
�

��

�

�
�

��

=
−

−−
=

−

−
=′

++
→→

+
x

x

x

fxf
f

xx

)(
lim

)()(
lim)(/���]�Z��7��

�
�

��

�

�
�

��

−=
−

−−−
=

−

−
=′

−−
→→

−
x

x

x

fxf
f

xx

)(
lim

)()(
lim)(fg�]�Z����

)()( SS −+
′≠′� ff��

����������" 
#�=x7������NV�]�Z��!��

��������" 
#����NV�]�Z��|sin|)( xxf =���������������=x%��5��/�� �!��

�>=�D.��5����L��M#���J�C��2�� ����" 
#��%� �!��

�
	

�



�

<<−−

<≤

=

�xx

xx

xf

R

R
A

π

π

sin

sin
)(��

.��5�����/�� �K%��K�����������������" 
#��*�/��V�O
=!��

�� == )sin()( Af���%�����

�

��

==
+

→
+

→

xxf

xx

sinlim)(lim7/���%=���

�
��

=−=

→→

xxf

xx

sinlim)(lim

AA
fg�%=���

�����������" 
#�=x7/����/��V�!��

��������������������,�1��C
��Z��O
=.��5�����/�� ��!��

�
�

�

�
� ==

−
=

−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
x

x

x

x

x

fxf
f

xxx

sin
lim

sin
lim

)()(
lim)(

AAA
7/���]�Z����

�
�

�

�
� −=

−
=

−−
=

−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
x

x

x

x

x

fxf
f

xxx

sin
lim

sin
lim

)()(
lim)(

AAA
fg�]�Z����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	���: 

)()( AA −+
′≠′� ff��

����������" 
#�=x7������NV�]�Z��!��

III��

*+,��()����

��" 
#�]�Z���5�.�����f%��
��7 
h������������a`���B(�C��2����b���� ���J�%�4����7/��� ���J�!��

h

afhaf
af

h

)()(
lim)(

−+
=′

→A
��

��j����<�x��'*�
B����a�.�����0.��5�D��

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

−+
=′

→A
��

���% ��5���.����#������#�#f ′���������* ��+������%�%B�" 
#���������3�k�J��� ��5�.x����������0%��
 �����������B(�%�=������5��x������ ����

)(xf ′��%�5������+�!�" 
#f ′��]�Z��" 
#���f`�����
E����� �
�]�Z�f�b�.��
��������
 ����;4�(�������
�3��
���J���&��)(xf ′��
���

x

f

∂

∂
%�3�����^�
���!��

" 
#��������f ′��������J������?�������J�f;4�X
���)
�#�����5�%�
 ����f%�
 ������NV�]�Z��!���M�D��

}" 
#f%�
6����NV�]�Z���������!|{xDD ff −=′��

��������%��(4�7/��� �]�Z��L��M#�1�5�� ������J��
3�" 
#�]�Z�!��

�xxxg cossin)( +=`���������������������������������������Qxxxf �� �
−=)(`�LT���

����������NV�]�Z��%����� ����]�Z��" 
#���������cl/�(��/�� ����m��������X
�������3���������J�" 
#�!��

�	

�


�

>+−

≤
=

S[

SR
R

R

xx

xx
xf )(��

�>=�D��NV�]�Z��7/����
5��������
����������S=x.��5��/�� ����!��

�%� �.��5�����/�� �K%��K�����������������" 
#��*�/��V�!��

RR R
== )()( ��f���%�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	���; 

 

R[R
=+−=

+
→

)()(lim �

�

xf

x

7/���%=���

RSR R
==

→

)()(lim xf

x
��

fg�%=���

����������" 
#�=x7/����/��V�!��

.��5�����/�� ����������������������,�1��C
��Z��O
=!��

��

�
�

�� −

−+−
=

−

−
=′

+
→

+
→

+
x

x

x

fxf
f

xx

R[R )(
lim

)()(
lim)(7/���]�Z����

RS
SSSS RR

−=+−=
−

+−−
=

−

−−
=

−

+−
=

+
→

+
→

+
→

+
→

)(lim
))((

lim
)(

limlim x
x

xx

x

x

x

x

xxxx ���� ���
��

��

�
�

�� −

−
=

−

−
=′

−
→

−
→

−
x

x

x

fxf
f

xx

RR R
lim

)()(
lim)(fg�]�Z����

nSR
SSRSR R

=+=
−

+−
=

−

−
=

−
→

−
→

−
→

)(lim
))((

lim
)(

lim x
x

xx

x

x

xxx ��� ��
��

)()( SS −+
′≠′� ff��

����������" 
#�=x7������NV�]�Z��!���

7/����J�>&��� �]�Z��" 
#�cV!��

	


�

>−

<
=′

SR

Sn

xx

xx
xf )(��

}{}{ SS −=−=′ RDD ff��

������" 
#�]�Z����������||)( ��
−= xxf%��5�oFZ�����!��

>=�D.��5����L��M#���J�C��2�� ����" 
#��%� �!��

�
	

�



�

−≤

<<−

≥

−

−−

−

=

�

��

�

�

�

�

�

�

�

x

x

x

x

x

x

xf )()(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	���<= 

.��5�����/�� �K%��K����X
���������" 
#��*�/��V�O
=!��

� ����������*�/��V��/�� �=x��

���� �
=−=)(f���%�����

����

�

=−=
+

→

)(lim xf
x

7/���%=���

����

��
=−−=

→

)()(lim xf
x

=�fg�%��

�����������" 
#�=x7/����/��V�!��

.��5�����/�� �����������������������&��C
��Z��O
=!��

��
�

��

�

��

�

�
�

��

�

��

=+=
−

+−
=

−

−−
=

−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
→

+ )(lim
))((

lim
)(

lim
)()(

lim)( x
x

xx

x

x

x

fxf
f

xxxx

�

��

�

��

�

�
�

�

�

�� −

+−−
=

−

−−−
=

−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
x

xx

x

x

x

fxf
f

xxx

))((
lim

)(
lim

)()(
lim)(��

��
�

−=+−=
−

→

)(lim x

x

��

�����������" 
#�=x7������NV�]�Z��!��

� ����������*�/��V��/�� �−=x��

���� �
=−−=− )()(f���%�����

��� �

��

=−−−=
+

−→

])[()(lim

(

xf

x

7/���%=���

��� �

���

=−−=

−→

)()(lim

(

xf

x

fg�%=���

�����������" 
#�−=x7/����/��V�!��

.��5�����/�� �����������������������&��C
��Z��O
=!��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	���<< 

 

�
�

��

�

��

�

�
�

��

�

����

=
+

+−−
=

+

−−−
=

+

−−
=−′

+
−→

+
−→

+
−→

+
x

xx

x

x

x

fxf
f

xxx

))((
lim

)(
lim

)()(
lim)(

(((

��
�

��

�

��

�

�
�

��

�

����

−=
+

+−
=

+

−−
=

+

−−
=−′

−
−→

−
−→

−
−→

−
x

xx

x

x

x

fxf
f

xxx

))((
lim

)(
lim

)()(
lim)(

(((

���

�����������" 
#�−=x7������NV�]�Z��!��

�cV" 
#f���
3���������=x�(��−=x7������NV�]�Z���!�NT��

}{}{ ���� SS −−= →−−= ′

=

′ RDDD f

RfD

ff��

�
	

�



�

−<

<<−

>

−=′

�

��

�

�

�

�

x

x

x

x

x

x

xf )(��

III��

+,��>�?@+3�.A��.)���	#) '���BA�*��

����%��;���?�@p6-��5�����
�3��" 
#��<��0f����a���������7�/����/��V�������������K
*�40%�
 ���NV�]�Z���!����������5�%������P<�����q�3

�����%�
 ��������-� �K��'<�����c&?�!�������������������M 
#�7/���&���(a���
��0%�
 ���/��V�%�
6����NV�]�Z������������!��@pY��

�" 
#||)( xxf =�����������A=x��T(�7/����/��V��;�g)()( AA −+
′≠′ ff�7������NV�]�Z�������������!��

�����V��5�%��
 ��������B�#�/�*��" 
#�f�����������a�0�������" 
#����NV�]�Z����� �)Ja�X���f�������������a����X������07/�

7������NV�]�Z��������������K
*�4�0%�
6����/��V�������������M 
#��<���NT�(����
5!��

�������" 
#��������������J�R=x7/����NV�]�Z���!���
��b(�a%��5��6/
$�����!��

	


�

≥−

<−
=

RR

R
R

xx

xbax
xf )(��

�>=D" 
#�;�g�f����������R=x7/����NV�]�Z���!�(�K�� ���/��V��������������NT)()( RR −+
′=′ ff�cV��D��

(*))()(lim)(lim RRR
RR

=−→==
−

→
+

→

bafxfxf

xx

���

	


�

≥

<
=′

RR

R

xx

xa
xf )(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	���<� 

nRRRR =→=→′=′
−+ aaff )()()(��

eRrRR
n

=→=− →=−
=

bbba
a

(*)��

����������%���b(�a������������J�" 
#��5�%��5��%�V����,����S=x%�
 ���NV�]�Z��!��

�	

�


�

>+

≤
=

SR

SR

xbax

xx
xf )(��

�>=�D.��5�����/�� �������,�1��C
��Z��cl/�(��*�/��V��%� �!��

�*�/��V��/�� �����

babaxf

x

+=+=
+

→

RSR
S

)()(lim7/���%=�����

�� �

�

==
−

→

)()(lim xf

x

fg�%=�����

��� =)(f��%�����

�� =+� ba��

���,�1��C
��Z���/�� ��

	


�

>

≤
=′→

�	

�


�

>+

≤
=

SR

SR

SR

SR

xa

xx
xf

xbax

xx
xf )()(��

af �� =′
+ )(7/���]�Z�����

���� ==′
− )()(ffg�]�Z�����

��� =→=� aa��

��%����<��O
=a.�3�����-�O(���(
�#��������!7����.�3���D��

���
�

−= →=+
=

bba
a

��

III��

�! !�' ������

S�D�" 
#��<�f���
�������������7/����*�
��3���a���%�
 �K%��L��M#��!��C��2����������" 
�#�%���<�f���������������a���]�Z��

�K
<�3�07/����NVD��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	���<" 

 

�LT��D���������a�%�
 ���/��V!�������������������������������QD)(af+
′�����B��%�
 !��

�7T
=�������.�3��������-�!)()( afaf +
′=′��

R�D��" 
#��<�f���
�������������fg��*�
��3���a���%�
 �K%��L��M#�!�����" 
�#�%����<�C��2��������f������������a��]�Z���

�K
<�3�07/����NVD��

�LT��D���������a%�
 ���/��V�!�����������������������������QD)(af−
′%�
 ���B����!��

.�3��������-�7T
=��������!)()( afaf −
′=′��

[�D��" 
#��<�f������������*�
��3����a��%��L��M#��%�
 �K!�����" 
#�%���<�C��2��������f�������������a������07�/����N�V�]�Z��

�K
<�3D��

�LT��D���������a%�
 ���/��V�!����������������������������QD�)()( afaf −+
′=′%�
 ���B����!��

.�3��������-�7T
=��������!)()()( afafaf −+
′=′=′��

e�D���*�
��3����" 
#`�fg�
��7/���b%�
 �K%Z��L��M#���������! 

O
��Y�S��D����������" 
��#xxf =)(�����?����),[ +∞A%���
 �������!����" 
��#����� 
��� 

����������7/����*�
��3A=x���7/��K%��L��M#�!O
=�;�g�AA
A

==
+

→

)()(lim fxf

x

��NT

����������=x7/����/��V�!�%�
 �������B���������������" 
#�7/���]�Z��
��!��

�+∞===
−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
xx

x

x

fxf
f

xxx

�

�

�
�

���

limlim
)()(

lim)(��

���� 
� " 
#����������A=x�7������NV�]�Z�!��

O
Y�R�D���" 
#��������xxxf =)(����?����),[ +∞A��%�
 �����!�����������������7�/����*�
���3����" 
#����� 
� A=x�

��7/��K%��L��M#!�;�g�O
=AA
A

==
+

→

)()(lim fxf

x

��������������NT�=x��7/����/��V����(����������������" 
�#�7/���]�Z�

���������B�%�
 ���!��

�A===
−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+ x
x

xx

x

fxf
f

xxx ��� �

�
� limlim

)()(
lim)(��

���� 
� ��" 
#��������A=x����NV�]�Z��7/�(�AAA =′=′
+ )()( ff!��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	���</ 

��O
Y�[�D���" 
#��������xxf −=)(����?����],( A−∞�%�
 �����!��*�
���3����" 
#����� 
� �f�g����������A=x�

��7/��K%��L��M#!�;�g�O
=AA
A

==
−

→

)()(lim fxf

x

��������������NT�=x��7/����/��V���NT����]�Z�����f�g�������������" 
�#

���B��������%�
 ���!��

�+∞=
−

=
−

=
−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
xx

x

x

fxf
f

xxx

S

��� �

�
� limlim

)()(
lim)(��

��������" 
#����� 
� ���A=x7������NV�]�Z��!��

��O
Y�n�D���" 
#��������Rn xxf −=)(����?����],[ RR−��%�
 �����!������������������*�
���3����" 
�#����� 
�� A=x�

7/��K%��L��M#!;�g�O
=RA
AA

===
−

→
+

→

)()(lim)(lim fxfxf

xx

�����������NT�=x7/����/��V�!����q�3���

�

A
RnRn

Snn

Rn

RnRnRn

RR

R

R

RRA

A
R

=

−−

=

−−

×
−−

=

−−

−−
×

−−
=

−−
=

−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
→

+
→

+

x

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

fxf
f

xx

xxx

��

��� �

�
�

limlim

limlim
)()(

lim)(

��

A
RnRn

Snn

Rn

RnRnRn

RR

R

R

RRA

A
R

=

−−

=

−−

×
−−

=

−−

−−
×

−−
=

−−
=

−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
→

−
→

−

x

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

fxf
f

xx

xxx

��

��� �

�
�

limlim

limlim
)()(

lim)(

��

�cVAAA =′=′
−+ )()( ff�!� ���������" 
#����� 
�A=x����NV�]�Z��7/�(�AA =′ )(f��

��O
Y�s�D���" 
#��������||)( xxf =����?����R��%�
 �����!�����������������*�
���3����" 
�#����� 
� A=x�����K%���L���M#�

7/�!;�g�O
=AA
AA

===
−

→
+

→

)()(lim)(lim fxfxf

xx

�����������NT�=x7/����/��V��!����q�3��

�S
A

A

===
−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
x

x

x

x

x

fxf
f

xxx ��� �

�
� lim

||
lim

)()(
lim)(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	���<7 

 

S
A

A

−=
−

==
−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
x

x

x

x

x

fxf
f

xxx ��� �

�
� lim

||
lim

)()(
lim)(��

�cV)()( AA −+
′≠′ ff�!����������" 
#����� 
� A=x���NV�]�Z����7�!��

��O
Y�e�D���" 
#��������[ S−= xxf )(��������%�
 ���������=���%?�����?���!������������*�
���3����" 
#����� 
� S=x�

����7�/��K%���L��M#�!���;��g�O
�=AS
SS

===
−

→
+

→

)()(lim)(lim fxfxf

xx

�����������������N�T�=x����7�/�����/��V��!

����q�3��

�+∞=

−

=
−

−
=

−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
[ RS

A

A
[

SS S

S

S

S

S )(

limlim
)()(

lim)(

xx

x

x

fxf
f

xxx

�
���

+∞=

−

=
−

−
=

−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
[ RS

A

A
[

SS S

S

S

S

S )(

limlim
)()(

lim)(

xx

x

x

fxf
f

xxx

�
���

�cV)(S+
′f�()(S−

′f%��
 �������B����!��������" 
#����� 
� ���S=x���NV�]�Z��7���!��

III��

�()�����BA�%�*+,��C�$%�?3'�)��

7/����NV
��]�Z��K����3���J�X
������" 
#��5�7P<�;��#���������1�����" 
#����NV�]�Z��L��M#�� 
� !��

S�D�" 
#��<�f���������ax =7/����NV
��]�Z��������������K
*�4�0%�
 ���/��V
��!��

������������������ax =%���<�����*�/��V
������������!��

%��
��D�" 
#][)( xxf =������������5�=x�����/��V�7�!��

��

R�D�" 
#f�����������ax =�����������������������������" 
�#�fg�(�7/���]�Z���T(�7/����/��V�

%��
6��� �� �(���B��`�!�(
�����_��
3��%?b 

��

��������������������ax =%���<�������<�
��������(�J�����������!��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	���<8 

%��
��D" 
#||)( xxf =���������5��=x�������������;4�fg�]�Z���T(�7/����/��V�S\�;4�7/���]�Z��(�S7/��!��

	


�

<−

≥
==

�

�

xx

xx
xxf ||)(��

�� =)(f��%�����

�
��

==
++

→→

xxf
xx

lim)(lim7/���%=���

�
��

=−=
−−

→→

)(lim)(lim xxf
xx

fg�%=���

�
�

�
�

��

==
−

−
=′

++
→→

+
x

x

x

fxf
f

xx

lim
)()(

lim)(7/���]�Z����

��
�

�
�

��

−=
−

=
−

−
=′

−−
→→

−
x

x

x

fxf
f

xx

lim
)()(

lim)(fg�]�Z����

[�D�" 
#f���������ax =�������������" 
#�fg�
��7/���]�Z���T(�7/����/��V�

��*���(��%?��&�∞����! 

������������������ax =�����'������%���<�������<�
��������(�J���!��

%��
��D�" 
#
�	

�


�

>−

≤−
=

��

�� �

xx

xx
xf

)(
)(������������5�=x��T(�7/����/��V���

��
�

�

�

�
�

��

�

�

�

�

�
�

�

�

��

���

=−=
−

−
=

−

−
=′

+∞=
−−

−
=

−

−
=

−

−
=′

−−−

+++

→→→

−

→→→

+

)(lim
)(

lim
)()(

lim)(

)(
limlim

)()(
lim)(

x
x

x

x

fxf
f

xx

x

x

x

x

fxf
f

xxx

xxx
��

��

n�D�" 
#f���������ax =��&��" 
#�fg�
��7/���]�Z���T(�7/����/��V�∞+���*���(�∞−����! 

��������������������ax =%���<������Z<J
 �����������!��

%��
��D" 
#	 �
xxf =)(������������=x������������������(�7������NV�]�Z���T(���/��V�

7/����Z<J
 �!���J��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	���<9 

 

�

−∞===
−

−
=′

+∞===
−

−
=′

−−−

+++

→→→

−

→→→

+

	
�

	 �

��

	
�

	 �

��

�

�

�
�

�

�

�
�

xx

x

x

fxf
f

xx

x

x

fxf
f

xxx

xxx

limlim
)()(

lim)(

limlim
)()(

lim)(

��

s�D�" 
#f�����������ax =�����������(���3�" 
#�fg�
��7/���]�Z���T(�7/����/��V�∞+�
��

�(���3∞−%����! 

�������������������ax =���<����.U
-�L�?�����������%!��

%��
��D" 
#�������� 	
xxf =)(������������5�=x��T(�7/����/��V���

+∞===
−

−
=′

+∞===
−

−
=′

−−−

+++

→→→

−

→→→

+

� ��

� 	

��

� ��

� 	

��

�

�

�
�

�

�

�
�

xx

x

x

fxf
f

xx

x

x

fxf
f

xxx

xxx

limlim
)()(

lim)(

limlim
)()(

lim)(

��

III��

�� !!���������������<�A���0" 
#���$���J���������������T(��%?��&��>-�%=�07/���(�fg��
3�]�Z��J������K
�*�4�0%���
 �� �� 
��A�����

���������" 
#���� ����<�1��
��������(�J��������1�f�%��
�����!�"-�(�����$���J�������������0��(����&� �0.���%��.U
-�	
���
��

���	
���
�`�	
���.��b�.������!�<�Sm�(�Rm�������%��
 �	
���
��(�������
3�����!4�����������f�g�	
����(����� ������(�J�K
�*���(�

7/��7/����J�>&��� �!��KJ�%�����6T��θ%�
 ��B�P���
��K�
=�7/���&����5������
3�	
���.���7WB�� ��*�� �!��

RS

RS

S mm

mm

+

−
=θtan��

��

��

��

��

��%�>!��.)���	�> D�������.E!�F�3 �G 

 

θ 

�3 �	���H��������.%�>!��.)���	�> DG 

 

θ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	���<: 

����������%�3��;
Z����5A=x������������J�" 
#���� ����<��������1���%�
 ���!������� �����(�J�cl/����������7�/���(�fg�	
���(�

%��5����M#������������!��

	


�

<

≥
=

A

A
R

xx

xx
xf

sin
)(��

�>=D��

	


�

<

>
=′

AR

A

xx

xx
xf

cos
)(��

SSA mxf ===′
+ )cos()(7/���]�Z����

RAAR mxf ===′
− )()(fg�]�Z����

����������7/���(�fg�]�Z��;�gA=x������ 
��(��%?�(���3�� ��%�����������" 
#�cV�0%���KA=x����������������<���������1��!���������(�J�

��5����M#���J�>&��� �;��#�������	
���.���(�������� !��

�nsS
ASS

AS

S RS

RS
=→=

+

−
=

+

−
= θθ

))((
tan

mm

mm
��

;��#����
3�	
���.���7WB�� ��B�#�
 ��S[s=θ�7��<��+��������!%��
����B�#���J�>&��� !��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

III��

-3 -2 -1 1 2 3

-1

1

2

3

x

y

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	���<; 

 

	#$%�&��'!�()���*+,������6���

��������������������������>&Z��������"����7�WB��NT�07/��>&Z��(���<�7-(�"-�����Y5�����" ��#�]�Z�����6/
$����� �]�Z��L��M#�J��K�
P�/�

%�������t������J�C��2�� �0%���3�C
6h��> 
-�L��M#�1�5�� ��*�3��5�]�Z���
�
i-!��

�	.6���<��kxf =)( 
h�" 
#�1�%�
 �7�!�5�%��5�7 
hA=′ )(af��

�C
6h��D��

A
A

=
−

=
−

−
=

−

−
=′

→→→ axax

kk

ax

afxf
af

axaxax
limlim

)()(
lim)(��

	.6��" ��#��<��g(�f����������a%��
 ���NV�]�Z���!C��2�������D��

`S�b" 
#kf����'���a�(�7/����NV�]�Z��)()()( afkakf ′=′��

`Rb��" 
#gf +����'���a�(�7/����NV�]�Z��)()()()( agafagf ′+′=′+��

`[�b�" 
#gf −����'���a�(�7/����NV�]�Z��)()()()( agafagf ′−′=′−��

`n�b�" 
#fg����'���a�(�7/����NV�]�Z��)()()()()()( agafagafafg ′+′=′��

`s�b�" 
#
f

�
�'���`�X���� �≠)(af�b��a�(�7/����NV�]�Z��

)(

)(
)()(

af

af
a

f �

� ′
−=′��

`e�b�" 
#
g

f
�'���`�X���� �≠)(ag�b��a�(�7/����NV�]�Z����

)(

)()()()(
)()(

ag

afagagaf
a

g

f

�

′−′
=′��

C
6h�D��

S�b��

)(
)()(

lim
))()((

lim
)()(

lim)()( afk
ax

afxf
k

ax

afxfk

ax

akfxkf
akf

axaxax
′=

−

−
=

−

−
=

−

−
=′

→→→

��

R�b��

ax

agafxgxf

ax

agfxgf
agf

axax −

−−+
=

−

+−+
=′+

→→

)()()()(
lim

))(())((
lim)()(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	����= 

ax

agxg

ax

afxf

ax

agxg

ax

afxf

axaxax −

−
+

−

−
=

−

−
+

−

−
=

→→→

)()(
lim

)()(
lim)

)()()()(
(lim��

)()( agaf ′+′=��

[�b��

ax

agafxgxf

ax

agfxgf
agf

axax −

+−−
=

−

−−−
=′−

→→

)()()()(
lim

))(())((
lim)()(��

ax

agxg

ax

afxf

ax

agxg

ax

afxf

axaxax −

−
−

−

−
=

−

−
−

−

−
=

→→→

)()(
lim

)()(
lim)

)()()()(
(lim��

)()( agaf ′−′=��

nb��

ax

agafxgxf

ax

agfxgf
agf

axax −

−
=

−

−
=′

→→

)().()().(
lim

))(.())(.(
lim)().(��

ax

agafxgafxgafxgxf

ax −

−+−
=

→

)().()()()()()().(
lim��

ax

agxgafxgafxf

ax −

−+−
=

→

))()()(()())()((
lim��

)
)()(

).()(.
)()(

(lim
ax

agxg
afxg

ax

afxf

ax −

−
+

−

−
=

→

��

)().()().(
)()(

lim).(lim)(lim.
)()(

lim agafagaf
ax

agxg
afxg

ax

afxf

axaxaxax
′+′=

−

−
+

−

−
=

→→→→

sb��

)(

)(
)(

)(

)()(
lim

)()(

)()(
lim

)()(
lim)

)()(

)()(
(lim

)()(

)()(

lim
)()(

lim

))(())((

lim)()(

af

af
af

afax

afxf

afaf

ax

xfaf

afxfax

xfaf

afxf

ax

afxf

xfaf

ax

afxf

ax

a
f

x
f

a
f

ax

axaxax

axaxax

��

��

��

����

�

′
−=′×−=

−

−
×−=

−

−
×=

−

−
×=

−

−

=
−

−

=
−

−

=′

→

→→→

→→→

��

eb��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	����< 

 

)(

)()()()(

)(

)()(

)(

)(

)(

)(
)(

)(
)()()()())(()(

]))(()([)()(

ag

afagagaf

ag

afag

ag

af

ag

ag
af

ag
afa

g
afa

g
af

a
g

afa
g

f

��

�

���

�

′−′
=

′
−

′
=

′−
×+×′=′×+×′=

′×=′

��

��	.6�����" 
#�%��5�H��g�������������a��" 
#�(�f����)(ag���������" 
�#�C���2��������0%��
 ���NV�]�Z��fog��a���]�Z���

(�7/����NV�))(()()()( agfagafog ′′=′��

�C
6h��D�.�3��������-)(xgu =(��)(agb =K
*�4���

bagxgu
axax

===
→→

)()(limlim��

����,�J�ax →�%3�����������bu →�!������ 
� D��

)())(()()(

)()(
lim

)()(
limlim

)()(
lim

)()(
lim

))((())(((
lim

))(())((
lim)()(

agagfagbf

ax

agxg

bu

bfuf

ax

bu

bu

bfuf

ax

bfuf

ax

agfxgf

ax

afogxfog
afog

axbuaxbu

axaxax

′′=′′=

−

−
×

−

−
=

−

−
×

−

−
=

−

−
=

−

−
=

−

−
=′

→→→→

→→→

��������<��R
xxf =)(��!�" 
#�]�Z�)(sin xfy =��������������

n

π
=x%��(4�7/��� ����!��

III��

��2�I���0�() ���*+,����	J3�����K�L.�M��>��'>N!��O��

�K�
P�/��
 ������0�]�Z��" 
#�L��M#��������������������������<�
�/��� �
�W�4�1�5�� ��5�.��(4�7/��� �" ��#�]�Z����� ���
3�O�����.����#���

������������;4����" 
#��5����������3����" ��#�]�Z��;��#������6/
$�����7/����NV�]�Z�!����J����� �C
6h����
�3�O�����	���������

%���������;
 
�=0C
6h��7��-���������O��������%�%B��
3������������5�%�3�����+=p�!��

A=′→= )()( xfaxf�`S��

axfaxxf =′→= )()(�`R��

S−
=′→=

nn
nxxfxxf )()(�`[��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�O��*����(�>�����P���Q
�=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!�>E��/ 

���	����� 

�

��

x
xf

x
xf

−
=′→= )()(�`n��

x
xfxxf

�

�
=′→= )()(�`s��

m nm

m n

xm

n
xfxxf

−
=′→= )()(�`e��

xxfxxf cos)(sin)( =′→=�`u��

xxfxxf sin)(cos)( −=′→=�`r��

xxfxxf
RS tan)(tan)( +=′→=�`d��

)cot()(cot)( xxfxxf
RS +−=′→=�`SA��

�C
6h�u��D��

h

xhx

h

xfhxf
xf

hh

)sin()sin(
lim

)()(
lim)(

−+
=

−+
=′

→→ AA
��

R

R

R

RRR
R

AA h

hxh

h

xhxxhx

hh

+

=

++−+

=
→→

cossin

lim

)()(
cos

)()(
sin

lim��

x
hxhx

h

h

hh
coscoslimcos

sin

lim =
+

=
+

×=
→→ R

R

R

R

R

R
AA

��

�C
6h�rD���

h

xhx

h

xfhxf
xf

hh

)cos()cos(
lim

)()(
lim)(

−+
=

−+
=′

→→ AA
��

R

R

R

RRR
R

AA h

hxh

h

xhxxhx

hh
−

+
−

=

−+++
−

=
→→

sinsin

lim

)()(
sin

)()(
sin

lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�K%��5���W#�D!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!���
?�� 
B 

���	����" 

 

x
hxhx

h

h

hh
sin)sin(limsin)

sin

(lim −=
+

−=
+

×−=
→→ R

R

R

R

R

R
AA

��

�C
6h�d�D���

x
xxxxhxh

h

h

xhx

h

h

xhx

xhx

h

xhx

h

xfhxf
xf

h

hh

hh

R
RA

AA

AA

S
SSS

tan
cos))(cos(coscos)cos(

sin
lim

cos)cos(

sin

lim
cos)cos(

)sin(

lim

)tan()tan(
lim

)()(
lim)(

+===
+

×=

+
=

+

−+

=

−+
=

−+
=′

→

→→

→→

��

�C
6h�SAD���

)cot(
sin))(sin(sinsin)sin(

)
sin

(lim

sin)sin(

sin

lim
sin)sin(

)sin(

lim

)cot()cot(
lim

)()(
lim)(

x
xxxxhxh

h

h

xhx

h

h

xhx

xhx

h

xhx

h

xfhxf
xf

h

hh

hh

R
RA

AA

AA

S
SSS

+−=−=−=
+

×−=

+
−

=
+

−+
−

=

−+
=

−+
=′

→

→→

→→

��

��

�	����%�5�����75������<�]�Z��>�?����" 
#����9��!��M�������������)()( xfayxafy ′=′→=��

�C
6h�D��

)(
)()(

lim
))()((

lim
)()(

lim xfa
h

xfhxf
a

h

xfhxfa

h

xafhxaf
y

hhh
′=

−+
=

−+
=

−+
=′

→→→ AAA

��

���������" 
#�]�Z�xxf sin)( [=��������������π=x%��(4�7/��� �!���

III��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

��	
	���
�	�������

���u�����	�
��	
���	���	��	x����	�����	�����	��	�
�	 �
�!"	#���	��	$�%�&�		

	 	'(!"))))	*	�+,	���	-,��	 �(�	
���	��	.���	�
�/	�	
���	�+�
auy =���	��	uay ′=′	�			

	�����	*		

ua
h

xuhxu
a

h

xuhxua

h

xauhxau
y

hhh
′=

−+
=

−+
=

−+
=′

→→→

)()(
lim

))()((
lim

)()(
lim

���
		

	0�1�	*		

xyxy cossin �� =′→=		

��� ����� xxyxy ==′→= )(		

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������		

	 	'(!"2222	*		*		*		*	3��4�	
���	3��4�	
���	3��4�	
���	3��4�	
���	5	5	5	5	6/�7�	�
6/�7�	�
6/�7�	�
6/�7�	�
8888				.���	�+9	�
	:�.���	�+9	�
	:�.���	�+9	�
	:�.���	�+9	�
	:�								

....... +′+′+′=′→+++= wvuywvuy								

	�����	�����	�����	�����****	�+�
	.���	:�	3��4�	 ���	�����*)()()( xvxuxf +=		

)()(

)()(
lim

)()(
lim

)()()()(
lim

))(())((
lim

)()(
lim)(

xvxu

h

xvhxv

h

xuhxu

h

xvxuhxvhxu

h

xvuhxvu

h

xfhxf
xf

hhh

hh

′+′=

−+
+

−+
=

−−+++
=

+−++
=

−+
=′

→→→

→→

;;;

;;

								

0�1�*		

<=	>< 2=
+−=′→++−= xyxxy		

xxyxxy sincoscossin �� +=′→−=		

???		

	 	'(!"====	*		*		*		*		
���	
���	
���	
���:�	@�/	6A��:�	@�/	6A��:�	@�/	6A��:�	@�/	6A��.���	�+9	�
	.���	�+9	�
	.���	�+9	�
	.���	�+9	�
	��

uvvuyvuy ... ′+′=′→=��

vuwwuvwvuywvuy ........ ′+′+′=′→=								

	��������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
 !�"����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#�$�%��&�' 

��������� 

 

)().()( xvxuxf =		

)().()().()(.
)()(

lim)(.
)()(

lim

)()]()([)()]()([
lim

)().()().()().()().(
lim

)().()().()().()().(
lim

)().()().(
lim

))(.())(.(
lim

)()(
lim)(

xuxvxvxuhxu
h

xvhxv
xv

h

xuhxu

h

hxuxvhxvxvxuhxu

h

hxuxvhxvhxuxvxuhxuxv

h

hxuxvhxuxvxvxuhxvhxu

h

xvxuhxvhxu

h

xvuhxvu

h

xfhxf
xf

hh

h

h

h

h

hh

′+′=+
−+

+
−+

=

+−++−+
=

+−+++−+
=

+−++−++
=

−++
=

−+
=

−+
=′

→→

→

→

→

→

→→

;;

;

;

;

;

;;

		

0�1�*		

)()()()(

)()(

)<�B2>�<=

2>�)<

=2=2

==

++−+++−=′→

+++−=

xxxxxy

xxxy
 

0�1�*		

xxxxxx
x

xxxxxxxx
x

y

xxxy

��

�

�

�

�

sin.cos.cos.sin

sin.)sin(cos..coscos.sin

cos.sin.

−+=

−++=′→

=

		

'C��'C��'C��'C��****���	u���	��	�����	x����		����A	D
�	��.���	
���	n
uay .=		�	��-���	�
�	6E�	'�	#���	�*		

)−
′=′

n
uunay ...		

	�����	*		

)

���

���	

���

−

−

′→

′×××××++××××′××+××××′×=′→

××××=→=

n

n

n

n

n

uuna

uuuuauuuuuauuuuay

uuuayuay

...

............

....

�������������� ��������������� ��

�����

�����

�

								

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

0�1�*		

									2=< )cos)(sinsin)(cos()cos(sin xxxxyxxy −+=′→−= ��		

???		

	 	'(!">>>>	*		*		*		*		
���	
���	
���	
���		.���	:�	-��"	F��G	.���		.���	:�	-��"	F��G	.���		.���	:�	-��"	F��G	.���		.���	:�	-��"	F��G	.���								

2

)

v

v
y

v
y

′−
=′→=								

	�����	�����	�����	�����****								

)(
)(

xv
xf

)
=								

h

xvhxv

hxvxv

h

xvhxv

h

xfhxf
xf

hhh

)()(

)()(

lim
)()(

lim
)()(

lim)(
+

+−

=

−
+

=
−+

=′

→→→ ;;;

))

��

)()(
lim

)()(
lim

)()(

)()(

lim
xvhxvh

xvhxv

xvhxv

h

xvhxv

hhh +
×

−+
=

+

−+
−

=
→→→

)

;;;
		

)(

)(

)(
)(

xv

xv

xv
xv

22

) ′−
=×′−=								

	0�1�	0�1�	0�1�	0�1�****  

222 =

=2

=

)

)(

)(

xx

x
y

xx
y

+

+−
=′→

+

=								

x

x
y

x
y

�

���

tan

)tan(

tan

+−
=′→=								

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������		

	 	'(!"<<<<*	*	*	*	��"	F��G	
���	��"	F��G	
���	��"	F��G	
���	��"	F��G	
���	.���	:�	-.���	:�	-.���	:�	-.���	:�	-								

2
v

uvvu
y

v

u
y

.. ′−′
=′→=								

	�����*		

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
 !�"����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#�$�%��&�' 

��������� 

 

)(

)(
)(

xv

xu
xf =		

)(

)()()()(

)(

)(
)(

)(
)()(

)(
)(

)(

)(
)(

xv

xuxvxvxu

xv

xv
xu

xv
xuxf

xv
xu

xv

xu
xf

2

2

))

′−′
=

′−
×+×′=′→×==

		

0�1�*		

2=

22=

=

2

2)

<=B2)<B

2)

<=

)(

))(())((

x

xxxxx
y

x

xx
y

−

−−−−−
=′→

−

−
=		

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������		

	 	'(!"BBBB	*		*		*		*		
���	
���	
���	
���.���.���.���.��� 	'C�H	��	�I�E
���	 	'C�H	��	�I�E
���	 	'C�H	��	�I�E
���	 	'C�H	��	�I�E
���	2222								

u

u
yuy

2

′
=′→=								

	�����*		

)(
)(

)()(
lim

)()(
lim

)
)()(

)()(
(lim

)
)()(

)()()()(
(lim

)()(
lim

)()(
lim)(

)()(

xu
xu

xuhxuh

xuhxu

xuhxuh

xuhxu

xuhxu

xuhxu

h

xuhxu

h

xuhxu

h

xfhxf
xf

xuxf

hh

h

h

hh

2

))

)

;;

;

;

;;

×′=
++

×
−+

=

++
×

−+
=

++

++
×

−+
=

−+
=

−+
=′

=

→→

→

→

→→

		

0�1�*		

																	

x

x
yxy

xx

x
yxxy

sin

cos
sin

�
=′→=

−

−
=′→−=

<=2

<B
<=

2

2

		

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������		

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

	 	'(!"JJJJ	*		*		*		*		
���	
���	
���	
���.���.���.���.���	��	��K��	 	'C�H	��	�I�E
���		��	��K��	 	'C�H	��	�I�E
���		��	��K��	 	'C�H	��	�I�E
���		��	��K��	 	'C�H	��	�I�E
���	2222								

m nm

m n

m nm

m n

um

un
ynmuy

xm

n
ynmxy

−

−

′
=′→>=

=′→>=

,

,

		

0�1�*		

( )

(

(

�

x

x
yxy

xx

x
yxxy

cos

)sin(
cos

)(

)(
)(

−
=′→=

−

−
=′→−=

< 2=

2
< ==

2<

)B=
2

		

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������		

	 	'(!"LLLL*	*	*	*		.���	.���	
���		.���	.���	
���		.���	.���	
���		.���	.���	
���	5555				�,��	.����,��	.����,��	.����,��	.���				8888								

)()( ufuyufy ′′=′→=								

	�����	�����	�����	�����	*	*	*	*M(N�	��	���")(xgu =								

uuf

xgxgf
h

xghxg

xghxg

xgfhxgf

h

xgfhxgf

h

xfoghxfog
xfog

hh

hh

′×′=

′×′=
−+

×
−+

−+
=

−+
=

−+
=′

→→

→→

)(

)())((
)()(

lim
)()(

))((())(((
lim

))((())(((
lim

))(())((
lim)()(

��

��

								

	0�1�	*		

)sin()cos()sin( xxfxxyxxfy −′−=′→−=
22 �5	)		

))(().())(( xgfxgyxgfy ′′=′→=5	2									

	6�	 ���	D
���	6�	 ���	D
���	6�	 ���	D
���	6�	 ���	D
���****	���	xxxf ��
+=)(����		�	
���)(cos xfy =�(+,	@���	��	�		

'4(��'4(��'4(��'4(��	 		 		 		 	))))	*		*		*		*	���u�����		�
��	
���	���	��x����		����A	D
�	��		

)−
′=′→=

nn
uunayuay ....								

�����	*M(N�	��	���"n
xaxf .)( =	:	uxg =)(	���A	D
�	��	�−

=′
n

xnaxf ..)(	�H�O	��	*		

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
 !�"����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#�$�%��&�' 

��������� 

 

)−−
′=′=′′=′→=

nn
uunaunauufuyufy ...)...()(.)( �		

0�1�*		

									B2J2 <>>22)<>= ))(()( +−−=′→+−= xxxyxxy		

								

'4(��'4(��'4(��'4(��	 		 		 		 	22225	5	5	5			 �(4��	 	$�P�"		 �(4��	 	$�P�"		 �(4��	 	$�P�"		 �(4��	 	$�P�"8888*	*	*	*		���	y		��	�����u	:	u		��	�����	x	�			
���	$�%�&	Q���y		'�	-���	x							6RA��	�R�	-S�	�����	


���	@�/y'�	-���	u
���	��	u'�	-���	x�+�
			

)()( ufuyufy ′′=′→=								


�	 ����	'�	�
�%		

x

u

u

y

x

y

∂

∂
×

∂

∂
=

∂

∂
		

	0�1�	*���uy sin=:	xxu +=����		�
���y'�	-���	x�
�:&	-S�	'�	��	�		

))((cos
x

u
x

u

u

y

x

y

�

�
�+=

∂

∂
×

∂

∂
=

∂

∂
		

)))((cos(
x

xx
x

y

�

�
�++=

∂

∂
→		

	6�	 ���	D
���	6�	 ���	D
���	6�	 ���	D
���	6�	 ���	D
���****			

)	*	���� uuy =:	�−= xu����		�
���y'�	-���	x 	'TU�	��	��	*=x�
�:&	-S�	'�	�		

2		*	.���	
���	 �(4��	 	$�P�"	V�,	'��*
+= xxf )(�
�:&	-S�	'�	��	�		

		'C��		'C��		'C��		'C��****							�+9	 ���	 �(4��	 	$�P�"				-S�	M(���	6��"	.���	�****	���	y		��	�����	u	:	u		��	�����	v:	v���	��	�����	x		Q�R���	


���	$�%�&y'�	-���	x�	-S�	�
�	6%�	'�		

x

v

v

u

u

y

x

y

∂

∂
×

∂

∂
×

∂

∂
=

∂

∂
		

	D
���	D
���	D
���	D
���	6�	 ���	6�	 ���	6�	 ���	6�	 ���****	���	
�
�

�
�

�

=

=

−=

xv

vu

uuy

sin

22

	.���	
���	y	'�	-���	x�
�:&	-S�	'�	��	�		

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

	 	'(!"WWWW*	*	*	*	���1X1�	.����	
���	���1X1�	.����	
���	���1X1�	.����	
���	���1X1�	.����	
���									

uuunayuay

uuyuy

xyxy

nn )−
′=′→=

′=′→=

=′→=

sin.cos...sin.

cos.sin

cossin

		

		

uuunayuay

uuyuy

xyxy

nn )−
′−=′→=

′−=′→=

−=′→=

cos.sin...cos.

sin.cos

sincos

		

		

uuunayuay

uuyuy

x
xyxy

nn )2

2

2
2

)

)

)
)

−
+′=′→=

+′=′→=

=+=′→=

tan).tan.(..tan.

)tan.(tan

cos
tantan

		

		

uuunayuay

uuyuy

xSin
xyxy

nn )2

2

2
2

)

)

)Y
)

−
+′−=′→=

+′−=′→=

=+−=′→=

cot).cot.(..cot.

)cot.(cot

)cot(cot

		

	�����2*			

h

xuhxuxuhxu

h

xuhxu

h

xfhxf
y

h

hh

��
�

�

��

)()(
cos

)()(
sin

lim

)(sin)(sin
lim

)()(
lim

++−+

=

−+
=

−+
=′

→

→→

��

�

�

�

���

)()(
coslim

)()(
lim

)()(

)()(
sin

lim
xuhxu

h

xuhxu

xuhxu

xuhxu

hhh

++
×

−+
×

−+

−+

=
→→→

		

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
 !�"����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#�$�%��&�' 

��������� 

 

)(cos)(
)()(

cos)( xuxu
xuxu

xu ×′=
++

×′×=
�

�
�		

	0�1�	0�1�	0�1�	0�1�	*	*	*	*								

)cos()sin( ��
���

�
�� −

−
=′→−= x

x
yxy	5)		

)tan(tan x
x

yxy
��

�

�
+=′→=	52		

)(cos)sin())(()(cos xxyxy ������ *
−=′→=

<=	5=		

D
���D
���D
���D
���	6�	 ���		6�	 ���		6�	 ���		6�	 ���	****			

)	*	.���	
���	)tan(sin xy 2=	 	'TU�	��	��	;=x�
�:&	-S��	�		

2	*	.���	
���	 �(4��	 	$�P�"	V�,	'�	uay
nsin.=�
�:&	-S�	'�	��	�		

'4(��'4(��'4(��'4(��****								

	
uuuyuy

xxyxy

tan.sec.sec

tan.secsec

′=′→=

=′→=
		

�����*		

xx
x

x

xx

x
y

x
xy tan.sec

cos

sin

coscos

)sin(

cos
sec =×=

−−
=′→==

��

�
		

uecuuyecuy

xecxyecxy

cot.cos.cos

cot.coscos

′−=′→=

−=′→=
		

	0�1�	*		

																																			)tan()sec()sec( xx
x

yxy
�

�
=′→=			

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������		

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

	
�
���
������������������	
�
������������������

�
��������
����������� �!��"�#"
$��%"������&��'(���f)��*+�����),( ba�,�"��
-.���������/0�)������*+��1
����

2���3�4���3�4��/0�)��5�������6
,%"���&#7#���"�f��*+��1
�����

2����
8�	9,��"���

)(afm ′=3�4��/0�6
,���

baxmy +−= )(�3�4��/0�)��5�������

&#7#���"�$:�;�/0�1
# 4<�%"��f)��*+�����),( ba����2���&*0�=�

�',��'4>�=3�4��/0��"��*+��1
4<�����?.��@���

m
m

A
−=′$:�;�/0�6
,���

baxmy +−′= )(�$:�;�/0�)��5�������

���B��@&#7#���"�$:�;���3�4��)�<�/0�CD����xxf =)()��*+����),( AA�
"�
"�������

�	�@��

x
xf

E

A
=′ )(��

E

A

AE

A
A ==′=

)(
)(fm3�4��/0�6
,���

E
A

−=−=′
m

m�$:�;�/0�6
,���

�
E

A

E

A
AA

E

A
+=→+−=→+−= xyxybaxmy )()(�3�4��/0�)��5�������

FEAAE +−=→+−−=→+−′= xyxybaxmy )()($:�;�/0�)��5�������

������� �������=�,����G�HIJ;����� �!��"�#"��%"���������G�f��)��*+����ax =���������'
.+∞=′ )(af����
�−∞=′ )(af�

�����$:�;�3�4���*+��1
�����%"������'4���#7#��=�#
'G�C�'(�1
�������

KKK��

a 

b 

3�4��/0 �/0$:�; 

f 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�L�##���
M��@����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������"�N)���>�� 

��������� 

 

!"����#
$�%& ���

A�@�&#7#��8��&O�+�
x

y
A

=/0��"�3�4��/0��M�!����������xy E=�
"�
"����=2����'4>����

�	�@����$
�
G��'O��*+���P����'��)�α=x�,�"����?.@��

E

AA

x
y

x
y −=′→=��

E

A

α
α −=′= )(fm3�4��/0�6
,���

2,'��Q�'��&��/0����Q�'"��'4>�R�,��"��N'���"@��

A−=′mm.��

EEA
E

AE
A E

EE
±=→=→=→−=− αα

αα
))((��

E�@��2JB��S��.��G��T������3�4��/0�L�,�UV���)��*+������
8�)�<�%"����
!�3�4��/0�)��5�����=2���
�
'#"���T��

��5��@xxf sin)( =����W=x�������������������������������������������������@|sin|)( xxg =����W=x��

�	���5�@%"���f����W=x.����2������'
��

A
W

W
W

WW
==

−

−
=′

+
→

+
→

+
x

x

x

fxf
f

xx

sin
lim

)()(
lim)(��

A
W

W
W

WW
==

−

−
=′

−
→

−
→

−
x

x

x

fxf
f

xx

sin
lim

)()(
lim)(��

?.f���W=x2����
-.����������X
�����@��

WWW ==→= )sin()(sin)( fxxf��

AWW ==′→=′ )cos()(cos)( fxxf��

AW =′= )(fm3�4��/0�6
,���

xyxybaxmy =→+−=→+−= WWA )()(�3�4��/0�)��5�������

���	��@��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������' 

A
W

W
W

WW

==
−

−
=′

+
→

+
→

+
x

x

x

gxg
g

xx

sin
lim

)()(
lim)(��

A
W

W
W

WW
−=

−
=

−

−
=′

+
→

−
→

−
x

x

x

gxg
g

xx

sin
lim

)()(
lim)(��

���%"����-5W=x2�
���
-.���������

F�@��
"�
"����3�4��/0�)��5�����T2���2JB��S��.��G��T������3�4��/0�L�,�UV���)��*+������
8�)�<�%"����
!���

��5��@||)( xxf =����A=x������������������������������������@||)( AE
−= xxg����A=x��

�Y�@F xxh =)(����W=x��������������������������������������@)sgn()( xxxe =����W=x��

	��5��@���

A
A

A

A

A

A

A
A

AAA
=

−

−
=

−

−
=

−

−
=′

→→→ x

x

x

x

x

fxf
f

xxx
lim

||
lim

)()(
lim)(��

AA =′= )(fm3�4��/0�6
,���

xyxybaxmy =→+−=→+−= AAA )()(�3�4��/0�)��5�������

���	��@��

�
�

�
�

�

−<

<<−−

>

=′→

�
�

�
�

�

−<−

≤≤−+−

>−

=−=

AE

AAE

AE

AA

AAA

AA

A
E

E

E

E

xx

xx

xx

xg

xx

xx

xx

xxg )(||)(��

�Q'ZEA =′+ )(g���EA −=′− )(g�)��*+�����%"���?.�A=x�
���
-.������������3�4��/0��*+��1
������-5���2���

��Y�	�@��

F E
F

F

A

x

xhxxh =′→= )()(��

�?.+∞=′ )(Wh�)��*+�����%"���&#�
�W=x�����$:�;�3�4��/0��*+��1
�������2�
���
-.���������

���	��@��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�L�##���
M��@����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������"�N)���>�� 

��������( 

 

�
�
�

<−

>
=′→

�
�

�
�

�

<−

=

>

==
AA

AA

A

WW

A

x

x
xe

xx

x

xx

xxxe )()sgn()(���

�Q'ZAW =′+ )(e���AW −=′− )(e)��*+�����%"���?.�W=x������3�4��/0��*+��1
������-5���2�
���
-.���������

�%&����
�!"��� ��%"��F E
xxf =)(�
�
�"��P�����������

��5��@����
#��2"�[)(Wf ′�������'N�����

���@��<�)�8���"W≠x�%"���)(xf ′�
��!�2����"��
����\4���"�������

�Y�@�%"�������
<��Q���f)��*+�����),( WW�����$:�;�3�4�����

KKK��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

	

���
�����

���
����
������y����
�������� �!�x��"� ����
#�$x���
#�$���	%��$��
#�$��&�y����� �!����x����'$����' ����
#�$��&�����

������������ ���(
��)
����*�� �����$����*��+ �&��)(xfy =���,
����$�-�������������

#!��������./��x���

#!�0�y����-���1�� ��&�

�&����,
����$�2
��!��
��	3"�� ��&��

#!�45�6�785�$��9:���

��������	

���
�����

; �!�<�8�$�=��

#!�4�16f�=��

#!�� ��>��x��?��0�x����@x� �Ax�� ������ �� �0�����$��

#!���

@A

@A

@A

@A

xx

xfxf

xx

yy

x

y

−

−
=

−

−
=

∆

∆ )()(
��

����������*��-�
���B��"��C��A�� ��D� �
�)
�E�����$��������������$�<�8�$��

#!�4�16�
���(

�!��&�F6���

�	�G��

A
rrS π=)(��

AAA HIJAD
AD

AD
cm

SS
πππππ =−=−=

−

−
= )()(

)()(
<�8�$��

#!�4�16���

���������-�
���B��"���?�����
A���� �D����� �
�)
�E�����$����������������$������<�8�$�&8K�� �-�
πH����������'$�)
�E'���;' �$���$�������

� �
���

�����������	

���
������ �!��

!�4�16�; �!�*���LM:�=��

#f=��

#!�� ��>���x��?��0�x� �� �a�� ������ �� �0���

)(
)()(

lim af
ax

afxf

ax
′=

−

−

→
��

������B��"�� �*��-�
�������$��

#!�4�16�r� ��>����&�r�����?��r�� �� �A�
���������&���$����������

�	�G��

A
rrS π=)(��

AIAAAA cmSrrS πππ ==′→=′ )()()(*���LM:��

#!�4�16���

�-�
���B��"���?�����
A�"� �����N�>
�%!�����$�0������O
�*�-������� �B��"�)
�E���� πI��; �$���$�����������$��

#!���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�-������
5!�G����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������*�$�P�� �Q 

��������" 

 

��#$	%������������,
$� �	3"�*������8:� �	R���� ��&��81��C��������������F6�B��"������?��0�F8:� �,S���

#!�4�16@H��0�'�����$�������

�
����>��M$��&���

�	�G��

πππππ JTTAAHI@HI@HI
D

I AAD
===′→=′→= )()()()()( vrrvrrv��

����������O
��C�����
�U����$�������O
�V�����8"����/��B��"�� ���
�����N�>
�%!πJTT�����������'$�-��E���F8:� �,S��� �W�3$���$�������

�8"���

#$	%��0�6�;>�$�O
��6�,S��t�� ������ �� ���
:�W���� �0�
XY!�B��"����Z[��%
?��G��

A@\AHT )()( ttv −=��

������ ��6�*��
XY!�*���LM:�4�16I����
��!��&�F6�]����&�%^�0��%
?����
���

�	�G��

\TTTI@\HTTI@\HTT@\@AHTA −=−−=′→−−=−−=′ )()()())()(()( vtttv��

���������?�����
I�����������N�>
�%!���
��*��%
?��O
����Z[�0�"� ���"9C�;>�$��6�*��
XY!�F�$������%
?��\TTT��$��
XY!���
����
:�

�8"���

���&������������������ �&�3 �E
���&���
��78XP�&��F�8!��$��&��

#!�4�16�785�$�������������*&8'K��&���
�'�1�� ���� ����
#�$��������������&��

����C��L��������������8"�*��
��&���

#!�� ��S�$��3
��

#!����������������������'�?��&��0O
E
��&��F�8!��$��&��

#!�4�16�785�$���_$�*�� 

������� �&�3 �E
����

�'$(
)�*+�	

���
����,�-�����

�����������������������

#!�*���LM:�4�16�F��1�*���LM:��P�����F�$���

#!�� ��>���F�3$��

#!�4�16�F��1��P���0�O
E
��&�������'$

�����"� ��$�`Ya$�F�$��&�����������4'�16�F��1�*���LM:����"���F�$���

#!�� ��>����P����

#!�4�16�F��1����"�(
�b�1

�"� ��$�`Ya$�F�$��&���P����

#!�*���LM:���9:��

�
@A

@A

tt

tsts

t

s
v

−

−
=

∆

∆
=

)()(
<�8�$��P�����

)()( �� tstv ′=F�$��&��*���LM:��P����t��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������. 

@A

@A

tt

tvtv

t

v
a

−

−
=

∆

∆
=

)()(
<�8�$����"���

�)()( �� tvta ′=F�$��&��*���LM:����"��t��

������������ ����Q��������F�E
�6�*����*�5�������� ��&�F6��*�-������H��*��'LM:�&����-�
a'��(

�[���$�������T=t����'$��'1&��

,
''��U����'' ��&��''5Q��''
��	3''"�c �''+$��''����''>_$��''5Q�0(

�''[�V��F�''$��&��,�''Q�(''
���''
�?8$t�*��''+ �&����

ttfy cos)( H==�����
6��$������ ����������F�$��&���&�,�Q�(
�����"����P��t���������������' �d
�'���O'����' �Ze'�����
�����
[�

�
���	
XM!��&�,�Q������-�$6�������

�	��G��

ttattvty cos)(sin)(cos HHH −=→−=→=��

���*��LM:�&��f�M�$T=t��������*��+%�����F83���:������H���������'5Q�&��g�'>$�*�'�$�

������������ �� ���P���g�>$����&8>P�7���1���-������������$H�������&����'
��h�&����$���������

��*��LM:�&�π=t�����*��Xi���&��H��������������O'
����'���C�&��'?��'��$��'5Q�&��*��$�

��P����LM:������������"�� �Ze����-�"���i�f�M�$�H�����9'S$�� ���$����������'
��h�&��

�����$�������>_$��5Q�&����

��

πA��
A

Dπ
��π��

A

π
��T��t��

H��T��Hj��T��H��)(ty��

T��H��T��Hj��T��)(tv��

Hj��T��H��T��Hj��)(ta��

��

��

��

��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�-������
5!�G����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������*�$�P�� �Q 

��������/ 

 

�+�0�1��*+�	

���
����,�-�����

�
������)(xc�
:8!�*�� �*�����R&�������"� ��#X>$�	��x�����$���
E1�0k���B8��O
������������; �!c; �!��&����
E1�

��$����$�����&��%$�0��

#!�4�16�2
��!�� �a$
x

c

∆

∆
��?��x∆���
E1��

#!�*���LM:�4�16��&������$�	
$���i������ �

��$����$��
:8!��
�5��*���
E1��&�-�"��
:8!�*k�������!�� ��>�����

&��%$�Nk8��$�F8^x������"� ����$�� �����(3�$�0��"� ��$�.
Mi���P��1x∆�����$�	
$���i������ ����(
�� �� 

������$�2
��!��8�M$���
�������O
��
:8!�*�� �7�k����/��*���
E1�F�8�P�� �N�85���&��
:8!��
�5��*���
E1������


)()( xcxcc −+=∆ @��

�������R���*���
E1�x��bY
�)(xc����F�$8!����F6�&������

AHTTITTTTTlTTTTTT xxxc −+=)(��

�"� ��$����
:8!�*���
E1@T@�
1��.
/8!��&�F6����$�������&�%^���bY
�(
$�����

�	�G��

xxc @TTTITTTTT −=′ )(��

DTTTTT@TT@TTTITTTTT@TT =−=′→ )()(c��

����R&�����?�����
@TT����
:8!���bY
���1�8Y ���-�@T@�����
:8!��&���bY
�(
$�����N�>
�%!DTTTTT��$���
E1�F�$8!�

������

�#$	%�������$��
:8!�� �h���P�� �*���^&�[�����
�1��?�K�0���� ��^&�[����R&���O
����
:8!�*���
E1x�(
�������$�

�^&�[)(xc����F�$8!����

�2:��G����$)(xc′���������������������������������������]��
^��G����$JTT@TTT =′ )(c]��
^���

�	�G��

�2:��G����:���&���!����/���^&�[���$�O
��
:8!�*�� ����/��*���
E1����
x�8"��$��
:8!��^&�[���$����

���G���&�����*�����R&���&�����
��
:8!��@TTT�����^&�[���$���,
1�8Y ��C��@�N�>
�%!�0,
����
:8!��!����/���^&�[���$�JTT�

,
����e ����/��*���
E1��
� �F�$8!���

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

�������23 

�#$	%��4�5�67����

@�G�;X/��8K�� �W�3$�O
�,S�x�������=&�>P�D
xV =� ��>���W�3$�,S���

#!�4�16�x��?���&�I=x�����

�
 �
 ��&���

�	��G��

IlIDID AAD
==′→=′→= )()()()( VxxVxxV��

A�G��
 �
 �F6��+?�� ��>����&�-�
�������$��

#!�4�16���

�	�G��

AIA

A
AAA d

dS
dd

dSrrS
rd ππ

ππ =′→== →=
=

)()()()(��

D�G�������!�*&��5 �*�-&����(
:8m�$�������-������
[�B8
"��%+�$�O
�&���E�k8��6��
������������&��*&�'�
 ��' �n�'>$����'������'�

F�$�t�U�B8
"�F�$�������&�W���� �V�� �� ��&DA\T tttP −=)(������$�(
�Y!�����3�
��o�"�� ITT ≤≤ t��

�2:��G&���&��E�k8��6�)Y[��

#!�4�16DT=t�
�����
[����

���G16����$���^��E�k8��6�)Y[�4�JTT]������&�&��������

�	��G��

JTTApTTD\TTDTDDT@ATDTD@AT\T AADA
=−=−=′→−=′→−= )()()()()( PtttPtttP

TDTTITDTTITJTTD@ATD@AT AAAJTTA
=+−→=−→=− →−=

=
tttttttttP

tP )(
)(

@TDTT@TDT ==→=−−→ tttt ,))((��

I�G���
:8!�*���
E1�; �!��
������x�:8�M$���������xxxC DTT@T D
−= /)(������&��
:8!�.+����@TT������������

�2:��G�����
:8!�)
�E���*���
E1@TT�� �@T@]����&�%^���&�&���������

���G]����&�%^��
:8!�.+��(
��&���
�5��*���
E1��

�	�G��

=−−−=− ))()(/())()(/()()( @TTD@TTTT@T@T@D@T@TT@T@TT@T@ DD
CC��

=−=′→−=′ D@TTTTDT@TTDTTDT AA )(/)(/)( CxxC��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�-������
5!�G����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������*�$�P�� �Q 

�������28 

 

H�G�����������
:8!����	i����$6�&������
������x����:8�M$���������xxxR D@T A
−= /)(��"� �������
�5���$6&��q�����'�6�4'�16

��$6�&���

#!�r��
:8!�.+��&���&@lTT�
����������������

�	��G��

DHpD@lTTAT@lTTDATD@T A
=−=′→−=′→−= )(/)(/)(/)( RxxRxxxR��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

�	
��
�����������

������������������������	
������
�
���������������
����������	����������������������������	 �!"����#���������$%�&��'�($�
)����*+,$�

���������������������������
�����-�� ����(.���(/

�0'���(
��1	�23��4�)����-�� ����(.���5�6����0'��
�7�8���4�)�#�����($�%�����9$&

�%������������(/

���5�6�������'�-�� �(#��

��������������0����:��6�
��;�<��=����>� ���	����'�(�%�����7�=	������?�@�����#�������������A$	� ��1������B����� ���
�7�;�<����:�C��-������

��������������
$�7�;�<$��D��E%/�9F
�G�:�
�����&��
H	��I�)�
������'�
����� ���J	����0���������
�G0������%��*+�3����
����

0�'��K�L���#!)������9&(
��
	 ���
>����!"�������H�	��#��

M�N0�������0
���?O�����
������EJ��G�-�J���D��P���#��

Q�N0��	�������'�
�����=	��I�)�
�����D���./���0��������	
�������'�
����# 

R�N0��	������
H	�J	����S.�
����'�(�%����
����?������?�����A	# 

T�NB����-���/�����?�����=	��
7�G���1���0�������!	�.��:
�����A	�������������-�G�����������
�����A	� # 

U�N0�������=�����
H	�J	����(.������
V���������'�(�%��D�
�����(/

�G��
�7�;�<����'�W��� ��:��6�
����# 

�=	
%��=	
%��=	
%��=	
%�NNNN�0	 �������������
��=��
�X��!Y���������:2	
H�
�#�(/

����:�����L	��8���5����
7�Q����
������Z�
��
���

�5����������� �:�����L	��8���()����G���	�1	�23�[���	����1	�23����/

�������G(
��
�������
�#��

�!)N��

)()()()()( trtrtstrts ′=′→= ππ ����

scmts /))(()( ������ ππ ==′→��

=	
%�=	
%�=	
%�=	
%�NNNN����4�\����-���
��A	�QU�������J��0"�>����	�����
���#�(/

�������]3����\����-���
����&�
7�R
�������:��<$���$���Z�
$��

����EP�3����-����&���>�������X��)�G���MU^�	�����=�	�&���/

�������-���
��

�G��������	�� ���
�����

!)N��


7�t������������Z����-���
��_�]
�-�� �y��������������Z����=�� ����-���
�

����EP�3�t�

����Kx���������������Z�������	�����-���
����&����EP�3�t�������K���#������$��-���
����&�-��

���(/

�����]3����\R������$���$��:��<$���$���Z�
��
���#��9$&R=′ )(tx���$����

)(tx 

)(ty mQU 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

����]��0�'��Y)(ty′������>�����MU=)(tx0���������G������#0	����`��a�,�3����@���� �#��

s

m

tx

tyty

txtxtytytxtxtyty

tytytx

�QbQU
T

c

Qd

TU
dRMUQd

ddQQ

QdU

Q

MUQQQ

−=−=−=′→=+′→

=′+′→=′+′

= →=+

÷

=

)())(()()(

)()()()()()()()(

)()()()(
)(

�

��

=	
%�=	
%�=	
%�=	
%�NNNN�����@]��),( yxM�����������?���������
��������
��MQ QQ
=− xy����������(/

��������VC?����G(
��(�
)�4�)����


����x�
��
��Mbd����(
������Z�
��
����#����(��>�������@]��=	)(MeMM����
�7������
>��#����
�����(/

��VC?�=	����y���
��
������

(
������Z#��

!)N
��������(
����	���x��y(
��-�� ������������#�f?N��

s

m
txtytx

ty

ty

txtx
tytxtxtytytxty

dbdU
MQ

dbMM

Q
dQTMQ

dbMMM

QQ

==′ →

′
=′→=′−′→=−

=′==

)(

))((
)(

)(

)()(
)()()()()()()(

)(,)(,)(
��

��������

=	
%�=	
%�=	
%�=	
%�NNNN�;��@��������������:�$���$�.����2	��g���
��\�
h��i
j�������!J��

��������������8��Y�-�� ��X�����(
��#��X��k@$
�5�6���������>������
7�

l�������(/

����G(
��
�������
�Q���������-��0$L)��]�>��
��I�J��
�������
�

�����������������$��1'�$����/
$
��$�����X��5�6������������X��)�G���	�1'��

���	�m#�������\�
h��i
j���:�/�>�5���T����
$�������$
�����-��5�$6������Md�

(
��
�������
n#��

��

��

!)N��

0	�����'�oE,�����<��A%����N��

Md 

T 

min

)( RQe���Mde����T
cm

tVOSOA −=′== 

S 

O′ 

O A 

A′ 
)(tR 

)(th 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

)()(
)()(

thtR
thtRSA

AS

SO

OS

AO

OA
SAOOAS SO

OS

AO

OA

U

QMdT
=→= →

′
=

′
=

′′
→′′≈

′′
=

′′
∆∆

��

0	����4�EC��0L)���
�N��

π
ππ

ππ

pQ

QU
Rl

QU

T
Q

QU

T
pU

T

R

M

Q

RU

Q
Q

−=′→′=−→′=′

= →=

=

)()()()()()(

)()()()()(
)()(

ththththtV

thtVthtRtV
thtR

��

�X��k@
�5�6������>�����	l�-��5�6����1'���(/

�(
��
�������
�
πpQ

QU
(
���]�>�����
�������
�#��

��������

��=	
%���=	
%���=	
%���=	
%�NNNN������>������
��Mpd������(/

����
�������
�R����������������5�6��������������(�
)��a�
��
���i
\�����]3��������Y��������Z����
���

-�l(
��
�����#�������
�������/

��������
3�=	�����	�
�4�\#��

�!)N-���CDAB ||�oE,�����9&�OAB���OCD�����'����<���0'����#=	�
����N��

xyyxy
yx

y

AB

CD

OB

OD
MpdTRdMpdMpdldd

ldd

Mpd
=→+=→=

+
→=��

��

��

��

��

��

s

m
tx

tytytxtytxty
TR

UM
RMpdTRdMpdTRdMpdTRd

R
−=′→−=′ →′=′→=

−=′
)()()()()()()(

)(
��

(
��1'���4�)�����	�
�4�\#��

qqq��

��������

=	
%�=	
%�=	
%�=	
%�!)���
��!)���
��!)���
��!)���
��N�N�N�N����

l 

A 

B 

C 

D O 

x y 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

M�N������(��Z�()��������,E,�QM���������:�/�>���B�
��
���p������	
�H��
V��������
����#������������(/
$
�������oE,��=	����:�/�>���: �����
7�Q�

���Z�
��
���������
�������/

�������-��5�6����G���	�1'����#��

Q�N�����@]�M���
��������
����� =+− xyyx
QQ������������H�'�G(
��(�
)�4�)����M�������$@]�����),( �&�����
$>�

�����#���6?��x�(/

����-��Q����	����1'�������Z�
��
���#���6?���
�����(/

y^(
����]��-����

R�N��������������:�/�>�5��������������
��!J���������J<�Ud�����(
��X�� ��
&�
�������
��#�
7�� ��X���Y���$
��$������J<$����$��������

�:�����L	�G����(/

����π'� /�����������Z�
��I�J��
�������
������������-���8��Y�4�)�����J<�� ��#���������/

�������X��5�6��������0

^�����

T�N�����
�����������:�r�
7�
U

[

M Q

R
=

+ y

xy
��������6?s��������(�
)�x�����(/

����-��l�����������$�����$H�'�G���	�1	�23������Z�
��
���

����@]�����:�rmQ�M�n�������
>#��

�?��N���6?s�yX�����������������^�������
�������/

��������N^_�]
�4�)�����	�(
��=�3
7�8���4�)����:�r��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������	
����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

��������� 

	
���
����������

������������
�������=),( yxf��������������������
�� ��!��"�����#���$��
���	�%	�&'�(��&��$�)��)���*��+��#��$�
�,�-���.� ������*�/���

�0���
������
=+ yx*����)��!��"����&'�(���	(�#���$�)���-����#��$��1����

�� xy −−=������ xy −=��

�����������*/����2�����)/ 3�#���$����)$4
����.�/5��1�-������
�.� ����������������+��6��7�8�����9���)$4
����.�/5�:
�-��
����:


0y;�
���<	�=�:�>��x*����) ���	?@�&��������

��������������&'�(��A*�'�-�*��#���$�B�9��)/ 3�#��$�B�9��(��:�C/��-�������������������
�(��)��	�����)/ �3�#���$�����B�9��0��+��6��0���


�1�� D�&��$�)���	(�E�:���

��

����������&�5�y���;�
����)���$�x�������������������F	��G�)��B�9�H*D��8�-	�D:�����I J�����I J�����
����.���K�(��L@�H*����)��

�=�
�0���
����(�y′F�/1�)���+��6���:����1�*�/1��J�$M��

�����

����

�����

����
�

−

−

′ →

′ →

 →

 →

nn

nn

yyny

yy

nxx

x

..

��

������*	:�'�-�*���:��	(�#���$�B�9�����

��� ��
=+−++ xyxyxN�O��

xyxyx 	��
� ��
=+−+N�P��

yxyx +=+ cossinN�Q��

��������&�5�y;�
����)���$x@�H-���F	:�
�L���

y

x
yx

f

f
yfyfyxf

′

′
−=′→=′′+′ →= ��

����
.),(��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�A*//1���R$�M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������0���D����J 

��������  

 

F	��G�)��:�����:��	(��:���
�H��
����S�K�%	����7T J�2� $�&
�1��U�/��(��L@��?����

=
′

′
−=′

y

x

f

f
y��

������*	:�'�-�*���:��	(�#���$�B�9������

��� ��
=+−++ xyxyxN�O��

OQPV PQ
++−+= yxyxyx�NP��

���
xyxyx =++ )(�NQ��

)sin( yxy +=�NW��

yxxyyx +=+ sinsin�NV��

xyy sincos P
=NX��

������*	:�'�-�*���:��#��$�B�9������

...cossincossincossin)( ++++++= xxxxxxxf��

�
M��

)(cossin)(

...cossincossincossin)(

...cossincossincossin)(

xfxxxf

xxxxxxxf

xxxxxxxf

++=→

++++++= →

++++++=

�

���
��
��

-���)/ 3�A*�'�-�*��#��$���?���

��

�

����

��

−

+−
−=′ →

=−−−→++=

y

xx
y

xxyyyxxy

sincos

cossincossin

��

������!"����������

O�MY� ��Z,�0���
���)/6/��������
=+ yx0��>U��:
�)(���*�������:����

�������������x��y�
����������� !"��

�������������y��x�
����������� !"��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������	
����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

��������# 

P�M��#��$�B�9�

...+
+

+

+=

x
x

x

xy

O
O

O
*	:�'�-�
�����:����

[[[��

$�����
����������

�F�/1�\��f���	?@�&�:���)���$�O−
f*����&'�&�:������G��7:�=�.	��:
f���A����'�H*�������=���&'�B�9�����	?@�B�9��

O−
fF	:�
���-����	?@�B�9��]������

))((
)()(

xff
xf

O
O O

−

−

′
=′��

�1�-���.	������.	�����
&�5�O−
f&�:���f-�������?�M��

xxff =
− ))(( O��

���
F	��G�)��B�9��0���$�.	��.���K�(��-���)��1���

))((
)()())(().()(

xff
xfxffxf

O
OOO O

O
−

−−−

′
=′→=′′��

���^����M�G�),( baA�����#��$�)/6/��(��0���>U��f�*�������7:�=�.	��:
),( abB��������#���$�)/6/��(��&'��_�/���0���>U��O−
f�

*����)���	��:
7:�=�.��

abf =
− )(O��

)(
)()(

))((
)()(

af
bf

bff
bf

′
=′→

′
=′ −

−

− OO O
O

O��

-��
�.	��:
�*�/1��J�$)(af ′*������=�`��"����
�J���*	������

��

��������#��$�Y�����B�9��:�*U��OPQ
++= xxxf )(�0��>U��:
��:�a=x�)/6/��0�:�f�*	:�'�-�
�����:���

��
M��

f 

f ′ 

A 

B 

xy = 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�A*//1���R$�M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������0���D����J 

��������% 

 

OOaPaaOP QaQ
=++= →++=

=
)()()()( fxxxf

x
��

OaOOa −
∈→∈ fBfA ),(),(��

PQOP PQ
+=′→++= xxfxxxf )()(��

P

O

PaQ

O

a

O
O

P
O

=
+

=
′

=′−

)()(
)()(

f
f��

�!"���������������

&�����G�xxxf PQ
+=)(�:�*U��H�)()( QO ′−

f�*�/1��+��6���:����

'���*�/1�\���OXQP PQ
+++= xxxxf )(*U���:�)()( OO ′−

f*�/1��*�@�
�J��7:�=�:
��:����

������()��������*
+����

O�M����*�/1�\��O−
f�����������	?�@�B�9���#���$�&�:���#��$�f����*����������G�

)(
)(

xf
xg

O

O
−

=���PO =)(f�����
b

O
O =′ )(f�

:�*U�)(Pg′*�������:����

��
M��

b

b

O
O

O

O

O

O

O

P

P

P

O
P

PPO

O

O
−=−=

′
−=

′
−

=
′−

=′=′
−

−

− )()(

)(

))((

)()(
)

)(
()(

f

f

f

f

f
g��

P�M��&�:���#��$�:�
� �����Y� ��Z,�0���
���
O

P

−

+
=

x

x
xf )(0��>U��:
��:�),( WP*	:�'�-�
�������

��
M��

QP
O

Q

O

P
P

−=′→
−

−
=′→

−

+
= )(

)(
)()( f

x
xf

x

x
xf��

0��>U�OPW −
∈ f),(-�������?�M��

Q

O

P

O
WO

−
=

′
=′=

−

)(
)()(

f
fm�Y� ��Z,�;����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������	
����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

�������,- 

Q

Oa

Q

O
PW

Q

O
+−=→+−

−
= xyxy )(Y� ��Z,�0���
�����

Q�M���#��$RRf →:�����������-����	?@�B�9�����	?@�&�:���)U�U
�
�*D��0��D� ^��:
�)()( xfxf
Pc +=′��:�*�U��H

)()( WO ′−
f*�/1��*�@��:����

��
M�1�F�/1�\���fa ∈),( W�L@�W=)(af���)()( afaf
Pc +=′��?��M��

VPVWcc PP
==+=+=′ )()()( afaf��

V

OO
WO

=
′

=′−

)(
)()(

af
f��

[[[��

�	��./.��0123��
��1��������

�

�

�

�

�

�

�

u

u
yuy

x
yxy

+

′
=′→=

+
=′→=

−

−

tan

tan

��

�

�

�

�

�

�

�

u

u
yuy

x

yxy

−

′
=′→=

−

=′→=

−

−

sin

sin

��

�

�

�

�

�

�

�#

u

u
yuy

x
yxy

+

′−
=′→=

+
=′→=

−

−

cot

cot

��

�

�

�

�

�

�

�#

u

u
yuy

x

yxy

−

′−
=′→=

−

=′→=

−

−

cos

cos

��

���d��M#��$�B�9�)(sin �� xxy +=
−O*	:�'�-�*���:����

PPQO

PQ

)( xx

x
y

+−

+
=′��������

�������#��$�B�9��xy
O−

= sin*�/1�-��e��:����

7�+e��MF�/1�)��\��),( OO−∈x���������������������������������������

yxxy sinsin =→=
−O��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�A*//1���R$�M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������0���D����J 

�������,& 

 

����
F	��G�)��B�9��S�K��
�(����

�

��

�

��

�

�

�

��
�

x

y

y

y
y

yyy

yxyx

yy

−

=′ →

−

=′ →=′→′=

=→=

−=

sinsin

sincos

sincos
cos

��

[[[��

�������	���4�
��	3567��

�G�e���*����.	�f��
*D������#��$�7:�=�.	��:
x
exf =)(������*/����)��)��+K�)	� ��#��$��:�����#��$����#��$�.	��B�9��������	(��������

-�����

xx
exfexf =′→= )()(��

�7�+e��M8��1�F�/1�)��0:�'�
�	�7�+e�����
�:��(���+�Me
t

t

t
=+

+∞→
)(lim

O
O���

�-��
�F����,���g������g$�����?�M��

hhhhhh

h

t
h

eheheheh ≈+→≈+→≈+→=+ →
→

=

OOOO

OOO

a

O

))(()()(lim��

F�/1�)��A
������]���h���0���$���F	
�G�)����#��$�B�9�������
���

x
exf =)(��

h

eee

h

ee

h

xfhxf
xf

xhx

h

xhx

hh

−
=

−
=

−+
=′→

→

+

→→

.
limlim

)()(
lim)(

aaa
��

x

h

x

h

x
h

h

x
h

x

h
ee

h

h
e

h

e
e

h

e
e ==

−+
=

−
=

−
=

→→→→
)(limlimlimlim O

OOOO

aaaa
��

��J�$�M�G�u�;�
�����	?@�B�9��)���$�x*������7:�=�.	��:
M��

uu
euyey ′=′→=��

�7�+e��0����.	��- �8F�/1�)��A
������0��^�(�0�A*D�8��F��
�)��:��8�:�1�.	��0������

x
exf =)(���)(xgu =L@�))(( xfogy =�L@�M��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������	
����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

�������,' 

�x
exf =′ )(�����uxg ′=′ )(��

u
euufuxgfxgyxgfy ′=′′=′′=′→= )())(()())((��

���d��M��:��	(�#���$�B�9�*	:�'�-�
������

PP x
exxf

−
=)(N��������������������������������������������������x

exf
tan)( =N`����

��
M��

x
exxf

tan)tan()( PO+=′N`����

PQPPPP
PPPP xxxx

exexxexexxf
−−−−

−=−+=′ ))()(()(N������

�!"���������������

O�M��)/6/�����Y� ��Z,�0���
���xey
x πcosP

=0��>U��:
��:),( Oa*�/1��*�@���

P��M�*�/1��*�@��:��	(�#���$�B�9����

x
exf =)(N����������������������������������xx

exf
sin)( +

=
QPN`����

Q�M��#��$�B�9�SinxCosx
exf

+
=)(�0��>U��:
�

�

π
=x*�/1�.���$��:����

W�M���G�����
=−−−+ yxee

yx�#��$�B�9��y�;�
����:�x�)/�	�
dx

dy
�
�����:�*	:�'�-���

��

[[[��

	3567�	�����89�
����������

��#��$��1�F���
�)�x
exf =)(���-����������@�]����&'�&�:�����A
����	?@�&�:����?����*����)��%	����%	��������@�)���$���

���������������:�#��$�.	��&�:��xLxf n=)(��������)��)��+K�) �	:����#��$��:�&����*/�
�)��i	� ��*/�����#���$�.�	��B�9��#��$�

-����	(����������

x
xfxLxf n

O
=′→= )()(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�A*//1���R$�M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������0���D����J 

�������,: 

 


�1�-��e��:�;I>��.	��&��$�)��-��R�����)/ 3�0��G�B�9��% 1������

y
n exxLy =→=��

x
y

e
yeyex

y

yy OO
O =′→=′→′=→′=′→ )()(��

��J�$�M�G�u�;�
�����	?@�B�9��)���$�x���*���7:�=�.	��:
M��

u

u
yuLy n

′
=′→=��

F�/1�)��A
������0��^�(�0�A*D�8�- �8�.	��7�+e��0�����F��
�)��:��8�:�1�.	��0������

xLxf n=)(���)(xgu =L@�))(( xfogy =�L@�M��

�
x

xf
O

=′ )(�����uxg ′=′ )(��

u

u

u
uufuxgfxgyxgfy

′
=′=′′=′′=′→= )()())(()())((

O
��

���d��M*	:�'�-�
�����:��	(�#���$�B�9����

|cos|)( xLxf n=N��������������������������������������������������)()( OW
+= xLxf nN`����

��
M��

x
x

x
xf tan

cos

sin
)( −=

−
=′N�����������������������������������

O

W
W

Q

+
=′

x

x
xf )(N`����

$��.	� �M�#��$�H&�:���#��$�B�9�xLxxf n+= Q)(0��>U��:
��:�H�Q=x*	:�'�-�
�������

��
M�1�F�/1�\���fa ∈),( Q�L@��M��

OQQQ =→=+→= aaLaaf n)(��

x
xfxLxxf n

O
QQ +=′→+= )()(��

W

O

OQ

O

O

O
QO

=
+

=
′

=′−

)(
)()(

f
f��

��J�$�M�G�u�;�
�����	?@�B�9��)���$�x*������7:�=�.	��:
M��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������	
����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

�������,� 

aLayay n
xx

=′→=��

aLauyay n
uu ′=′→=��

aLx
yy

n

x
a

OO
×=′→= log��

aLu

u
yy

n

u
a

O
×

′
=′→= log��

���.����

QQQ n
xx

Lxyy ))((cos sinsin
=′→=��

Q

OP
P

P
Q

n

xx

Lxx

xx
yy ×

+

+
=′→=

+

sin

cos
log sin��

�!"���������������

O�M�:��	(�#���$�B�9�*�/1��*�@�����

||)( OP
−= xLxf nN�����������������������������������|sin|)( xLxf n=N�`����

PM�*	:�'�-�
�����:��	(�#���$�B�9�����

x
xy

sin
=N��������������������������x

xy =N��`����

[[[��

���5;1<���=*>�?��

A�G��g���f���:
��	?@�B�9��)����$a������A
����== )()( agaf�����1�*
��1�-���<3���7:�=�.	�:
�H*���
)(

)(

xg

xf
�

��)�8�ax →�����FR+��7:�=����
�

�
���*	'�)��:
�����R���#�:�0��������/	��\��������1�.	��2�ax ≠��������	(����������&���$�)���


�1�� D���

)(

)(

)()(
lim

)()(
lim

)()(

)()(

lim
)()(

)()(
lim

)(

)(
lim

ag

af

ax

agxg

ax

afxf

ax

agxg
ax

afxf

agxg

afxf

xg

xf

ax

ax

xxaxax ′

′
=

−

−

−

−

=

−

−
−

−

=
−

−
=

→

→

→→→ �

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�A*//1���R$�M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������0���D����J 

�������,, 

 

�������1�*
�0��+��6��0����)/�	
)(

)(

xg

xf
��1�)�8�ax →�������FR+���7:�=�����G��

�

�
�������������1�F���
�)������9�$�0���1H*	':
�

���&'�7:�=�����������������������:�A*�'�-�*����1�*
�Lf����*/����A*��A
�
���1�!�"��B�9��]���&'�!�"����A*��A
�
���1�7:�=�B�9�

F�/1�)���+��6����

�@1����������]���*	*J���1�*
��G��
�

�
F�/1�)��:���$�j�
*^����:�0��G�B�9��� D�H*	'�:
�����

������*�/1��+��6���:��	(�0���*
����

�
�

����

�

�$

� +−

−+−

→ xx

xxx

x
limN�O��

�

�

� −

−

→ m

n

x x

x
limN�P��

x

x

x sin

cos
lim

#�

�→
N�Q��

�	

$

�$ −−

−

→ x

x

x
limN�W��

�������*
�
��

�

�

�

xx

x

x sin

cos
lim

−

→
*�/1��+��6���:���N�J����

�

�
k��

�.	� $�M*�/1�-��e��:��	(�0���0���$�����@���0�A*D�8�(��A
�����������

)(
coscos

lim PP
Pa P

O
ab

x

bxax

x
−=

−

→
N�O��

ab
x

ee
bxax

x
−=

−
−−

→a
limN�P��

�)(lim
b

a
L

x

ba
n

xx

x
=

−

→a
N�Q��

)()(
)()(

lim afnm
h

nhafmhaf

h
′−=

+−+

→a
N�W��

[[[��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������	
����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

�������,� 

��A���B�����C�D�����

���#��$��G�f�����(���0�A(���0�:),( baI =��*�����	?@�B�9�������������)�/�	������0��+$���B�9��#��$�7:�=�.	��:
f ′���
:�
�
��J����

��#��$��G����
f ′���������������������7:��=�����:�2�
��0��+$���B�9��#��$�&��$�)��H*�����	?@�B�9��&'�(��0���D� ^���	(��	��I=���.	��:
�


� ��`	��$��	(���

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

′−+′
=′′

→�
��

�&
����	?@�B�9��7:�=�:
���;�$�$�.� ����f ′′
� ��`	��$�]����:�2����+$���B�9��&��$�)���*�/1��J�$��	(���*J������

��)(xfy =��#��$��

x

y

∂

∂
��)(xfy ′=′������0��+$���B�9���

�

�

x

y

∂

∂
��)(xfy ′′=′′��2�
�0��+$���B�9���

�

�

x

y

∂

∂
��)(xfy ′′′=′′′��2���0��+$���B�9���

$

$

x

y

∂

∂
��)()()(

xfy
$$

=��2:�R5�0��+$���B�9���

����������������������������

n

n

x

y

∂

∂
��)()()(

xfy
nn

=���0��+$���B�9�n2����

�������#��$�0�	?@�B�9��|| xxy =*�/1�)�:���2�
�0��+$���������0��+$���7�U�9��0�����:����

�
M�F�/1�)��`	��$�0���>��3�*/5�7:�=�����:�#��$��*������

�

�

�

�

��

�

xxxxfx

xfx

xxxxfx

xx

x

xx

−=−= →<

= →=

== →>

−=

=

=

).()(

)(

.)(

||

||

||

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�A*//1���R$�M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������0���D����J 

�������,  

 

�RD f =��������������������������������������
�
�

�
�

�

<−

=

>

=∴

�

��

�

�

�

xx

x

xx

xf )(��

����U�9����)�����@�*	����
��������������F�/1�)��)�:�������0��+$���B�9��
�J��0�����:�#��$�0����K�%	�7����������0���>U��:
��:�:�1�.	�

�=xN�#��$�:�
� ��)������0��>U�kF��
�)��2�^�����

���

�

==
+

→

)(lim xf

x

-��:�*
���

���

�

=−=
−

→

)()(lim xf

x

l5�*
���

�� =)(f:�*U����

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�

��

===
−

−
=

−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
→

+ x
x

x

x

x

x

fxf
f

xxxx

limlimlim
)()(

lim)(-��:�B�9����

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�

��

=−=
−

=
−

−−
=

−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
→

− )(limlimlim
)()(

lim)( x
x

x

x

x

x

fxf
f

xxxx

l5�B�9����

�0��>U��:
�#��$�L@�=x-����	?@�B�9���������@����?��M��

RD f =′��������������������������������������������
�
�

�
�

�

<−

=

>

=′

��

��

��

xx

x

xx

xf )(��

����������+$���B�9��#��$�0�	?@�B�9����)�����@���
������������F�/1�)��)�:���2�
�0��+$����B�9��
�J��0�����:�����0�������:
��:�:��1�.	�

�0��>U��=xN�����B�9��#��$�:�
� ��)������0��>U�kF��
�)��2�^�����

���
�

==′
+

→

)()(lim xf

x

-��:�*
���

���
�

=−=′
−

→

)()(lim xf

x

l5�*
���

�� =′ )(f:�*U����

�
�

��

�

�
�

��

=
−

−
=

−

′−′
=′′

+
→

+
→

+
x

x

x

fxf
f

xx

lim
)()(

lim)(-��:�B�9����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������	
����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

�������,# 

��
�

��

�

�
�

��

−=
−

−−
=

−

′−′
=′′

−
→

−
→

−
x

x

x

fxf
f

xx

lim
)()(

lim)(l5�B�9����

�0��>U��:
�����0��+$���B�9��#��$�L@�=x-�����	?@�B�9��)���-��������@����?�M��

�}{�−=′′ RD f����������������������������������
�
�

�
�

�

<−

=

>

=′′

��

��
%&�'����

��

x

x

x

xf )(��

�������0��>U��:
��	(�#��$��=x
:�
�2�
��+$���B�9����:�*U�c��b��a*�������:�����

��

�
�
�

>++

≤
=

�

�
�

�

xcbxax

xx
xf )(��

�
M��#��$�&�5f�����
:�
�2�
�0��+$���B�9���������������+$���B�9��������
�����0��+$���B�9��L@��������@��>U��.	��:
�&'�����0

-����	?@�B�9����F	:�
��?�M��

��

�
�
�

>++

≤
=

�

�
�

�

xcbxax

xx
xf )(#��$����

��

�
�
�

>+

≤
=′

��

�� �

xbax

xx
xf )(����0��+$���B�9����

�
�
�

>

≤
=′′

��

�(

xa

xx
xf )(2�
�0��+$���B�9����

�[�0��>U��:
�#��$�)����@�)�:���=x��

cbaxf

x

++=
+

→

)(lim

�

-��:�*
���

�
#�

=

→

)(lim xf

x

l5�*
���

�� =)(f:�*U����

L@�-��������@��>U��.	��:
�#��$�&�5���M�=++ cba��

�[#��$����K�%	�7�U�9��)�:����

baf +=′+ ��)(-��:�B�9����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�A*//1���R$�M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������0���D����J 

�������,% 

 

�� =′− )(fl5�B�9����

:�
�����0��+$���B�9���>U��.	��:
�#��$�&�5��L@�
�M�� =+ ba��

�[-���#��$�0����K�%	�7�U�9��&� ���1�����0��+$���B�9��)�����@�)�:�����

�[����0��+$���B�9��0����K�%	�7�U�9��)�:����

af �� =′′+ )(-��:�B�9����

(� =′′− )(fl5�B�9����

L@�H
:�
�2�
�0��+$����>U��.	��:
�B�9��#��$�&�5��M�(� =a��

-����&��$�)��-	�R��:
M��

�(� =→= aa��

������
�

−=→=+ →=+
=

bbba
a

)(��

�����
#���

=→=+− →=++
==

cccba
ba

��

�������#��$�2�
�0��+$���B�9��xxxy sin�
� �
++=*�������:����

�
M��

xxxy sin�
� �
++=��

x

x
x

x

x
xy

sin

cos

sin

cos
++=×++=′→ 
(

�
�
( ����

x

x
x

x
xx

xy
sin

cos)
sin

cos
(sinsin
�

��

−−

+=′′→��

�������A�G���xy
�sin=��1�*�/1�-��exy ��cos=′′��

�������A�G���xxy ��
+=��1�*�/1�-��e���

=′′+′ yyy���

�������A�G���tbtay ωω cossin +=��1�*�/1�-��e���
=+′′ yy ω���

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������	
����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

��������- 

��24�0��+$���B�9��n-����	(���������	(�#���$�2����*����)��7�+e��)3�	:�0��U����% 1����Z���:�.	����

)sin(.sin )(

�

πn
axayaxy

nn
+=→=N�V��

�

��

+

−
=→=

n

n
n

x

n
y

x
y

!)()(N�O��

)cos(.cos )(

�

πn
axayaxy

nn
+=→=N�X��

�

��

+
+

−
=→

+
=

n

nn
n

bax

an
y

bax
y

)(

!)()(N�P��

baxnnbax
eayey

++
=→=

)(Nm��nnn
anybaxy !)( )(

=→+=N�Q��

n

n
n

n
x

n
yxLy

)!()()( OO
−−

=→=
−�

Nb��)()( )()(
axfayaxfy

nnn
=→=N�W��

������M�#��$�F^/@�0��+$���B�9�
x

y
�

=*	:�'�-�*���:����

��
M��

XXV

V
V QXaOPa

Q
V

QQ
xxx

y
xx

y
−

=
−

=
−

=→==
+

)()
!)(

()( )(

�

���
��

������M�#��$�FR��0��+$���B�9�
��




−
=

x
y*	:�'�-�*���:����

�������#��$�2��A
]��@�0��+$���B�9��xy �
�

�

�$
sin=�0��>U��:
��:�

(

π
=x*	:�'�-�*�����

�������#��$�2��A�^/@�0��+$���B�9��xxy cossin +=*�������:����

�!"���������������

O�M�#��$�F^/@�B�9�x
exf
�

��

�
=)(*	:�'�-�
�����:����

P�M�:�*U��λ�@��:�)	���R�'�0�(������1�*�/1��*x
ey

λ
=�������	
�0���
����:
�O�abX =+′+′′ yyy*/1�h*=����

Q�M��#��$�2��A
�0��+$���B�9��)cos(sin axaxy +=*�������:����

W�M��#��$�F������-����0��+$���B�9�xxy cos.sin=*�������:����

V�M�#��$�2�
�B�9���G��PO
axxy +=

−tan�0��>U��:
�O=x������
P

Q
*������:�*U�a*�/1��+��6���:����

                                                 
1���.���0���>��:��1�0����
���y���
���)��A*������������	
�0���
����%	�H*/1�)��&�����:�&'��$4����	�����7�U�9�� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�A*//1���R$�M����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������0���D����J 

��������& 

 

X�M��*/��0��������V���X*�/1�-��e�)3�	:�0��U����% 1�����:����

m�M��A�G�����
=+ yx��=�
�

P

P

dx

yd
*�������:����

��

[[[

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

	
���
���������

���������	�
����
���������������������������������
�������������� ��

!�"�#$�%�&�!'()*�������+�,��
xxf =)(-��������.�/�0��1�2����3��������45������
� ��

��	�"��

�
xxf =)(��

6��!��7��!8��68��x��

9��!��7��!8��98��y��

��xxf =′ )(��

6��!��7��!8��68��x��

!6��'��7��'��!6��y��

��

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

��

��

��:�;+��"��������1<�����),( +∞��
�),( �−∞���������+�,���=���
��>����?+@A�B�C�f�������D&��� �������45����E�����+E�,�FEG

����+=���H��x����
�I������
��� �����������1<���������������������J�+EC����
����
�
����>����KA�B�C�J��C���3��L,�
MN�O��OP�
��Q+R

����������+C����3��L,��
MN�O�������*�������+�,���S�� ������1<�������R
T�<�),( �−∞���*����f ′������������1<�E�����
��EU
L,��),( +∞x�

������+SN� ���O@V,����=x����
MN�>����KA�B�C�� -C������
MN�O@V,��������L�,�*����������WU� ��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

��

�O�������
���"�#$�%�&�!'()*�������+�,��
xxf =)(-��������.�/�0��1�2����3��������45������
� ��

��	�"��

�
xxf =)(��

!��7��!8��x��

!��7��!8��y��

xxf �=′ )(��

!��7��!8��x��

6��7��68��y��

��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

+���:�;�"����1<�����),( +∞����������+�,���=���
��>����?+@A�B�C�f�������D&��� ����������+E=���H�E��45���������+�,�FGx�

���
�I������
�� �"����1<�����),( �−∞���������+�,���=���
��>����?+@A�B�C�f����M������� �����45���������+�,�FG�
E�<����+E=��

x����
�I������
�� ��������������������������+E�,���S��J�+C����
����
�
����>����KA�B�C�J��C���3��L,�
MN�O��OP�
��Q+R�������1<�����

��������+C����3��L,��
MN�O�������*���� ������1<�E������R
T�<���E��),( +∞�
),( �−∞���*��E��f ′�����E�����+SEN�� ������OE@V,���

�=x����
MN�>����KA�B�C�� -C������
MN�O@V,��������L�,�*����������WU� ��

∞+��7��∞−��x��

�D&��>����KA�B�C��7���M���>����KA�B�C��y��

���+�,f ′���%+T��+=���H�����7�����+�,�f ′���%+T��+=��
�<���y′��

��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

��

XXX��

6"��#���$�%�&�!'Y)���*��E�����+�,f�����ZEC����

������E���1-EC�1����4��,�
�<�� ������45�<��1��M�E����E�

*�������+�,f ′-����4��,�B�
V��O����� ��

��

���	"����������E�=���
E��>�E�������KA�B�C�f�

�����O@V,�<���D�O�������D&��� ������E������FEG

���[f ′����������OE@V,����>�E���KA�
������D&��
 

B 

O 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

�O�������VR��� ������-V��O@V,�����%+T���<��O��FGf ′�����
�����
MN�O�
�A����E����EM���>�E�������KA�B�C�� 

������[��������FGf ′�������+�,�
������M���f ′���+=��
�<�x���������������O@V,����>����KA�
�����A�������VR��� ������<��OE��FG

����*������-V��O@V,�����%+Tf ′������
MN� �����+�,�O\��,���f ′��+=��x����?�V,����������O′�
�A′�#?�V,O′����E�O���
�A′����E��

A��-�U+T�����) ��-������*@�� -S��������O@V,�<��A�����������D&��>��������KA�B�C�� �����E��[��������FGf ′������
��E����ED&�

���+�,f ′����+E=���H��x�����E����E��� ����
��E��f ′��������������������]��E�,�
E�<��ZEC�.�+EN�OE��4�+E���E����� �����OE@V,�B′���
�

���+�,f ′%+T�������O@V,��O@V,�B���+�,�<�f����O@V,��������O��������
�����������-V� ��

��

��

��

��

��

��

��

XXX��

'�"�#�$�>^�������
��!'()*�������+�,�f����
�<��ZC�O��� ���+�,�45��
��<�f ′-����������� ��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

 

O′ 

B′ 

y′ 

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

��	�"�?+@A�B�C�O��O[+����*�������+�,�_`�0��?�V,����>���f*�������+�,�4�+����f ′�+�,�����
�<��ZC�O����� ��

��

��

��

��

��

��

��

��

XXX��

Y�"�#�����$�>^�������
��!'a)��*�������+�,�xxf =)(�������������*��E�����+E�,�45�3E���O��Fb��
�1�+�,��������f ′�����E������

-��� ��

xxf =)(��

Y��!��7��x��

6��!��7��y��

��	�"*�������+�,�_`�0��?�V,����>����?+@A�B�C�O��O[+����f*�������+�,�4�+�����f ′�+�,�����
�<��ZC�O����� ��

��

��

��

��

��

��

��

f 

f ′ 

x 

x 

y′ 

y 

f 

f ′ 
x 

x 

y′ 

y 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

+��4+P�O��-�C���O�C���O[
x

xf
�

&
=′ )(���+�,����O\��,�����f ′��������@�� �),( +∞=′ �fD��

Y��!���'�/��7��x��

�'�/��'�/��!��4��y��

XXX��

(�"�#�����$�>^�������
��!'c���)�����������-C������
�<�*������
��OC+I�3��.�/�0��d-D��-����4��,�� ���������E\�����OE�
�<���1<�-,�

-��
5�����O�����OC+I����1-C ��

�
�
�

≥

<
=

�

�
�

xx

xx
xf )(��

��	�"��

�
�
�

≤

>
=′

��

�&

xx

x
xf )(��

��

�
& ==′=

+
→

+ xfm

x

lim)(������������

&&�
�

� ==′=
−

→

−

x

fm lim)(P������e��

��������������������������OE@V,��E��OC+I�.�/�0��d-D��FG�J-,
��
��,��U
��-f��Z�����-	�J�����
�eP������.�/�0��d-D����O@V,����4+P

��������O�
�< ��

�&�'&&
&�&

&�

& �&

�&
=�−=→−=

+

−
=

+

−
= θθθ

))((
tan

mm

mm
��

��

��

��

��

��

��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

 

θ

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

a�"�#�$�%�&�!Y7)
���V��a�
�b�
�<�*����O��-�������S�������O���������O@V,���=x-C���
�WG������ ��

��

�
�
�

>++

≤+
=

�

�& �

xbaax

xx
xf

)(
)(��

��	"���O@V,����*����gH
���=x����O��+�G�� �FG"��

babaaxf

x

+=++=
+

→

)()(lim �

�

�����-	��

&&� �

�

=+=
−

→

)()(lim xf

x

eP�-	��

&&�� �
=+= )()(f��-V���

&=+∴ ba��

�h-,
��
��O@V,��������*����eP������
�����������g��, ��

��

�
�
�

>

≤+
=′

�

�&&� �

xa

xx
xf

))((
)(��

af =′
+ )(�������������

�&��� �
=+=′

− )()(feP��������

�=∴ a��

�4+P�
&=+ ba��WU��−=b��

XXX��

c�"�#�����$�>^�������
��!Y!)�����*f����O@V,���a������O��+�G�� ����*��E��-E�������h)()()( xfaxxg −=����OE@V,����

�a����
�WG������ ��

��	"*����f��O@V,���a����O��+�G�� FG"��

)()(lim
)()(

lim

)()()()(
lim

)()(
lim)(

afxf
ax

xfax

ax

afaaxfax

ax

agxg
ag

axax

axax

==
−

−
=

−

−−−
=

−

−
=′

→→

→→��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

�����+[+��Q+R�-	�4+P�
� �*����FGg���a�
�����
�WG������)()( afag =′���

XXX��

9�"�#���$�%�&�!Y!)����������1�i���
	���OU��S����( ��
++−= ttts���#� s�����
�
�����,���B�	�
��t����O�,�h�B�	�
��

���) -�����-�G�4��<�<���S����4�+�f�O�����1�i��������C�� ��CWI�<��FG'j�����-VP����C�O�,�h���

��	"��

)*�)���( ���
−=′=→+−=′=→++−= ttvatttsvttts )()(��

��CWI�<��FG'��������
��
�����C�O�,�h�"��

�
&�)�*�

s

cm
a =−= )()(��

XXX��

k�"�#$�>^�������
��!Y!)�=���
��>����KA���OU��S����
*�

+

=

x

x
y���O@V,�������)/,( ���-�����-�G� ��

��	"��O@V,�O������:;�
�)/,( ����������
����=����
���#� -������Q-N�*������OU��S�����) ��

��

�

��

�

*

*

*

�*

)()(

)()(

+

+−
=

+

−+
=′

x

x

x

xxx
y��

'�

&
� =′= )(fm>����KA�B�C���

�
&�

�
�

'�

&
+−= )(xy>����KA���OU��S������

XXX��

!7�"�#%�&��$�!YY)����������OE�������/����
�R�����,��O��O�����[

����������-E����E��4�E�+,�l�N��=@���
���VR���+T�# ���

E�
���ZEC�)

�����������E[��E����E�
	���OU��S�ttx sin)( *=�����E���#x���
E��


�
�����,���B�	t�,�h�B�	�
��O)��

_U��)��Om=U���������[��������C�
��f
�t-��
5�����O�� �� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

��)�4��<�������
m,���+�����C�
��f
��J���S�+�
�

�π
=tj����O,+2P�4��<����������
	���[�
���

��	�"��

��ttx sin)( *=����OU��S���S�+���

�ttxtv cos)()( *=′=��S���OU���f
���

��ttvta sin)()( *−=′=�����OU��S����C��

��cmx ��
�

�
*

�

�
*

�

�
=×== )sin()(

ππ
�4��<������S�+��

�

�π
=t��

��S�+������4+Z����O@V,�<���
�����,�����

�
s

cm
v �

�

&
*

�

�
*

�

�
−=−== )()cos()(

ππ
�f
����4��<���

�

�π
=t��

J�����M����f
��4+P����eP�����O����[���
	� ��

��
�

��
�

�
*

�

�
*

�

�

s

cm
a −=−=−= )()sin()(

ππ
���C����4��<���

�

�π
=t��

����1-,+C�-������C�FG�J�����M������C�4+P ��

XXX��

!!�"���O[+�#$!Y()�"�����*����<���
�2V������1-f��n
xy =���45����O��n�����-C�������S�DT��-f�3��� ������EV�V	��-f�
����
�

�-�,��r�������S�������L�,�� �C+,�4�+������WU�
"��

&−
=′→=

rr
xryxy��

�%�&��"-��
5�����O�����
�<�*��+������ ��

π
xxf =)(�#n�������������������������

xxf =)(#�������������������������������������

�

xxf =)(#_U���

��	�"��

&−
=′

π
πxxf )(#n�������������&�� −

=′ xxf )(#��������������

&
&

�

�

�

�

�

� −−

==′ xxxf )(#_U���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

!6�"�#��$�%�&�!Ya)�o
R��-���� �
xxf =)(��

�_U��"�����*������O@��;f-��
5�����O����� ����������������������������"*�����������O����f-�������S����� ��

�n�"*�������+�,f-��������.�/�0��1�2����3��������45������
� ��

��	"��

�
�

&
&

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

x
xxxfxxf ===′→=

−−

)()(��

��O@V,����*����=x���,�
�WG������� FG��

}{}{ �� −=−=′ RDD ff��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

XXX��

!'�"�#�����$�>^�������
��!Yc�)���OEZ����o
R���+ �
xxf =)(���EN�	�J

h

fhf

h

)()(
lim

&& ��

�

−+

→

�������E���OE�����

-��
5 ��

��	"��

� ���+ ��+ �
xxfxxfxxf =→=→= )()()()(��

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

������������
�� �

�

�
xxfxg == )()(��FG

��

�

x
xg =′ )(���
���-	

h

fhf

h

)()(
lim

&& ��

�

−+

→

��������E��4�E���

�*���g���O@V,����&=x���� �WU"��

�

�

&�

�
&

&&&&

��

��

�
==′=

−+
=

−+

→→

)(
)()(

lim
)()(

lim g
h

ghg

h

fhf

hh
��

XXX��

!Y�"�45�n��A���O@V,������=���
��>����KA���OU��S�����S�45�n��A���O@V,������=���
��>����KA���OU��S�����S�45�n��A���O@V,������=���
��>����KA���OU��S�����S�45�n��A���O@V,������=���
��>����KA���OU��S�����S���

��

������������>������O@V,�%+T�����������
�α������KA���OU��S��
�-����o
R������
E�����>����

��B�	α-���+�� ����������O@V,�<��>����KA�����4+P�%�	M�.�/�0���WUJ��WI���

�����O@V,M���������������-EV��
�1������
��>����KA���OU��S��������α��-E��
5��E�-���� ���E�

���-V�����S�α�KA���OU��S�#�����KA����)�C+,�4�+��������>��� ��

��

��
����
����
����
��""""�������������E�=���
E��>�E���KEA���OU��S��xxy '6
+−=���������OE@V,�<����WEI�

)(6p'M-��
5���-����� ��

�	�"��O@V,�.�/�0�)(6p'MJ-�����,�Q-N�*������OU��S�������
��O@V,������WU���,�*��
���=��� ��

����>������O@V,),( βαS��������o
R� ��

ααβα '6'6
+−= →=

+−= xxy
x>������O@V,�%+T���

),( ααα '6
+−S>������O@V,���

���O@V,�������>����KA�B�C�
�O�R
I������*����<��%�	S���
5������-� ��

'6'6 +−=→+−=′ αmxy��

����+,�������>����KA���OU��S��4+��� ��

baxmy +−= )(��

βαα +−+−=→ ))(( xy '6��

M 

S��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

6

66

'6

'''66

αα

ααααα

++−=→

+−+−++−=→

xy

xxy

)(

)(
��

���O@V,�<��-����OU��S�����)(6p'M��W2�� ��

'!p7X'Y

6'6'

6

6

==→=+−→

++−=

αααα

αα ))((
��

-�5�-���+A����
�<��ZC�O��>��������KA���OU��S������,��� ��

k''

!!

+−=�=

+=�=

xy

xy

α

α
��

O[+��"���OU��S������O������-S��X���O@V,�<����WI���=���
��>��������KA���-S����D�M���� ��

XXX��

!(�"�#�$�%�&�!Yc)�"���=���
��>����KA���OU��S�xxxf −=
�)(��O@V,�<����WI�)(Yp9M-��
5���-����� ��

�	�"0���O@V,�.�/�)(Yp9M���,�*��
���=����
��O@V,������WU�J-�����,�Q-N�*������OU��S����� ��

����>������O@V,),( βαS��������o
R� ��

ααβα −= →=
−= 6

6 xxy
x>������O@V,�%+T���

),( ααα −
6

S>������O@V,���

�B�C�
�O�R
I������*����<��%�	��O@V,�������>����KAS����
5������-� ��

&& −=→−=′ α66 mxy��

����+,�������>����KA���OU��S��4+��� ��

6

6

6

66

6

αα

ααααα

βαα

−−=→

−++−−=→

+−−=→

−=−

xy

xxy

xy

axmby

)(

))((

)(

&

&

���

��O@V,�<��-����OU��S�����)(Yp9M��W2�� ��

�*��*&�

(&

=−=→=−+→=−+→

+−=

αααααα

αα

p7Y

69

6

6

))((

))((
��

O��>��������KA���OU��S������,���-�5�-���+A����
�<��ZC� ��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

(

�*&�*

−=�=

+−=�−=

xy

xy

'6α

α
��

XXX��

!a�"�#��>^�������
��!���$�!Y9)�����������E�=���
E���q���
�>����KA���OU��S��
x

x
y

sin

cos

+
=

�
������OE@V,����),(

�

&
������-E�G����

-��� ��

�	�"��O@V,�.�/�0�),(
�

&
��WU�J-������Q-N�*������OU��S������*��
���=����
��O@V,�������� �FG"��

��

��

�

��

�

�

&�

�

�

�

�

�

�

�

)sin(

sin

)sin(

)cos(sinsin

)sin(

cossinsin

)sin(

))(cos(cos)sin)(sin(

sin

cos

x

x

x

xxx

x

xxx

x

xxxx
y

x

x
y

+

−−
=

+

+−−
=

+

−−−
=

+

−+−
=′→

+
=

��

��������>����KA�B�C
(

&

��

&��

�

−
=

+

−−
=→

))sin((

)sin(
m��

�������>����KA���OU��S�
�

&
�

(

&
+−

−
=→+−= )()( xybaxmy��

���������q���KA�B�C(
&

=−=′→
m

m��

��������q���KA���OU��S�
�

&
�( +−=→+−′= )()( xybaxmy��

XXX��

!c�"�#��>^�������
��6���$�!Y9)�������O@V,�<��),( &� −A���������=���
��>����KA�
��xxxf +=
�)(������E���1-EC������ 

-��
5�����O�����>����KA�
������.H��S� ��

�	�"��O@V,�.�/�0�),( &� −A���,�*��
���=����
��O@V,������WU�J-�����,�Q-N�*������OU��S����� ��

����>������O@V,),( βαS��������o
R� ��

ααβα += →=
+= 6

6 xxy
x>������O@V,�%+T���

),( ααα +
6

S>������O@V,���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

��O@V,�������>����KA�B�C�
�O�R
I������*����<��%�	S���
5������-�� ��

&& +=→+=′ α66 mxy��

��OU��S��4+�������+,�������>����KA� ��

6

6

6

66

6

αα

ααααα

βαα

−+=→

++−+−=→

+−+=→

−=−

xy

xxy

xy

axmby

)(

))((

)(

&

&

���

��O@V,�<��-����OU��S�����),( &� −A��W2�� ��

&&&

�&&

−==→=→

−+=−

ααα

αα

p

6

6

6))((
��

-�5�-���+A����
�<��ZC�O��>��������KA���OU��S������,��� ��

&&

&�&

−−=�=

−=�=

xy

xy

8α

α
��

XXX��

!9�"�#��>^�������
��'���$�!Y9)�KA&� += xy����������O@V,�&=x�����=���
�O��+�G��)(xfy =�����E���>����� 

���-V�
&

&)��

& −

−+

→ x

xfxf

x

)()(
lim����	������-� ��

��	"��

���O@V,&=x-C������>����KA�
�*����r
������O@V,�� �FG�& =)(f��

�& =′= )(fm�>����KA�B�C���

&

+�+

&

&)� �

&

�

& −

−+−
=

−

−+

→→ x

xfxf

x

xfxf

xx

))(())((
lim

)()(
lim��

&

��
�

&

�

&

����

&& −

−
++×

−

−
=

−

−++−
=

→→ x

xf
xf

x

xf

x

xfxfxf

xx

))((
))((

))((
lim

))(())()()((
lim

��

&

&
��

&

&

&&& −

−
++×

−

−
=

→→→ x

fxf
xf

x

fxf

xxx

)()(
lim))((lim

)()(
lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

&)*&������&��&&
&

=+=++=′++×′=
→

)()()())((lim)( fff
x

��

�O[+���"�+�,�1��M����L�,�%���G+����1-f���<��4�+���� ��

&)*&������

&�&&�
&

��

&

&)�

&

�

�

�

&

=+=+=

′+′=
′+′

=
−

−+

→→

)())((

)()()(
)()()(

lim
)()(

lim fff
xfxfxf

x

xfxf

xx
��

XXX��

!k�"�#>^�������
��$�!Yk)*����s���P������))()(()( ��& ���
+++= xxxxf�������&=x-�������	� ��

��	"��

*&&*�����& �(*��(���
+++=+++=+++= xxxxxxxxxxf ))(())()(()(��

xxxxf ���(* �'
++=′ )(��

��,��� �(
++=′′ xxxf )(��

xxxf &((&�� �
+=′′′ )(��

'�(&((&�*�&&((�*� �(�(
=+=→+= )()()( )()(

fxxf��

XXX��

67�"�#�$�>^�������
��!(7)��-����o
R||)( (�
−= xxf��

�_U�"�����
�WG������*f��������=x�
��−=x-�������
�� ��

��"-�����������45����+�,�
������*������O@��;� ��

�n�"�*��+����O@��;����S����
�s+��Js
��OD�
������n-��
5�����O�����s� ��

��	"��

�
�

�
�

�

−<−

≤≤−+−

>−

=

�(

��(

�(

�

�

�

xx

xx

xx

xf )(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

�=x���−=x��x��
7��7�������-	��

7��7��eP�-	��

7��7����-V���

Y��Y8�������������

Y8��Y��eP�������

�?�V,����*����=x�
��−=x���,�
�WG������ ��

�
�

�
�

�

−<

<<−−

>

=′�

��

���

��

xx

xx

xx

xf )(��

*�������+�,f����
�<��ZC�O��45������
 ��

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

��


�H���B��
��.�V������O@��;��

�
�

�
�

�

−<

<<−−

>

=′′�

��

���

��

x

x

x

xf )(��

����
−≠=� ,)()(

xxf��

��� −≠=� ,)()(
xxf

n��

XXX��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

6!�"�#���$�%�&�!(!�)�����*��������������
�eP�����||||)( ��& −+−= xxxf�����&=x���������+E[
�.�+EN��������OE�

-��
5����� ��

��	��"����+,�������O@��;�-�P�.�+N�O�����*�����-��� ��

�
�

�
�

�

<+−=−−+−

≤≤+−=−−−

>−=−+−

=

&'���&

�&���&

�'���&

xxxx

xxxx

xxxx

xf

)(

)(

)(

)(��

&&&
&

−=−=′
+

→

+ )(lim)(

x

f������������

��&
&

−=−=′
+

→

− )(lim)(

x

feP��������

*���f���O@V,����&=x�WG���������,�
 ��

XXX��

66�"�#�����$�>^�������
��!(!�)�����*��������������
�eP�����f������O@��E;����][)( ��
+= xxxf�����=x��������

��+[
�.�+N-��
5�����O�� ��

��	"���O@V,����*�����=x�
�����O��+�G��� =)(f��

�����
�

�

�
� �

�

�

�

�

��

=+=+=+=
+

=
−

−
=′

+
→

+
→

+
→

+
→

+ ][lim][lim
][

lim
)()(

lim)( xx
x

xx

x

fxf
f

xxxx

��

��&��
�

�

�
� �

�

�

�

�

��

=+−=+=+=
+

=
−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
→

− ][lim][lim
][

lim
)()(

lim)( xx
x

xx

x

fxf
f

xxxx

�4+P�
�)()( �� −+
′≠′ ff����*����FG��=x���,�
�WG������ ��

XXX��

6'�"�#�����O`t��!���$�!(6)���*����-����o
R�f����&=x�����
�
�WEG����E���
&

�
=

+

→ h

hf

h

)(
lim�������E����-EV��J�)(&f�


)(&f ′-��
5�����O����� ��

��	�"��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

�&�&
&&

&

�
&

�

�
=′= →

−+
=′

=
+

→

→

)(,)(
)()(

lim)(

)(
lim

ff
h

fhf
f

h

hf

h

h
��

XXX��

6Y�"�#���O`t��6�$�!(6)�*����f����1-C�_�
S��
�<��ZC�O��� ��N�	
h

hf

h

&&

�

−+

−
→

)(
lim-�������� ��

��

�
�
�

<−

≥
=

&&�

&
�

�

||

||
)(

xx

xx
xf��

�	�"���

��

�
�
�

<<−−

−≤≥
=

&&&�

&&
�

�

xx

xxx
xf

,
)(��

&& =)(f��

(&((&
&&&&

&��

===′=
−+

=
−+

−
→

−
−

→
−

→

)(lim)(
)()(

lim
)(

lim xf
h

fhf

h

hf

xhh

��

XXX��

6("��#�����O`t��'���$�!(6)���O��-����o
R�][cossin)(
�

x
xxf =����*���������
�eP�����f�������OE@V,�������π=x�

-�������	 ��

��	"��

�
�

== ][cossin)(
π

ππf��

�
��

=
−

=
−

=
−

−
=′

−
→

−
→

−
→

−
πππ

π
π

πππ
x

x

x

x
x

x

fxf
f

xxx

)()(sin
lim

][cossin

lim
)()(

lim)(��

π−

−
=

π−
=

π−

π−
=π′

+
π→

+
π→

+
π→

+
x

x

x

x
x

x

fxf
f

xxx

)()(sin
lim

][cossin

lim
)()(

lim)(
&���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

&

��

==
+π−

=
+

→
+

→
t

t

t

t

tt

sin
lim

)sin(
lim��

�O[+��"�U�	���−
→ πx
�u���x�������
��s
��*������� ��WU�

�
=][cos

π
�U�	�������v���+

→ πx
�u���x����

�������
��s+��*��� ��WU&
�

−=][cos
π

��

XXX��

6a��"�#���O`t��Y_U���$�!(6)
I��-�������h�f��a�
��
��
��+[+��
�<�-	�J-C���
�WG������)(af ′���� ��

)(
)()(

lim af
h

hafhaf

h
′=

−−+

→ ��
��

��	"��

h

afhafafhaf

h

hafhaf

hh �� ��

)()()()(
lim

)()(
lim

+−−−+
=

−−+

→→

��

h

afhaf

h

afhaf

hh ��

&

�

&

��

)()(
lim

)()(
lim

−−
−

−+
=

→→

��

)()()(
)(

)()((
lim)(

)()(
lim afafaf

h

afhaf

h

afhaf

hh
′=′+′=

−

−−+
−−

−+
=

→→ �

&

�

&
&

�

&

�

&

��
��

XXX��

6a��"�#�����O`t��Y������$�!(6)����������������
LU�J-C���O�C����+[
��D����
������-	�
I��O��-�������h������OE@V,����*����O�����-,a�

-C���
�WG����� ��

	��"�O������������
��||)( xxf =�
��=x�FG�"��

h

hfhf

h

hfhf

h

hafhaf

hhh ��

��

� ���

)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim

−−
=

−−+
=

−−+

→→→

��

�
�� ��

=
−

=
−−

=
→→ h

hh

h

hh

hh

||||
lim

||||
lim��

*����O���U�	���||)( xxf =��O@V,�����=x���,�
�WG������ ��

XXX��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

6c�"�#���O`t��a�$�!(')�-����o
R�
x

x
y

+
=

&
�.��Df��N�	�J�)( xyyy +′+ &��-��
5�����O����� ��

��	"��

xx

x

x

x

xx

x

x
x

x

y
x

x
y

++

+
=

+

+

−+

=

+

×
+

−+

=′→
+

=
&&�

�

&

&�

&�

&

&�

&
&&

& � )(

)(

)(

))((

��

x
x

xx

x

xx

x

x
x

x

x

xx

x

x

x
xyyy

�
&

&�

&

�

&
&

&&&�

�
�

&
&�

��
��

=
+

+
=

+

+
+

+
=+

+++

+
+

+
=+′+

)(

)()())()(
)(

()()(

��

XXX��

69�"�#�����O`t��9�$�!(')-����o
R�&� (*
+−−= xxxxf )(���.��EDf��EN�	�J

h

fhf

h

)()(
lim

&&

�

′−+′

→

�

-��
5�����O���� ��

��	"��

)(
)()(

lim &
&&

�
f

h

fhf

h
′′=

′−+′

→

��

&� (*
+−−= xxxxf )(��

&)* �'
−−=′ xxxf )(��

�( �(�� xxxf −=′′ )(��

*�(��&�(&��& �(
=−=−=′′� )()()(f��

XXX��

6k�"�#���O`t��k�$�!(Y)��*��������)sgn()( &
& �

+−
+

= xx
x

x
xf�-��
5�����O���� ��

��	"��

)sgn()( &
& �

+−
+

= xx
x

x
xf��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

�.��Df��-���&�
+− xx����������^f����S����� ��

���-,�O����OU��S� →=+− �&�
xx��

�4+P�
��&&(& �
<−=−−=∆ ))(()(�
��& >=a�����D&��1��+���.��Df������WU�� �FG�"��

&&�
=+− )sgn( xx��

x

x

x

x
xf

&
&

& +
=

+
=� )()(��

��

&&&&

xx

xx
xf

−
=

+−
=′�

))(())((
)(��

XXX��

'7�"�#�	���
����
��)-��
5�����O�����
�<�*��������� ��

)sgn()( &
& �

−+−
+

= xx
x

x
xf��

XXX��

'!�"�#�����O`t��!7���$�!(Y)����������s
����OE[���*��E����O@��E;��f�����������OE��-E������E0�,��4�E�P�����& =)(f�
��& =′ )(f�


(& =′′ )(f-C��� ��

��	"����������
��� cbxaxxf ++=
�)(��

�
�&�

=++ →++=
=

cbacbxaxxf
f )(

)(��

���
�&

=+ →+=′
=′

babaxxf
f )(

)(��

(��
(&

= →=′′
=′′

aaxf
f )(

)(��

&�&�&�(�(�
���

=→=+− →−=→=+ →=→=
=++=+

ccbbaa
cbaba

��

&� �
+−=∴ xxxf )(��

XXX��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

'6�"�#�����O`t��!!���$�!(Y)������*�������+�,��
�����O@V,xxy +=
���������������E�=���
E��>����KA�JO@V,�45����O��-�����-�G�

���U+T����O@V,�
��O��-C����ST����<�+��J*���&=x
��=x�*������=���
��*��
�-����N
����O���� ��

��	"�
m,���+����O@V,�O�������o
R�),( βαP-C���� �FG�J�������
��*�������+�,���=����
��O@V,�����4+P"��

&�
&�

+= →′=
+=′

αα mfm
xxf )(

)(>����KA�B�C���

?�V,�<����WI�KA�B�C��R
T�<�B
A�����+�,�OD��=��4�+���� ��

�

&

&&

&
� AA →

+)(
��

&�

�

��

�
� BB →

+)(
��

'
�

&�

&�

�&�
==

−

−
=ABm��

��O@V,�<����WI�>����KA�O`t����DTP?�V,�<����WI�KA���B
A-��<�+��� �FG"��

�&�' =→+=→′= ααα )(fmAB��

*

�

��

�
� PP →

+
∴

)(
��

XXX��

''�"�#�����O`t��!6���$�!(Y)����������*��E���E�=���
��>����KA���OU��S�
x

x
xf

sin

sin
)(

�& +
=�������OE@V,�������),( (

*

π
���OE��

-��
5���� ��

��	"��

��O@V,),( (
*

π
���+�,���=����
��f�������
���� →=

+
=

+

=

+

= (

�

&

&&

�

&
�

&
�&

*

*
�&

*
)(

)(

)sin(

)sin(

)(
π

π

π
f��

x

x

x

xxxx
xf

��

�&�

sin

cos

)(sin

)sin)((cos))(sincos(
)(

−
=

+−
=′��

A B 

P 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

�����>����KA�B�C������

(

&
�

�

*

*

* �
−=

−

=

−

=′=

)(sin

)cos(

)(
π

π

π
fm��

����>����KA���OU��S��(
*

�� +−−=→+−= )()(
π

xybaxmy��

XXX��

'Y�"�#���
��!Y�$�!(Y)-�������h����
�<�s�Z	���;������
V������� ��

_U�"���OD�
�������n�*����s�xxf sin)( =
��
��)sin()(

6

πn
xf

n
+=���� ��

��"�������OD�
��n�*����s�xxf cos)( =
��
��)cos()(

6

πn
xf

n
+=���� ��

��	�_U�"��

)(&P������������������������������ )sin(cos)(sin)(
6

π
+==′→= xxxfxxf���

�����������������������
V����o
R)sin(sin)( )(

6

πk
xfxxf

k
+=→=���

�����������������������
V�����Z	)
)(

sin(sin)( )(

6

π&& +
+=→=

+ k
xfxxf

k���

�Z	�eP�l
T�����

)
)(

sin())(sin()cos()()( )()(

666

ππππ &

�
&& +

+=++=+=′=
+ k

x
k

x
k

xff
kk��

����	"��

)(&P������������������������������ )cos(sin)(cos)(
6

π
+=−=′→= xxxfxxf���

�����������������������
V����o
R)cos(cos)( )(

6

πk
xfxxf

k
+=→=���

�����������������������
V�����Z	)
)(

cos(cos)( )(

6

π&& +
+=→=

+ k
xfxxf

k���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

�Z	�eP�l
T�����

)
)(

cos())(cos()sin()()( )()(

666

ππππ &

�
&& +

+=++=+−=′=
+ k

x
k

x
k

xff
kk��

XXX��

����������
����-�������h����
�<�s�Z	���;������
V������� ��

�_U��"��OD�
������n*����s�ax
exf =)(
��
��axnn

eaf =
)(���� ��

���"��OD�
������n�*����s�
x

xf
&

=)(
��
��
&

&

+

−
=

n

n
n

x

n
f

)!()()(���� ��

XXX��

'(�"�#�$�%�&�!(k)���=���
��>����KA���OU��S��(��
=+ yx��O@V,�������),( �&-������ ��

��	"��O@V,�),( �&��OU��S�����(��
=+ yx-������Q-N�� �������
����=����
��O@V,�����FG ��

�

&

�

�
(��

−=−=−=→=+
y

x

y

x

dx

dy
yx��

�

&
−=m�>����KA�B�C����

�&
�

&
+−−=→+−= )()( xybaxmy>����KA���OU��S�����

XXX��

'a��"#��_U��>^�������
�$�!a7)��
I�xyy sincos �
=�J�

dx

dy
-�����-�G���� ��

��	�"����;�*����3��<���
�I�������

��
=− xyy sincos��

xyyy

xyy

xyy
y

xy

dx

dy

sinsin

cos

sinsin

cos

(

�

�
�

&

��

−
−=

−−

−
−=��

XXX��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

'c�"�#����>^�������
�$�!a7)
I�����( & xyxyyx ++=++�J�
�

�

dx

yd
������O@V,���),( &&-�����-�G ��

��	�"�s
����OD�
����������;�*�������
m,�-��J1-C�1��� ��

�& ��(
=−−−++ xyxyyx��

���&�(&���(&
&&��

=′→=′−−−′−′+ →=′−−−′−′+
==

yyyyyxyyxyyy
yx ,

��

������(&� ��
=′′−′′−′−′−−′′−′′+′′ yxyyyxyyyyyyyyyy��

����)((�(()
�&

−=′′→=′′−−−−−′′−′′+ →
=′==

yyyy
yyyx ,

��

XXX��

'9�"�#���>^�������
w�$�!a7)��
��>����KA���OU��S���=��xyyx *��
=+��O@V,�������),(

�

)

�

(
-������ ��

��	"��O@V,�),(
�

)

�

(
��OU��S�����xyyx *��

=+-������Q-N�� ��

�
�

*(

�

*(

�

*(

�,

',*

�

*(

�,

'&�

�,

*(

�

)

�

(
*

�

)

�

( ��
=→=→=+→=+ ))(()()(��

�������
��*�������+�,��
��O@V,�����FG ��

yyyxyyyxxyyx
yx

′+=′+ →′+=′+→=+

==

�

�(

�

()

�

*(

�

&*
**��* �

)

�

(

����
,

��

��KA�B�C����>�������

'

(

(�

��

�

��

�

(�
==′→=′→ yy��

>����KA���OU��S��
�

)

�

(

'

(
+−=→+−= )()( xybaxmy����

XXX��

'k�"��#�>^�������
��6�$�!a()*���������x
xy =-��
5�����O����� ��

��	�"��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


��������
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!�"�#��$�% 

��������� 

 

))(()())((
x

xxL
xy

y
xLxyLxLyLxy nnn

x
nn

x &

�

&
+=

′
→=→=→=��

&
�

&

��
+=+=+=′→ )())(()( xL

x

x

x

xL
x

x

x

x

xL
yy n

nn��

XXX��

Y7�"�#�$!a(�)���C�
m,�O��>^�����x=������O@��;����*�����)sin()( xLLxf nn=������+[
�j��

��	�"����������S�������P���O����#j�
P� )���-,��+[
��S�������P��WU� �
��x=��4�+����,�45��������+������WU ��

XXX��

����������
�������

!�"�j�
Pj������+[
�
�<�����*����<��3��s�-���������C�
m,�O���

_U��)))(sgn()( &�
−= xLxf n�������������������������������������))))(sgn(()( &�

−= xLLxf nn��

6�"�-$�������
.��/�0�xy sin=	
�����
��!��1��2"���3%� �=+′+′′+′′′ yyyy4������

6�"�-$�������
.��/�0�x
eyy

�
==���
��!��1��2"���3%�	
�� �* =′−′′− yyy4������

XXX��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

�	
���
��������

�
������	������������������ !�"����������#��$�%�&
�!'� !�"�&
�������

()�*�+�$��,-��)�.�)//�0�1
��2� ����������
3�4��5'��������

(
6 )+

=

x

x
xf )(+78���

9 66 ))()( ++= xxxf�+���

)sin(cos)( xxf =+:��

9 xxf sin)( =+;��

xxxf cottan)( +=+<��

�	��*��

( 9
6

66

6

( 9
6

66

6

)
)(

)

)
(

)

6))

)()()(

)(

))(())((

)(

+

+

−
=

+

+

−+

=′

x

x
x

x

x

x

x

xxx

xf+78���

9 6 )9

)66

)(

)(
)(

++

+
=′

xx

x
xf+����

)cos(cos)sin()( xxxf −=′+:��

9
9 69

)
x

x

xf cos)( =′+;��

xx

xx

xx

xx
xf

cottan

cottan

cottan

)cot()tan(
)(

+

−
=

+

+−+
=′

66

)) 6666
+<��

===��

(6�*�+���$��,-��6���.�)//�0�����>���3���?�@��xy 6tan=�������������>������A�!���#�2�������1
���&

B'����CDE��D���xy (=�

1F���$3�5���)(
((

ππ
<<− x��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�G1�����
#'�*����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$���H����I 

��������� 

 

�	�*��

)tan( xy 6)6 6
+=′��

���)tan( α6)6 6
+=mA�!��CE�J
F��$��K@�����α=x��>���$���3����

(=m���A�!��CE�J
F�CE����$3�5�xy (=��

)666)(6)6 666
=→=+→=+� ααα tantan)tan(��

L(
6)6

L(
6)6

)66
π

α
π

αα

π
α

π
αα

α

−=→−=→−=

=→=→=

→=→

tan

tan
tan��

===��

(9�*�+�$��,-��9�.�)//�0����1
��� ��M�*��

�78��*4��'��N�f �������O@����4��'�G���2�P1F����
QR��������S�3����

���*4��'��N�f�����O@����4��'�G���2�P1F����
QR��������S�3�� ����

�	�*4��'�$�������T5U�f ���T��@�����T�5���
QR������ #I�����Q8f�P4��'�$������f ′1F������T��@���V
������

���?�3�*��

f ′�����→′−=−′→′=−′− →=− )()()()()()( xfxfxfxfxfxf
����

→fS�3��

f ′S�3��→′=−′→′−=−′− →−=− )()()()()()( xfxfxfxfxfxf
����

→f�����

===��

((�*��+�$��,-�DD�(�.�)/W0����4��DD'��DDX�
��Y�DD���DD�f4��DD'���S�3�g����DD��6) =′ )(f��9) =′ )(g���1DD@��P�

)()( )−′+ gf1
��������������

�	��*4��'�T5Uf4��'���S�3�g����4��'�ZR�Pf ′4��'�������g′1�F������S�3����

)96))))) =+−=′+′−=−′+−′=−′+ )()()()()()( gfgfgf��

===��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

([�*��+���$��,-��[���.�)/W0����4��'��X�
��Y������RRf →:���R��������������%�$�3�������1F���\���$��]'���3���
QR���������1DH

�@
@�xP�)()( 66 xfxg −=��66 =′ )(f����1@�)(̂g ′′1
��������������

�	�*��

)()()()(.)( 6666 6(6666 xfxxfxgxfxxg −′′+−′−=′′→−′−=′��

(6666^6^(^66^ 666
−=×−=′−=−′′+−′−=′′ )())(()())(()( fffg��

===��

(/�*�+�$��,-�DD�/�.�)/W0�DDN��f��DD,!I�1DD�U��B��DD'���$$��DDI���3�n4��DD'���ffo ′�$��DDI���3��)6���1DD@��P1DDF���

nn (6
+1
��������������

��	�*��N��f����$���,!I�1�U��B��'����$��I���3��n��G���2�P1F���f ′���$��I���3��)( )−n�� D��������4��D'�ZDRffo ′�����$��DI���3��

)( )−nn �������_
�����*��

()6) =→=− nnn )(��

96)/)/(((( 66
=+=+=+� )()(nn��

===��

(W�*�+�$��,-�DDD�W��.)/W0��DDDN�
6^ )

)

xh

xfhxf

h +

=
−+

→

)()(
limP����DDD��G�DDD��2�K��DDD`��DDD��4��DDD'��

$)(cot xfy =�a�F�������^
6

<<− x
π

1
�����������

�	�*��

66^ )

)

)

)

x

xf

xh

xfhxf

h +

=′→

+

=
−+

→

)(
)()(

lim��

xx

x
x

x
x

xx

x

xfxyxfy

sinsin

sin
|sin|

sin
sin

sin)(cot

)cot(

)(cot)cot()(cot

)))

)

)
)

)

66
6

66

6

6

=
−

=×−=×−=

+

+−=

′+−=′→=

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�G1�����
#'�*����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$���H����I 

��������� 

 

��I5'�*�$�G3�����^
6

<<− x
π

�+��4��\��#U�0���1@�xsin ����������ZRxx sin|sin| −=��

===��

(L�*�+���$��,-��L���.�)/W0��������>������A�!��CE�$��8��B��)sin( �
xy =��������5?����$���K@������([=x������ D����D�����

1
��2���

�	�*�
b���x ���G1F�T�
���I���1���������
����������T2�
������	
1]'�T����

radxx
RD

)L^)L^

π

π
=→=

���

6

6

)L^
([

)L^)L^)L^)L^)L^
×====′→==

ππππππ
)cos()cos()cos()sin()sin( ���

xxyxxy��

���A�!��CE�J
F
6

6

)L^
×=

π
m��

���A�!��CE�$��8��B��)(),(
(6

6

)L^6

6

(

πππ
−×=→ xyA��

===��

(c*��+����$��,-��c�.�)/W0�������������� D]d��e
>Df��1H��%�$����P1
��� ��M��`�
��$��@����3��G����������n���������D
3�$�D%�$���D'�P�

1����"�����

)cos()cos(
6

πn
axaax

dx

d n

n

n

+=+�����������������������)sin()sin(
6

πn
axaax

dx

d n

n

n

+=+�78���

�	�*78����

�����)()P ��� ������������������)sin()cos()sin(
6

π
+== axaaxaax

dx

d
��

���������������@����Y��������������������)sin()sin(
6

πk
axaax

dx

d k

k

k

+=��

�����������������@�����X�����������������)
)(

sin()sin(
6

))
)

)
π+

+=
+

+

+
k

axaax
dx

d k

k

k

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

)
)(

sin()sin()cos(.

))sin(())sin(()sin(

6

)

666

6

))

)

)

ππππ

π

+
+=++=+=

+==

++

+

+

k
axa

k
axa

k
axaa

k
axa

dx

d
ax

dx

d

dx

d
ax

dx

d

kkk

k

k

k

k

k

��

�	��*���

�����)()P ��� ������������������)cos()sin()cos(
6

π
+== axaaxaax

dx

d
��

���������������@����Y��������������������)cos()cos(
6

πk
axaax

dx

d k

k

k

+=��

��X����������������������������������@���)
)(

cos()cos(
6

))
)

)
π+

+=
+

+

+
k

axaax
dx

d k

k

k

��

)
)(

cos()cos()sin(.

))cos(())cos(()cos(

6

)

666

6

))

)

)

ππππ

π

+
+=++=+−=

+==

++

+

+

k
axa

k
axa

k
axaa

k
axa

dx

d
ax

dx

d

dx

d
ax

dx

d

kkk

k

k

k

k

k

��

===��

[^*��+����$��,-��)6�.�)/W0�B����������5!�����A�!��CE�$��8�xyyx 999
=+���$��K@�����),(

6

9

6

9
A������T��D����1
��
�����

$��K@�������>�������g�"�CE�1
%�A1]��3����QN����;���h��i���

�	�*���

(

6W

(

6W

(

6W

L

[(

6

9

6

9
9

L

6W

L

6W
9 6

9

99
=→=→=+ →=+

==

))((
yx

xyyx��

$��K@��),(
6

9

6

9
A��������"���>���$������

xy

yx

dx

dy
xyyxxyyx

99

99
^99

6

6
9999

−

−
−=→=−+→=+��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�G1�����
#'�*����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$���H����I 

��������� 

 

)

6

9
9

6

9
9

6

9
9

6

9
9

6

6

6

9

6

9 −=

−

−

−==

)()(

)()(

|
),(dx

dy
mA�!��CE�J
F���

6

9

6

9
) +−−= )(xyA�!��CE�$��8��B�����

�)
)

=−=′
m

m�g�"�CE�J
F����

��xyxy =→+−=
6

9

6

9
)(�g�"�CE�$��8��B����

���� ���e`����QN����;���h��i1]��3���g�"�CE���

===��

[)�*��+���$��,-��)9�.�)/W0�CE�baxy +=������5!��^)66
=−−+ xyyx���a�@�������M���N����1D������4K"����

a���ba�@�����A�!�����1
��������T��U����M��N�5>������5!H�CE�x1F����%����

�	�*��

xy

yx

dx

dy

−

−
−=
6

6
��

��5>������5!H�A�!��CE�T5Ux ����%��������&
B����J
F�ZR�����B
^6 =− xy�ZR��xy =6��

�
%��������"�4��'�$��8��B���������*xy =6��

9

9
)9^)66 666

±=→=→=−−+ yyyyyy )()(��

),(,),(
9

9

9

96

9

9

9

96
−−→ NM��

a�@��a�@�M��NCE�$���baxyd +=:�"�1����������ZR*��

badN +−=−→∈
9

96

9

9
�������������������������������badM +=→∈

9

96

9

9
��

 F����
%�5E�G������	��3�� 
�#�������
6

)
=a���^=b��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

[6�*��+�$��,-��)[.�)/L0���>������A�!��CE�$��8��B���
x

xL
y n

=���$��K@�����),( ^)1
����1
R����

�	�*��

$��K@��),( ^)��������"���>���$�������������������^
)

)^)
= →=

nn L

x

xL
y

),(
��

66

)
)

)

x

xL

x

xLx
xy

x

xL
y n

n
n −

=

−

=′→=

))(())((

��

�)
)

^)

)

))
6

=
−

=
−

=

)(

)(nL
mA�!��CE�J
F���

�)^)) −=→+−=→+−= xyxybaxmy ))(()(A�!��CE�$��8��B����

===��

[9�*��+�����$��,-)/�.�)/L0����4��'�\���������f��K��`���$n

x n

x
xf )(lim)( +=

+∞→

)��P+�����@
@���1H��%�$�3����x�0�

1
�������������

�	�*��

x

x
e

n

n

x

xn

x
exf

n

x
xf = →+=

=+

+∞→

+∞→

)()(lim)(

)(lim )

)��

x
exfxf =′′=′ )()(��

��I5'*��

xnx
exfexf =→= )()( )(��

===��

[(�*��+�$��,-��)W.�)/L0���5!���?�@���U�����4��'�
66 x

exxf
−

=)( ����@���A�!��$�����j��

�	�*1F�����f�������A�!��CE�J
F����B
�����

^)6)666 66^66666
=− →−=−=′

−=′−−− )()())(()(
)(

xxexxexexxexf
xxfxxx��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�G1�����
#'�*����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$���H����I 

��������� 

 

�
�
�

±=→=−

=
→=−

−

)^)

^
^)6 6

66

xx

x
xxe

x )(��

===��

[[�*��+���$��,-��)c�.�)/L0���+�����
N��!%�$��!
��k
�$3��81���0��1B'y���$�������������l�D]��$��D����
�D��A��
��k
������

��������'����1'���>���$��,
������1���G1F
kt

Me

L
y

−
+

=

)
 ���G1F�$3��81��+��t����J�D���D��P�$��D!
��3����$��m>8�3��

�5F����$�
N�G3�1���G��0���

��T�
l�]����1B'��1������6^^������1B'�&
��P1B��G���k
����5������)^^^� ��
�O
�V��������������1DH����T�D
l�]����1DB'�\�_���D�

)^^^^��1���� ��M����$�%�������RL���M���K���������T�
l�]����1B'�1
���nh�����1
���&

B'���9���������1D�U�$��D!
��3����3��1B��G���

���1@U��m>8�T2����1F��o�%2���1���%����j ���G�5��

�	�*��

M

L

Me

L
y

yt

kt +
= →

+

=
==

− )
6^^

)

6^^^ ,
��

k

yt

kt
Me

L

Me

L
y

−

==

−
+

= →

+

=

)
)^^^

)

)^^^) ,
��

)^^^^
^)

)^^^^
)

^)^^^^
=→

+
= →

+

=
→

−
→=+∞→

−
L

M

L

Me

L
y

kteyt

kt )(

,
��

��
�F������?�3�* 
M

L

+
=
)

6^^��ZR*��

(c
)

)^^^^
6^^

)
6^^ =→

+
=→

+
= M

MM

L
��

�&
�p!%
k

Me

L

−
+

=

)
)^^^�ZR�*��

)(

)(

c

(c

c

(c

(c

c

)^(c)
(c)

)^^^^
)^^^

)
)^^^^

n
kk

k

kk

Lkee

e

eMe

L

=→=→=→

=+→

+

=→

+

=

−

−

−−

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

������W/W)

(c

c
(c)

)^^^^

) 9

9
≈

+

= →

+

=
=

−
)(

y
Me

L
y

t

kt
��

��o�%2��������1F
66 ))

)^

) )()(

))(())((

kt

kt

kt

ktkt

kt
Me

kLMe

Me

LkMeMe
y

Me

L
y

−

−

−

−−

−
+

=

+

−−+
=′→

+

=��

69

9

6

(c

c
(c)

(c

c
(c)^^^^

c

(c

9) )))(((

))()())(((

)( +

=
=+

=′
−

− n

kt

kt L

tMe

kLMe
y��

===��

[/�*�+���.���d�)c[0��������������T2��_�����$�5?����P�
�������R��5%�3�������8���L^������������1D��
��D��O
�VD����D
��M����JBX��������������

�&8���q�BF���"�6^j1��
����O
�V������%2��U����&8���q�BF�P ���������������

	�*��

s

cmtr

trtrtrtvtrtv

ππ

πππ

6^

)

(^^(

L^

6^(L^(
9

( 669

==′→

′=→′=′→=

))((
)(

))(()()()()()(

��

===��

[W�*�+��Al�����&
�!'���.�)c/0���r1"����$���)L^������� H������ �������������(s^�����������D���>K�D��&
�3�$����
��M��������

����t��U��
'� !�����8�����1�3����\1"�u���������&
�3�3��u���t��U�v�w��N�(��������������������"������$��
����5?�P1F�����F���q��'�������

���$��,f��(s6�������"�u���t��U��
'�$�������������
����O%�����H����U����������1�������������������H�D���DU��D������D��$��
�D��T�D�3�&
�����j

j1������ �����

	�*�+����������Pu���t��U��
'����nhF�T1F�k
�V����O%��x���1D��
������

��_
�����)(tx′ �������������B


s

cmtx (^−=′ )(��

y=����$��
����5?���

��
y x 

cm)L^ 

cm(^^ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�G1�����
#'�*����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$���H����I 

��������� 

 

xyxyy
xy

y

xy

y
c))cc6^

6^

c

(^^

)L^
=→+=→=

+
→=

+
��

s

cm
tyty

txtytxty

s

cm
tx

W96
))

9/^
(^c))

c))c))

(^
/)()()(

)()()()(

)(

−≈
−

=′→−=′ →

′=′→=

−=′��

�����������������1��
����O%������$��
����5?�Pu���t��U��
'����nhF�T1F�k
�V��������1
����I5'���������� D�lH�	D
8��&
D!%���)(ty′�

 ����������

===��

[L�*�+���.���d�)cW0��+�$������&
�����0��
�!�%���Z
,R�����k
�V������������������$��D��$������&
D�����kD
�3���� D���G����
���%��N�V

�������1������G�������3�_���
x�$�%� H��� ]M������������������$5D,I�3���m>8�&
!%���������������������,
]�5'�� !��������&
�����Z
,R�

����QN�����������������$��
��3�G��N�V��$���������&
�����$��������"�([������������������&
D��$��,Df����D��1D����D���Dm�l��P�3�D������I���

�o�%2����&
�������	
]�5'�c^1��
����O
�V��� H���������5,
����j ��� ���������H����U����	
]�5'�����1
���������

	�*�������'�&
�����$��,f���1F������ ��M�G��N�V�����

 ���&
"��8��$���������
��V8���g�"�y,d����ZR*��

6
6

)
([ ky

y

k

y

k
=→=→=sin��

kx =��

&
�p!% F5��T�5'����A�5x�d
��$��K�����]?�*��

)()()( tytktx
666

=+��

)()()()()()()()( tytytxtxtytytxtx ′=′→′=+′→ 6^6��

h

km
k

k
txktxk )6W6c^

c^6
c^6 ≈==′→=′→

))((
)())(()(��

===��

x 

y 
k �

([ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

��������� 

[c�*�+���.�Al�����&
�!'�)cL0���������T5
V
5,'�&
�����k
�P�	��@��	XF����K�����+�������[����
�D��kD
�$���T�
�R�CE�$����

��P��������"��
@���0��������$�G1�������1%�����T����k
z!8�M����1������J
@B'�������������G1������"�[����������D�� D���T�D
�R�CE�$����

� H��)^��������
��M����������j ����1@U��m>8�&
�����&
�����OE�U� H����

�	�*���

�
�([[ =θ→=x��

s

mtx )^=′ )(��

θ=→=θ tantan [
[

x
x

��

))(tan)(()(

)(tan)(

tttx

ttx

θ+θ′=′→

θ=→

6)[

[
��

s

radtt )
(

)[)^ 6
=θ′→

π
+θ′=→ )()tan)((��

===��

/^�*�+���.���d�)cL0+���k,����{�U�0��������q�BF�����X,����{�U������hF)^��������@
"���%������� ���G1F���5���������D������k
�

1�3�������������������������k,����{�U�V����3��G1��QN��g�"�CE�3��nhF�T2��@���$��,f�����"�[�����������1D@U�nhDF�T2� H�D��P �������

j�5��1%�5E��

��	�*���
���Y����M��������1F���k,����{�U�$���nhF�&�����	>��x����D@���$��,Df���

��m>8����nhF�$��t��������������QN����V����3������!g�"�CE�3��P�y���$��K@��q��'���M���CE�3��

������QN����V����3������@����+��	D��@��	XF��]?�0�θ�����	XDF����G1DF�G����T��D��$��D
��3�

1F�����

�$��
��V8���g�"�y,d����AHM�
�����*��

�θ= sin)^y�����θ= cos)^x��

�$��8��B��|�?����3��T5���)(sin)( tty θ= )^T��3���� ]�����B
�t�
�
N������������

)(cos)()( ttty θθ′=′ )^��

���?�3���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�G1�����
#'�*����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$���H����I 

��������� 

 

�@
"���%����T�
���π= 6��@
"���%��������)=θ′ )(t��

���$���m>8����&
�p!%x�������[��
����P �������*��

6

)

)^

[
==θcos��

�&
������*��

min

/)( mty (9))^6
6

)
)^ ≈π=π××=′→��

����$���m>8������B
x�������[���1��&����&

�R��
�w��� H���P �������(s9) ����@
"������������

===��

/)�*�+�����.�Al�����&
�!')cc0�����������q�D�'����D��	XDF��D�
"�|�}6^�

�������$�G1H�"�q�BF������������c����������D�� �������N����"�T��U�����������

��Ai���������������a��h��	XF����|�}��� ���&

�R����T2�� D�������Y�D�

����� H�������2�1
��Ls)��������������|�D}�&D
������D
��M��D��JDBX������������

��������������2�q�D�'����D�"������2�q��'���O
�V���o�%2�P�5F���h
�/�������D��

�� 1
����1
R�������

�	�*��

hr
hr 6^

c6^c
=→=��

s

cm
tv 9

[

c
L) ==′ /)(��

966

(^^

6W

6^

c

9

)

9

)
hhhvhrv π=π=→π= )(��

s

cmthth

ththtvthtv

^L^
L)

6^
/

(^^

L)

[

c

(^^

6W
9

(^^

6W

6

69

/)()()(

)()()()()(

≈
π

=′→′π=→

′π×=′→π=→

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

/6�*�+���$��,-��)���.�)cc0����� H�������!�I�L�������������������$�D%��,Df��� ]�D���DN��P���DN����k
�V����1H�����
��M��������������

���������1H�3��T2��
5�'�����I
6

6
�������������j1�������

b'� #I�\�1���������H����U������I��
5�'�P1F����+�����~3�D��$�%���1H���

�$��K���
fqp

)))
=+�����T2�������P ������"���q����������1H�3����I�$��,f���q����������D�1H�3���
5�'�$��,f���f����,Df���

 �����1H�T5����$0���

��	�*�f�� ��� ��M���ZR^=′ )(tf�"��&
�p!%��5F����k
�V����1H������I������5DF��D��������1H�T2�3���
5�'�P��

�N��ZR)(tp′�5F�Y���������+O%���������0)(tq′� ]d���+O
�V����������0�1F�������

s

cmtp L−=′ )(��

66 6
6

6
qp

q

p
=→=��

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)()()( tf

tf

tq

tq

tp

tp

tftqtpfqp 666

)))))) ′−
=

′−
+

′−
→=+→=+��

s

cm
tf

tq
tqtq

tq

tftqtp
(

6

L^(L
66666

^
=′→=

′
→=

−
+

−−
 →
=′

)(
)()(

)(

)()()(

)()(
��

===��

/9�*�+���$��,-��6���.�)cc0���Vh��������q�BF����$�����5����9������o�%2�����������6���������1��������R��2�3���@
"�����JBX����������q�D�'��

j1
2����w������%2��U�����2��

�	�*q�BF�� ��M�$��1@���m>8��%�������5��������2� �����

hrv
6

π=��

min

)()()()()()()()()( mthththtrtvthtrtv
π

=′→′π=→′π=′→π=
c

6
96 666��

/(*��+���$��,-��9���.�)cc0�������o�%2����$��G���q�BF�9�5F������V���
��M���������,
�����G����K"����$���m>8���/^���D,
��

1��
����O
�V������%2��U����G����_��P ���������

�	�*��

��I��
5�' ��I 

p q 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�G1�����
#'�*����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$���H����I 

���������� 

 

9

9

(
rv π=�������������������mmr 9^

6

/^
==��

s

mm
tvtrtrtvtrtv 9

669 )^L^^99^((
9

(
π=π=′→′π=′→π= )()()()()()()()(��

===��

/[�*�+,-�����(���.�6^^0��������&
�3�3���!F�~�������q��'����N��6^������������!F�3��T2��@���$��,f�����1F�������9^������o�%2����������L������

j1��
����O
�V������%2��U����T�!�
���5?�P�5F������!F�3���@����5?�����@
"������

	��*��

)9)^)9^^9^ ==→= Lmx��

^66(^^66
+′=′→+= )()()()()()( txtxtLtLtxtL��

s

mtLtL
)9

6(
L9^6)9)^6 =′→=′ )())(()()(��

===��

//�*�+���,-��[���.�6^^0����� H�������2c�����������������D���D���5DF�����B]�������� H������JBX�������������	XDF��D��4D]���&D
�

���?��h���T2��!H��� ���&

�R�|�?����T2�Ai����� ��)^�T2�$�G1H�"��K"�������[ ������������2��D!H���"�[���D���

�o�%2����T2�eK��P ��)L�����������������w��� H��������1������ ���S��E�������%2��U�����2��m>8�&
����j��

�	��*��

hr
hr

(

)

)^[6
=→=

/
��

h

m

h

cmth
)^^

)L
)L ==′ )(��

966

(L(

)

9

)

9

)
hvhhhrv

π
=→×π=π= )(�5I5���2��_���

h

m
thtvthtv 9

69

96

c

)^^

)L
6[

)/
9

(L(L

π
=××

π
=

π
=′→

π
= )()()()(

H 

B 

L 

A 

6^ 

x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

��

��5I5���2��_���$������2��_����������2��_���

)()()( tvtvtv 6) −=��

s

m
tvtvtv 96)

96

c
c

π
−=′−′=′ )()()(��

===��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������	 

 


��
����������������

���
�	�
���	�������
�f�����������I�����������
�	��������� �!��"
��

��#!
���	�f�����������I���!
����$
%�&'(!��"����&��

)()(;, )*)*)* xfxfxxIxx ≤→<∈∀��

��

��

��

�+�
��	�f�����������I��!
����$
%�&'(!���"����,!���!�&���

)()(;, )*)*)* xfxfxxIxx <→<∈∀��

��

��

��

�-�
���	f�����������I��!
����$
%�&'(!�.#�/0�&���

)()(;, )*)*)* xfxfxxIxx ≥→<∈∀��

��

��

��

��

�"�
���	f�����������I��!
����$
%�&'(!�.#�/0�,!���!�&���

)()(;, )*)*)* xfxfxxIxx >→<∈∀��

��

��

��

��

*x )x 

)( *xf 

)( )xf 

*x )x 

)( *xf 

)( )xf 

*x )x 

)( *xf 

)( )xf 

*x )x 

)( *xf 
)( )xf 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

���������� 

%9�
����	f�����������I��!
����$
%�&'(!�'��:�&���

)()(;, )*)*)* xfxfxxIxx =→<∈∀��

��

��

��

��

���
�	�
���	f�����������!�I���	���$
%�&;���$�!��<��f�����������I�����.#�/0�������"����������

���
�	�
	���f�����������!�I���	���$
%�&;���$�!��<��,!���!�f�����������I�����.#�/0�,!���!�������"����,!���!�������

����	*�
�'(!�.#�/0�;%����"����;%�'��:����	�&��
�	�=>?���

����	)�
����	�
$!f����������I��"����,!���!�@.#�/0�,!���!���A���"��������� �!�������20B�&�����@�.#�/0�A'(!���

� �
C	�
��!"�C0�;(��������	�.�!��<��&xxxf −= ||)(�����.(�
��!�����

�47
���

�
�
�

<−

≥
=−=

D)

DD

xx

x
xxxf ||)(��

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

��

���	f��������"�],( D−∞���"�����/0�,B���!������),[ +∞D'(!�'��:������	�.E����?���f�"�),( +∞−∞'(!�.#�/0����

��

*x )x 

 
)()( )* xfxf = 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

������
������������� ��!"�#��$� �%��

���FG@�
.�!��<������FG�A���	�;�����
�f�����������
��],[ ba��3(��H��������
���),( ba�����
�IH�=3J������"

������ �!
��

��#!�

%��!�!����
$!),( bax ∈�;������3�!"�D>′ )(xf
�����	���20B�&�],[ ba��"����,!���!'(!����

�+�

%��!�!����
$!),( bax ∈�;������3�!"�D<′ )(xf
�����	���20B�&�],[ ba'(!�.#�/0�,!���!����

�-�

%��!�!����
$!),( bax ∈�;������3�!"�D=′ )(xf
�����	���20B�&�],[ ba'(!�'��:�,!���!����

���	*�
��'(!�KB�L�������FG��!��"�63(!�M
����	���f��������
�],[ ba�������
�����3(��H�),( ba�����
�IH�=3J�����

���	)�
���!
�;���B�.��'("����"����������"�!��=3J����%��J������3�
$�=3J�����	��!�&���	�N��.�!��<�� ���	��

���N��O#�G��"�!��=3J�����	�PQ(1�*;����.��'�R�� ���	�������	�.�S���&"���'>T��&�=3J��'�R������E����
%��"

��E����KB��"�,!���!'(!�.#�/0�,!���!��E����KB��"����	�.�S���&"���.6���=3J��'�R������E����
%��"����"������

�1�T��
����	��!
��U	�1���*VV
+−= xxxf )(�����;(��!�����

�47
��

*DVVVV*V )D)V
±=→=− →−=′→+−=

=′
xxxxfxxxf

xf )(
)()(��

��

��

��

���	�.�!��<������FG�=>?f���������"�],[ **−������"���.#�/0�,!���!��%���),[ +∞*��),( *−−∞'(!��"����,!���!����

WWW��

����	�
��

*�
�'(!�'(�"�!��<����!�	��!
����FG� �!�P<����

)�
� <C���
6��.���	�=3J��'(!��"�������	�KB.#�/0�����"���@���!�
�X�A���������	���0���][)( xxf =��

��

                                                 
1
�������������	��
��
���������������������	����������������

∞+��*����*Y��∞−��x��
Z��D��Y��D��Z��y′��

∞+��*Y����V��∞−��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

���������& 

�!'(#�)#$"*%����+� �,-#���.�-��/�$0�$01��

���
�	�
���[\0fDc∈�=E[��;C��������[\0�!���@�
(!
(�A���	f!������$
%�&����$�
%��!�fDx∈�;������3�!"�

)()( xfcf ≤��!�\����)(cf���	�=E[��;C������!�\��!��f����$��@����[\0�
2�"����>����))(,( cfc����[\0�!�

���	�=E[��;C����f$
%�&'(!����	��!"�C0�
���G!��M�\0��!�N��]�%��!��[\0� �!���f���>0�
	^���&A���

���
�	�
���[\0fDc∈�=E[��;C�/�������[\0�!���@�
(!
(�A���	f
%��!�!������$
%�&����$�fDx∈��3�!"�

�;����)()( xfcf ≥�!�\����)(cf�!�\��!������	�=E[��;C�/���f����$��@����[\0�
2�"����>����))(,( cfc�!�

���	�=E[��;C�/�������[\0f���	��!"�C0�
���G!��M�\0��!�N��]�%��!��[\0� �!���$
%�&'(!�f���>0�
	� ���H�&A���

"���.�������0����	�=E[��;�
35�!����[\0�&�=E[��;C�/�������=E[��;C��������[\0�
%���

1�T��*�
��

-2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

��

���	�f���������"],[ V*'5�0��3(��H�&��"���!�)=x�'(!�=E[��;C�/�����!�!"��)) == )()max( ff��"����	���!�

�������],[ V*"�!�0�=E[��;C��������

�1�T�)
���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������2 

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

��

���	f������"�],[ V*��3(��H�!�'(��"�*=x��)=x���!�!"�;C����'(!�=E[���D)* === )()()min( fff�

������"����	���!��],[ V*���;C�/��"�!�0�=E[����

�1�T�V
���

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

��

���	f������"�],[ V*��3(��H��0��"���'5)=x����'(!�=E[��;C������!�!"D) == )()min( ff�����"V=x�

��!�!"�=E[��;C�/���'(!���

WWW��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

���������3 

����	�
���	�
$!f���35����������"�],[ ba�=E[��;C������!�\��;%���;C�/�����!�\��;%������ �!��"���20B�&������3(��H�

"�!"���

����	�
���	����������
�f������"����35���],[ ba�����������
�	����;�
35�!�
�"�\��
���'#�7��(��"������ �!��"

;����.��.(�
��!�����	�=E[����

�1�!�'#�7�
;������3�!"������.���30!�M�\0��"�!��=E[��;�
35�!�
�"�\��.3G����

'#�7�_�"��
;�
35�!�
�"�\��.3G�=E[�������
6��=3J���!�\��M�\0�KB��"���;������3�!"������.0��"�M�\0��"�!�����

�_�(�'#�7
�����>0�
�IH�=3J�����	�M�\0�KB��"���;������3�!"������.0��"�M�\0��"�!��=E[��;�
35�!�
�"�\��.3G����

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�4�$��5�[\0��.0��"�fDc∈�!���
��$������(-����	f�����$
%�&;���0�.�)(cf ′������>0�"����D=′ )(cf��

�������������������������������������� �!"	����#$����%&�����������'�"��(�����)	��
��*��+�,
����-������.������/
��$�+�/,
��0/1��/2�

�
3���!
��$4���
1�!�5	�	67�����
��*����!8,
�����

 

@1�!�'#�7A 
 

@�_�"�'#�7A 

 

@�'#�7�_�(A 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������6 

 

�����	�
�������������	�
$!����"���.���`�30���
�	� �!�������	���f�������
�������35���],[ ba����K�a�&�����������
�	��M�\0�bx =�

�ax =�&
S��M�\0�b/����0B�PH�&��35�0�.0��"�M�\0�0���.C0�+�5S��.0!���

� �
C	�
���	�.0!
S��M�\0)V V) xxxf +−=)(������������!��],[ )
)

*
−����������

�47
��

*��DDccccV) )D))V
==→=+− →+−=′→+−=

=′
xxxxxxxfxxxf

xf )(
)()(��

�������.0��"�M�\0��[\0��"� �!],[ )
)

*
−������.�������35%�.0!
S��!I#���

�7�$8�5��
�����!�	�.0!
S��M�\0�����B�'(���!���

||)( 9−= xxf.�:��xxxf ;;
−=)(.�<��

||||)( <−= xxf.�=��>? −= xxf )(.�9��

?:

<
9

+−

+
=

xx

x
xf )(.>��9? xxxf −=)(.�;��

�xxf ;9sin)( =.@��xxxf ?;
−=)(.�?��

��

WWW��

�.�-�����+� �,-#���
9*��)#$"*%�/
�:�#1��

����
�	�
����	�
$!f���������������������I���������0����!��[\0��������������
�	�Ic∈���������
9%��!
9���9��������3�!"�"����Ix∈�

�;������3�!")()( xfcf ≤�������	�;���$���20Bf������[\0��"�c�����.>590�;C������@���.�9d���A"�!"�c�������;C�9�������9[\0�!��

���.>50)(cf����0�.�����	�.>50�;C������!�\��!�����

����
�	�
����	�
$!f���������������������I���������0����!��[\0��������������
�	�Ic∈���������
9%��!
9���9��������3�!"�"����Ix∈�

�;������3�!")()( xfcf ≥������	�;���$���20Bf���[\0��"�c�.>50�;C�/�����@�.�d���A"�!"�c���;C�/��9�����9[\0�!��

���.>50)(cf��!�\��!��;C�/�������0�.�����	�.>50����

����	�
��0����	�.>50�;�
35�!����[\0�&�.>50�;C�/�������.>50�;C��������[\0�
%�"���.�������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

���������� 

�1�T��
�4<�
�����	��!"�C0�f'(!����

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

���	f����M�\0��"�*c�����Vc�����.>50�;C������!�!"�������M�\0��")c�����ec�'(!�.>50�;C�/�����!�!"������ ��fC%���1�9T��������	

^��&�
�����<0��4��G����	������.����

*
���������KB��!
��_�^�M
��c������	�.>50�;�
35�!����[\0�f���	����'(!�KB�&�����f�.2��5C%�N���"��@�����9�
?��"�A

����[\0c��������������
�	�������	�
$!� �!
����f����g\�������������],[ ba�������M�\0���20B�&�����������
�	�a���b���0!�	�.C0�

.>50�;�
35�!f�������@����������.���30!�M�\0��<��!���Rh],[ ba��35�0�.>50�;�
35�!�&�)A���

)�
��.��/#���	����"�!�0f�����
�IH�=3J������3(��H�&"�h�.>50�;�
35�!�M�\0��"����M�\0���0��ec���Vc��

V�
�����	�
$!f������[\0��"�c������������.>50�;�
35�!��!�!"�)(cf ′�����20B�&�����"�����D=′ )(cf�'(!�����M�9\0���0��)c����

*c@'(!�.\�!��[\0�KB��"�i�C��gh���
6�����
�!
��=3J��"����!�\��&����	�
%�
�IH�=3J��.>50�;�
35�!�M�\0��"�.���A���

e�
�������0!�	�.��.>50�;�
35�!����[\0��������	�=E[��;�
35�!����[\0�f�������/�0������������9[\0��9�0��Vc�������.>590�;C�9�����9��

'(!�=E[����

j�
�
$!c��������	�=E[��;�
35�!����[\0�f���������	��������KB������!"�����f���"����&�9������9����
�	��[\0�KB�.2��5C%�N

���[\0���$�KBc.>50�;�
35�!����[\0�f'5%�/�0������[\0���0��Vc��

                                                 
2����0!"�.��.>50�;�
35�!�M�\0�b/��!����0!���!�3�!�M�\0�.(�"�+�3����

x

y

 

a 
*c )c Vc ec b 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

c�
������������������'(!�'��:�������	�N���!�.Jk��
���G!�����'��:����	�N��
���G!�����[\0�
%���������9��;%���.>50�;C�����;%���.>590�;C�/�

"���.��+�5S��@�����.��L���.>50�;�
35�!���
�	��"�
%��"�!
��A���

l�
���[\0�
%�����[\0�N��.>50�;�
35�!���.0!
S���f�'(!������[\0�
%���!����.0!
S�������.>50�;�
35�!�,���/#�.0��"@���=E[�����A

'5�0��D=x����	�.0!
S�����[\0�V
xxf =)('(!���;�
35�!���!f�@�=E[�����.>50�A'5�0���

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

��

WWW��

�!�0A�!�0A�!�0A�!�0ABBBB������2��f��!8,
��$�c����CD
�5���DE������$�)(cf ′�3���!�3�$�$�������#�F
�D=′ )(cf%&�����

���//CG��B�!//E�5�//
E�H�//�f�%//&���CD//
�5�	IE�//������$����+�//,
����//�����//���//	���$x��F	�D//J �)//	��$�c�

5	��$�D≤− )()( cfxf5	��$�����	K�%L�M��$���M����

�2�cx >�F
���#D≤
−

−

cx

cfxf )()(
�!N��
��$���D≤′=′=

−

−
+

+
→

)()(
)()(

lim cfcf
cx

cfxf

cx

��

�2�cx <�#�F
��D≥
−

−

cx

cfxf )()(
�!N��
��$���D≥′=′=

−

−
−

−
→

)()(
)()(

lim cfcf
cx

cfxf

cx

��

�!E�%&���OJ����A���	���D=′ )(cf�3������

��!E�5�
E�H��f��CD
�5J�
�������$�%&���������+�,
������������	���$x����F	�DJ �)	��$�c�5	��$��D≥− )()( cfxf�

5	��$�����	K�%L�M��$���M���

�2�cx >�#�F
��D≥
−

−

cx

cfxf )()(
�!N��
��$���D≥′=′=

−

−
+

+
→

)()(
)()(

lim cfcf
cx

cfxf

cx

��

�2�cx <�#�F
��D≤
−

−

cx

cfxf )()(
�!N��
��$���D≤′=′=

−

−
−

−
→

)()(
)()(

lim cfcf
cx

cfxf

cx

��

�!E�%&���OJ����A���	���D=′ )(cf�3������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

���������; 

<���!"�#�=�#>?/������
9*��)#$"*%��.�-��7�����
@��@A1��

�������
�c���	�.0!
S�����[\0�f�����@��bca <<A����	���f�������
��),( baI =����/9`�����9�� 9�!�
�����3(��H�

�"�,^�C37!c�����
�IH�=3J��&�������� �!��"
��

��#!

$!�f ′����),( ca������'>T��),( bc��20B�&�����.6���f�"�c"�!"�.>50�;C�/�������

�+

$!�f ′����),( ca������.6���),( bc��20B�&�����'>T��f�"�c"�!"�.>50�;C��������

�-�

$!f ′����),( ca��),( bc��20B�&�%�0�'�R��
��U	�f�"�c��;�
35�!�.>500"�!����

�������������	f����"��0!�	�.��cx =����
�IH�=3J��@D=′ )(cf�A����
�IH�0�=3J����@)(cf ′�"�!�0�"������A��������������,�C37���!

�������������3�!"���
?��"�.23(��H��[\0� �!��"������������������K!�	�.��!����!�	����3(��H�.>50���%�;�
35�!�&�1�!�=3J��K���B�����G!���"

"�C0� ���	���

�!��"����	��!
��U	�1�����!�K!�	�.��/�0�'C5G� '�
$�NC��/�0�;�
35�!�M�\0� ���	���1�!�=3J��'�R�� ���	�'�����

�7�$8�5����� ���	�!��
������	�.>50���%�;�
35�!��!
��U	�1����;(���������

)Ve e
V

e
xxxxf −+=)(��

�47
���

RD f =��

*D)D*)eD)e

Dmeemee

)

)VD)V

==−=→=−+→=−+→

=−+ →−+=′
=′

xxxxxxxxx

xxxxxxxf
xf

,,))(()(

)(
)(

��

��

��

��

),(
V

j
*

−
���),(

V

V)
)

−
−����M�\0����	�.>50�;C�����

),( DD���	�.>50�;C�/�������[\0���

��

∞+��*����D����)Y��∞−��x��
Z��D��Y��D��Z��D��Y��y′��

∞+��

V

j
−��

��D����

V

V)−
��

∞+��y��

 min��� min���max���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������	 

 

�7�$8�5����� ���	�!��
������	�.>50���%�;�
35�!��!
��U	�1����;(���������

xxxxf mc )e
+−=)(��

�47�
��

RD f =��

���F�*)D)**Dmee*

Dm*)em*)e

)

VDV

=−=→=+−−→=−+−→

=+− →+−=′
=′

xxxxxxxx

xxxxxf
xf

,))()(())((

)(
)(

��

��

��

��

[\0���������	�.>50�;C�����),( )e) −−����	������	�.>50�;C�/�������[\0"�!�0����

�������#"����47��!
�� �
C	� �!��"������������	D=′ )(xf�O�!
d�n�C`��K�0�G��!�@����'9(!�
69���9`��!��"��9��A���N9C�

;�3�
$������[\0��"� ��fC%*=x��[\0� �!�PH�&'(!��"!�0�'�R��
��U	�=3J��'5�0�.>50�;�
35�!���

��3<0
��

���#!�
�����������"����	�
%��!"�C0"������4<9���9��_�cbxaxxf ++=
))(�����������9[\0��!�!"���!�9C%����.C�
359�!����1�9?��9�

a

b
x

)
−=�����.�����

���+�
�����
�IH�=3J�����3(��H���!�	��"�������������#"����"
�����>	
���
<����%��J������"�(���%��J��D=′ )(xf���M�9\0�1�9?�&�

�����	�.>50�;�
35�!f���35%��@�����������%"�.��'�R��
��U	�=3J��M�\0� �!��"�!
���A�����������1�9?�&�-������>	
���
<����%��J�����!

��35�0����	�.>50�;�
35�!�M�\0@��
��!�!��"��'�R��
��U	�=3J��M�\0� 0�%"�.CA���

��-�
������������!�k#"����[\0�N��K!�	�.��&=3J��'�R�� ���	��!
��@����KB���%��J����!�
�X�A����������KB�K"�9C0� �/2��9���9����+�k30!�!�

0'�
$�
o0��"�!��4��7�"���'�R��&=3J���"��[\���

WWW��

��

��

∞+��*����)Y��∞−��x��
Z��D��Z��D��Y��y′��

∞+��V����)e−��∞+��y��

 min���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

���������� 

4(B����(-����
���#�$�-��CDE��

�������������	�
�����%�4<�����������	��"�
%��������������),( ba���0!��"����������4<���"�.#�@*A���
�\	�@�"�$�A����^���������.�S��

�4<���"��@)�A'(!� ���H�������
�\	���

��

��

��

��

��

����	�;���$f������[\0��"�))(,( cfc������^���������
�\	��@�� ���H�������A���$
%�&"�!")(cf ′��������.2��59C%�N���"��������"�����

���[\0c��^������	�.�S����@ ���H�A���[\0��"�.�S���
��i�C��ghc��������

��
�	�
�����	��!"�C0�
$!f��������������I�������&�����p��%�i�C�����C%��^���&�����!"�9C0���20B�f�

�^���������
�\��!��@�"�$����
�\����83h!�������A����0�.����

��

��
�	�
�����	��!"�C0�
$!f��������������I���&� ���H���������!"�9C0���20B�&�����p��%�i�C�����C%�f�

������
�\��!��� ���H�@��Q	����+�S����83h!������A����0�.�����

��

���FG@�

�\	�����FG�
�A;�����
�)(xf ′′�
%��!�!���x��������������!I������"����������� �!��"
��

�#!
��
%��!�!����
$!Ix∈�&�D>′′ )(xf�!"�C0���20B�&����f������������I"�!"�^���������
�\	����

�+�
�
%��!�!����
$!Ix∈�&�D<′′ )(xf�!"�C0���20B�&����f������������I�"�!"� ���H�������
�\	��������������������

����������	�.�S���
�\	�'��� ���	��!
�f�����������.?�\0�&�"
���>(�S��!��KB�_�"�=3J��&f ′′����"�B���"������0�90"�!��������
69��
9�!
���9��

����������"��B�'("����!��'(!f ′′����������.��'�R�� ���	�!���;����������!������
%��"D>′′f���
�\	�'���&�����f���������"���^�9���9�����

����!������
%D<′′f
�\	�'���&�����f� ���H�������'(!���1����'�R�� ���	f ′′0�.��/�0����	�
�\	�1����!���������

b c a 

�4<�@*A 

b c a 

�4<�@)A 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�� �
C	�
������'�R�� ���	�1����4�<J	���f ′′����������9	��������� ���	�xxxxf −−=
)e )e)(���������!����9���9a�������!�!"

q'(!� ���H�������
�\	��!�!"��!�������a�������^���������
�\	��

�47
��

RD f =��

)Dem*)em*)*eme )D)V
±=→=− →−=′′→−−=′

=′′
xxxxfxxxf

xf )(
)()(��

��

��

��

��������"),( ))−��%��E�����"��� ���H����������	�
�\	�'���),( +∞)��),( )−∞'(!�^������������

����
�	�
����[\0))(,( cfc����	��!"�C0��[�����[\0�&�f��"�9��.9�������0��@������9	��9�f��"�c��"�!"��9[�����9[\0��A�

�
���M
���"���$
%������K����;%���

��#!�
�!"�C0f�"�c������7!��i�C���!�!"��@��.���Lcf =′ )(����+∞=′ )(cf���−∞=′ )(cfA��

�+�
��
�\	�'f�"c"��������@�.���f ′′�%"�'�R��
��U	�A���

����	
��

��#!�
���[\0�
$!c������3�!�0�!��L�����%�M
���!�.<��4G!�7���'5�0����	��!"�C0��[�����[\0���

��+�
��������!��[\0����	��[�����[\0������!��9[\0� �!��"�.�S���
��i�C�����"����7!��i�C���!�!"�.�S������'(!����	��!"�C0��!

����.����>��.�S�����

�-�
���	����"���.���`�30�1�!�M
��������	���f"�!"���
?��"�.23(��H��[�����[\0��"����

�����	�
���������	�.�S����[�����[\0� ���	��!
�f������������-
k�����������%��J���&�"
���>(�S��!�����	�_�"�=3J��&�f ′′�����9��!��

��������;����.��'�R�� ���	�!��KB����"��B�'("���������[\0�
%��"f ′′���%"�'�R��
��U	������&;������3�!"��7!��i�C�����.	�����"

���20B�!"�C0����	f'(!��[���!�!"��[\0�KB��"��@��������	��[�����[\0��"D=′′ )(cf�����'(!�)(cf ′′�"�!�0�"���A���

� �
C	�
����[\0�����B�'("����"����������"�!��
�����!�	��[��M�\0���

V xxf =)(@������������������������+)V cxxxf −=)(@��#!��

∞+��)����)Y��∞−��x��
Z��D��Y��D��Z��y ′′��

∞+��
���

m)Y����

���

lmY��

��
∞+��
���

y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

���������& 

47�#!�
���

RD f =��

)D*)c*)c*)V
D)

=→=− →−=′′→−=′
=′′

xxxxfxxxf
xf )(

)()(��

��

��

��

�+�47
��

RD f =��

V )V ) r

)

V

*

xx

xf

x

xf
−

=′′→=′ )()(��

D=x�-
k�����J�����

��

��

��

����[\0),( DD"���.�������0�/�0����	�;s�G��[�����[\0����

����	�
����[\0D=x����	�.0!
S�����[\0�V xxf =)('(!����.#�)(Df ′′'5�0�"��������

��3<0�
��

���#!�
���
%��!"�C0�������4<�����_�(������"����	dcxbxaxxf +++=
)V)(���������1�9?����.6[�����[\0��!�!"���!�C%�

a

b
x

V
−=�����.�����

�+�
a���!�	��""
�����>	
���!��
<������"�(���%��J����!��EC����f ′′���	��!"�C0��[�����[\0���!�C%�&f��35%����

�� �
C	�
��������	�
�\	�1�������!
��U	�1���xxxf VV
−=)(���������������������9���"�!�����9	��!"�9C0��9[��M�\0���;�
35�!�M�\0

�B�'("����"���������

47�
���

∞+��)��∞−��x��
Z��D��Y��y ′′��

∞+��
���

*cY��

�[���
∞−��
���

y��

 

∞+��D��∞−��x��
Y�� ����0��Z��y ′′��

∞+��
���

D��

�[���
∞−��
���

y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������2 

 

RD f =��

*DVVVV )D)
±=→=− →−=′

=′
xxxxf

xf )(
)(��

DDcc
D

=→= →=′′
=′′

xxxxf
xf )(

)(��

��

��

��

��

�����	�
���������������������%����&'(!�.>50�;C��������[\0�N����.>50�;C�/�������[\0�N���!�!"����_�(������"����	�
$!f��"�!�0�!��_!�<��

�������"�!"��[�����[\0�'#�7�
%��"�.#������.	�����"����!"�_�(������"����	������������������9[\0�N9����.>590�;C�/��9�����9[\0�N���!�

'(!���0B�g(���[�����[\0�&�����.>50�;C�������

WWW��

F���!"�#�=�#>?/������
9*��)#$"*%��.�-��7�����
@��@A1��

�.>50���%�;�
35�!� ���	��!
��_�"�=3J���!�K!�	�.��.%�$�@�.�d���A"
���"�63(!�/�0���

������
�))(,( cfc��[\0�����	�.0!
S���f�������D=′ )(cf��)(cf ′′�����"������������� �!��"
��

��#!
�
$!�D>′′ )(cf��20B�&�����f�"�c"�!"�.>50�;C��������

�+
�
$!�D<′′ )(cf��20B�&�����f�"�c"�!"�.>50�;C�/�������

�-
�
$!�D=′′ )(cf'(!��`�30�.��K���B���20B�&������@"!"�.�[G�;<7�K!�	�.C0�K���B� �!����.���A���

��

��

��

��

��

c 

.>50�;C�/��� 

D<′′ )(cf 

c 

.>50�;C���� 

D>′′ )(cf 

∞+��)����D����)Y��∞−��x��
Z��D��Y����Y��D��Z��y′��

Z����Z��D��Y����Y��y ′′��

∞+��
���

)��

min 

��

���

D��

�[���

��

���

)Y��

max 
∞+��
���

y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

���������3 

�����	�
����g�!
��=>?�����`0B��!�������L���)(cf ′′�������	�!I#�&�����"�����f����"������cx =K�a��������
�IH�=3J��c���9[\0�

�.0!
S���f�'(!�����������!I#D=′ )(cf������������������.>50���%�;�
35�!�&_�"�=3J��K���B���� �!�
������=3J�����.��!����!�	�
�IH

"�C0� ���	�K!�	���

� �
C	�
����	�.>50�;�
35�!�M�\0�&�_�"�=3J��K���B�NC����x
exxf

−
=

))(����� ���	�!�����

�47
��

RD f =��

)DD)))
D)

==→=− →−=−=′ −=′−−−
xxexxexxexxexf

xxfxxx ,)()()(
)(

��

��M�\0D=x���)=x��������359%����9	�.90!
S��M�\0�������DD =′ )(f�����D) =′ )(f���� �9�fC%f ′′�����),( +∞−∞=I�

'(!�"������!I#��

�
�
�

<−=′′

>=′′
→+−=′′

−
−

D))

D)D
)e )

)

ef

f
exxxf

x

)(

)(
)()(��

����[\0�_�"�=3J��K���B�=>?�PHD=x���[\0���.>50�;C�����)=x;C�/����'(!�.>50����

WWW��

������ ���8��)0 �G� �=����F�'�#����!"�#� ���8�?�=��

���;(���!
�������=3J���!"�C0�NC��������	�N���!"�C0����������������=3J9���!"�C0�NC�����!���!
��U	�1�������'(!� �!�t��� �
3���&�KB�

��!��"�63(!����PQ(����"�C0�;�o�	�&"�C0�;(��!�����	��!"�C0�1���� �!���

�1�T��
3J���!"�C0'(!�
���4<�����.���	�=������C0�;(��!�����	��!"�C0���

��

��

�47
;����.��;(��!���!
��U	�1����!�3�!����

��

���

��

) 

f ′ 

∞+��)��∞−��x��
�%�1�?���S���^����

Z��

D����H��#�?���S�� ���

Y��
y′��

∞+����

min 
∞+��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������6 

 

'(!�
���4<��������	��!"�C0�PH���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�����	�
�����M�\0��
��K!�	�.C0�t��� �!�NC����@��!"�C0��"fA"
�� ���	�!�����"����9��
69��!��M�9\0��
9����� �!���.9���


;�������

�1�T��
'(!�
���4<�����.���	�=3J���!"�C0������C0�;(��!�����	��!"�C0���

�47�
;����.��;(��!���!
��U	�1����!�3�!���

��

���

��

'(!�
���4<��������	��!"�C0�PH���

��

��

��

��

��

* 

f ′ 

∞+��*��∞−��x��
Y��D��Z��y′��

∞+����

max 
∞+��y��

 

) 

f ′ 

) x 

x 

y 

y′ 

f 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

��������;� 

��

��

��

��

��

��

��

��

��

� �
C	�
'(!�
���4<�����.���	�=3J���!"�C0�������;(��!�����	��!"�C0���

��

��

��

�47
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

* 

f ′ 

* x 

x 

y 

y′ 

f 

VY V 

∞+��V����D����VY��∞−��x��
Z��D��Y��D��Z��D��Y��y′��

∞+����

min 

����

max 

����

min 
∞+��y��

 

f ′ 
y′ 

VY V 

y 

VY V 

f 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������;� 

 

������ ���8��H8%����!"�#� ���8��)0 5��

"������	����	�K"���.#�/0����"�������[��M�\0�&�;�
35�!�M�\0����'(!�.������

� �
C	@�
� �
C	j�u�*j)�
�A�
%��"�����;(��!�����	�=3J���!"�C0�"������

���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��#!�47�
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

f 

y′ 

y 

f ′ 

f 

y 

@�#!A 

f 

y 

@+A 

f 

y 

@-A 

f 

y 

@"A 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�1!
230!���4�50!
6�"�+�57��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48��( 

��������;; 

�+�47
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�-�47
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

f 

y 

f ′ 

y′ 

f 

y 

f ′ 

y′ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������;	 

 

�47�"�
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

WWW��

f 

y 

f ′ 

y′ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������	 

�
��
�����
�������������������

�
������	����
���
 � ��!�"!� �#
�$��%�����$�&��!���

'(�
������)

* ��$�"!� �&����������

+(�
$�,����-�.!��%/��0$%1�$���$���2���&�3����4���.�$�.�����4��&���5�/�.�6�"!�% ����.
����/% ���

7(�,���
�
���
���
89���:�;��������9�<�=��"!� �����
������)

* ��%/��0$%1�$�������

>(���?���$�"!� �.��±∞→x�
$�,����-�.!��$����

@(�
��������$��$�"!� �0��

A ���./����

B(�
��������$��$�"!� �$��%���0��

A ���./�#����!�CD������2���&�3����4��$��%����.�!��0���E��F������&�$����

��
����

'(���-?��G
�8���-H/���������������������������I��F����I����I�����J�I���I
��%K���E�����!��L;��.�6����M�8N�0$%1�$����"!� �$��%�����$�$��

�
���.�
%9�����O���:�;��PQ%�*���$�:�;��)
����

+(�
������)

* �"!� �M���<�=��#����!��$�"!� �RL��&��L;��S.T�!�M�Q��9������

�)
�� �U�0��

A ���./�V�$���$�W�
��&�3�"!� �$��%����.
�����$��$����

'++
−+= xxyV'��

�	�U��

RD f =��

'X++++'+
X+

−=→=+ →+=′→−+=
=′

xxxyxxy
y

��

��

��

��

��

∞+��X����'(����+(��∞−��x��
Y����Y��X��(����(��y′��

∞+��'(����+(��

min 

��'(��∞+��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�F.�����
H �U����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&������!�/ 

���������� 

 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

��

xxy >+
+−=V+��

�	�U��

RD f =��

+X>+>+>
X+

=→=+− →+−=′→+−=
=′

xxxyxxy
y

��

��

��

��

��

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

��

��

∞+��7����+����'��∞−��x��
-����-��X��+����+��y′��

∞+��7����>��

max 

��7��∞+��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

'77
+−= xxyV7��

xxy 77
+−=�V>��

xxy 77
+=�V@��

7> >xxy −=�VB��

'

7+

−

+
=

x

x
y�VZ��

 !"�������0��

A ���./�"!� ���2���$��%��
�

�

�
+

=

x

x
xf )(.
�����$��$����

��

 !"�������$���$���./.
�����$��$��
��"!�% �$��%�����

�

�

−
+=

x
xyV�>��

�

�

�

�

−

+
=

x

x
yV�'��

�
�

�

−

=

x

x
yV�@��

��

��

�

�

+−

+−
=

xx

xx
yV�+��

][ π�����∈x������
x

x
y

cos

sin��+
=V�B���

� xxy −+=V�7��

��

 !"�������$���$���./.
�����$��$��
��"!�% �$��%�����

)(tan)(
x

xf
''−

=V�7�����������������������
+

7

')(
)(

−

=

x

x
xfV�+��������������������������xexf

'

=)(V'��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������	 

 

��
����
�����

��������������
��������������
������������
��������� !���
�����"#����
�$����������"�%�&'�(�)*���+"(��������"+#,��+��-,�

���"
�.�/��+'
&���#	������������������������"�0�,�'�1��,	�2�$,��3#�0���'��'#	�/����4�5���1�'#	�+'�6����
�$��������
����7�89"������.
!��,�4���

:�-��;�8&���'�;<����'
�������;��
����
���������
	�������#�#��	�)�'�
���=���

>�
�4�-�#9�/��'+���?-����!�)�"(�@��(�A�'
5�(�4����/���+'BC��9�'+��!�)����(��!�
�D�����

E�
�������)�'�+'
&����/������'
�F�4���������4�� ����G4�-�#9�/���H"�*��I���"#5F����H('����H"�*�G��

J�
����"�KL#�*���H"�*����'��������������������,5��"'"���?-��+"����/M��������'+�I���'��"�0��'�������)�'��
�D���(�F���������),�"��,��'+��N��,��(

4�"+(N�G4����/���
�D���I��'+��H"�*����'�F����#9�O����H"�*�G��

P�
�4�+(N�/��)�"����'+�������
�"�6����/9'
@��Q�69����*	�(��
�.�2�$�����F������4�+�R'
��D	�7(�����5���3�L�
.'G���

�������
�'
��)8S��"���("�T#�U��JV)�'����������'+���9N�W
X�;��<��'
���M���+'�6����
�$�����

�;<
��

xyyx −=→=+ JVJV��

EJVJV xxxxxyP −=−== )(��

>Y
E

JV
ZEJVEJVJV

ZE
==→=− →−=′→−=

=′
xxxxPxxxP

xP )(
)()(��

J[>>Y>YJV E
=−= )()()(PMax��

���������)8S��"���("�W
X�;��<[P)�'���#�U���'
���M���+'�6����
����������'+���9N�T���

�;<
��

x
xyxS

x
yyx

[P[P
[P +=+=→=→=.��

V[PZ
[P

>
[P

>
[P E

E
Z

E
±=→=→=− →

−
+=′→+=

=′
xx

xx
xS

x
xxS

xS )(
)()(��

�#	�����+'�6��A6����?-��R+#�����V=x)�'�7#8&�;��&����\]V
V

[P
==y�'BH�
��

>[VV =+=+= yxSMin )(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


9'
0�"�W�-<�7'
C�9'�(�;�-��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������;%��� 

���������� 

�������T�*5�����'��
�'"��(+"����/����-����
�.+ ��)<�-��E��������'+��"
�.�/��+'
&���

�;<
��

EEEE >[P xyyx −=→=+ )(��

E>[ xxxSyxS −=→= )(.��

E

E

E

E
E

>[

E>

>[
>[

x

x

x

x
xxS

−

−
=

−

−
+−=′ )(��

VZE>[ EZ
±=→=− →

=′
xx

xS )(
��

�W'#��A6�����)�'��X'(���?-��R+#�������#	���V=x)�'�7#8&�;��&����'BHV=)(SMax��

^^^��

�������+ ��4U<��T�*5�����'��
���(+"�����������'+��+'("�Q(
_����
�.`�5�����5�Q�@�����

�;<
�4�!"�/��+'
&�rAH =�\]�`−=−= hOAAHOH�a�S��+"�'BH�OBH�)5#9��'#	�/��
��

E`` EEEEE
=+−→=+ rhOAAHOH )(��

EE >Z hhr −=→��

)()()( JEEE >Z
J

>
>Z

J

>

J

>
hhhhhhvhrv −π=−π=→π=��

J

EZ
Z

ZJEZ
J

>
JEZ

J

> EZE

==→

=−π →−π=′→
=′

hh

hhhhhv
hv

,

)()()(
)(

��

��

��

��

��

V>

PZZZπ
=→ )(vMax��

E 

x 

E 

y 

r 

O 

A 

B H 

∞+��>Z����

J

EZ
��

��Z��∞−��x��

����b��Z��c��Z��b��v′��

∞−��Z����

V>

PZZZπ
 

max 

��Z��
min 

∞+��v��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

������������69���������4������),( ZPM����H"�*�����/�@����'�xy PE
=������W�-<�'+���

�;<�
����69����4����d
�),( α
α

=
P

E
A�/�@�������69���
�M�" 9xy PE

=����69��'�),( ZPM�5������\]
��

EE
E

ZP
P

)()( −α+−
α

== AMd��

>[
>[

E

E
P>[

>[
E

P

J

E
P

+α−
α

α−
α

=α′→+α−
α

=α→ )()( dd��

EEZZE
P

J
Z

±=α=α→=α−
α

 →
=α′

,
)(d

��

��

��

��

>E=→ )(dMin��

��

��

^^^��

M 

A 

xy PE
= 

∞+��EE����Z����EE−��∞−��x��

c��Z��b��Z��c��Z��b��d ′��

∞+��>E��
min 

��P 

max 

��>E��
min 

∞+��d��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������	 

�
���
�����������

������������������������������� !"�#��#�$�%��&��' (�)
�*
+�,-�.�������#��./01�	
!����&�,2�3�����,4��$�56�����7�8��$���9:��.�����

*
#��$�������������#��&�����&�+�;#�<����$�.
�+�=$���>�%�?
���$9�����#�.��>�$��1,@�
�*
AB�.���<(���*����=/CD��,4��B�<
AB�����

�' (��E�<1�$�%<2F��+�=$���?
�G<1�$���1����%�?0H��*I��?
��J
$�3�;<1���-���&���

�	����"�K�������D�	L����$��$��' (�*I�8�M��E%��%��;<NK���O���.A 
���

))()(( xxxv P9:P56 −−=��

xxxv Q:::PQ:9 PQ
+−=→��

],[ P::=fD��

Q:::9�:�P P
+−=′→ xxv��

:Q:::9�:�P P:
=+− →

=′
xx

v
��

Q

6:

�P

�Q:PQ:
RQ:

�P

�Q:PQ:

:�6::PQ:�

���::�6::�9PPQ:

PP

=
−

==
+

= →

=+−→

=−−=∆

÷

xx

xx

,)(
))(()(

��

SSS��

P�������TUB�%��?
�HE�59��=$�E�.���V$�W�2�f&��!$�D��$�P� xxf −=)(<
$�
$�>���A����%���%����

�	����

],[ ��−=fD��

PP ��P

P

x

x

x

x
xf

−

−
=

−

−
=′ )(��

*
%�N�.��K����$��%�X�Y����Z%,L�&�+��J
%�������

&��J
%�Z%,L�:=x�<1�$�.��[\�3K����A����.��%��&��!2��O,F��<1�$�.��.���V$�&��!2��)
����

�X�Y��&�+��J
%�=x����−=x���<A1�$�.��<A��
��.���V$�[\�3<A1�$�.H���A����.��%��W�2��O,F���

SSS��

��

x 

x 

56 

xP56 − 

9: xP9:−

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�;<AAB��
]E������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���8��$�( 

���������� 

 

Q��������������56�
^B����
��2���=$�CE�*H
A
����*Hf��&��!$�CD��C$�PQ QP xxxf +−=)(�&�;#�C$�&�%��%�],[ P
P

�
−�

<
$�
$���

�	����

RD f =��

�::�Q�� P:P
==→=+− →+−=′

=′
xxxxxxxf

xf
,)(

)(
��

��

��

��

�����������#��<AE%�'8�.
�]����W�2��%��=$�E��
��2���B�<
AB��(,E9P =)(f������
P

�
=− )(f���������$��$�=$�E�*H
^B���%�<2��?
��$�A$���.��

�����W�2��%���B�<1�$
P

�
−=x������=x���<+��.��_%����������������&��!2��%���B�K���=$�E�.'���*H
A
��%�<2����L�:=x�����KC����C$

�<
N�.�����?
A`H+9a��*H
A
��%�<2���b/!�����=$�E��&��!2��%���B�K��P<����.��c��E������$���<C
AB��C(,E��C
#�	01�����	0C1�?C
�

�.A 
�3�>���A����%���%�=$�E�%��,H�<+��.��O�J���%����

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

��

SSS��

∞+�������:��∞−��x��
a��:��d��:��a��y′��

∞−�����

max 

��:��
min 

∞+��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

9��������������5������������M�C�E%���$�;����)
���$�%�	01�%�P�

�������������&��/CL����C$�3?
�#��$�*e�"�%,4��$�������������)C
�#���C���

����"�*e�"�%�,
���%���%�����������?
C
 E��%�.��C$����?
�CE�;�CE,B��,4

������;����&�%�#���B�<
AB����M��E%���$�&P���������)
�����1f@�����

�������������%�,
���$�T�H��ON���
�������;����X%�-���?
�#�&�%�ON

<1�$�*e�"���

��	���������O�$����&��
��#�&�;#�<����AB�����%�?
�#��$θ�����*
AB�.��7�������O�$�����,4���L������#��. $�E�Z%,L��$��%θ����KC����$�

*
%�N�.����
P

:
π

<θ<�����

TABTAB +=��

&��
��^g��*e�"�&�+�h/���%�AHT��TCB*
%������

BT

�
=θcos���������

AT

P
=θsin��

θ
+

θ
=θ→+=

sincos
)(

P�
LBTATL��

:
PPP

PP

QQ
:

PP

QQ

PP
=

θθ

θ−θ
 →

θθ

θ−θ
=

θ

θ
−

θ

θ
=θ′

=θ′

cossin

cossin

cossin

cossin

sin

cos

cos

sin
)(

)(L
L��

QQQQ PP:P =θ→=θ→=θ−θ tantancossin��

��
��)(tan Q� P−
=θ=$�E�.���V$�&��!2��)
��B�LK������

��

�����&�#���$��I
���%�)(tan Q� P−
=θ���%�<2��)(θL����<
N�.��K����$������������������%�O�$����?
�E�;�E,B��,4�*
+�,Y$��@�����

*
AB�.��	H8��
#�Z%,L��$�3*
AB���

 

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�;<AAB��
]E������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���8��$�( 

���������� 

 

Q
QP

P
9�

�
9��

�

+

=θ→+=θ+=
θ

costan
cos

��

����

Q

Q

9�

P

+

=θθ=θ cos.tansin��

�b/!��*H
A
��%�<2��3��I
���%�)(θL�&�;#�$�&�%�),(
P

:
π

�#��K���Z%�'8����

Q

Q
Q

P

9�P
9�

P� +
++=

θ
+

θ
=θ

sincos
)(L��

���.��$��AA
�E�;�E,B��,4�?
��$�A$����������������������;����X%�-���?
�#��$�>��
��������%����
0E�%�,
���$�;����&i�$�#���%�ON����)
�O�,�$��B

j�'
�2E�3<1�$��9 /K����������

SSS��

6��������������5k�����������Z,'0A8��
���?
�E�;�E,B�&��/l�����b$�!�

����)
���$�%�	01�����&��C1,@�%��Z,C'0A8S�����m2C��#������nC 0��c�CE�

������ON�=/D��+��B�	01Q����������[���)
�<+�,-�.�����%���%��"�K�������

��������	$�2��&��1,@�%���B)(A��������<CAB�%�01��%����J��c�E��mB�&�%���

���%,'I��Z,'0A8�����<AB�KB���c�E��m2��&�%�K��������#���\�<��,E�.H�

<AB����[o�������������������<C+�,-�.C�����3���C$�;�%�c�CE��mB��
��+�%�,
��&�%�

������%�01�&��$��
���?
�E�;�E,B�[C���������<CAB��<C
\��%�������.
�CHA+�%��%���

<
AB��0��>,����A�&^
�p�%,4��$�Z��,(,��ji,H ���B�<
<AAB�.����Y�����%��
���?
�E�;�E,B���

�	����#��Z,'0A8��
���*
AB�7��S��$�N�#����N��$�A�<1�$����

NASNd +=�
����,4����

�@�xBN =;���N�3*
AB�7���xNC −= Q��?
���$�A$���

��Q PP
+++−= xxxd )()(�
����,4�=$�E���

��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

��

��

��

��

��

��

��

))()((

)()(

)(

)(
)(

�Q�

Q��Q

�P

P

Q�P

QP
PP

PP

PP
+−+

−+++−−
=

+

+

−+

−−
=′

xx

xxxx

x

x

x

x
xd��

PPPP:
Q��Q:Q��Q )()()()(

)(
xxxxxxxx

xd
−+=+−→=−+++−− →

=′
��

�O�,E��$��%��g�� ��?
��4P?
��4�#��&�����&�+��/H(�qf����O��B�;����#��[\���;<���%�*
%���3��g�� �����

P

Q
QP =→= xx��

�.���V$�&��!2��[\�&�;#�$),( Q:�,1�.����
P

Q
=x��

��


���?
�E�;�E,B�?
��$�A$�B�K���.�"���N=/D�r���BC<1�$����
����,4�*H
A
��%�<2�6QK������

SSS��

�����TUB�%��?
�HE������5k������������&�+�h/���&��H+�?
$�%���B�<
+��O�J�����������hC/���3<�%���.���0
�r
V���B�.A
"��g��&����

��J
$�&�%���MUDi��&�����K���K�����?
���

�	����

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�;<AAB��
]E������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���8��$�( 

���������� 

 

)()( �
9P

P
PPPP b

ah
b

ha −=→+=��

)(P99P PPP
aPaPbaPbbaaP +−=→−=→++=��

PPPP

9

�
99

9

�
P� PPahaPaPah −=→+−−=→ )()(),(��

PP

9

�
P

P

�

9

�
P

P

�

P

�
PPaaPaSPPaaPbhS −−=→−−== )()()(��

:

9

�
P

P

�

P

�
P

9

�
P

P
P

�

9

�
�

P

PP
:

P

P

=

−

−++−

 →

−

×−+−−=′

=′

PPa

PaPPPa

PPa

P
aPPPaaS

aS )(

)()()(

��

ababaaPPaPPPa
baPP

=→=+ →= →=+−→=+−
+=≠

QPQ:Q:Q
P:P )(��

K���?
"��g��&������h/���.A 
���

SSS��

5��������������5����+�,-�.��
����M� 1��$�&��;�B�%��*R�*e�"�%����&����,����)
��&%,4*
AB�W�V�����%�*CI��?
�C�@%^$��B�

<1�$���1����<
$�
$��%����,����M��E%����;<8�"�M� 1�Z%,L�?
��%����

��	����������M� 1�&�%����s���%,��&����,����*
AB�7���r��M��E%����h�������<1�$�.��hKH =�����rAH =��������O%�C2E�KC/8��C$���

&��!2��;�B�^B��O�r���KHK������?
��$�A$���

PPP
RrhOHA =+∆ :��

��$�K����$��$����,����*I������

Rh
h

RhhrV P:
9

P
PP

≤≤−π=π= ;)(��

������@���B�K���tD��:=h����
�Rh P=���3<1�$�:=V������.���V$�W�2��?
���$�A$

h 

b 

a a 

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

�
u���n����$��%����,����*I��=$�Eh&�;#�$�%��),( RP:*
AB�.���<
\����

��������������.���V$�&��!2�
Q

P
:

P9
P

PP
R

h
hh

RhV =→=−−π=′ )()(��

��

���������,����*I��=$�E�?
���$�A$��&�;#�$�%�],[ RP:�����&�#���$��%�
Q

PR
h =�����

Q

PR
r =�������ON�*CI��*H
�CB���%�<C2��

QQ

9 Q
Rπ

�

K�����

SSS��

k������&��/l�������k:����$��$�K'����<8����M,HI���K�����<
AB��<
\��%��]�N���D�	L���&��$�?0H��%�<2��?
��@%^$���

��	���

xyyx −=→=+ ����

P�� xxxxxyP −=−== )(��

P

�
:P�P��

:P
=→=− →−=′→−=

=′
xxxxPxxxP

xP )(
)()(��

9

k�

P

�

P

�
� P

=−= )()()(PMax��

SSS��

������&��/l��P����k:����$��$�K'����<8������D�	L���kK������G<
AB��<
\��%��]�N�M,HI��&��$�?0H��%�<2��?
��HB��

�	����

x
xyxS

x
yyx

kk
k +=+=→=→=.��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�;<AAB��
]E������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���8��$�( 

���������� 

 

PPk:
k

�
k

�
k P

P
:

P
±=→=→=− →

−
+=′→+=

=′
xx

xx
xS

x
xxS

xS )(
)()(��

(,E��$��%�<2��r2���/l���Z%,L��$�PP=xK����,'"�	$�"����[\
PP

k
=y��fg����

P9
P

k

PP

kk

PP

k
PP ==

+
=+=+= yxSMin )(��

SSS��

�:������&��/l��Q������k:�����������������M� 1��$�&��;�
���*
��%���B�<
$�
$��%�./
!����?
��@%^$�K�����R�;<1�W�V���)
���K���

�%���%��"�;�
���*
���!"�&�%�	
!����=/D���

�	����

��

��

PPPPPP
xRyRyx −=→=+��

�

PPPP PPP xRxxSxRxxyS −=→−== )(	
!������

PP

PP

PP

PPP

PP

PP

PP

9PPP
P

P

P
P

P

xR

xR

xR

xxR
x

xR

x
xRxS

xRxxS

−

−
=

−

−−
=

−

−
+−=′→

−=

)(
))(()(

)(

��

PP
:9P

P
PPP: R

x
R

xxR
xS

±=→=→=− →
=′ )(

��

r2��3�/l���Z%,L��$��(,E��$
P

R
x =K����,'"�	$�"����[\���

P
P

P

PP

P

PP

P
R

RRR
R

R
SMax =×=−=)(��

SSS��

R 

x 

y 

O 

x 

x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

��������&��/l��9������k:�����������.C1�2��%�,
��)
�#��<
��?
��]$��

�������������M��E%���$�&%�,
��.1�2��)
�#��&���/L����F�%��<
�$�.�Y1Q�

���������<1�$���1���ON�#���%�<
��?
��]$��E�<��
�$�����������$�%�	01�����$�3

������.1�2��?

�\��B�7���?
��������������vYC1�<C
��rC-�#���Ei�C$��C���

K�����

�	����

xx

�9
=α=β tan,tan��

)(tan

tantan

tantan
tan

9

Q

9

Q
�9

�

�9

�

P
�

P
+

=θ→
+

=

×+

−

=

αβ+

α−β
=θ→α−β=θ

−

x

x

x

x

xx

xx
��

P9:Q�P

9

Q
�

9

Q�P

9

Q

PP:

P
P

PP

P

P
�

±=→=→=− →

+
+

+

−

=θ′→
+

=θ

=θ′

−

xxx

x

x

x

x

x
x

x
x

x)(

)(

)(
)()(tan)(

��

�r2���/l���Z%,L��$��(,E��$P=x,'"�	$�"��K�������

SSS��

�P������&��/l��6������k:��������������������?C
��q�C4�)
�3�,1���-����+�<A��,@�&%�<]���&��$�	01�	
!����&���4,V��K���%��"�

������'"�#���B�K���./
,4�%�,
���4,V��������������*
AB�&%�f@�;����<
�$��%�ON���
��q�4������K�����1����,(��	�����@��6:�����%��;��C������

GK���%<2F��s���%,��&��4,V��&��$�?0H��K�����?
��J
$�3*
1�$���1���%�
�-���

�	����

xyyx P�6:�6:P −=→=+��

xxSxxxxxSyxS 9�6:P�6:P�6: P
−=′→−=−=→= )()()(.��

 

x

y��

 

β 
α 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�;<AAB��
]E������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���8��$�( 

���������� 

 

mxx
xS

9

�6:
:9�6:

:
=→=− →

=′ )(
��

PP 6Pk�P
9

�6:
P

9

�6:
�6: mSMax /)()()( =−=��

SSS��

�Q���������������kP������=$�CE��B�<
AB�vYJ�f�����&��!$�CD��C$�5�PQP PQ
+−−= xxxxf )(�������&���/CL����CF�%��

K���<
B��.g�^��&���/L����F�%����<
B��&�, L���

�	����

P�:P�P���P��
:P

=−=→=−+ →−+=−−=′
=′

xxxxxxxxxf
xf

,))(())(()(
)(

��

��

��

��

SSS��

�9������������TUB�%��?
�HE�kQ���=$�E�f�����!$�D��$�&Q P
xxf =)(����������������&��;#�C$��CF�%����<C
B��&�, CL�&��;#�$��F�%��

GK���<
B��.g�^���

�	����

}{:−=′ RD f���������������
QQ

P

x
y =′��

��

��

��

SSS��

�6���������������k9���=$�Ef�����&��!$�D��$�9Q
Q

� PQ
+−−= xxxxf )(�%�����L�&��;#�$��F�&������.Cg�^���
�<
B��&�, 

�=$�E�%��,H��&��;#�$��F�&�%���<
B�fG�%���?

�\��$��%�� 2E��
�i�$��$��%�� 2E���

∞+��P�����a��∞−��x��
d��:��a��:��d��y′��

∞+��:��

min 

��:��

max 
∞+��y��

 

∞+��:��∞−��x��
d��O��a��y′��

∞+��:��

��
∞+��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������	 

�	����

Q�:Q�QP
:P

=−=→=−+ →−−=′
=′

xxxxxxxf
xf

,))(()(
)(

��

�:PPPP
:

=→=− →−=′′
=′′

xxxxf
xf )(

)(��

��

��

��

��

SSS��

�������������TUB�%��?
�HE�k6����=$�E�f�����&��!$�D��$�
P� x

x
xf

+
=)(�������������<
B��.g�^���
�<
B��&�, L�&��;#�$��F�&�%�

&��;#�$��F�&�%=$�E�%��,H��fG�%���?

�\��$��%�� 2E��
�i�$��$��%�� 2E����

�	����

�:�
�

�

�

P�� P:
PP

P

PP

P
±=→=− →

+

−
=

+

−+
=′

=′
xx

x

x

x

xxx
xf

xf )(

)()(

))(()(
)(��

Q::�P

:�9�P:�9�P�

�

��9�P

Q

PPPPP:

9P

PPPP

±==→=−→

=−−+−→=−−+−+ →

+

−+−+−
=′′

=′′

xxxx

xxxxxxxxx

x

xxxxx
xf

xf

,

)()())()()((

)(

))(()(
)(

)(
��

��

��

��

��

��

∞+��Q����������a��∞−��x��
d��:��a����a��:��d��y′��

d����d��:��a����a��y ′′��

∞+��
���

6a��

��

min 

��

���Q

�
��

m!8��

��

���Q

�5
 

max 

∞+��
���y��

 

∞+��Q���������:�����a����Q−��∞−��x��

a����a��:��d����d��:��a����a��y′��

d��:��a��:��a��:��d����d��:��a��y ′′��

:��

���9

Q
 

m!8��

��

���P

�
��

max 

��

���m
!8

�����

:

����

���P

�
−��

min 

 

��

���9

Q
−��

m!8��

:��

���y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�;<AAB��
]E������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���8��$�( 

���������� 

 

��(,E������������������������:
�

� PP
===

+
=

±∞→±∞→±∞→±∞→ xx

x

x

x
xf

xxxx
limlimlim)(lim����������������������������������

SSS��

�5��������������k������=$�E�%��,H��� 2E�K](f���&��!$�D��$Q9 9xxxf −=)(�����������W�C2����;�,CH��.�%�$�>���A����%���%�

<
%�N�K����$��%�ON�m!8���

�	����

P::P�PP9�P�P9
:PPQ

==→=− →−=′′→−=′
=′′

xxxxxxxfxxxf
xf

,)()()(
)(

��

��

��

��

SSS��

�k��������TUB�%��?
�HE����k5������=$�E�%��,H��� 2E�K](f�������&��!$�CD��C$�QP xxf +=)(��������.C�%�$�>���CA����%���%�

<
%�N�K����$��%�ON�m!8�&��!2����;�,H����

�	����

:
Q

�
Q P

>=′

x

xf )(��

Q P�

P

xx

xf
−

=′ )(��

��

=$�Ef%�:=x�\���������%�<��w���������b�J��.g��K������,
��=$�Ef%�:=x������������!2��?
��%��� 2E�K](����%���*e�"�T�H��r-�

�,1�.��7,8��&��!2��?
���$�A$),( P:K���=$�E�m!8�&��!2����

SSS��

∞+��P����:��∞−��x��
d��:��a��:��d��y ′′��

∞+��
���

��a��

m!8 

���:��

m!8 
∞+��
���

y��

 

∞+��:��∞−��x��
d��?
 �����d��y ′′��

∞+��
���

P��

m!8 
∞+��
���

y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

�����������������:�����=$�E�. D,��*����B���
��2��f����&��!$�CD��$�Q P
xxf sin)( =�����&�;#�C$�&�%��%�),(

Q

P

�

ππ
−���%�

<
AB��<
\���

	����

:
Q

P
Q

≠=′ x
x

x
xf ,

sin

cos
)(��

.���V$��
P

::
Q

P
Q

: π
=→=→= →

=′
xx

x

xxf
cos

sin

cos)(
��

��.���V$:: =→= xxsin��

��

��

��

��

SSS��

P:���������TUB�%��?
�HE�������CD,��*H
CA
����*H
�B���%�<2��=$�CE�. f��&��!$�CD��C$�xxxf cos)( PQ −=�

&�;#�$�&�%),( πP:<
AB��<
\��%���

�	����

�
�

�
�

�

π
=

π
=

=→
−

=→=+ →+=′
=′

Q

6
Q

9

P

Q
:PQPQ

:

x

x

xxxxxf
xf

sinsinsin)(
)(

��

��

��

��

��

SSS��

∞+��πP����

Q

6π
��

��

Q

9π
��

��:��∞−��x��

����d��:��a��:��d  ��y′��

��Pa����
�

Q

Q6
−��

min 

��
�

Q

Q9
+��

max 

��Pa����y��

 

∞+��

Q

Pπ
��

��

P

π
��

��:����

�

π
−��

∞−��x��

����a��:��d��?
 �����a  ��y′��

���������

max 

��:��

min 

������y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�;<AAB��
]E������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���8��$�( 

���������� 

 

P������������TUB�%��?
�HE��P�����0A
��7����$�Q9 Pxxxf −=)(����C+�*����B���
��2��3�w���b�J��O,�#N���H8���$��&

. D,�f�%��,H����<
$�
$��%�f<
AB�*�%��%����

�	����

P

Q
::�9�9P PQ:PQQ9

==→=− →−=′→−=
=′

xxxxxxxfxxxf
xf

,)()(
)(

��

��

�
�
�

>=′′

=′′

→−=′′
:�

P

Q
::

�P�P P
)(

)(

)(
f

f

xxxf��

��fg�:=x���K�
��*����B��
P

Q
=xK���.'���*H
A
�����

��

��

��

��

-1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

��

SSS��

∞+��
P

Q
��

����

:��∞−��x��

d��:��a��:��-��y′��

∞+����

P5
− 

min 

��:��

 ∞+��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

�	
���
����������

��������������������� !"���#$�%��&�f�������'�($�)�*��+,
-.�����/���|)(|)( xfxg =�01�$��
2g�����)3�*��+,
-.���4�,���

0
/��
$�	
5���(6�7��8����$�9�/�����

�	�����

�
6:�#$�%���
+−= xxf )(��*;��/����<=x��������#$�3%�=35��'�($�)�*��+,
-.�����/���|||)(|)( ��

+−== xxfxg�

>�
��)�*��+,
-.�����/����0
?.��@(%�#$�%����A
����B�/��(,���$���

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

��

��

CCC��

�!����������������� !"�#$�%�=���D$�E�;�f�$����*$�F�||)( ��
−= xxxf0
$�
$��/����

�	��+
?.�=��	
0G%�����*$�F�0?H�I/(J��$��/�#$�%����5��K���0�$�����

�
�

�
�

�

≥−

<<−−−

−≤−

=−=

��

���

��

�
�

�

�

�

xxx

xxx

xxx

xxxf

)(

)(

)(

||)(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�'0??.��
L%����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������M��$�@ 

���������� 

 

�
�

�
�

�

<−

<<−+−

−<−

=′

��!

���!

��!

�

�

�

xx

xx

xx

xf )(��

����E�;��/��#$�%�±=x���>�
���
N8�)�O��������E�;��=��P�Q�
!

�
±=x���O����B��O
/���0?1�$�=��)���������E�3;���3*;��/�LH�A
�

=?K
�#$�%����?����=��/�R0?1�$�=����0?1�$�=��#$�%�/��(,��=���D$�E�;��=�,B�R8���

��@(%��>���0

S%�	$�T�-
��U�*��A
��#$�%�/��(,��+�/��$���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

CCC��

�V������������!���� !"�#$�%�=���D$�E�;�f���*$�F��$�! �� xxxf ||)( −=0
?.��0
8��/����

�	���+
?.�=��	
0G%�����*$�F�0?H�I/(J��$��/�#$�%����5��K���0�$����

��

�
�
�

<−−

≥−
=−=

��

��
�

! �

! �
! �

xxx

xxx
xxxf

)(

)(
||)(��

�
�
�

��
�

�

<
−

+−

<
−

+

=′

�
!

��

�
!

��

!
! �

!
! �

x
x

x
x

x
x

x
x

xf

)
)(

(

)(

)(��

-1 1

-1

1

x

y

 

!

�
− 

!

�
 

�− 

� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

E�;��/��#$�%�=x��<=x>�
���
N8�)�O�����

W

�
<

!

�W
<

!

��!
<

!

��
<

!!!
! �

=→=
−

→=
−+

→=
−

+→=′ x
x

x

x

xx

x

x
xxf

)()(
)(��

�����*;��R8
W

�
=x����>���)�O�����O
/�����������=?K
�#$�%����?����=��/��E�;��:�*;�����A
�R��0?1�$�=������N35����E�3;���=3���D$

�#$�%�/��(,�0?1�$�=����

�W������������V���� !"$�(%�)�*��+����.��E�;����=���D$�E�;��#0
/�2�>����$��/��
Q����

!
�

!
�!!

≤≤−+−= xxxxf ;)(�X5���

π≤≤+= �<��
xxxxf ;cossin)(����

�	����

�X5����

�<!!!! �<�
±=→=− →−=′

=′
xxxxf

xf )(
)(��

���!��� !
−=+−=→= )()()(fx��

!��!��� !
=+−−−=−→−= )()()(fx��

Y

�Z
�

�

!
!

�

!

�

!

�

! !
=+−−−=−→−= )()()(fx��

� �!!!!! !
=+−=→= )()()(fx��

����*;��R8�=x���+,
?
��!=x.������+,
-�±=x0?��B�=���D$����

�����

<��<����
<

=−→=− →−=
=

)(cossinsincossinsincossin)(
)(

xxxxxxxxxf
xf

��

ππ= →=
π=

�<< ,,sin xx
kx

��

π= →=→=−
π=

�<�<�
�

,coscos xxx
kx

��

0?��B��?����=��/��E�;��:�=���D$�E�;��[(H����L?%��N5π=x>���=���D$�:�'01�'��������J���/�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�'0??.��
L%����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������M��$�@ 

���������� 

 

�<�<<< �
=+=→= )cos()(sin)(fx��

���
−=π+π=π→π= )cos()(sin)(fx��

������ �
=π+π=π→π= )cos()(sin)(fx��

�E�;���N5π= �<,x����*;����+,
��=��π=x>���+,
-.������

CCC��

�\�����������33�W���� !"��](33%�^33
�_�33�%/�����33����33$�"���33`D5�/�t����33
��a��33$�"�����335��K���33$�[�33b��#$�33%�Q�

�W!< tttS −=)(����0
2�=��>����$����������������$�](%�[2��$��.�0
$�
$��/��Q�$�=���Q���'Q�$����/�=��c�$�����������/��Q�3$�=��3�Q���'Q�3$

0
2�=��A

�8�](%�[2��$��.�0
$�
$��9>���/0;H�](%�+,
-.���_��%/���

�	����

!<�<!<�<!<W!<
<�

=→=− →−=′→−=
=′

ttttStttS
tS )(

)()(��

��

��

��

CCC��

�Z��������������\������ !"���=?D?���K;%�>L@f������*$�F��$�! �−= xxf )(�������������=3�/�$��3K;%����
d3T�^3,.��3$��/�

��(@��I/(J�/���/�#$�%�X*M����*;����'�(,�0
?.��0
8���

�	����

! �! �
!

�� 

�

�!

�
�

)()(

)(

)(

)()(

−−

−
=′′→

−

=′→−=

xx

xf

x

xfxxf��

��

��

��

��

∞+����!����∞−��x��
e��<��f��y′��

∞−����VW��

max 

 ∞−��y��

 

∞+���������∞−��x��
e��A
K�����f��y ′′��

∞+�����<��

X*M 

� ∞−��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

��

��

��

��

��

��

��

��

CCC��

�Y���������������Z������ !"�����Q����
��;���H���Q���$�a�����K;%�:�#$�%f�����*$�F��$�!V !xaxxxf ++=)(��'/�(3,B�

9>���c�$��$��/��

�	����

\\��\!V! ��!�!V
++=′′→++=′→++= axxxfxaxxxfxaxxxf )()()(��

>���c�$��$�/�#$�%�/��(,���K;%�[(H���R8���

�
�
�

<∆

>=
→>++→>++→>′′

÷

<

<�
<��<\\��< �\� a

axxaxxxf )(��

YYY<Y<��V< ���
<<−→<→<−→<−→<∆ aaaa ))((��

CCC��

�Y��������������Y������ !"�������$�%�X*M����*;���.�0
B��[�O�#f�����*$�F��$�\)()( −= xxxf�������=3*6�'/�38�g3��

�+B��$��/�#$�%�=KF(��+,
��=����+,
-.���E�;���.�>��0?.�=��	J����

�	����

xxxxxxxxxf !\��!\��\ �!��
+−=+−=−= )()()(��

-1 1 2 3

-2

-1

1

2

x

y

 

+h�T�i�,� 

� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�'0??.��
L%����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������M��$�@ 

���������� 

 

\�<��Y<!\�V!

!\�V!

�!�<

�

==→=+−→=+− →

+−=′

÷=′
xxxxxx

xxxf

xf
,

)(

)(
��

V<�V\�V\
<

=→=− →−=′′
=′′

xxxxf
xf )(

)(��

�=KF(��+����.��E�;���

),max()()( !��!�\���� �
→=−=→= fx��

),min()()( <\<\\\\\ �
→=−=→= fx��

X*M����*;���

),()()( �\VX*M�\\VVVV �
→=−=→= fx��

���*;���.�>���=L
0$),( �\VE�;��g���),( !����),( <\>������

CCC��

� �������������� ����� !"��/���/(�������+����.���
��;����=
�(?b
�#$�%f$�F��$���*�V xxxf −=)(���03
?.�j3D$��

�/����H�±=x90�/����(@���B��(P�/(D���$��(,M���B�i�,����

�	����

���������],[ ��−=fD��������
�V xxxf −=)(��

�<
V

�V

V

�V

V�

�
V

�

�
<

�

�

�

�
±=→=

−

−
 →

−

−
=×

−

−
+−=′→

=′
x

x

x

x

x
x

x

x
xxf

xf )(
)(��

��

��

��

�[(H+∞=′
→

)(lim xf
x �

���−∞=′
−→

)(lim xf
x �

��k
���/���/��(,�E�;��/��#$�%�±=x�/���+h�T�i�,������

CCC��

∞+�������������−�����e��∞−��x��

��e��<��f��<��e����y′��

��<�������

max 

 �e��

min 

 <����y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

!<���������������<������ !"�>`�l�c[(6�[�
�@�/��=
�
,
1���/���^
�t���������3��:�3m
B���/��)3
/-%�Q��R38�>M���

��$�>�����

!�Z

!

t

t
c

+
=��

>T���H9>���+,
-.���>`�l���

�	����

�!

!

�!

�!

! �Z

Y�\

�Z

!!�Z!

�Z

!

)()(

)()(
)()(

t

t

t

ttt
tc

t

t
tc

+

+−
=

+

−+
=′→

+
=��

!!
�!

!
<

�

�Z
<Y�\<

�Z

Y�\
=→=+−→=

+

+−
 →
=′

tt
t

ttc

)(

)(
��

CCC��

!����������������������� !"����#$�%�^
�����@/��Q�������,@�0?H���!���/���.�0
$�
$�),( V�����/����=G���+,
-.���),( �V���+,
3��=�

/����=G��),( !!����*;��01�$���1���X*M���

��	��������������	
����
�����
�����
������������	
����
������������������� �!�"#���$��%&�'���(�)��������������

�	�%����*��+��$��,-,���'��.��/,0��12��$��%&�'�����.�����)3�4�/,5�6���0���	�����/�07��

8�9�):"#�	$��������;<��;�+� �����������,-,��	��6=�'����2����������)>��������?0�@
A��)(�;<������BC�'����������D/+��,-,���

/,(��/����E/F#�	(G�BC����������%&�'�)#�HI�$�)(�;<�����):"#����2���):"#���

J�9����,���������K(�����):"#��1�#/�������;�+� �'����������

L>��9���������/,(����D/+�6��0�������2���):"#����/,#����M�9�������������������N�O�P�.��)��Q�E/��E������):"#����N'��R
F����4'�S	����

��������	T+�	��	��N'��R
F����/"��):"#U��V=′y9��

W�9/�������;�+� �'��������L:2���):"#���

L>��9���������/,(����D/+�6��0�������2���):"#����/,#����M�9�������������Q�E/��E������):"#����X'��R
F����4'�S	������������N�O�P�.��)

��������	T+�	��	��X'��R
F����/"��):"#U��V=′′y9��

+
B��=��/��T��0�$��������A
��	�����$���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�'0??.��
L%����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������M��$�@ 

���������� 

 

baxxfcbxaxxfdcxbxaxxf �\�! ��!
+=′′→++=′→+++= )()()(��

<V��<���!<�

V�VYV���V�
V�

�

�!

=++→=++→=′

=+++→=+++→=
→

cbacbaf

dcbadcbaf

)()()(

)()()()(
),(=G���+,
-.�����

<YVY<V�V!<V

�V�\\V�VVV�V
�V

�

�!

=++→=++→=′

=+++→=+++→=
→

cbacbaf

dcbadcbaf

)()()(

)()()()(
),(=G���+,
��=����

<��Y<�!\<!

!! �Z!!!!!!
!!

�!

=+→=+→=′′

=+++→=+++→=
→

babaf

dcbadcbaf

)()(

)()()()(
),(X*M���

���\�\�Y
�V�\\V

V�VY <V��
−=+ →−=++→

�
�
�

=+++

=+++ =++
bacba

dcba

dcba cba
��

\��
�

 

�

�

<��Y

���\ V�VY<V��
−= →= →

−
==→

�
�
�

=+

−=+ =+++=++
dcba

ba

ba dcbacba
,��

CCC��

!����������������������� V"�����#$�%�/��(,��	$�;��	b1��f�>��������
��;���/(��/����+����3.��

G��=f ′�)�O��#$�%f�"0
?.�jD$� ��

�	��#$�%�/��(,��=5�-������(KJ��$��@(%��$�f�#$�%�/��(,��+�/���f ′��

������#$�%��.��(1�=��'0B�O�f ′���������*;��^
���/������+,
��=���������*;��/�ax =��"���^
�

�+,
-.������*;�����*;��/�bx =�">�����

��

��

��

��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

CCC��

!!���������������!������ V"��	b1�����������)�O3��#$�3%�/��(3,��	3$�;��

#$�%f�>�����#$�%f����������[�
$��/��(6�	
5��9�/���X*M����*;��0?H�

0
?.� ��

�	33��/��(33,���33.�=P�33;��/��f ′�'�33��2�:>33���+����33.����/���

<=′′f���f ′′�'����>33�nM��33

o%������=335�-���33$���(K33J�Q�

RbM�$��"����#$�%����$�E�;��A
��R8f�����0?��3B�X*M����*;������N35

>���X*M����*;�������/���#$�%�/��(,����

CCC��

!V���������������V������ V"��#$�%��f������*$�F��$�x
xexf =)(����0
�
�$��`��/���/��������������3.�=%�3MnP��_(3���B�Q��'��������$

0
/�2�>����$�[2�p�����������B�)�O����#$�%��(6�Q��0
��(%�=�:/��(,��f0
?.�+�/��/���

�	����

RD f =������������x
xexf =)(��

x 

y 

x 

y′ 

a b 

f 

f ′ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�'0??.��
L%����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������M��$�@ 

���������� 

 

+∞==
+∞→+∞→

x

xx
xexf lim)(lim��

<===
−−∞→−∞→−∞→ xx

x

xx e

x
xexf limlim)(lim��

>���=;���U��k����/���#$�%��01�$�=,��	
���U��k����/���#$�%����
Q��

+∞===
+∞→+∞→+∞→

x

x

x

xx
e

x

xe

x

xf
limlim

)(
lim��

�<
<

−=→=+ →+=′
=′

xxeexeexf
xxxfxx )(

)(��

�<�
<

−=→=+ →++=′′
=′′

xxeexeeexf
xxxfxxx )(

)(��

��

��

��

��

��

��

-4 -3 -2 -1 1

-1

1

2

3

4

x

y

��

CCC��

∞+�����e����∞−��x��
+��<��-��y′��

∞+����

e

�
−��

min 

 <��y��

 

∞+�����e����∞−��x��
+��<��-��y ′′��

∞+������−��
X*M 

� <��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	���� 

���������� 

!W���������������W������ V"���#$�%�/��(,�f ′���:#$�%�)�O��#$�%�f���>������(
8�'/�(,B��"�����01�$�=���
Q�	b1��$���#$�3%f�/�

+,
��=���
���=G���+,
-.���=P�;���H�#$�%�X*M�E�;���9�/���=G��f0
?.�qrO���(@��I/(J�/���/����

��

��	���������������:�#$�%�[�($�=5�-������(KJ��$��@(%��$�������3.��(1�=��'0B�O����/��#$�3%�=x���������/����=G�3��+,
3?
����/����−=x�

���>���=G���+,
-.�����/������/��−=x������=G���+,
��=����/�������=�O&Q�$����*;�">�������������03D%����K;%��$��@(%��$��/��(3,�

��.��(1�=��'0B�O��#$�%�/��#$�%�=x���
�

�
=x���

�

�
−=x>���X*M����*;����/������

CCC��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�	
���
����������

���
������������������������������ !"#$�%��	�xxxf &� �
−=)(�����'(�� �����

�)*
��

xxxf &� �
−=)(��

RD f =��

+�&&&& ���
±=→=− →−=′

=′
xxxxf

xf )(
)(��

��

��

��

���&�� �
==→=−→= xxxxxf ,)(��

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

��

,,,��

�-�
����./���!�01
#	����2���%��	�� !"#$�������������-3 �2
+−= xxxf )(�����'(�� �����

�)*
��

∞+����+���������+4����∞−��x��
5�����4����4�����5��y′��

∞+�����4��

min 

�����

67� 

 ���

max 

 ∞−��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

RD f =��������-3 �2
+−= xxxf )(��

���22�+�2+�2 ����
±==→=−→=− →−=′

=′
xxxxxxxxxf

xf
,)()(

)(
��

��

��

��

-+�-3� �2
±=±=→=+−→= xxxxxf ,)(��

-12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

x

y

��

,,,��

�3�
������������2�%��	�� !"#$��������������
�

+

−

+
=

x

x
xf )(�����'(�� �����

�)*
��

}{�−= RD f���������
�

+

−

+
=

x

x
xf )(��

��� =→=− xx'=�>�?$�@�����

++ =→=
±∞→

yxf
x

)(limAB� �?$�@���

∞+���������������4����∞−��x��
5�����4����5�����4��y′��

∞+����&4��

min 

��-��

67� 

 &4��

max 

 ∞+��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�
�

�

�

++�+
��

<
−

−
=

−

+−−
=′

)()(

)()(
)(

xx

xx
xf��

�C���A��A:����� "#D���!� �$��E1���� �F�E�����	�GH%I( �AJ�K$��� "#D�����

��

��

��

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

�&�
�����./���!�01
#	�����%��	�� !"#$���������������
x

x
xf

�−
=)(�����'(�� �����

�)*
��

}{�−= RD f���������
x

x
xf

�−
=)(��

�=x'=�>�?$�@�����

∞+��������������+����∞−��x��
4�����4����4����4��y′��

+���������∞+
∞−��

 �4  +��y��

 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

y

 �=x 

+=y 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

++ =→=
±∞→

yxf
x

)(limAB� �?$�@���

�
��++

��
>

−
=

−−
=′

xx

xx
xf

)()(
)(��

���� "#D���!� �$��E1���� �F�E�IM��C���A������� "#D�%��	�GH�!"NOI( �����

��

��

��

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

2��
����������������%��	�� !"#$�������������
+�

�

−
=

x

x
xf )(�����'(�� �����

�)*
��

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

y

 
�=x 

+=y 

∞+����+���������+4����∞−��x��
5�����5����5����5��y′��

+����+4����
∞−

∞+
 

 �  +��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

}{ +±−= RD f�������
+�

�

−
=

x

x
xf )(��

++ =→=
±∞→

yxf
x

)(limAB� �?$�@�����������������������+±=x'=�>���D�?$�@�����

���
+

�

+

�+� �
����

��
=→=− →

−

−
=

−

−−
=′

=′
xx

x

x

x

xxxx
xf

xf )(

)()(

)())((
)(��

��

��

��

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

2+�
�����./���!�01
#	���3���%��	�� !"#$�������������
2

��

−

−
=

x

xx
xf )(�����'(�� �����

�)*
��

∞+����+���������+4����∞−��x��
4�����4�����5����5��y′��

+����∞+
∞−��

�����

max 

 
∞−

∞+
 

 +��y��

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

 
+−=x 

+=y 

+=x 

max 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

}{2−= RD f��������������������
2

��

−

−
=

x

xx
xf )(���

±∞==
−

−
=

±∞→±∞→±∞→ x

x

x

xx
xf

xxx

��

2

�
limlim)(lim���������������2=x'=�>�?$�@�����

�� !�%��	�GH���I( �)1���?$�@��� �������"O������!�P"Q����������C���A��
�E���R
S�������!�T ��* ��U1�V��������I#9W>�R��WX�GWH

I( �)1���?$�@��Y�C�M$�
:O���$���A>����Z�1 �[
C����'�9B	��IC !�'�D "X�����01 ������

�����)1���?$�@��++= xy���

���+�3

2

+�3

2

�+2��

��

�

�

�

�

==→=+− →

−

+−
=

−

−−−−
=′

=′
xxxx

x

xx

x

xxxx
xf

xf
,

)()(

)())((
)(

)(

��

��

��

��

(����D�?$�@�� ��� '����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

x

y

 

min 

++= xy 

2=x 

max 

∞+���������2�����������∞−��x��
5�����4��||��4�����5��y′��

∞+����&��

min 

��∞+
∞− 

� +��

max 

� ∞−��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

2��
������������3���%��	�� !"#$�������������xexf

+

=)(�����'(�� �����

�)*
��

����}{�−= RD f����������xexf

+

=)(��

+∞===
+∞→+

→
+

→

t

t

x

xx

eexf limlim)(lim

+

��
��

��!�%��	�A�N1A81�9#D�>�?$�@��� � !�
:O�I( ������J!�N�����A#=�=xI( ����

�
+

+

��
=====

∞+

∞−

−∞→−
→

−
→ e

eeexf
t

t

x

xx

limlim)(lim��

����A��)���
:O����%��	�� �B��
:O�\Q�A81�9#D��!�A�N1���

+�
+

===
+∞→+∞→

eexf x

xx
lim)(lim��

+�
+

===
−∞→−∞→

eexf x

xx
lim)(lim��

�A�N1+=yI( �%��	�� !"#$�AB� �?$�@�����

�
+

+

�
<−=′ xe

x
xf )(��

�	�GH!� �$�'�
�9� ����7B$���I( �AJ�K$��� "#D�] ���� !��!�%����

��

��

��

��

��

∞+����+���������+4����∞−��x��
4�����4��||��4����4��y′��

+����e 

 

��∞+
� 

� 

e

+
��

max 

 +��y��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

2��
�����./���!�01
#	��&���%��	�� !"#$�������������
x

e
xf

−
+

=
+

+
)(�����'(�� �����

�)*
��

����RD f =����������
x

x

x

x

x

x
e

e

e

e

e

e
xf

+
=

+
=

+

=
+

=
− ++

+
+

+

+

+

+
)(���

!� �$��E1��
9��R
S���!� �$�'=�>�?$�@��%��	�GH���

�����AB� �?$�@�+=→ y+
+

==
+

=
+∞→+∞→+∞→ x

x

xx

x

xx e

e

e

e
xf limlim)(lim��

�����AB� �?$�@��=→ y�
�+

�

+
=

+
=

+
=

−∞→−∞→−∞→ xx

x

xx e

e
xf limlim)(lim��

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

 

+=y 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�
++

+
��

>
+

=
+

−+
=

)()(

)()(
)(

x

x

x

xxxx

e

e

e

eeee
xf��

��!"NO��� "#D�] ���� !��!�%��	�GH!� �$�'�
�9� ����7B$���I( ���

��

��

��

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

22
�������������&���%��	�� !"#$�������������
�

�

+)(
)(

−
=

x

x
xf�����'(�� �����

�)*
��

���}{+−= RD f����������
�

�

+)(
)(

−
=

x

x
xf��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

 

+=y 

�=y 

∞+���������∞−��x��
5����5��y′��

�����

�

+
��

 ���y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

±∞==
−

=
±∞→±∞→±∞→ �

�

�

�

+ x

x

x

x
xf

xxx
lim

)(
lim)(lim���������������+=x'=�>�?$�@�����

�����I( �)1���?$�@��� � !�%��	�GH���������������C���A��
�E���R
S�������!�T ��* ��U1�V�"O������!�P"Q��������I#9W>�R��WX�GWH

I( �)1���?$�@��Y�C�M$�
:O���$���A>����Z�1 �[
C����'�9B	��IC !�'�D "X�����01 ������

�����)1���?$�@���+= xy���

��

+

�

+

�+

+

�2

+

+�+�

�

�

�

2

�

2

��

2

���

== →

−

−
=

−

−−
=

−

+−
=

−

−−−
=′

=′
xx

x

xx

x

xxx

x

xxx

x

xxxx
xf

xf
,

)(

)(

)(

))((

)(

)(

)(

)()(
)(

)(

��

��

��

��

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

-11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

x

y

 

min 

�+= xy 
+=x 

∞+���������+���������∞−��x��
5�����4��||��5�����5��y′��

∞+����

2

�-
��

min��

��∞+∞+
 

 ���

��

 ∞−��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

2^�
���./���!�01
#	����++���%��	�� !"#$�������������+�
−+= xxxf )(�����'(�� �����

�)*
��

��),( ++−−= RD f����������+�
−+= xxxf )(���

!� �$�'=�>�?$�@��%��	���

xxxxxxf
xxxx

�
�

�
++�

+∞→+∞→+∞→+∞→
=++=−+= lim)(limlim)(lim��

xy �=)1���?$�@������

�
�

�
++�

=+−=−+=
−∞→−∞→−∞→

)(limlim)(lim xxxxxf
xxx

��

�=yAB� �?$�@������

�+�
+

+

+

+

+
+ �

�

�
�

�

�

�
=−+→=

−

−+
 →

−

−+
=

−

+=′
=′

xx

x

xx

x

xx

x

x
xf

xf )(
)(��

+�++ ���
−=→−=→−−=→ xxxx��

��E1���� �F�E�!� �$���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

∞+����+����+4����∞−��x��
5��������4��y′��

∞+����+����+4��

 

 ���y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

��D�?$�@�� ��� '����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(�����

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

2��
�����������++���%��	�� !"#$�������������)(tan)(
x

xf
++−

=�����'(�� �����

�)*
��

����}{�−= RD f�������)(tan)(
x

xf
++−

=��

��!�%��	�=x	�
:O�A81�9#D��!�AJ����E$�61
N	�I( ���C�61
N��P! !�� 
>���
x

u
+

=IC !�'�D "X����

�

+ ++

��

π
===

−

+∞→

−

+
→

+
→

)(tanlim)(tanlim)(lim u
x

xf
uxx

��

�

+ ++

��

π
−===

−

−∞→

−

−
→

−
→

)(tanlim)(tanlim)(lim u
x

xf
uxx

��

0��_#D
��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

 

xy �= 

�=y 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�
+ +

�

+
===

−

+
→

−

+∞→+∞→
)(tanlim)(tanlim)(lim u

x
xf

uxx
��

�
+ +

�

+
===

−

−
→

−

−∞→−∞→
)(tanlim)(tanlim)(lim u

x
xf

uxx
��

�`X�A�N1�=y!� �$�'=�>�?$�@��%��	���I( �%��	�AB� �?$�@�����

�
+

+
+

+

+

�

�

�
<

+

−
=

+

−

=′
x

x

xxf )(��

�C���A����� �AJ�K$��� "#D���!� �$�'�
�9� ����7B$�%��	�� !"#$���

��

��

��

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 

�=y 

∞+��+���������+4��∞−��x��
��4��4����4��4����y′��

���

2

π
��

��

��

ππ
−

 

2

π
− 

���y��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

2-�
�����./���!�01
#	��+����%��	�� !"#$�������������)(sin)(
x

xf
++−

=�����'(�� �����

�)*
��

����),[],( +∞−−∞= ++ �fD�������)(sin)(
x

xf
++−

=��

���"	�
+
+

+ ≤≤−
x

��

�%��	!� �$�'=�>�?$�@����0��_#D
��

�
+ +

�

+
===

−

+
→

−

+∞→+∞→
)(sinlim)(sinlim)(lim u

x
xf

uxx
��

�
+ +

�

+
===

−

−
→

−

−∞→−∞→
)(sinlim)(sinlim)(lim u

x
xf

uxx
��

�`X�A�N1�=yI( �%��	�AB� �?$�@�����

�
+

+

+

�

�
<

−

−

=′

)(

)(

x

xxf��

�'�
�9� ����7B$�%��	�� !"#$�C���A����� �AJ�K$��� "#D���!� �$���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

∞+����+����+4����∞−��x��
��4��������4����y′��

�����

�

π
��

��

�

π
− 

 ���y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

23�
������ab9��+����+����	�� !"#$�������������"%� 
1T���D��7��c���������'(�� �����

π≤≤+= ��� xxxy ;cossin��V��
�

32�

−

+−
=

x

xx
y��6J ��

π≤≤
+

−
= ��

+

+
x

x

x
y ;

cos

sin
��d��

��

�
�

�

−+

+
=

xx

xx
y��;��

�����
+−+= xxxy��e��

�)*
��

�6J 
��

���}{�−= RD��������������
�

32�

−

+−
=

x

xx
xf )(��

±∞==
−

+−
=

±∞→±∞→±∞→ x

x

x

xx
xf

xxx

��

�

32
limlim)(lim����������������=x'=�>�?$�@�����

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 

�=y 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

�����I( �)1���?$�@��� � !�%��	�GH����P"Q������������C���A��
�E���R
S�������!�T ��* ��U1�V�"O������!��������I#9W>�R��WX�GWH

I( �)1���?$�@��Y�C�M$�
:O���$���A>����Z�1 �[
C����'�9B	��IC !�'�D "X�����01 ������

�����)1���?$�@���−= xy���

2�
�

2

�

32+�� �
�

�

�

�
== →

−

−
=

−

+−−−
=′

=′
xx

x

xx

x

xxxx
xf

xf
,

)()(

))(()(
)(

)(
��

��

��

��

(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� '����A��'���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

∞+����2����+���������∞−��x��
5�����4��||��4�����5��y′��

∞+����2��

min��

��∞+
∞− 

 24��

max 

 ∞−��y��

 

-11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

-14

-13

-12

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

y

 

min 

�−= xy 

�=x 

max 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

�;
��

���}{�−= RD��������������
��

�
�

�

−+

+
=

xx

xx
xf )(��

'=�>���D�?$�@�  �+��+����
−==→=+−→=−+ xxxxxx ,))((����

�AB� �?$�@�++
��

�
�

�

�

�
=→==

−+

+
=

±∞→±∞→±∞→
y

x

x

xx

xx
xf

xxx
limlim)(lim����

+
��

��

��

������� �
����

��
−= →

−+

−−
=

−+

++−−++
=′

=′
x

xx

x

xx

xxxxxx
xf

xf )(

)()(

))(())((
)(��

����� �
−==→=+→= xxxxxf ,)(��

��

��

��

�	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� '����A��'(�� ��%����

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

∞+���������+4�����4����∞−��x��
4����4�����5����5��y′��

+����∞+

∞−
��

��

2

+
��

max 

 
∞−

∞+
 

 +��y��

 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

 

max 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

�e
��

���),[],( +∞−∞=→≥+− �+����
�fDxx�����������

+−+= xxxxf )(��

!� �$�'=�>�?$�@��%��	���

�

�
�

�

�
+���

−=
−

++=+−+=
+∞→+∞→+∞→+∞→

xxxxxxxf
xxxx

lim)(limlim)(lim��

�

�
� −= xy)1���?$�@������

�

�

�

�
++�

=
−

+−=−+=
−∞→−∞→−∞→

)(limlim)(lim xxxxxf
xxx

��

�

�
=yAB� �?$�@������

���

�����

���

��
+

�

�

�
+−

−++−
=

+−

−
+=′

xx

xxx

xx

x
xf )(

����������� ���
+−=+−→=−++− →

=′
xxxxxx

xf )(
��

!� �$��E1���� �F�E���&3����2 ��
=→+−=+−→ )()( xxx��

�������AZ#��[�B$++�� == )(,)( ff��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

∞+���������+����∞−��x��
5����4��y′��

∞+���������+  

�

�
��

y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�GL(����D�?$�@�� ��� ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�V
��

π≤≤+= ��� xxxxf ;cossin)(��

!� �$�?$�@���$"8_�D�%��	���

�
�

�
�

�

π
=

π
=

→= →

=− →−=′

÷

=′

�

-
��

���
�

x

x
x

xxxxxf

x

xf

cot

sincossincos)(

sin

)(

��

�AZ#��[�B$),( �����),( +
�

π
���),( �−π���),( ��π��

��

��

��

-1 1 2 3

1

2

3

4

x

y

 

�

�
� −= xy 

�

�
=y 

∞+��π�����

�

-π
��

��

�

π
��

�����∞−��x��

��5�����4�����5����y′��

��������4��

min 

 ���

max 

 � ��y��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�Y�V 
��f	�����������"	������A��1��7B$�U#��������

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�d
��

π≤≤
+

−
= ��

+

+
x

x

x
xf ;

cos

sin
)(��

����'=�>�?$�@�π=→−=→=+ xxx +�+ coscos��

�� +

+

+

++

)cos(

cossin

)cos(

)sin)(sin()cos(cos
)(

x

xx

x

xxxx
xf

+

−−
=

+

−−−+−
=′��

�

�

2
�+�+

�
=

π
−→=−→=−− →

=′
)sin(cossincossin

)(
xxxxx

xf
��

�
�

�
�

�

π=→
π

=
π

−

π
=→

π
=

π
−

→

xx

xx

2

�

2

�22��

π=xI9�$���� !�"g����I( �'=�>�?$�@�����

��

-1 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

 

max 

min 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

���������� 

 

AZ#��[�B$),(
�

+
����),( �

�

�π
��),(

�

+
�π��

��

��

��

���A��1��7B$�U#����'����A��'(�� ��%��	�� !"#$�Y�V 
��f	�����������"	�������

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

,,,��

2&�
���������ab9���������+���� �B�a���b��������%��	�� !"#$���������;�S�$ �! �� �P��Q� ��f�����7��c����
bx

axx
y

+

++
=

�

�

�

+
�

T�V�"O�����C���
1���

��

��

��

x 

y 

∞+��π���

�

�π
��

��π����

�

π
��

���∞−��x��

����4������5�����4����y′��

��

�

+
��

���

��

 ∞+∞+
 

 ���

max �

+
 

��y��

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

x

y

 π=x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�� 
8�$ ���)�9$ 
:1!�;�9*��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������)<��( 

���������� 

��)*
������"h��
��%��	�� !"#$�P"Q�x��I( �.�#���D���������WJ!�N��GWH�=)(xf��AW�N1��+�
=++ axx��������EW1��� � !�

�6��g����A:����I( ���

��2� �
±=→=−→=∆ aa��

I( �A:���6��g�����E1���"i���GH
��

��
�

�
�

>→>→<
−

= a
aa

x��

�N1�� �B��A�=aI( ��"M>�)��>�����

���A�
i�T 
�

+
=

±∞→
)(lim xf

x
���GH�Y

�

+
=y����������������)Wh��j�B�>!��D�k
���"h�����A�h���A>/	�)h��P"Q���I( ��"M>�)��>�

��"h�����AB� �?$�@��A>/	y( ��D�I���GH
�

+
� =)(flJ�� ��

�
�

++
=→= b

b
��

,,,��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


 

�� ����� � ��	
�� ��
� ��� �� ��
�����
��������� �� �
���� ����
���� �

� !" �#$% &'(��)� 
*��
+, �
)�
-���. / ��)0��
1 2 ���3 
4��2 �� 5 6 78 789 �

:;<=>?= �

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���������	
����

�����������	�
���
���������
��
������
���������	����������� !���	"#"����$�%���&�'(�)�*�'%
�(��"����+���,-�)�	,�.�

��	,,�&���,,/)������,,�����0,,1�#��2�������(�,,3��%,,
�����,,
���

4)�56≥= )(xfy�����#���7�)���x����()���'��],[ ba�������,���5�	,�

��������'�-�8%/��9�����"&�9��.������������	,1�%)����,:��/���,)�9;,���
���(���

�������������<�=>�����������������)����?�%@������A
��(%B�	���������������

�����������������,")�?�,�%������
:��?�%@����A=��<�=>��C
%D��
�������'(%&����1

(%&�A
$��E.��

FFF��


��
���
����������

G�3H��I
�3����%)n�(�J�naaaa ,...,,, KLM(%&�'(�>�1��%
��(�3��������5�	��.��

*�3@
1�A
���E�	�ia��M��5�n����������������+��
=

=++++

n

i
in aaaaa

M
KLM ...��

��N
%:5�O%P�m�n����(��J����&��"-�)�Q
#Rnm <���f���������Q
#,R�(��J����%)��&��-�)�	:)�5�nmmm ,...,,, LM ++�

�(�3����-�)�'�-�N
%:5�
=

n

mi

if )(4)�5�%
(�S��43T�9R���%@�����f��-�)�	��(��J���
���(.��

)(...)()()()( nfmfmfmfif
n

mi

++++++=�
=

LM��

�"����	��UV��31��(��3@
1����0J�G�3H�� �)��������5��
���1����31����0J��&.��

���T�5�O�(�3���(�
=

n

mi

if )(��W%�i�������(�J��(�����")�43T�X
�������m���n�������"����	����")�43T�(�������*�.m������

�,B�������

�n�"����	��7�)�������+.��

?�Y�MO���

b a 

)(xfy = 

A 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�?�%@������9
���%>
(�Z���.....................................................................................................................�...............�9;���=V 

�������� 

L[\]^_KLM
\

M
=++++++=�

=i

i��

?�Y�LO���

[]]^_K LLLL
]

K

L
=+++=�

=

)()()()(

i

i��

������
��
����
�����

�43T�(�3��N
%:5��)��T�5��)�*��3@
1�+����5�	����$�	P`
��(�3���
����%)����%
�(%&���
).��

Rkifkifk
n

i

n

i

∈= ��
==

�������������

��

)()(*�M��

a�Y��O��
==

=

��

�

�
��

�

�

ii

ii ^^��

���
===

±=±

n

i

n

i

n

i

igifigif

���

)()())()((*�L��

a�Y��O�����
=====

+=+=+

��

�

��

�

�
��

�

��

�

�
��

�

�

iiiii

iiiiii ^^^ )(��

Rkknk
n

i

∈=�
=

������������������������

�

.*�K��

a�Y��O)(^[^ =�
=

�

�i

��

Rkkmnk
n

mi

∈+−=�
=

���������)(*�_��

a�Y��O)())(( ^\^MKb^ =+−=�
=

�

�i

��

���
=+==

=+

n

mi

n

pi

p

mi

ififif )()()(

�

*�^��

a�Y��O���
===

=+

��

�

�
��

�

	

�

�

iii

iii
L��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�'�""&��
=5�O.................................................................�................................................................�.......................�%��J�%)�T 

�������� 

 

��
+

+==

−=

kn

kmi

n

mi

kifif )()(*�]��

a�Y��O��
==

−=

�	

�

�
��


�

� 	

ii

ii )(��

��
=

+

+=

+=

n

mi

nk

kmi

kifif )()(*�\��

a�Y��O��
==

+=

��

�

�
��

�

�

ii

ii )( K��

��T�5�O��$�	P`
�]��\��$�X
��������cd����'�J�e�����*�(��������cd��+�"����	�.��

���
==+=

−=

m

i

n

i

n

mi

ififif

MMM
)()()(�*[��

�a�Y�O ���
===

−=

_

M

L
M6

M

L
M6

^

L

iii

iii��

�����)()())()(( mfnfifif
n

mi

−+=−+�
=

M�*�b��

��T�5�O����	P`
���
��	B����5���'�J�e*<�f(������e+�"����	��.�����������������������

a�Y�O��

����������
� �

�

�

�

=−=−=−+=−+=
+

��
==

)log()log()log()log()log)(log(log

kk

kk
k

k
��

��T�5�O�3@
1�(�3��g3&��)�43T�9R������01�#�(�����	@��)�X
�����)�9R������S����.�	":
O��

��
==

=

n

mj

n

mi

jfif )()(��

�a�Y�O��

��
==

+
=

+
�

�

�

�

��

ji j

j

i

i
loglog��

FFF��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�?�%@������9
���%>
(�Z���.....................................................................................................................�...............�9;���=V 

�������� 

���� !9R���� �
= =

=

�	

�

��

	i j

kA�
)�
)����.��

9�O��

kkkkkA

iii j

�����	���	��
�	

�

�	

�

�	

�

��

	

=+−==+−== ��� �
=== =

)()(��

���� !�%P������

�

−=−�
=

n

i

i)(�-�)�.�9R���
=

+

n

i

i

�

�� )(�
)�
)����.��

9�O��

������
�

�
������

�����
�

��
�

�
�
���������

���

���

=××+=
+

×+=+=+∴

=→−=+→

−=
+

×→−=−→−=−

���

���

===

===

)(
)(

)(

)(
)(

nn
nii

nnnn

nn
nii

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

��

�T�5O��

�

�

�

�
���

�

)()(
...

+
=→

+
=++++ �

=

nn
i

nn
n

n

i

��

���� !�
"&��)�h����	B����5���'�J�e��.��

9�O��

)()(

)(...)()()()(...)()(

))(...)()()(())(...)()((

))()((

mfnf

nfmfmfmfnfmfmf

nfmfmfmfnfmfmf

ifif
n

mi

−+=

−−+−+−−++++++=

++++++−++++++=

−+�
=

M

LMMLM

LMMLM

�

��

���� !���&��
"&��)�h�	B����5���'�J�e�g3&��)��

nnnii
n

i

KKMKK LK

M

L
++=++�

=

)(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�'�""&��
=5�O.................................................................�................................................................�.......................�%��J�%)�T 

�������" 

 

��9�O��

nnnnniiii
n

i

n

i

KKMMMMMMKK LKKKK

M

KK

M

L
++=−+=−+=−+=++ ��

==

)()()())(()(��

����� !9R����
= +

bb

M6
L

M

i ii
� �
��i��1(��)���.��

�9�O��

M66

b

M66

M

M6

M

M66

M

bb

M

MK

M

ML

M

ML

M

MM

M

MM

M

M6

M

M

MMM bb

M6

bb

M6
L

=−=−++−+−+−=
+

−=

+
��
== ii iiii

)(...)()()()(��

����� !�
���

�





��

�

	�

�

��

�

×
++

×
+

×
+

×
=A����������
��

������

�
=

+
=

×
++

×
+

×
+

×
=

b

� �

�

���

�





��

�

	�

�

��

�

k kk
A

)(
��

M]^

M6]

bb

bbbb

bbb

bb

=+=
+

−
++

−−
+

−=

+
−

++
−−

+
−=

+
−

+
−−

+
−=

+
−

+
+

+
−=

+
−

+
+

+
−=

+
−=

+
=→

+
−=

+

����

���

��

====

===

==

��

�

	

�

��

�

��

�

�

�

�

�

�

�

��

��

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

��

�

��

�

�

�

��

�

�

����

���

��

)
)(

()(

)
)(

()()()(

)()()(

)(
)()(

kkkk

kkk

kk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkk
A

kkkk

��

FFF��

�#$%�&�'��
(�)*�����

������������")�43T���$�?��%������(��:5��3�e��
���(���A
"&�	����
)����.��������������	,��
����%S�,1��9R��g3&��)��$�?��%���
��	��35

�"��$���0h��9)�e��3@
1�(�3����$�	P`
�.��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�?�%@������9
���%>
(�Z���.....................................................................................................................�...............�9;���=V 

�������+ 

n
n

i

=+++=�
=

MMMM
M

...*M��

nkkkkk
n

i

=+++=�
=

...

M
�*L��

L

M
KLM

M

)(
...

+
=++++=�

=

nn
ni

n

i

�*K��

]

MLM
KLM LLLL

M

L ))((
...

++
=++++=�

=

nnn
ni

n

i

�*_��

LKKKK

M

K

L

M
KLM )

)(
(...

+
=++++=�

=

nn
ni

n

i

�*^��

��

����
��

�

� ))((
...

−+++
=++++=�

=

nnnnn
ni

n

i

____ KLM*�]��

M
M

M
M MKL

M

M
≠

−

−
=++++=

−

=

−
� r

r

r
rrrr

n
n

n

i

i ;...*�\��

��
%35�O�9R���
=

b

_

K

i

i��1(��)�����
��i.��

�9�O��

MbL^M66L6L^M6_^
L

M__

L

Mbb LLLL
_

M

K
b

M

K
b

_

K
=−=−=

+
−

+
=−= ���

===

)()()
)(

()
)(

(

iii

iii��

FFF��

��

��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�'�""&��
=5�O.................................................................�................................................................�.......................�%��J�%)�T 

�������, 

 

�-.���
(����� �/	��

M�O��*���j�?�Y�LM[+����������0J��$�X
��������cd������e�g3&��)��
=

+

M\

K

LM
i

i�����������g,
��i��

�,B�X
�����&��
�
�")����D����

�-�).��

�9��O��

���
=

−

−==

++=++=+

M^

M

L
LM\

LK

L
M\

K

L KMKMM
iii

iii )()(��

L�O��*k�&��(��
%35�j�LM[+���0J��
+=

+

ML

M

K

ai

ibf )(����R��)�����
=

n

i

if

M
)(�
�
�")�*.Na∈+��

�9�O��

���
−

=

−

−+=+=

++=++=+

a

i

a

aaiai

ibafibafibf
ML

M

K
ML

M

K
ML

M

K )()()(��

FFF��

KO���*?�Y��j�LLM+%P��nm ≤≤M�
"&��01�#���.��
+=

+−

n

mk

kk

M

L K_] )(��

�9��O��

nnnn
nnnnn

kkkk
n

k

n

k

n

k

n

k

LLK
L

M
_

]

MLM
]

MK_]K_]

LK

MMM

L

M

L

++=+
+

−
++

=

+−=+− ����
====

)
)(

()
))((

(

)(

��

)()(

)()()(

mmmnnn

kkkkkk
m

k

n

k

n

mk

LLLL

K_]K_]K_]

LKLK

M

L

M

L

M

L

++−++=

+−++−=+− ���
==+=��

FFF��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�?�%@������9
���%>
(�Z���.....................................................................................................................�...............�9;���=V 

�������0 

_O���*��������M�jLM+�
$(� �)����43T�(����%$��(�.��

�
=

π
k

n k

n

M K
sin*�\���

−

=
+

−
M

M M

Mn

i

i

i

)(
*�_���

=

_

M

K

i

i*M��

�
=

−n

k

k

nk

e

L
*�[���

= +

−
n

i

i

iK
LL

L

)(

)(
*�^���

=
+

M66

M

K

Mj j

j
*�L��

��
�
=

n

j n

j

M
K

L
*�]���

=

n

i

i

M
K*�K��

�9�O��

M66[ML\[M_KLM KKKK
_

M

K
=+++=+++=�

=i

i*�M��

M6M

M66

_

L\

K

[

L

M

MM66

M66

MK

K

ML

L

MM

M

M

KKKKKM66

M

K
++++=

+
++

+
+

+
+

+
=

+
�
=

......

j j

j
*�L��

nni
n

i

Kb]KKKKLKMKK
M

++++=++++=�
=

...)(...)()()(*�K��

L

MK
KLMK

)(
)...(

+
=++++=

nn
n��

nni

nnn

i

i MMKLMM

M

M

_

M

K

M

L

M

MM

M

MK

M

ML

M

MM

M

M

M −−−

=

−
++−+−=

+−

−
++

+

−
+

+

−
+

+

−
=

+

−
�

)(
...

)(

)(
...

)()()()(
*�_��

LL

^

L

_

L

K

K
L L

L

L^

L

L_

L

LK

L

L

L

)(

)(
...

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

+

−
++

+

−
+

+

−
+

+

−
=

+

−
�
= ni

nn

i

i

*�^��

LL

L

_]

KL

K]

M]

L^

[

)(

)(
...

+

−
++

−
++

−
=

n

n

���

K

L

K

L

K

L

K

L

M
K

L KLM

n

n

nnnn

jn

j

++++=�
=

...*�]��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�'�""&��
=5�O.................................................................�................................................................�.......................�%��J�%)�T 

�������1 

 

LK
LLLL

K ]

MLM

]

MLMM
KLM

M

n

nnnnn

n
n

n

))((
)

))((
()...(

++
=

++
=++++=��

k

k

kkkk

nk

n KK

K

K

L

KKM

π
++

π
+

π
+

π
=

π
�
=

sin...sinsinsinsin*�\��

)...(
)(

...
)()()( n

nn

k

k

neeeennn

e

n

e

n

e

n

e

nk

e M

K

M

L

MMM

KLM KKL

_KL

L
+++=+++=

−−−−

=

−

�*�[��

FFF��

^O���*��������L�jLM+�
�
�")��3@
1�(�3�����'(�>�1���)����%
����$�43T���*�.�-�)�	3��(%>)�%;#"��Z��T+.��

n
xxxx +++++ ...KLM*�^��b[\]^ ++++*M��

n
xxxx
LKLM ++−+− ...*�]��*L66��)������+LLLL ++++ ...*L��

L

MM

M]

M

b

M

_

M
M

n

n−
−

++−+−
)(

...*�\��LLLLL bb^_KL −+−+− ...*�K��

n

n

LM]

_

[

K

_

L

L

M
+++++ ...*[��bbKL M66_KLM xxxx +++++ ...*�_��

�9�O��

�
=

=++++

b

^
b[\]^

i

i*M��

*L66��)�����+�
=

=++++

L66

M
LLLLL

i

...*L��

�
=

−=−+−+−

bb

L

LLLLL LMbb^_KL
i

ii)(...*�K��

�
=

−
=+++++

M66

M

MbbKL M66_KLM
i

n
nxxxxx ...*�_��

��
=

+

=

−
==+++++

n

i

i
n

i

in
xxxxxx

6

M

M

MKLM ...*�^��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�?�%@������9
���%>
(�Z���.....................................................................................................................�...............�9;���=V 

�������23 

�
=

−=++−+−

n

i

iin
xxxxx

L

6

LKL MM )(...*�]��

�
=

−−
−

=
−

++−+−

n

i

in

in M
L

M

L

M MM

M]

M

b

M

_

M
M

)()(
...*�\��

�
=

=+++++

n

i
in

in

M LLM]

_

[

K

_

L

L

M
...*[��

FFF��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�	
��
������
���

�����	���������
�)(xF
��
�)(xf�����)(xF���������
�������� �!������"�#�$������
�������%������	�)(xf�������&���'��������&��

��(")����

�= dxxfxF )()(��

����*+�����,-��.�)	�&��/�0��#"��
������&���
��������*+��12��3�
�����
����

��

��

��

������
���xxf �=)(���	������)(xF����������,-��.�)	�&��&��04���)(xF�����
"5����)	�5��&2"����)	�&�����

RccxxF

xxF

xxF

xxF

∈+=

+=

+=

=

��������

�

�

�

�

�

�

�

)(

............................

........................

)(

)(

)(

��

6"
������������)	�#"��7�+	�5��
����
"5����	�3xxf �=)(�"4�&��,0�������

� � +===→

=

cxxdxdxxfxF

xxf

��

�

)()(

)(
��

������
���xxg sin)( −=���	������)(xG�����������,-��.�)	�&��&��04���)(xG�����
"5�*2��������)	�&�����

RccxxG ∈+= ��������cos)(��

�89
��

� � +=−==→

−=

cxxdxdxxgxG

xxg

cossin)()(

sin)(
��

                                                 
�

����	
���
����������������������������������������� ��!�" 

)(xF )(xf 

)()( xfxF =′ 

)()( xFdxxf =� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
�����'�*�(��
-":�;�(<��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������* =���> 

��������� 

������&?�?<�:���c������&���
�����
�����,��@�������

����������	���
�����5��
������,0��AB�'�)(xf�:)!����C�:�D��6"
���������)(xf6�0��&���&�$"
��

)())(()())(( xfcxF
dx

d
xfdxxf

dx

d
=+→=���

EEE��

�
�������������� ������

������&+��,�
�����	�,��@�F"
B��
�����
�����*+���:���
�":�G��H������

� �= dxxfkdxxkf )()(��

:
��I��!�.4�5���"�:�:���?������
�����,�J��*!�:����.�)	�&�����,��@�F"
B�&�$"���

G�H@��
��

)())(())(( xkfdxxf
dx

d
kdxxfk

dx

d
� � ==��

�������
������
H���+��������	���>��
H���+����
�����,0��
��
������4�5��K"�
�����
�":�G��H������

� � �+=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([��

G�H@�
��

)()())(())(())]()([( xgxfdxxg
dx

d
dxxf

dx

d
dxxgxf

dx

d
+=+=+� ����

��

EEE��

��

��

��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������! 

 

���������"��	�������
���

��#$%�&�'%��������
�($%�&�)*+#��

� += caxadx��

���,�������;�(<����
"5�������
��������

=�dxL�I��=� dx�L�M9���

��=�edxL�;��

��#�����-,��.��'%��������
���

�
����−≠n�������������������������������������������������������� +
+

=
+

cx
n

dxx
nn �

�

%
�������

�
���−=n�������������������������������������������� � +==
−

cxLdx
x

dxx n ||
%��������

���,�������;�(<����
"5�������
��������

� =dxx )(
� �L������ =dxx

��L�M9���

� =−++ dx
x

xx )( #
�

��
�

�L�'��� =++ dxxx )( ��� �L�;��

� =−+− dxxxx )( ��
� �L�5��� =+ dxxx )( ��L�I��

� =dx
x

�
L�N��� =dx

x
)(

�

�
L�:��

��������

n

n
a

a

−
=

�
L��O�����������������������������������������������������n

m
n m

aa =L���%��

�/0��&�$"���
�����,��@����?��.�)	�&��3�����#�$���P?��K"��:���9'�����	����?��
���c:
��#��$	�Q���������

���,������	�5��&9�
�������� �
++= xxxf )(�R�5�������������������=x
��
��S:)�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
�����'�*�(��
-":�;�(<��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������* =���> 

��������1 

�	2����		2��3 4��%���	�������
���

�
��u�F(<�
��
"8T������&$��	�x�'�du����	�*�(��
-":�u,�)��.�)	�&��G�)U�#"���:�3�����
��

�
���−≠n�������������������������������������������������������� +
+

=
+

cu
n

duu
nn �

�

%
�������

�
���−=n�������������������������������������������� � +==
−

cuLdu
u

duu n ||
%��������

���,�������;�(<����
"5�������
��������

� −≠=+ ������������������ mdxbaxk
m)(L������ =+++ dxxxx )()( �$���� �%�L�M9���

� =+ dxxx
�&�)(L�'��� =+ dxxx )()( �''� ���&&L�;��

=

++

+

� dx
xx

x

���

�$

�

�

L�5��� =+++ dxxxx )()( ���$ (�L�I��

=

+
�

�

��&

�
x

xdx
L�N��� =− dxx

��� )(L�:��

��	�������
����������"������)���

!#����-���'%���������
����

6����&���:�-�0��
"5�V��'��5��&	�WXW�����)	�5���
�����
������:���

� += cxLxdx n |sin|cotL�Y��� +−= cxxdx cossinL�%��

�� += caxL
a

axdx n |sin|cot
%

L�Z���� +−= cax
a

axdx cossin
%

L�O��

� +=+ cxdxx tan)tan( ��L�[��� += cxxdx sincosL�\��

� +=+ cax
a

dxax tan)tan(
%��L�%]���� += cax

a
axdx sincos

%
L�^��

� +−=+ cxdxx cot)cot( ��L�%%��� +−= cxLxdx n |cos|tanL�S��

� +−=+ cax
a

dxax cot)cot(
%��L�%O��� +−= caxL

a
axdx n |cos|tan

%
L�_��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������5 

 

���,�����
"5�������
�����������H0�`�����

=� dxx)(cos�L�_��=+� dxxx )cos(sin�L�%��

=� dxx)(sin�L�Y��=� dxx)(sin ��L�O��

=� dxx)(cos�L�Z��� =++− dxxx )cossin( %#��L�\��

=� dxx)(tan�L�[��� dxx)(cot ��L�^��

=� dxx)(tan#L�%]��=� dxx)(sin�L�S��

��

�����������������������:
����:�-�0��.�)	�&��Q���
�a���
��a	�b'��5��&	�WXW�����)	�5���
�����
������:�G�c'��&������������.�)�	�&����#���d+�

:
����2��.4��'�(��&$��	�������	�
��a	���
�����&	�WXW��V��'����

���,��������H0�`�����
"5�������
��������

=� dxxx )sin.(cos %L�Y��=+� dxxx )cos(sin ��L�%��

=� dxx)(cos �L�Z��=+� dxxx )cot(tanL�O��

=� dxx)(sin�L�[��=++� dx
xx

)cottan(
��

� ��L�\��

=� dxxx )cos.(sin �#L�%]��=+� dxx)cot( #�L�^��

=� dxxx )cos.(cos ��L�%%��=� dxxx )cos.(sin��L�S��

��=−+� dxxxxx )sin(cos)cos(sin ��L�_���

���,��������H0�`�����
"5���
��������

dx
x

x
�

+ ��

�

cos

cos
��

*<
��

dx
xx

x
dx

x

x
dx

x

x
)

coscos

cos
(

cos

cos

cos

cos

��

�

�

�

�

�

�

�

���

��

��

� −
+=

−+

−
=

+
�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
�����'�*�(��
-":�;�(<��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������* =���> 

��������6 

cxxdxx +−=+−= � tan)]tan([
�

�
�

�

�
� ���

���,��������H0�`�����
"5���
��������

dx
x

x
�

cos
��

*<
��

dx
x

duxu

cxcuduudx
x

x
dx

x

x

O

O
O

�

���

=→=

+=+=== ��� sinsincos
coscos

��

���,��������
����������H0�`�����
"5���

� =dx
x

x

S

\

cos

sin
��

�*<
��

cxcuduu

dxxxdx
xx

x
dx

xx

x
dx

x

x

+=+==

+===

�

� ���

^^\

O\
O\

\

O\

\

S

\

^

%

^

%

%
%

tan

)tan)((tan)
cos

)(
cos

sin
(

cos.cos

sin

cos

sin

��

dxxduxy )tan(tan O%+=→=��

���,��������H0�`�����
"5���
��������

dx
x

x
�

+
O% tan

L������������������������������������������������������;� dxxx cossinL�M9���

1�#'%���������
����,
���

6����&���:�-�0��
"5�V��'��5��&"�+�����)	�5���
�����
������:���

� += c
anL

a
dua

n

nu
nuL�O��� += c

anL

a
dxa

n

nx
nxL�%��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������7 

 

���,��������H0�`�����
"5�������
��������

� =+
+

dxx
xx )()( ���

�
L�\��� =dxa

x��L�%��

� =xdxe
x cossinL�^��� =dxe

x�L�O��

��

5�#����-���8�9
��'%���������
���

6����&���:�-�0��
"5�V��'��5��&	�WXW��/)2$�����)	�5���
�����
������:���

� +=

+

−
cx

x

dx %tan
��

L�[��� +=

−

−
cx

x

dx %sin
��

L�%��

� +=

+

−
cu

u

du %tan
��

L�%]���� +=

−

−
cu

u

du %sin
��

L�O��

&���
�

��
>+=

+
�

−
ac

a

x

axa

dx %tanL�%%���&������
��

>+=

−

�
−

ac
a

x

xa

dx %sinL�\��

&���
�

��
>+=

+
�

−
ac

a

u

aua

du %tanL�%O��&������
��

>+=

−

�
−

ac
a

u

ua

du %sinL�^��

� +=

+

− −
cx

x

dx %cot
��

L�%\��� +=

−

− −
cx

x

dx %cos
��

L�S��

� +=

+

− −
cu

u

du %cot
��

L�%^��� +=

−

− −
cu

u

du %cos
��

L�_��

&���
�

��
>+=

+

−

�
−

ac
a

x

axa

dx %cotL�%S��&����
��

>+=

−

−

�
−

ac
a

x

xa

dx %cosL�Y��

&���
�

��
>+=

+

−

�
−

ac
a

u

aua

du %cotL�%_��&������
��

>+=

−

−

�
−

ac
a

u

ua

du %cosL�Z��

���,��������H0�`�����
"5�������
��������

� =

+
�% x

dx
L�\��� =

+
��

�

x

dx
L�%��

� =

−
�'� x

dx
L�^��� =

−
�# x

dx
L�O��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
�����'�*�(��
-":�;�(<��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������* =���> 

��������: 

���,�������;�(<����
"5���
��������

�
+

dt
t

�#�

�
��

*<
��

dtdutu

ctArccuArcdu
u

dt
t

dt
t

��

�
�

�

��

�

#�

�

���

=→=

+=+=

+

=

+

=

+
��� )tan(tan

)()(��

EEE��

��	�������
�����)�����"�*;< 

� += cuduu
�

�

�
L�_��� += cedxe

xxL�%��

cdx
x

x
a

x
a +=� loglog

�
L�Y��� += cedue

uuL�O��

cdu
u

u
a

u
a +=� loglog

�
L�Z��� += cxLdx

x
n ||

�
L\��

cxxLdxL xn +−=�L�[��� += cuLdu
u

n ||
�

L�^��

cufdxufu +=′′� )()(L�%]��� += cxdxx
�

�

�
LS��

EEE��

�������:�+��dx:
���G�)U��
�����
�����*+��.4����,H(���"������,0���
�a���������:�.������
������:�����:��89

,0����'
B�:�+��#"�������)	���
��������H0�`���������)	�
"5�������)+��������

cyxcyxdxyx +=+=�
\\O O

\

_
_L�M9���

cyxcyxdyyx +=+=�
OOOOO \

O

_
_L�;��

�=>����%����,��������H0�`�����
"5�������
���������

=−++� dyyxbyax )( %\ OOOOL�O����������������������������������=−++� dxyxbyax )( %\ OOOOL%��

EEE 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

	
��
������������
��������

��������
������������������������ ��!��"#�$�����

%�
�� ��!��&'(���)������*!��
�����$��������+�+�������,��-$.�������������/������0�
��1 (����

2�
����������!�� ��!��, 3��4)��������������

5�
�����
)��������%R������6������2R����������7�8
��

 ��!�2R≤ ��!�%R���

9�
������������
)R��)��:�����4:��/n��	��1������;<����)��������������7�8
��

 ��!�nR++ .... ��!�5R= ��!�2R+ ��!�%R=� ��!�R��

===��

���
����������

������ �0��	���������>
?f����������],[ ba������:(#�@�������A�
B	�����C�
7:��0��	�D�B�f���a��	�b����68����

�E�#.����
b

a
dxxf )(��)�����F��4������������A�
B	�
���E�#.������

�AG�� 
0��	�
��f����������],[ ba�������$��������:(#�@��/����#4�

H��� 0��	�#-���x����� �)�� 1���� ���-�� ��!��E�#.�D��� ��� ,

���-��)(xfy =�#-����x�I#'J�����)�ax =��bx =����

0��	�D�B��C�
7:��f���a��	�b������������

��

�K�
0��	�
��f����������],[ ba�������$������:(#�@� �/�0��	����#4�

�#-�� D���@x����� �)�1���� ���-�� ��!�� �� ���
L� E�#.� D��� ��,

� ��-��)(xfy =-�� ���#x� I#'J� �� �)�ax =��bx =����

0��	�D�B��C�
7:��f���a��	�b������������

���!��� ��������������M.�?�����:(#�@�0��	����D�B��C�
7:����],[ ba��� (���+�+������������#4)����#-���H���0��	����#4��
��x�

�#-��D���@�
����� NO�����D�B��C�
7:������+��,������)x����)�#J��$������C�
7:������+��,������)�����

b a 

)(xfy =��

b a 

)(xfy =��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������"# 

�$%� ������a�������D���@�������b���������D�B��C�
7:����H������������

�&'� ��

�(������#-���H���0��	����#4��
���x�����������#-��D���@�
����� NO�����C�
7:������+��,������)�x�����������
SL��$������C�
7:������+��,������)�

T�)����,���3�4)����PU����B����G�������>
?� NO����

"(�����������������S)� 4!L�D���������
)� ��!��,�68�C�
7:���D��B	���
�,���������P�U3	� 4!L���R�������8� (�����������
���

������������#-���H��� 4!L�
)��U���������#	������T���8���� (��x�����������������S:?
��
V���������W#�
����#�� �X�,�����68�D���@�����)�

�04�T�������D��B	����P.����������
N����

)(�����������#-��������#4���LX	�P-��D��B	���
�������"�H�
���x�����+���)�y������������������S�8� (������G��B������)����
L�
$.�
��
�����

�����P����

���*� �
����� += xxf )(���+�,������
�

�
dxxf )(����8� (���������

�P��
��

Y5

5%

|

|
)(

y

x
xxf ��� +=��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

 

A 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������"� 

 

������A (���+���Z��� (�� NO��D�B��C�
7:���[@� (���)�C#W��#-���H�����

%\2Y5
2

%
=+= ))((A ��!���+���Z���

%\==� Adxxf
�

�
)(��

���*� �
����� −= xxg )(���+�,������
�

�
dxxg )(����8� (���������

�P��
��

%]

2\
]

−−
−=

|

|
)(

y

x
xxg ����

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

������A (���+���Z��D���@�����D�B��C�
7:���[@� (���)�C#W��#-���$� (�����

^2]%
2

%
=+= ))((A ��!���+���Z���

^−=−=� Adxxg
�

�
)(��

��

-3 -2 -1 1 2 3 4

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

x

y

 

A 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������"" 

���*� �P.���� −
��

�
�

�
dx

x
)(����8� (���������

�P��
��

52

%22
5

2 −
−=

|

|
)(

y

xx
xf ���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��������)�B���A���:!)�����;G��T_�L�`MO�����������A����������D���@�B (���)�C#W��#-���H������

929
2

%
== ))((A ��!�������;G��T_�L�`MO���

a5^
2

%
== ))((B ��!������;G��T_�L�`MO����

]a9 =+−=+−=−� BAdx
x��

�
�

�
)(��

===��

��

��

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

 

A 

B 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������") 

 

���*��+
����,� ����8� (������
�����)�C�
7:������

� −−
�

��
�� dxx ||||/�]��� +

�

��
� dxx )]([/�5��� −−

�

�
�� dxx )|(|/�%��

��
�
�

��
dxx |][|/�9��� −

−�

��
�

�

�
dx

x
)

||
(/�2��

��

���*� �
���PU�������#	�����
	

��
dxxf )(����8� (���������

��

��

��

��

��

��

��

��

��

���*� � (�����������������)�C�
7:���
���PU�������#	��������8���

��

��

��

��

��

��

===��

�
�

�
dxxf )(/�AG���

��

�
��

�
dxxf )(/�K��

��

�
��

�
dxxf )(�/b��

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������"- 

��<�:��
��� (��������,D�B��C�
7:���A�
B	������#	���0��	�
)���
��������fT����
��

� =
a

a
dxxf �)(��

...��

�$%� ��������������������'J�0��	���� (��DU4���:L��c#?���)�D�
4	�����N(�-����)�d���������������������,������'J�
�e�0��	�
���C��

�����fL��������������#4�����$:(��D�B��C�
7:������N(�-����
��C�
7:�����P�!��
$���K�!���(�(��"�������������S:�������S��������S����� ��!S�

����?
B��g#4<�����6�#��T�������A�
B	����D�B�����������������-���
��� ��!���?�h��*�
+	������Q+��*�
+	���

===��

�/�/
���0�123��4�5�������67��8��7���

�����T����>
?)(xfy =�������������$��������:(#�@��B��	�],[ ba���������������S�����S-�����S����� ��!S��,T�)�#SJ��S�

���#4�f�����#-����x������iJ�������)�ax =���bx =���T�������@��������D��������-���
���&'(���������)(xfy =����ax =����

bx =T�����������

�������������68����I�-����)�P�':!��P�U3	�i(#	�6�#	�������&'(�D��/����Q+��*�
+	�1���������68�
S��i�-����)�P�':!������/��*S�
+	

�?�h��1�#4�����@�������-���
���&'(���� (������� (��
��
���)�P�':!��D��� ��!��g#4<�����j�������

��

� ���#B.�0��	����&'(����Q+��*�
+	��

0��	�
��f����M.�?����],[ ba�������#B.��������+�iε���)��M.�?����:���],[ �+ii xx������������B�
��

�
−

=

∆
�

�

n

i
i xf )(ε ��!�����Q+��*�
+	���

��

��

��

��

��

�xa = %x 2x 5x bx =] 9x 

ii xxx −=∆ +% 
n

ab
x

−
=∆ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������"9 

 

� ���#B.�0��	����&'(��?�h��*�
+	��

0��	�
��f����M.�?����],[ ba�������#B.��������+�iε���)��M.�?����:���],[ �+ii xx������������B�
��

�
=

∆
n

i
i xf

�

)(ε ��!���?�h��*�
+	���

��

��

��

��

��

� ��G�;��0��	����&'(����Q+��*�
+	��

�0��	�
��f����M.�?����],[ ba������G�;���������+�iε���)��M.�?����:���],[ �+ii xx������������B�
��

�
=

∆
n

i
i xf

�

)(ε*�
+	� ��!�����Q+����

��

��

��

��

� ��G�;��0��	����&'(��?�h��*�
+	��

�0��	�
��f����M.�?����],[ ba������G�;���������+�iε���)��M.�?����:���],[ �+ii xx������������B�
��

�
−

=

∆
�

�

n

i
i xf )(ε�!���?�h��*�
+	� ���

��

��

��

�xa = %x 2x 5x bx =] 9x 

ii xxx −=∆ +% 
n

ab
x

−
=∆ 

�xa = 
%x 2x 5x bx =] 9x 

ii xxx −=∆ +% 
n

ab
x

−
=∆ 

�xa = 1x 2x 3x bx =5 4x 

ii xxx −=∆ +% 
n

ab
x

−
=∆ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������": 

���$%� ����!	�
=

∆=
n

i
in xffL

�

)()( ε�����������6�S4���D���@�g#4<������!S	��
=

∆=
n

i
in xffU

�

)()( ε�������g#S4<�

���#�����6�4����H������

���*� ���-���D���&'(��
xy =�#-����x�������)�=x�	��=x��������S���?�Sh�������Q+��*�
+	����
=n����S�@�

�������

P��
���M.�?���][���0��	��
xy = (����#B.����kG
��

�=�x��

�

�

�

�
� =+=∆+= xxx �%��

�
�

�

�

�

�

�
=+=∆+= xxx %2��

�
�

�

�

�
=+=∆+= xxx 25��

�

	

�

�

�



=+=∆+= xxx 59��

�

�

�

�

�

	
=+=∆+= xxx 9]��

�
�

�

�

�
=+=∆+= xxx ]^��

 ��!�����Q+��*�
+	��

	
�	
�	

���

�	

�

����
���
�

�

�

�


�

�

��

�

�


�

��

�

�


�

�

�

�

�

�

�

	

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

������

������

�

�

==×+++++=×+++++=

×+++++=

×+×+×+×+×+×=

∆+∆+∆+∆+∆+∆=

∆ε= �
−

=

][][

])()()()()()[(

)()()()()()(

)()()()()()(

)()(

xxfxxfxxfxxfxxfxxf

xffL
n

i
i

]952%\

^

��

�=�x 

�

�
 

�

�
 

�



 � 

5

%

^

%5
=

−
=

−
=∆

n

ab
x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������"; 

 

 ��!���?�h��*�
+	��

��
��
�	

�	�

�	

�
��
����
���


�

�

�

��

�


�

�

��

�

�


�

��

�

�


�

�

�

�

�

�

�

	

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

������

������

�

==×+++++=×+++++=

×+++++=

×+×+×+×+×+×=

∆+∆+∆+∆+∆+∆=

∆ε= �
=

][][

])()()()()()[(

)()()()()()(

)()()()()()(

)()(

xxfxxfxxfxxfxxfxxf

xffU
n

i
i

^]952%

^

��

===��

���*� ����������-���
��� ��!���?�h�������Q+��*�
+	����+���� xy −=����������MS.�?�������][�������
S���=n��� S(���

����8����

P��
����M.�?���][����0��	��� xy −= (���G�;�����kG
��

�=�x��

�

�

�

�
� =+=∆+= xxx �%��

�
�

�

�

�

�

�
=+=∆+= xxx %2��

�

�

�

�

�

�
=+=∆+= xxx 25��

�
�

�

�

�
=+=∆+= xxx 59��

+	 ��!�����Q+��*�
��

�

�
�

�
�

�

	

�

��

�

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=×+++=×+++=

∆ε= �
=

)]()()()[()]()()()([

)()(

ffff

xffU
n

i
i9

��

�=�x 

�

�
 
�

�
 

�

�
 � 

9

%

9

\%
=

−
=

−
=∆

n

ab
x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������"< 

 ��!���?�h��*�
+	��

�
�	
�

�

�

	

�

��

�

��
�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

=×+++=×+++=

∆ε= �
−

=

)]()()()[()]()()()([

)()(

ffff

xffL
n

i
i9

��

���*��+
����,� ���

%�
���-���
��� ��!���?�h�������Q+��*�
+	����+�
x

y
�

=����M.�?�������][�����
��
=n����8� (�������

2�
��+���-���
��� ��!���?�h�������Q+��*�
+	���5
xy =����M.�?�������][�����
���=n����8� (������

���!��� �
��)(xfy =������������������$��������:(#�@��B��	�],[ ba�������������������S��E�#.�D����������S�� S(�����*S�
+	����S+�

�����-���
��� ��!�����Q+���������M.�?���],[ ba�������BL������+�����
:4��������*�
+	����+��?�h�������S�-���
S��� ��!���������DS��

����������BL������+�����
:3����M.�?�����B�
��

��?�h��*�
+	<���-���
��� ��!��<���Q+��*�
+	���

===��

�/�/
���0�123����=3��
����,�>�*�?�@%*!
��

���������?�Sh�������Q+��*�
+	�"#�$�������#	�������������$���S�����:S(#�@�0��S	���
S��f��������SB	�
S���,

����)�P�':!�/��B�n�1�������M.�?���],[ ba������#S��������M�J�,/��S�B�+∞→n�1��*S�
+	

��#��������;��T)���� ��!���?�h�������Q+���[@
��

�
=+∞→

∆=
n

i
i

n
xfA

�

)(lim ε��

����SS��c#SS?����!SS	)( if εlSSM'��T4�;��SS���SS��lSSM'��T4�SS���f���SS)����SS��
SS�����

],[ ii xx %− (�������g#4<���������'����D���N(�-����
��6�4���������
���&'(��%����

                                                 
1
����0��	�
��f�����������],[ ba����������������������T)�����,�������:�����#���lM'��T4��������+����T4�;�������+���)������
���������
)���
���G�����N���:(#�@�

�D���@�g#4<����H���g#4<��6�#	����#4��A�
B	����6�4�����

��

a b 

%−ix 
ix 

x∆ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������"� 

 

���*� ��-���������-���������� ��!���
xy =��#-���x�iJ����)��=x��W�-����)�P�':!�����:J��������

������/��6�4������Q+��*�
+	1��

P�
�

�
�

��

�

�

�

=×=∆=

∆−=

∆=

∆=

∆=

∆=

=

−

n
nxnx

xnx

xix

xx

xx

xx

x

n

n

i

)

...........

..........

%

5

2

%

�

��

��

�0��	�6#Rf�����������][���������lSM'��T4������� (����#B.�f������������S��
S���
S�],[ ii xx %−�����!S��)( %−ixf��, S(�

D��
����
��

�
=

−
+∞→

∆=
n

i
i

n
xxfA

�

)(lim %��

���6#R��xixi ∆−=− )( �%������
xxf =)(�[@��� ])[()( xixf i ∆−=−%��������NS(�-����
S�����
���P��
��C��

T�)�����"�<������6�4���g#4<�������

C������M�
��
6�4���g#4<�����N(�-���

����
====

− ∆−=∆∆−=∆∆−=∆
n

i

n

i

n

i

n

i
i xixxixxixxf

�

��

�

��

�

�

�

��� )(])[(])[()( %��

����
====

+−×=−×=−=−=
n

i

n

i

n

i

n

i

ii
n

i
nn

i
n

i

�

�
�

�

�
�

�
�

�

�

�� ��
�	

�
�	�	

�
�

� )()()()()()(��

]
)())((

[][ n
nnnnn

n
ii

n

n

i

n

i

n

i

+
+

×−
++

×=+−×= � ��
= == �

�
�




����	
��

�	
�

� ��

�
�

��

�=a �=b 

%−ix ix 

x∆ 

nnn

ab
x

xxf

���

�

=
−

=
−

=∆

=)(
 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������)# 

)()()(
�

�

�

�����

�

���

�

���

�

�







���	

n

nn

n

nnnnnnnnn

n

+−
×=

+−
×=

+−−++
×=��

"������M�
��
4<��������N(�-�g#��

�
�

�

�

��

�

����

�

�

�

�

�

�

�
� =×=×=

+−
×=∆=

+∞→+∞→=
−

+∞→
� ][lim)]([lim)(lim

n

n

n

nn
xxfA

nn

n

i
i

n
��

����!���������� ��!��D��
����a (��0�
����������

���*� ��������-���������-���������� ��!���
xy =���#-����x�����iJ����)��=x������������S'�-����S)�P�':!S����S�:J��������

������/�6�4����?�h��*�
+	1��

P��
��lM'��T4�;������� (��&h���PNL�D�
4	������#	��f��������
���
�],[ ii xx %−����!��)( ixfD��
����, (�
��

�
=+∞→

∆=
n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

���6#R��xixi ∆=����
xxf =)([@��][)( xixf i ∆=���������6�S4���g#S4<���S�����N(�-����
�����
���P��
��C

T�)�����"�<�����

C������M�
��
6�4���g#4<�����N(�-���

)(
))((

)(

)(][][)(

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�

��

�

��

�

��

�

�

�

���

�

�




����	�	�	

�

n

nnnnn

n
i

nn
i

n
ixixxixxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

++
×=

++
×=×==

=∆=∆∆=∆∆=∆

��

�����

==

=====
��

"������M�
��
g#4<��������N(�-���

�
�

�

�

��

�

����

�

�

�

�

�

�

�

=×=×=
++

×=∆=
+∞→+∞→=+∞→

� ][lim)]([lim)(lim
n

n

n

nn
xxfA

nn

n

i
i

n
��

����!���������� ��!��D��
����a (��0�
����������

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������)� 

 

���*� ��������iJ�������-�����+���Z� ��!���� =+ yx�����#-����x����I#'J����)�=x����=x��������������������S������Mm!S�

�����P��6�4������Q+��*�
+	�������W�-����)�P�':!����

P�����������������������������������������

nnn

ab
x

���
=

−
=

−
=∆��

�
�

��

���

�

��

��

�

�

=×+=∆+=

∆−+=

∆+=

∆+=

∆+=

∆+=

=

−

n
nxnx

xnx

xix

xx

xx

xx

x

n

n

i

)

...........

..........

%

5

2

%

�

��

��0��	�� +−= xy������M.�?����][��������������lSM'��T4�S���S��[@�, (���G�;��f�����������S��
S�i��"�],[ ii xx %−������!S��

)( ixf (���[@
��

�
=+∞→

∆=
n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

�6#R��xixi ∆+= ������ +−= xxf )([@���


������ +∆−=+∆+−=+−= xixixxf ii )()(��

T�)�����"�<������6�4���g#4<��������N(�-����
�����
���P��
��C�����

C������M�
��
6�4���g#4<�����N(�-���

�

�

�

��

�

�

�

��
�

��
�

��

�

��

�

�

�

��

������
��

���

�

��

�
������

�
�



�

�


�
�
�

n

nn

n

nnn

n

nn
n

n

nn

n

n
i

nnn
i

nn
i

xxixxixxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

+−
=

+−−
=+

+
−=×+

+
×−=

+−=+−=+−=

∆+∆−=∆+∆−=∆+∆−=∆

������

�����

======

=====

)()(

)()(])([

][)()()(

��

� � 

1−ix 

ix 

x∆ 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������)" 

"������M�
��
g#4<��������N(�-���

�
���

�

�

�

�

�

==
+−

=∆=
+∞→+∞→=+∞→

� ][lim][lim)(lim
n

n

n

nn
xxfA

nn

n

i
i

n
��

����!���������� ��!��D��
����n (��0�
����������

�$%� � ��!���#:(���4�������+���Z ?��� (��;����<�:��D������6�#	����;�����

�� +−= xxf )(��

�o�;��������L�C#W�
���� =+−= )()(f��

��R#��������L�C#W������ =+−= )()(f��

��g�$	���C#W���� =−��

���

�

�

�

�
=+=+= )()( hbaS��

���*� �iJ�
��� ��!��mxy =����M.�?�������],[ ba���
���>m�����D��B	�������

P�
���

�

bn
n

ab
axnax

i
n

ab
axiax

xax

xax

xax

ax

n

i

=×
−

+=∆+=

×
−

+=∆+=

∆+=

∆+=

∆+=

=

..............

..........

�

�

�

5

2

%

�

����������������������������������������
n

ab
x

−
=∆��

�	��0�mxy =������M.�?����],[ ba������������lSM'��T4�S���S��[S@�, S(����#BS.�f������������S��
S�i��"�],[ ii xx %−������!S��

)( ixf (���[@
��

�
=+∞→

∆=
n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������)) 

 

�6#R��i
n

ab
axi

−
+=���mxy =[@���

)()( i
n

ab
ammxxf ii

−
+==��

T�)�����"�<������6�4���g#4<��������N(�-����
�����
���P��
��C�����

C������M�
��
6�4���g#4<�����N(�-���

���
===

−−
+=∆

−
+=∆

n

i

n

i

n

i
i

n

ab
i

n

ab
amxi

n

ab
amxxf

���

))](([)]([)(��

���
===

−
+

−
=

−
+

−
=

n

i

n

i

n

i

i
n

ab
m

n

ab
mai

n

ab
m

n

ab
ma

�

�

��

� )])([)]([)])()([��

)
)(

()()()()(
�

��

�

� +−
+−=

−
+

−
= �

=

nn

n

ab
mabmai

n

ab
mn

n

ab
ma

n

i

��

n

nabm
abma

n

n

ab
mabma

�

�

�

� �� )()(
)()(

)(
)(

+−
+−=

+−
+−=��

n

nabm
abma

�

�� )()(
)(

+−
+−=��

"������M�
��
g#4<��������N(�-���

)()(
)()(

)(
)(]

)()(
)([lim)(lim

��

���

��

�

��

�

������

��

�

ab
m

aabbaab
m

abmabma

abm
abma

n

nabm
abmaxxfA

n

n

i
i

n

−
=

+−+−
=

−
+

−
=

−
+−=

+−
+−=∆=

+∞→=+∞→
�

���*� �4�(�������-����������������� ��!�2
xy =I#'J���\=y��\=x��\>= bx����������� (�������

����8���

�P�
��

n

b

n

b

n

ab
x =

−
=

−
=∆

\
����������2

xxf =)(���
x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������)- 

b
n

b
nxnxxixxxxxxxx ni =×=∆=∆=∆=∆=∆== ,...,,...,,, ���� 52%���

������#	��� (��&h���0��	����#4�lM'��T4�;�������f�������
���
�],[ ii xx %−���!��)( ixf, (��D��
����
��

�
=+∞→

∆=
n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

�#R��6xixi ∆=���2xxf =)(�[@�2)()( xixf i ∆=������������6�S4���g#S4<���S�����NS(�-����
�����
���P��
��C��

T�)�����"�<�����

C������M�
��
6�4���g#4<�����N(�-���

)()(

)
))((

()()()(

5

25525

5

5

5

5
2

5

5

5

25
22

52

^^

52

^

%2%

n

nnnbnnn

n

b

nnn

n

b
i

n

b

n

ib

n

b

n

bi
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

++
=

++
=

++
====∆∆=∆ �����

===== �������

"������M�
��
g#4<��������N(�-���

5

2

^

52

^

5

5

55

5

255
b

n

nb

n

nnnb
xxfA

nn

n

i
i

n
==

++
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
� )(lim)(lim)(lim

�

��

��������!���������� ��!��D��

5

5
b

 (��0�
����������

����AB
�����C� �����������+��������8� (��� ��!����� (��&h���b��������7:!���/������B��	b� (���1�������0��	�D�������
���l:3����

��� N!�b�#��6�#	���� 
��

��

��

��

��

��

��

x

y

A 

b � 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������)9 

 

2
5

5
bbA

b
bA =′→= )()(��

����+����B�b������M.��0��	����/2xy =�1�� (������D�;7����������fL�����<�:��D�����������S��C�
7:�����P�!��
$���K�!���(�(���

��������#��������8�
:3�����fL�D������������������

����+
����,����*� �������������� ��!�����4�(�������-2
xy =����I#'J���\=x�����%=x��������d����������)�C#W��#-����

� ��!��*�
+	�/6�4���g#4<������1����8� (�����/��K�#�
5

%
1���

===��

����� �0��	�f�����������],[ ba������������������
S��
��6�S4���D���@�g#4<�������6�4����H���g#4<��������
)�,���#��
�k@�C�
7:������

��#�����B��
��

)(lim)(lim fUfL n
n

n
n +∞→+∞→

=��

���*� �����������
���0��	�],[
n

i

n

i �+
���
��Nn∈���� −≤≤ ni������
�7��
V�������

�
�
�

∉

∈
=

Qx

Qx
xf

�

�
)(��

AG��1��������@�����)������D���������
)����0��	�D���lM'��T4�������T4�;�������+����

K�16�4������Q+��g#4<�/)( fLn1���6�4����?�h��g#4<�/)( fUn�1���M.�?������][�������8� (������

b�10��	���8f�����������][���p�
Rp (��
�k@�C�
7:�����

P�
��

AG��1�������������],[
n

i

n

i �+
����lM'��T4�;����f������������������� (������
��
�x������8���� (�����#����)�������DS������D�S�q4)

lM'��T4���������f����������� (��
$.�
��
�x�#�����P.���T.����)���

K�1��

nnn

ab
x

���
=

−
=

−
=∆��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������): 

�
�

�
��

=×=∆= ��
==

n

i

n

i
in

n
xffL )()( ε6�4������Q+��g#4<�����

�
�

�
��

==×=∆= ��
== n

n

n
xffU

n

i

n

i
in )()( ε6�4����?�h��g#4<����

��
�

==∆=
+∞→=+∞→+∞→

�
n

n

i
i

n
n

n
xffL lim)(lim)(lim ε6�4������Q+��g#4<��������

��
�

==∆=
+∞→=+∞→+∞→

�
n

n

i
i

n
n

n
xffU lim)(lim)(lim ε6�4����?�h��g#4<�������

b�1 !���
�k@�C�
7:����M.�?�D������0��	����:!���
��
���M.�?�D������6�4����?�h�������Q+��*�
+	��
������B�
��

)(lim)(lim fUfL n
n

n
n +∞→+∞→

≠��

�!���� ��

%r0��	�
���f�����������],[ ba7�8,������:(#�@� (��
�k@�C�
7:����M.�?�D�����������

2r��0��	�
���f���������������],[ ba�����������������
�kS@�C�
S7:��� (��DU4����
�k@�C�
7:��� (��DU4���M.�?�D��������7�8,���N���:(#�@�

���N���0��	�������������;G��kGf�
7:����	�������:(#�@������
�k@�C���

����M.�?����
���0��	][ ���− (��
�k@�C�
7:����M.�?�D�������G�� !����:(#�@����

�
�
�

=

≠
=

��

��

x

x
xf )(��

���lM'��T4�;����0L�����f������������������� (������
��
��=x�����8���� (�������������������D������D��q4)��lSM'��T4f���
S��
��

����������� (��
$.�≠x�#�����P.������?
W�����

nnn

ab
x

���
=

−−
=

−
=∆

)(
��

�
�

�
��

=×=∆= ��
==

n

i

n

i
in

n
xffL )()( ε6�4������Q+��g#4<�����

���
��

=×=∆= ��
==

n

i

n

i
in xffU )()( ε6�4����?�h��g#4<����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������); 

 

��
�

==∆=
+∞→=+∞→+∞→

�
n

n

i
i

n
n

n
xffL lim)(lim)(lim ε6�4������Q+��g#4<��������

��
�

==∆=
+∞→=+∞→+∞→

�
n

n

i
i

n
n

n
xffU lim)(lim)(lim ε6�4����?�h��g#4<�������

���������
��
���M.�?�D������6�4����?�h�������Q+��*�
+	��kG����B�
��

)(lim)(lim fUfL n
n

n
n +∞→+∞→

=��

===��

����� �
���f�����������M.�?����
�k@�C�
7:����B��	�],[ ba����������g#4<�����E�#.�D���������������������C�
S7:������6�S4���D���S@��S��H

�0��	�D�B�f����M.�?���],[ ba�����������0L�����
��

�� =∆

=+∞→

b

a

n

i
i

n
dxxfxf )()(lim

�

ε��

��� (�������
��

AG��1�� −=
a

b

b

a
dxxfdxxf )()(��

K�1�
��)(af������:�����#������=�
a

a
dxxf )(��

b�1��� +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()(��

��1�� =
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()(��

S)�1��� +=+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([��

��10��#	����
)f�g�����������],[ ba�����$����
)�������������#��
�k@�C�
7:��x������D�����)()( xgxf ≥���7�8���

�� ≥
b

a

b

a
dxxgdxxf )()(��

��1����������],[ baT��������#4)�
��

�� ≤
b

a

b

a
dxxfdxxf |)(||)(|��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������)< 

��!��� 0��	�
���f���M.�?���],[ ba
)�����������������:(#�@�x���M.�?����],[ baT������:����
��

�≥)(xf��

����������0��S	��S�-���������-�������� ��!��E�#.�D�����f������#S-����x������I#S'J����S)�

ax =���bx =��6�4���D���@����H���g#4<�����
��
���#���)�#J��M.�?�D�������

�� =∆=

=+∞→

b

a

n

i
i

n
dxxfxfA )()(lim

�

ε��

���*� 
���f����������
�k@�C�
7:���0��	],[ ba�������� ��s�,�����
��

�� =
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()(��

P�
��

���

��

=∆ε=∆ε=

∆ε=

=+∞→=+∞→

=+∞→

b

a

n

i
i

n

n

i
i

n

n

i
i

n

b

a

dxxfkxfkxfk

xkfdxxkf

)()(lim)(lim

)(lim)(

��

���

���*�� �
��f��g�����������
�k@�C�
7:���0��	����],[ ba�������� ��s�,������
��

��� +=+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([��

P�
��

����

����

+=∆+∆=

∆+∆=∆+=+

=+∞→=+∞→

==+∞→=+∞→

b

a

b

a

n

i
i

n

n

i
i

n

n

i
i

n

i
i

n

n

i
ii

n

b

a

dxxgdxxfxgxf

xgxfxgfdxxgxf

)()()(lim)(lim

])()([lim)]()([lim)]()([

��

���

εε

εεεε

��

���*� ����� ��s�6�4���g#4<������4��������
�����)����������

)( abkkdx
b

a
−=�/�K��������������������������������abdx

b

a
−=�/�AG���

P�
��

A 

)(xfy = 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������)� 

 

AG�
��

abab
n

ab
nxnxdxdx

nnn

n

in

b

a

b

a
−=−=

−
×=∆=∆==

+∞→+∞→+∞→=+∞→
��� )(limlimlimlim

�

����

K1��

)()(limlimlimlim abkabk
n

ab
nkxnkxkkdx

nnn

n

in

b

a
−=−=

−
×=∆=∆=

+∞→+∞→+∞→=+∞→
��
�

��

===��

�D�4���E�0�F,�%���������>?�7�
�D�G
��,��

�0��	�
��f���M.�?���],[ aa−���������:(#�@��#��6�#	�����
?���b���0��#	�����+	�t�#J������#	���� 
��

%�10��	�
��f�����b�����T����
��

��

��

��

2�10��	�
��f������
?��T����
��

��

��

��

��

...��

����HI �J���������
���������?D��?�G���&�����HI(��0��	�
���f��������S����],[ ba������:S(#�@�m�������lSM'��T4�S�������S+��

�M�����������D������0��	�lM'��T4�;�������+�������7�8
��

Mdxxf
ab

m
b

a
≤

−
≤ � )(

�
��

��

a− 

a �− =
a

a
dxxf �)( 

a− a 

� �−
=

a

a

a
dxxfdxxf

�
� )()( 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������-# 

E�Ns��
6#Rm������lM'��T4��������+��M����0��	�lM'��T4�;�������+��f�������������],[ ba������
)���������[@�,���������x�����

T������M.�?�D��
��

Mdxxf
ab

m

abMdxxfabm

Mdxdxxfmdx

Mxfm

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

≤
−

≤→

−≤≤−→

≤≤→

≤≤

�

�

���

)(

)()()(

)(

)(

�

��

���*� �������� ��s���
�	
���
�
�
�

�

�
��

≤++−≤ � dxxxx )(�/��D�B��C�
7:������+��D�4u	1��

P��
��0��	��
 ��
++−= xxxxf )(���T�������A�
B	������"�4	����0��	�D������ S(���:S(#�@�I�+���������MS.�?�����kSG

][ ��
�

�
 (��
�k@�C�
7:������:(#�@����T�����C��
��

�
�
�

=

=
→=+− →

+−=′→++−=

=′

�

�
�����

������


��

���

x

x
xx

xxxfxxxxf

xf )(

)()(

��

�
�

�
�����
��

�
�

�
�����
��

��

��

=→→=++−=

=→→=++−=

mMinBf

MMaxAf

)()()()(

)()()()(

��

�	
���
�
�

�

�
����


�

�
��

�

�

�
��

�

�

�
��

≤++−≤→

−≤++−≤−→−≤≤−

�

��

dxxxx

dxxxxabMdxxfabm
b

a

)(

)()()()()()(

��

���*� �������� ��s�����

�

�

�

�

�

� �

� �
≤

+
≤ � dx

x
��

M 

m 

)(xf 

a b 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������-� 

 

P��
��0��	
�

�

�
+

=
x

xf )(��
B	������T�������A��������� (���:(#�@�I�+��"�4	����0��	�D��/���������3���b
u��1��������MS.�?�����kSG��

��][��� (��
�k@�C�
7:������:(#�@��������M.�?����0��	�D����?
W���][��� (���G�;�����#4)����T�����C��
��

�	

�

�	

�
�

�	

�

��

�
�




�




�
�




�

��

�
�

�

�

=→→=
+

=

=→→=
+

=

mMinBf

MMaxAf

)(
)(

)(
)(

��

�

�

�

�

�

�

��



�

�

�
��

�	

�

�

� �

�

� �

≤
+

≤→

−≤
+

≤−→−≤≤−

�

��

dx
x

dx
x

abMdxxfabm
b

a
)()()()()(

��

���*� �������� ��s������
�
�

�
�

�
≤≤ � dxx)sin(

π
��

P��
��0��	)sin()( xxf
�

π
=����T�������A�
B	��������������������M.�?�����kG��� (���:(#�@�I�+��"�4	����0��	�D��][ ���������:S(#�@��

 (��
�k@�C�
7:������T�����C��
��

�
�
�

=→=

=→=
→+=→

+=→=→= →

=′→=

=′

��

���
��

���
�

��

���

�

xk

xk
kx

kxxx

xxfxxf

xf π
π

ππππ

πππ

\)cos()cos(

)cos()()sin()(

)(
��

����+��=x����M.�?����b��J�][ ���� (��C#NL�P��L�
�e��kG����

�
�

�

�

�
��� =→→== mMinCBff ,)()(������

�

�
��

�
� =→→=×

π
= MMaxAf )sin()(��

)()sin()()()()( ���
�

���
�

�
−≤

π
≤−→−≤≤− �� dxxabMdxxfabm

b

a
��

�
�

�
�

�
≤

π
≤→ � dxx)sin(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������-" 

����HIJ� ������������������,�������
�?�G7
�����HI�����
(����
)��0��	�f����������
��],[ ba�������S����������,������:(#�@�

x�����������],[ ba������#'��������#�����

�
−

=
b

a
dxxf

ab
VA )(.

�
��

������i(#:�����D�7��������+�����c#?����!	����P.������+�f�������
��],[ ba��S���
�8������������VA.���S��f����S��F��S4��

��)������� ��s����*M'��D�����

��E�Ns�
��0��	�
��f�����������],[ ba�����:(#�@�m��������+������lM'��T4��M�������������S�������S��D������0��	�lM'��T4�;�������+��

�T�:����E�#.�D�����Mdxxf
ab

m
b

a
≤

−
≤ � )(

�
���

���������+������fL�
������kG�,����������#��c���M.�?�#f��],[ ba������#'����

�
−

=
b

a
dxxf

ab
cf )()(

�
��

����� (��DU4���:NG�c���N���:U�����

���!��� ��0��	�
���f�����������],[ ba��:(#�@�������������E�#.�D�����������������'+�c����������D������/bca ≤≤�1���,�������#��

������#W�����

)()()( cfabdxxf
b

a
−=���

===��

����������+�������D�K��
��3�3��������HI��

�T����������������C�
7:�����#�����T�������fL���������������,����S@�"#�$����D�B��C�
7:���D���I�N	�����fL����D����4����

�l:3��/���G���0��	�1 (����)�3��P��L���

� ���������+�������D�K��
��3�3����������HI���

��0��	������>
?f������M.�?�����],[ ba�����:(#�@�x���������M.�?�����)�#uG������

],[ ba��������0��	�
��)(xAT����A�
B	�
���E�#.����������

�=
x

a
dttfxA )()(��

)(xA 

a b x 

t 

y 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������-) 

 

T�������7�8���

)()( xfxA =′��

���)(xA�;������	
��
�F,�����#�����

�L�=M� T�����l:3��"#�$��������$:(��������

)(
)(

lim
)()(

lim

)()(
lim

)()(
lim)(

%
\\

\\

h

dttf

h

dttfdttf

h

dttfdttf

h

xAhxA
xA

hx

a

h

a

x

hx

a

h

x

a

hx

a

hh

���

��

+

→

+

→

+

→→

=
+

=

−
=

−+
=′

��

�C�
7:������D�7��������+������fL�l��'�������#�����
�),( hxxc +∈�,���
��

)())(()( chfxhxcfdttf
hx

a
=−+=�

+
��

��D��
����������#	��/%�1� �#��6�#	���
��

)()(lim
)(

lim
)(

lim 2
\\\

cf
h

chf

h

dttf

hh

hx

a

h →→

+

→
==

�
��

�����������#	���hxcx +<<���� (��&h������
3?�����fL�lNW���
��

xc
h

=
→\

lim��

������#	����[@/2�1 �#��6�#	���
��

)()()(lim xfcfcf
h

==
→\

��

���*� �
���
��

�

t
tf

+
=)(���� ��!��0��	����M.�?����� ≤≤ x����8� (������68�l:3��[v(��������A�
B	����

P�
��

��
+

==
xx

a
dt

t
dttfxA

� ��

�
)()(��

��

�

x
xfxA

+
==′ )()(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������-- 

���*�� ����T����>
?�
+

=
x

dt
t

t
xG

� ��

�sin
)(�����������@�������������0��	�l:3����#��
)������

)(xGy += �/�S)��)(xGy =/�AG���

)( �
xGy =/����)(xGy ′=/�K��

)(xGy
�

=/����)(xGxy
�

=/�b��

)(sin xGy =/�w��
�

x

xG
y

)(
=/����

���*� 
����=
x

tdttxG
�

� �sin)(������)(
�

π
G ′′����K�!���������

���C�� ��
����=
)(

)()(
xu

a
dttfxG�E�#.�D������))(()()( xufxuxG ×′=′��

���*� �
�����=
x

dttxG
sin

)(
�

��0��	�l:3��)(xG����8� (���������

���*� 
����=
� �x

a
dt

t
xG )(����N(�-�� !�#M'��)(�G′��

����*� ���0��	�l:3������8� (���������
������������������������������������������������dxxtF
t� +=
% 2%)(��

���C�" ��
����=
)(

)(
)()(

xv

xu
dttfxG �#��6�#	����E�#.�D������
��

����

���

−=+−=

+= →=
≤≤

)()()()(

)(

)(

)()()(

)(

)()()()()(

)()()()()(

xu

a

xv

a

xv

a

xu

a

xv

a

a

xu

xvaxuxv

xu

dttfdttfdttfdttfxG

dttfdttfxGdttfxG
��

))(()())(()()( xufxuxvfxvxG ×′−×′=′���

���*� �
����
−

=
x

x
dt

t
xG

cos

sin
)(

29

%
�0��	�l:3��)(xG����8� (���������

�P�
��

x

x

x

x

x
x

x
xxG

2222 999

%

9

%

sin

cos

cos

sin

)(sin
)(cos

)(cos
)sin()(

−
−

−

−
=

−
−

−
−=′��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������-9 

 

� ����������+�������D�K��
��3�3��N�D�����HI��

�0��	������>
?f����M.�?�����],[ ba���:(#�@�)(xF�����68���
����G���0��	��������B�
��

)()( xfxF =′��

�E�#.�D�����
��

� −==
b

a

b
a aFbFxFdxxf )()(|)()(��

�L�=M�� �6#RcxfxF +=′ )()(����
)���
���kG],[ bax∈T�����
��

cxFdttf
x

a
+=� )()(��


��ax =�[@�caFdttf
a

a
+=� )()(���B��caF −= )(\��<�:�����caF =)(��

�>
?����D��q4)bx =T����
��

)()()()()(
)(

aFbFdttfcbFdttf
b

a

caFb

a
−= →+= ��

=
��

���*� ����� ��s�C�
7:�����P�!��
$���K�!���(�(��"�������fL��4��������
�����)����������

��=�
a

a
dx/������������������������b)( abkkdx

b

a
−=�/������������������K����abdx

b

a
−=�/�AG���

P�
��

abxdx
b
a

b

a
−==� |/AG���

)(| abkkxkdx
b
a

b

a
−==�/K��

�===� a-axdx
a
a

a

a
|/b��

���*��
�����K�!�����
�����)�C�
7:���P.�����

� =
+

�

� ��

�
dx

x
/�5��� =++

�

�
� �� dxxx )(/�%��

��� =
+�

�

�
dx

x

x
)(/�2��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������-: 

���*� ����+��������N(�-�����
�����)�C�
7:�����

� =�
�

�
π

xdxcos/�9��� =�
�

π

xdxsin/�%��

� =�
�

�
π

xdxx cos.sin/�]��
� =
π

π

�

xdxcos/�2��

��� =+
�




�
π

dxxx )cos(sin/�5��

���*� ������N(�-�����
�����)�C�
7:������+�����

�− =
�

�
dxx |][|/�]��� =+

�

��
� dxx )]([/�%��

� =
�

�
dxxx ][/�^��� =

�

��
dxx ||/�2��

� =
�

�
dxxx ][2/�Y��� =−

�

��
�|dxx|/�5��

� =−
�

��
|dxxx %|][/�n���− =+

�

�
dxxxx ]|)[|(/�9��

���*� 
����
xxf =)(i(#:�����+��,�����f���������
][ �����������������

P�
��

�

�

�

�

�
�

�

�

�

� ���
�

��

�
�

=−==� )()(|xdxx��

�

��

�

�


�

�

��

�� �

�
�

=×=
−

=
−

= �� dxxdxxf
ab

VA
b

a
)(.��

���*� �0��	�i(#:�����+��
�




x
xf =)(����������],[ c� (�����
��
�������+�c��������@�������

P��
��

cc

c

ccccccxc

x
c

dxx
c

dx
xc

dxxf
ab

VA

c

cccb

a


�

�



�

�

�




�

�

�


�

�


�

�




�

�

�




�





�

��

�

�
��

�
��

� �

=
−

×
−

=+−
−

=×
−

+×
−

−=×
−

−=

−−
=

−
=

−
=

−
= ���

)(|

|)()(.

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

�������-; 

 


�



�




=→=→

��

�
�
�

=

=
c

cVA
c

VA

.

.��

����*� �0��	�i(#:�����+��
���
x

xf
%

=)(����������],[ a%�
��
��
%

2

−a
����������+�a�����K�!��������

���*� 
)���
���������� ��s�a��b��

�

��
� ab
dxx

b

a

−
=���

P��
��

��

�

�

�

�

� ��
���� ab

abxdxx
b
a

b

a

−
=−==� |��

���*� ������N(�-�����
���C�
7:������+�����

�
�

�
�

dxxx ][��

P�
��

���� ++=
�

�
��

�
��

�
��

�
�

dxxxdxxxdxxxdxxx ][][][][��

�

���

�

���

�


�

�

��
��
�

�

�
�
��

�

�
��


�

�

�

�

�

�

�

�

���

�
�

��
�

��
�

�

�

�
��

�
��

�
�

=++=−+−+−=++=

×+×+×= ���

)()()(||| xxx

dxxdxxdxx

��

��

���*� �iJ�
��� ��!��mxy =���M.�?�������],[ ba���
���>m�����D��B	�������

P�
��

)(| ���

��
ab

m
x

m
mxdx

b
a

b

a
−==���

���*� ����+��
xx

tdt
x

x sin.

tan
lim

�
→

�

�

�
�����D��B	��������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�C�
7:�����P�!��
$���K�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������PQ?���R 

�������-< 

P�
��

���

���

��

��

�

�

�
�

��

� cossin

)(tan

cos.sin

tan
lim

sin

tan

sin.

tan
lim

×+
=

+
=

×
=

→→

��
xxx

xtdt

xx

tdt

xHop

x

x
��

�
�

�

���

���

����

������� ��

�

�

�

==
−+

+
=

×−+

+
=

−+

+
=

→

)(

sincoscos

)](tan[

sin.coscos

)tan(
lim

xxxx

x

xHop
��

���*� ����+��

9

% 2

9

�
x

t

dtx

x

�
x −

−
�

→

cos

sin
lim�����D��B	��������

���*��
�$:(����������N(�-�����
�����)�C�
7:����
?���b���0��#	�t�#J���������

�− +
�

�
�� dxx )||(/�AG���

�− +
�

�
dxxx )sin(/�K��

�− −−
�

�
�� �� dxxxx )sin||(/�b��

����*� �C�
7:����
π

π
−

+
5

5
2

%
dx

x

x

cos

sin
������N(�-��������

�P�
��

52\52\2
5

2
\
52

\%2
%%

5\
2

5

5
�
?

25

5
b��

25

5
2

=−=−
π

=

π

=

++=+=
+

����
ππ

π
−

π

π
−

π

π
−

)tan()tan(tan

)tan(
cos

sin

coscos

sin

x

dxxdx
x

x
dx

x
dx

x

x

������

��

===��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������� 

��������� 

 

	
��
�
��
����������������

��������������������������������������������������� ��!�����"#����$%�&'�()*'�%�
$����%��+),���-�.�$/0
������)!��12��3�$%�����'�$%

���%�4�5/	�'$�$'�%��!����

��

��������������������������

���6
�	���������7�8f�����������
�$%],[ ba��9���:	��������)�#/�3������;�

�;�
����������������
�%����� ��!�)(xfy =�����$/������x������������

��</0.ax =���bx =�����������1'/	�����'$����:��&'�()*'�9��:	�=">��

%������:	�����?$/@��
���

|)()(|||)(||)(| aFbFxFdxxfS
b
a

b

a
−=== ���

��

��� !$�A� �B�� #'��C�����D��E�E��%���F���$'/��� ��!����� #'���;���*���G�H�I%���'��
�=-0�����

"��# !����6
�	�$'%/�*�xxy ��
−=����������������������J�.��%������I/>�$/������6
��	���'���
�$/+���40#�K3���������#$�'$��=x�

��=x������"#����'$����

H�
��

�
����

�

�
=

−
−=

−
=

a

b
x��

��

��

��

�

��
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�
�
�

���

−=+−−=

−−−=−=−� )]()([)]()([|)()( xxdxxx

��

S 

b a 

)(xfy =��

������	��x��

	���
��	��y��

 

f 

� � 

S
� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�&'�()*'���H�!*'�C�%�L�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������H+8$��M 

�������$% 

�����������40#���'�
�

��

�

��
�

�

�
�

=−=−=∴ � |||)(| dxxxS��

"��# !�6
�	�$'%/�*���
�$/+���������*� ��!�����
++−= xxyJ.���?�+),������$/������=x��
��
�'$����

��&'���!$/����
�6
�	��AB	�H������:	��'�
�����I%�:�������N�$� #'��8�����I/>�	=)(xf��
��
�'$���

��� !���6
�	�$'%/�*��G'�f�������������-�@�8��'��0E*�F��$%'$���I/>�$/��],[ ba���������6�0A���

��������H�������O�	�	��
�����������40#����"#�����'�
���

|)(||)(|21 �� +=+=
b

c

c

a
dxxfdxxfSSS��

"��# !�������6
�	�$'%/�*���
�$/+��� ��!��xxy −=
���������������'$����I/>�$/������
�6
��	�$'%/��*�%$/�.�
�H�������I/>�H�����

��
��
���

"��# !�6
�	���
�$/+���������*� ��!��xy sin=����-@�8�$%�'$���I/>�$/�����],[
�

�
	

π
��
��
����

"��# !�"#��������� 
�P���:��&'�()*'�F����
�'$����'%� ��!�������

H��
�Q�:;��
����'%��������GR�;�
�?�+),��R�"��S�����
�����%/;����12����I%�:��K3
��

���
Ryx =+��

���������6
���	�����
�$/+�����40��#����
'�
��%������'%�����'� ��!��������� ��#'�4��5'�

��
xRxf −=)(���2���� #�
���I/>�$/�������

���
π

π
−

−−
θθθ−=−== �

�

����� ��� dRRRdxxRdxxfS
R

R

R

R
.cos.sin)(��

��
π

π
−

π

π
−

θθθ=θθθ−= �

�

��
�

�

�� ��� dRRdRR .cos.cos.cos.)sin(��

���
π

π
−

π

π
−

π

π
−

θθ+=θθ=θθ= �

�

�
�

�

��
�

�

�� ����� dRdRdR )cos(.cos.cos��

a 

c b 

R− R 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������� 

�������$( 

 

)](sin[)](sin[)sin(
�

�
�

�

�
�

�
�

�

�

�
��

�

�
� ���

�

� π
−+

π
−−

π
+

π
=θ+θ=

π

π
−

RRR��

����

�
�	

�
�	

�
� RRRR π=

π
=−

π
++

π
=��

�)* !��

�
�

�
�

�

π
−=θ→−=θ→−=

π
=θ→=θ→=

θθ=→θ=

�
�

����
�

�

sin

sin

.cossin

Rx

Rx

dRdxRx

��

"��# !���I%�:���
�����'%� ��!�����
=+ yx:	���:��&'�()*'�F����
�'$������������

"��# !����� 
�P���:��&'�()*'�F����
�'$��T�
� ��!�����"#�������

H��
�?�+),��R�"��S�����
����E8'�Q/*��'��T�
��������G��%/;����12����I%�:��K3
��

�
�

�

�

�

=+
b

y

a

x
��

�������������6
�	���
�$/+���40#��
'�
��%��T�
���'� ��!����� #'�45'���
xa

a

b
xf −=)(��/��������������� �#�
���I/>�$

��2���

���
π

π
−

−−
θθθ−×=−== �

�

����� ��� daaa
a

b
dxxa

a

b
dxxfS

a

a

a

a
.cos.sin)(��

��
π

π
−

π

π
−

θθθ×=θθθ−×= �

�

��
�

�

�� ��� daa
a

b
daa

a

b
.cos.cos.cos.)sin( 

���
π

π
−

π

π
−

π

π
−

θθ+=θθ××=θθ= �

�

�

�

��
�

�

�� ����� dabda
a

b
da

a

b
)cos(.cos.cos��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�&'�()*'���H�!*'�C�%�L�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������H+8$��M 

�������$+ 

)](sin[)](sin[)sin(
�

�
�

�

�
�

�
�

�

�

�
��

�

�
� �

�

π
−+

π
−−

π
+

π
=θ+θ=

π

π
−

ababab��

abbaabab π=
π

=−
π

++
π

=
�

�	
�

�	
�

���

�)* !��

�
�

�
�

�

π
−=θ→−=θ→−=

π
=θ→=θ→=

θθ=→θ=

�
�

����
�

�

sin

sin

.cossin

ax

ax

dadxax

��

"��# !���I%�:���
�����'%� ��!���
��

��

=+
yx

�����:	���:��&'�()*'�F����
�'$�������

��� !�������6
��	��%��'��
���G'�)(xf�����)(xg���������-�@�8�$%�],[ ba��������;�
��)�;'%�

)()( xgxf ≥�������������%�����
�$/+�����40��#����"��#�����'���
)(xf���

)(xg�</0.���ax =���bx =%�
�$�U
�'$��������0
'$�1'/	�������

� −=
b

a
dxxgxfS )]()([��

"��# !������"#����'$�����������������
�$/+���������*� ��!�����

���
++−= xxy�������

+−= xxy��

"��# !�$/;���������*� ��!������$'%/�*��
���/	��
���
��
�'$��%$/.���

��

��

��

��

��

��

S 

)(xg 

)(xf 

a b 

�
xy = 

xy = 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������� 

�������$, 

 

�����	�
����*� ��!�J.��V�
��W=y�6
�	�$'%/�*� �	���
W

X
X

+
=

x
y��$�2� #�
�'$�����

�H�
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

WXWW
W

X

W

X X
X

W
X

±=→=+→=
+

 →
+

=
=

xx
xx

y
y

��

�����������-@�8�$%�'$��Y*�%$/�� ��!�],[ WW−������������"#�������������'��'�
������6
�	����������� ��!��'�)
'�$
W

W
X

+
=

x
y�$%�

����-@�8],[ WW−�J.����� ��!��KZ#������:	�'$�W=y�����������12��'�'$��-@�8������$%����

��

XX
[

[XW[XWXWX

WWWWX
W

W

W

W
XW

W

X

WWW

WWWW
W

W
W X

−π=−
π

=−=−+=

−−−−−=
−

−
−

=−
+

=

−−−

−−−

−− ��

)(tantantan

))(())(tan(tantan xxdxdx
x

A

��

---��

��

��

��

��

1

2

3

4

5

x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�&'�()*'���H�!*'�C�%�L�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������H+8$��M 

�������$� 

��
&��.�)�./���������� 

�����6
�	���������7�8)(xfy =����������������
�$%��)�#/�3��:
��	�],[ ba�

�;�
���������������
�$/+���40#��G')(xfy =</0.����ax =���

bx =�����������H�@���$'�%��!��F��\���%�1'$�%���I/>�$/���&/��'$�

%/;���

����-@�8�$%�$'�%��!�����],[ ba%/;�����"#��������?$/@��
����

�=
b

a
dxxfV )(�π��

"��# �!��

]V�'�
�6
�	�$'%/�*xy �=������#$�'$����

]��*�P
�J.��%�����I/>�$/�����6
�	���'���
�$/+���40#�1'$�%��'�^%����!������=x���=x������"#����'$����

H�
��

��

πππππ ����
�

�

�

�
� ��

�
��

�
��

=−=×=== �� )(|)( xdxxdxxfV
b

a
��

������'���

"��# !��������6
�	�_���*���������
�$/+���40#��−= xy��������J�.��%������I/>�$/���

�=x���=x���%����1'$�%�'$���/>�$/���&/��`/8�6
�	�$'%/�*�1'$�%��'�^%����!�����������"#����'$���I���

"��# !J.�1'$�%��'�^%����!������=yJ.��%���
�$/+�������I/>�$/���&/���=x��
=x��$�2� #�
�'$����

"��# !������"#����'$��*'/)#'��%���
�$/+���������*�����H
�E��HU;��
���/	��
����

��

��

��

��

)(xfy = 

b a 

xy �= 

� � 

���	��x��

���	��y��

 


=y 

�=y 

�=x �=x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������� 

�������$$ 

 

��# "!����� 
�P���:��&'�()*'�F����
�'$��*'/)#'��������

H�
��J.�1'$�%��'�^%����!������ #'��8��ky =��'���I/>�$/���&/��ax =��	�bx =��������:	�'$����

��
'�
��*'/)#'�������A�Q�:;���� #'�45'�k��
'�
�12�Q�C	$'���ab − #'����

abh

kR

kxf

−=

=

=)(

��

hRabkxkdxkdxxfV
b
a

b

a

����

�
�� πππππ =−×=×=== �� )(|)(��

"��# !����� 
�P���:��&'�()*'�F����
�'$�$/N����������

H�
�J.�1'$�%��'�^%����!������ #'��8��kxy =��'���I/>�$/���&/��	=x��	�ax =��������:	�'$����

��
'�
��*'/)#'�������A�Q�:;���� #'�45'�ka��
'�
�12�Q�C	$'���aa =−	 #'����

ah

kaR

kxxf

=

=

=)(

��

hRaakaak

akxkdxxkdxxfV
aab

a

�����

��
	

��
	

���

�

�

�

�

�

�

	
�

�

�

�

πππ

ππππ

=×××=××=

−×=×=== ��

)(

)(|)(

��

"��# !�����I%�:���
��'����'%�1'$�%��'�^%����������
=+ yx��$�2� #�
�'$���I/>�$/���$�%��
����

"��# !����� 
�P���:��&'�()*'�F����
�'$������������

H�
���������������'%�1'$�%��'�^%����!������ #'��8�����
Ryx =+����������'����I/>�$/����&/���Rx −=������	�Rx =��'$�

��������:	���

������
xRxfRyx −=→=+ )(��

R
R

R

R

b

a
xxRdxxRdxxfV −−

−×π=−π=π= �� |)()()( �����

�

�
��

])()([][ ����

�

�

�

�
RRRRRR −−−××π−−××π=��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�&'�()*'���H�!*'�C�%�L�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������H+8$��M 

�������$0 

���������

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
RRRRRRRRR π=π−π+π−π=π−π+π−π=��

"��# !�����I%�:���
��T�
�1'$�%��'�^%��������
��

��

=+
yx

��$�2� #�
�'$���I/>�$/���$�%��
����

"��# !����� 
�P���:��&'�()*'�F����
�'$�1/G��T�
���������

H�
����!������ #'��8���������T�
�1'$�%��'�^%����
�

�

�

�

=+
b

y

a

x
�������'����I/>�$/���&/��ax −=����	�ax =������:	�'$�

�������

�

�

�
��

�

�

�

�

� x
a

b
bxf

b

y

a

x
−=→=+ )(��

�� −
=−π=π=

a

a

b

a
dxx

a

b
bdxxfV )()( �

�

�
����

)()(|)( �
�

�
��

�

�
��

�

�
�

�

�

�

�

�

�
a

a

b
aba

a

b
abx

a

b
xb

a
a ×+−×π−×−×π=×−×π= −��

ababababab
�����

�

�

�

�

�

�
π=π−π+π×−π=��

"��# !;���40#�1'$�%��'�^%��������$/���&/��H
�E��HU;�$%��%$/.�$/x��$�2� #�
�'$��������

��

��

��

aaa��

��;�
�=8/����

� 

	 

�

π
 

xy sin= 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�	
����
�����������

��
���������������������������	��������������������� ����!����"#��������$%�&�����'�()!��+= xy���������*��%+�*���+��%,�����,*��

�+���$,-.,/#0=x+��=x�1���2�����

� �3��4/5����65����7+�������

8�

�0

|

|
)(

y

x
xxf ��+=��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

����� A�5���( 9+:����5���;��,-��,����<���+�����

=�8�
�

�
=+= ))((A���!���( 9+:���

==== � AdxxfS
�

�
)(��

� ����3�2 �>?��7+���

nnn

ab
x

xxf

���
=

−
=

−
=∆

+= �)(

��

-2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

x

y

 

A 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

�8�� =×=∆=∆=∆=∆=∆==
n

nxnxxixxxxxxxx ni
�

���� ,...,,...,,,���

������,	�����4F�+�G��	���%,> �5HI/��'>?J�������f���9���
?9�
�],[ ii xx �−�+�!��)( ixfK�5��L?�
����
��

�
=+∞→

∆=

n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

�M,E�+xixi ∆=���+��+= xxf )(�NO��+∆= xixf i )(������65������
�����
?9�3��
��������M�*>?��P,*>Q����

'�;%�2��R�Q �������

�+�����I�
��
M�>?��P,>Q�����65�����

�

�

�

�

�� �

=S
�

�

==�

�

�=
�

�=

�
���

�
���

�
�

�

n

nn

n

nn
n

n

nn

nn
i

n

nn

i

nn

i

nnn

i
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

+
=+

+
=+

+
=+=

+=+=+=∆+∆=∆

� �

� �����

= =

= =====

)()
)(

(

)()()()(

� �

� �����
��

R+%����I�
��
P,>Q��������65�����

=
�

S

�

=S
�

�

�

�
==

+
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
�

n

n

n

nn
xxfA

nn

n

i
i

n
limlim)(lim

�

��

��+�!�������� ����!��L?�
����=�5��G�
�����+����

� ��
@) ��7+�����3���

=���0
�

�
��

�

�

0

�

�

�
�

�

0
���

=+=+−+=+=+= � ))(())(()()( xxdxxA��

TTT��

��
��������������U������� ����!������������2>�*5����%+����������
xy =���.,*/#�+�0=y�+�0=x�+�0>= bx��2*��

�1���K�?�+V��5%���������

�3�
��

n

b

n

b

n

ab
x =

−
=

−
=∆

0
����+�����

xxf =)(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

b
n

b
nxnxxixxxxxxxx ni =×=∆=∆=∆=∆=∆== ,...,,...,,, ���� 8�����

x

y

��

������,	����5��4F�+�G��	���%,> HI/��'>?J�������f���9���
?9�
�],[ ii xx �−�+�!��)( ixfK�5��L?�
����
��

�
=+∞→

∆=

n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

�M,E�+xixi ∆=���+��
xxf =)(�NO��)()( xixf i ∆=�����������������M�*>?��P,*>Q���*�����65������
�����
?9�3��
�����

'�;%�2��R�Q ����

�+�����I�
��
M�>?��P,>Q�����65�����

)()(

)
))((

()()()(

8

�88�8

8

8

8

8
�

8

8

8

�8
��

8�

UU

8�

U

���

n

nnnbnnn

n

b

nnn

n

b
i

n

b

n

ib

n

b

n

bi
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

++
=

++
=

++
====∆∆=∆ �����

===== �������

R+%����I�
��
P,>Q��������65�����

8

�

U

8�

U

8

8

88

8

�88
b

n

nb

n

nnnb
xxfA

nn

n

i
i

n
==

++
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
� )(lim)(lim)(lim

�

��

��+�!�������� ����!��L?�
����
8

8
b

G�
�����+��5�����

����	
������������������(��������V��5������!������5��4F�+�b%��%�2@)!������9��2&��	b�5���������L*?��9���
*�W�H)X*����

�����6! �G��	b�1, �M�,	�2��
��

�
8

8
bbA

b
bA =′→= )()(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

����(��2�&?b�����2IY��G��	��%���
xy =�����5����1�L?J@?���������Z[�����Q�) �L?���������2*����
@) ��+�3�! �
A?%�B�!��25�5���

���� ���

TTT��

8�
����\]**���%�L?
**>	����^�2>�**5��**��%+�**����**���������**��� ����!**��8
xy =.,**/#�+�0=y+�0=x�+�

0>= bx�1���2�����?�+V��5%���������

�3�
��

n

b

n

b

n

ab
x =

−
=

−
=∆

0
����+���8

xxf =)(��

b
n

b
nxnxxixxxxxxxx ni =×=∆=∆=∆=∆=∆== ,...,,...,,, ���� 8�����

x

y

��

������,	����KG��	�M%,���%,&Y�5��4F�+HI/��'>?J�������f��9���
?9�
��],[ ii xx �−�+�!��)( ixfK�5��L?�
����
��

�
=+∞→

∆=

n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

�M,E�+xixi ∆=�+�8
xxf =)(�NO��)()( xixf i ∆=������������M�*>?��P,*>Q���*�����6*5������
�����
?9�3��
�����

'�;%�2��R�Q ����

�+�����I�
��
���65���M�>?��P,>Q����

)(

)
)(

()()()(

=

�8==

��

=

=
8

=

=

=

8=
88

�

=

=

�

n

nnnb

nn

n

b
i

n

b

n

ib

n

b

n

bi
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

++
=

+
====∆∆=∆ �����

===== �������

R+%����I�
��
P,>Q��������65�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

==

�

=

=

=

==

=

�8==
b

n

nb

n

nnnb
xxfA

nn

n

i
i

n
==

++
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
� )(lim)(lim)(lim

�

��

��+�!�������� ����!��L?�
����
=

=
b

�5��G�
�����+����

=�
��������������S������������	��������������������� ����!���'�()!��"#��������$%�&������+= xy����������,*����*��%+�*���+��%,�

.,/#�+���$,-0=x+�0>= bx�1���2�����

�3�
��

n

b

n

b

n

ab
�x =

−
=

−
=

0
�����+������+= xxf )(��

b
n

b
nxnxxixxxxxxxx ni =×=∆=∆=∆=∆=∆== ,...,,...,,, ���� 8�����

x

y

��

������,	����KG��	�M%,���%,&Y�5��4F�+HI/��'>?J�������f���9���
?9�
�],[ ii xx �−�+�!��)( ixfK�5��L?�
����
��

�
=+∞→

∆=

n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

�M,E�+xixi ∆=���+��+= xxf )(�NO��+∆= xixf i )(�����M�*>?��P,*>Q��������65������
�����
?9�3��
�����

Q ����'�;%�2��R����

�+�����I�
��
M�>?��P,>Q�����65�����

b
n

nnb
n

n

bnn

n

b

n

b
i

n

b

n

b

n

bi

n

b

n

bi

n

b

n

b

n

bi
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

+
+

=+
+

=+=

+=+=+=∆+∆=∆

� �

� �����

= =

= =====

)()()
)(

(

)()()()(

�

��

�

�

�

�

��

�
�

����

� �

� �����
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

R+%����I�
��
P,>Q��������65�����

b
b

b
n

nb
b

n

nnb
xxfA

nn

n

i
i

n
+=+=+

+
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
�

���

�

�

��

�

��
)(lim)(lim)(lim

�

��

��+�!�������� ����!��L?�
����b
b

+
�

�

�5��G�
�����+����

TTT��

=�
���������I_!���������`�����������%,> ���	��������������������� ����!���"#����������$%�&����xy 8=�������,*������%+����+��%,��

.,/#�+���$,-0=x+��=x�1���2�����

�3�
��

nn
x

�
=

−
=∆

0�
���+��xxf 8=)(��

�8�� =×=∆=∆=∆=∆=∆==
n

nxnxxixxxxxxxx ni
�

���� ,...,,...,,,���

-2 -1 1 2 3

-1

1

2

3

x

y

��

������,	������%,&Y�KG��	�M%,�5��4F�+HI/��'>?J�������f���9���
?9�
�],[ ii xx �−�+�!��)( ixfK�5��L?�
����
��

�
=+∞→

∆=

n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

�M,E�+xixi ∆=�+�xxf 8=)(�NO�xixf i ∆= 8)(������
?9�3��
��������������R�Q �����M�>?��P,>Q��������65������
��

'�;%�2����

�+�����I�
��
M�>?��P,>Q�����65�����

)()
)(

()()()()(
�

�

�� �

8

�

�88�
88

n

nnnn

n
i

nnn

i
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i
i

+
=

+
===∆∆=∆ ����

==== ����

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

R+%����I�
��
P,>Q��������65�����

�

8

�

8

�

8
�

�

�

�

==
+

=∆=
+∞→+∞→=+∞→

� )(lim)(lim)(lim
n

n

n

nn
xxfA

nn

n

i
i

n �

��

��+�!�������� ����!��L?�
����
�

8
��5��G�
�����+���

TTT��

=�
���������I_!���������`������������	��������������������� ����!����"#���%,> �������$%�&������ += xy��������*��%+�*���+��%,��

.,/#�+���$,-��,��0=x+�8=x�1���2�����

�3�
��

nn
x

�
=

−
=∆

08
���+���� += xxf )(��

88�� =×=∆=∆=∆=∆=∆==
n

nxnxxixxxxxxxx ni
�

���� ,...,,...,,,���

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

��

������,	����5��4F�+�KG��	�M%,���%,&YHI/��'>?J�������f���9���
?9�
�],[ ii xx �−�+�!��)( ixfK�5��L?�
����
��

�
=+∞→

∆=

n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

�M,E�+xixi ∆=�+��� += xxf )(�NO��� +∆= xixf i )(���������������P,*>Q���*�����6*5������
*�����
*?9�3*��
�����

'�;%�2��R�Q �����M�>?����

�+�����I�
��
M�>?��P,>Q�����65�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������  

)()()
)(

()(

)()())(())(()(

8=
8

88
8

�

�U8
�

U8

�
U8

�
U88

�
8

���

��

��

+=++=+
+

×=+=

+=+=+=∆+∆=∆

��

������

==

======

n
n

nn
n

n
nn

nn
i

nn

n

i

nn

i

nnn

i
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

����
��

R+%����I�
��
P,>Q��������65�����

��=
8

8=
8

==+=∆=
+∞→+∞→=+∞→

� )(lim)(lim)(lim n
n

n
n

xxfA
nn

n

i
i

n �

��

��+�!�������� ����!��L?�
��������5��G�
�����+���

TTT��

��
���!�������I_8�������`��������	��������������������� ����!��"#���%,> ����$%�&������� −= xy�����*��%+�*���+��%,*��

.,/#�+���$,-��,���=x+�8=x�1���2�����

�3�
��

nn
x

�
=

−
=∆

�8
���+���� −= xxf )(��

8����� �� =×+=∆+=∆+=∆+=∆+==
n

nxnxxixxxxxx ni
�

��� ,...,,...,,���

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

��

������,	����5��4F�+�KG��	�M%,���%,&YHI/��'>?J�������f���9���
?9�
�],[ ii xx �−�+�!��)( ixfK�5��L?�
����
��

�
=+∞→

∆=

n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

�M,E�+xixi ∆+= ��+��� −= xxf )(�NO�xixixf i ∆+=−∆+= ����� )()(�����������
*�����
*?9�3*��
����*�

'�;%�2��R�Q �����M�>?��P,>Q��������65������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�+�����I�
��
M�>?��P,>Q�����65�����

)()()
)(

()(

)()()()()(

�8
�

��
�

�

�=�=
�

�

=
�

�=
�

��=
���

��

��

+=++=
+

×+=+=

+=+=+=∆∆+=∆

��

������

==

======

n
n

nn
n

nn

n
n

n
i

nn

n

i

nn

i

nnn

i
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

����
��

R+%����I�
��
P,>Q��������65�����

U8
�

�8
�

==+=∆=
+∞→+∞→=+∞→

� )(lim)(lim)(lim n
n

n
n

xxfA
nn

n

i
i

n �

��

��+�!�������� ����!��L?�
����U��5��G�
�����+���

TTT��

U�
���������I_!�=�������`���������	��������������������� ����!��"#���%,> �����$%�&�����=8 += xy����*��%+�*���+��%,��

.,/#�+���$,-��,���−=x+��=x�1���2�����

�3�
��

nn
x

�
=

+
=∆

��
���+��=8 += xxf )(��

������ �� =×+−=∆+−=∆+−=∆+−=∆+−=−=
n

nxnxxixxxxxx ni
�

��� ,...,,...,,���

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

x

y

��

������,	����5��4F�+�KG��	�M%,���%,&YHI/��'>?J�������f���9���
?9�
�],[ ii xx �−�+�!��)( ixfK�5��L?�
����
��

�
=+∞→

∆=

n

i
i

n
xxfA

�

)(lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

�M,E�+xixi ∆+−= ��+�=8 += xxf )(�NO�xixixf i ∆+=+∆+−= 8�=�8 )()(����������
*?9�3*��
����*�

'�;%�2��R�Q �����M�>?��P,>Q��������65������
����

�+�����I�
��
M�>?��P,>Q�����65�����

n

nn

n

nn

n
n

n
i

nn

n

i

nn

i

nnn

i
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

�

�^88

�

`��8

�

�`8`
�

8

`
�

8`
�

88`
�8�

��

��

+
=

+
=

+
×+=+=

+=+=+=∆∆+=∆

��

������

==

======

)()
)(

()(

)()()()()(

����
��

R+%����I�
��
P,>Q��������65�����

�

88

�

88

�

�^88
==

+
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
�

n

n

n

n
xxfA

nn

n

i
i

n
limlim)(lim

�

��

��+�!�������� ����!��L?�
����
�

88
��5��G�
�����+���

TTT��

^�
���������I_!��������80������������	��������������������� ����!���G��	���%,> ������$%�&������
xy =���������,*����*��%+����+��%,��

.,/#�+���$,-�=x+�8=x�1���2�����

�3�
��

nn
x

��8
=

−
=∆�����+�����

xxf =)(��

8
�

����� �� =×+=∆+=∆+=∆+=∆+==
n

nxnxxixxxxxx ni ,...,,...,, ������

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

M,E�+xixi ∆+= ��+��
xxf =)(NO�xixixixf i

��� ��� ∆+∆+=∆+= )()(��

���
===

∆∆+∆+=∆∆+=∆

n

i

n

i

n

i
i xxixixxixxf

���

���� ��� )()()(��

)()( � � ��
= = ==

++=++=

n

i

n

i

n

i

n

i

i
n

i
nnn

i
n

i
n

� � ��

�
�

�
�

==
�

��==
���

)())
))((

()
)(

((
n

nn
nn

n

nnn

n

nn

n
n

n 8

�U=
��

�

U

���=

�

�=� �

�

++
+++=

++
+

+
+=��

)(
n

nn

n 8

����8� �
++

=��

8

�U

8

�8�

8

����8� ��
===

++
==∆=

+∞→+∞→=+∞→
� )(lim)(lim)(lim

n

n

nn

nn

n
xxfA

nn

n

i
i

n �

���

��+�!�������� ����!��L?�
����
8

�U
��5��G�
�����+���

TTT��

S�
���������I_!�U������80����������������������������� ����!����	���%,> �G��	�������$%�&�������
+= xy���������*��%+�*���+��%,*��

.,/#�+���$,-��,��0=x+�0>= ax�1���2�����

�3��
��

n

a

n

a
x =

−
=∆

0
����+�����

�
+= xxf )(��

a
n

a
nxnxxixxxxxxxx ni =×=∆=∆=∆=∆=∆== ,...,,...,,, ���� 8�����

x

y

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

M,E�+xixi ∆=�+���
+= xxf )(NO���

+∆= )()( xixf i��

a
n

nna
n

n

nna

n

a
n

nnn

n

a

n

a

i
n

a

n

a

n

ia

n

a

n

a

n

ai
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

+
++

=+
++

=+
++

×=

+=+=+=∆+∆=∆ ������
======

�

�8�

�

�

��

�
�

�

�

��
��

U

�8�

U

���

U

���

����

)(
)

))((
()

))((
(

)()())(())(()(

����

a
a

a
n

na
a

n

nna
xxfA

nn

n

i
i

n
+=+=+

++
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
�

8U

�

U

�8� 8

�

�8

�

�8 )(
lim

)(
lim)(lim

�

��

��+�!�������� ����!��L?�
����a
a

+
8

8

��5��G�
�����+���

TTT��

`�
���������I_!�^����80���������������������� ����!����*�	����%,*> ���G��*	�����*$%�&���*�8��
++= xxy��+��%,*��

.,/#�+���$,-��,������%+����−=x+��=x�1���2�����

�3��
��

nn
x

8��
=

+
=∆����+�����

�� ++= )()( xxf��

�
8

������ �� =×+−=∆+−=∆+−=∆+−=∆+−=−=
n

nxnxxixxxxxx ni ,...,,...,, �����

-13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

x

y

��

M,E�+xixi ∆+−= �+��� �
++= )()( xxfNO����� ���

+∆=++∆+−= xixixf i )()(��

����
====

+=∆+∆=∆+∆=∆

n

i

n

i

n

i

n

i
i i

nn
xxixxixxf

����

)()())(()( �
`8

�� �
�

���
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

)
))((

()( n
nnn

nn
i

nn

n

i

n

i

�
U

���`8
��

`8
�

��

�
�

+
++

×=+= ��
==

��

)()()
))((

(
n

nn

nn

nnn

n
n

nn

nn �

8`�08

�

=8`U8
�

�

���88 ���
++

=
+++

=+
++

×=

��
�

�08

�

8`�08 ��
==

++
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
� )(lim)(lim)(lim

n

n

nn

nn

n
xxfA

nn

n

i
i

n �

��

��+�!�������� ����!��L?�
��������5��G�
�����+���

TTT��

�0�
���������I_!�S������80����������������������������� ����!���<�����%,> ��G��	�������$%�&�������
−= xy�������*��%+����+��%,�

���$,-��,���1���2�����

3��
�'����2��L��&	������$,-��,������G��	���%,> �G-�(	�3�����)�����

��
0�

±= →−=
=

xxy
y

��

9��
a �%�,�����!��NO��−=x��	��=x��1���2����

-2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

x

y

��

nn
x

���
=

+
=∆����+�����

�
−= xxf )(��

�
�

������ �� =×+−=∆+−=∆+−=∆+−=∆+−=−=
n

nxnxxixxxxxx ni ,...,,...,, �����

M,E�+xixi ∆+−= �+���
−= xxf )(NO���� ��� xixixixf i ∆+∆−=−∆+−= )()(��

����
====

+
−

=∆∆+∆−=∆−∆+−=∆

n

i

n

i

n

i

n

i
i i

n
i

nn
xxixixxixxf

����

)()())(()( �
�

��� ==�
�����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

)
))(()(

()(
U

���=

�

�=�==�
�

�

�
�

�

++
×+

+
×

−
=+

−
= ��

==

nnn

n

nn

nn
i

n
i

nn

n

i

n

i

��

)()
)(

)((
n

n

nn

nn
n

n 8

���

8

�8��
��

� ��
+−

=
++

++−=

8

=

8

��

8

��� ��
−

=
−

=
+−

=∆=
+∞→+∞→=+∞→

� )(lim)(lim)(lim
n

n

nn

n

n
xxfA

nn

n

i
i

n �

��

��+�!�������� ����!��L?�
����
8

=
��5��G�
�����+���

TTT��

���
���������I_!�`������80����������������$%�&�����G��	���%,> ��<����������������������� ����!��xy −= ����������*��%+�*���+��%,*��

����$,-��,��.,/#�=x+�==x�1���2�����

3�
��

nn
x

��=
=

−
=∆����+����xxf −= �)(��

=
�

������ �� =×+=∆+=∆+=∆+=∆+==
n

nxnxxixxxxxx ni ,...,,...,, �����

-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

��

M,E�+xixi ∆+= �+�xxf −= �)(NO�xixixf i ∆−−=∆+−= ��� )()(��

)()())
)(

((

)()()()(

��
�

�
�

�

���

�
�

���
��

��

−−=−−−=
+

−−=

−−=−−=∆∆−−=∆ �����
=====

n
n

nn
n

nn

n
n

n

i
nnn

i
n

xxixxf
n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

���

=�
�

��
�

−=−=−−=∆=
+∞→+∞→=+∞→

� )(lim)(lim)(lim n
n

n
n

xxfA
nn

n

i
i

n �

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

��+�!�������� ����!��L?�
����=��5��G�
�����+���

TTT��

���
���������I_!��0������80��!����������������$%�&�����G��	���%,> ��<����������������������� ����xxy ��
−=����%+����+��%,��

�1���2�����$,-��,��������

�3��
'����2��L��&	������$,-��,������G��	���%,> �G-�(	�3�����)�����

�0�
0�

== →−=
=

xxxxy
y

,��

�9��
a �%�,�����!��NO0=x��	��=x�1���2�����

-1 1 2

-1

1

2

x

y

��

nn
x

�0�
=

−
=∆����+����xxxf ��

−=)(��

�
�

0 �� =×=∆=∆=∆=∆==
n

nxnxxixxxxxx ni ,...,,...,, �����

M,E�+xixi ∆=+�xxxf ��
−=)(NO�xixixixixf i ∆−∆=∆−∆= �� ��� )()()(��

)())(
)(

(

)
)())((

()(

)()())()(()(

n

n

n
n

n

nn

n

nn

n

nnn

nn
i

n
i

nn

i
n

i
nn

xxixixxixixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

8

���
��

8

�8���

�

�=

U

���=�==�

==�
��

��

�
��

�
�

�
�

���

+−
=+−

++
=

+
×−

++
×=−=

−=∆∆−∆=∆∆−∆=∆

��

����

==

==== ����

8

=

8

��

8

��� ��
−

=
−

=
+−

=∆=
+∞→+∞→=+∞→

� )(lim)(lim)(lim
n

n

nn

n

n
xxfA

nn

n

i
i

n �

��

��+�!�������� ����!��L?�
����
8

=
��5��G�
�����+���

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

�8�
���������I_!��8������80����������������$%�&�����G��	���%,> ���	��������������������� ����!��
x

y
�

=�������,������%+����+��%,��

�"#�+%�+���$,-0>= ax��+�abx >=�1���2�����

�3��
�
�W���
@) ��7+������

a

b
LaLbLaLbL

a

b
xLdx

x
A nnnnnn

b

a
=−=−=== � ||||||

�
��

TTT��

�=�
�������������88���������G��	���
�����<���+�L�?�O���;�P,>Q��
x

y
�

=��������9���
�],[ ������������2I�/)!��'a���9�
D�����=�������9�*��

�?�+V��5%����bJ����

3��
���IY�D��%][���G��	���1��%�%��2$+J �5�����c$
��

��

��

��

��

��

��

��

��

�L�?�O�P,>Q�����!��2 �C( �d?
(	���

U8=�0

=8��
�

=

/)()()()()(

)()()()()()(

≈×+++=×+×+×+×=

∆+∆+∆+∆=∆ε= �
=

�

�

�

�

�

�

	

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�




�

xxfxxfxxfxxfxffL
n

i
i

��

�<���P,>Q�����!��2D�F��d?
(	���

xxfxxfxxfxxfxffU
n

i
i ∆+∆+∆+∆+=∆ε= �

−

=

)()()()()()( 8��0

�

=
�

��

�
=

=
�=�

=

^

=

8
�8�

=

U

=

�
���

=

�

=

�
��

�

=

8

�

�

=+=∆+=

=+=∆+=

=+=∆+=

=+=∆+=

=

xx

xx

xx

xx

x�

 

-2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
=

�

=

��
=

−
=∆x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

^�`�0�� /)()()()()( ≈×+++=×+×+×+×=
�

�

�

�

	

�




�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�




�

�

�
��

TTT��

���
�������������8������G��	������������e��
xy =�������9���
���],[ a0����5��
?cO���
@) �����������*(��Nf*5�+�

a
dxx

0
����������*�

�?�+V��5%���

�3�
2>�5����%+����������������� ����!����)����
xy =.,/#�+�0=y+�0=x�+�0>= ax?�+V��5%��������'���

n

a

n

a
x =

−
=∆

0
����+�����

xxf =)(��

a
n

a
nxnxxixxxxxxxx ni =×=∆=∆=∆=∆=∆== ,...,,...,,, ���� 8�����

x

y

��

M,E�+xixi ∆=�+��
xxf =)(NO��)()( xixf i ∆=��

)()(

)
))((

()()()(

8

�88�8

8

8

8

8
�

8

8

8

�8
��

8�

UU

8�

U

���

n

nnnannn

n

a

nnn

n

a
i

n

a

n

ia

n

a

n

ai
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
i

++
=

++
=

++
====∆∆=∆ �����

===== �������

8

�

U

8�

U

8

8

88

8

�88
a

n

na

n

nnna
xxfA

nn

n

i
i

n
==

++
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
� )(lim)(lim)(lim

�

��

��c$�
��

8

8
a

xffL
n

i
i

n
n

n
=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

)(lim)(lim����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������  

8

8
a

xffU
n

i
i

n
n

n
=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

)(lim)(lim���

�L?�
����
��

8

8

0
� a
dxx

a
=���

TTT 

�U�
���\]���%�L?
>	������8U���
a

xdx
0

����������65������

�3�
����%+����������������� ����!����)���"#xy =.,/#�+�0=y+�0=x�+�0>= ax�'?�+V��5%����������

n

a

n

a
x =

−
=∆

0
����+����xxf =)(��

a
n

a
nxnxxixxxxxxxx ni =×=∆=∆=∆=∆=∆== ,...,,...,,, ���� 8�����

x

y

��

M,E�+xixi ∆=�+�xxf =)(NO�xixf i ∆=)(��

)()
)(

()()()(
�

�
�

�

�

�

�

��

�

n

nn
a

nn

n

a
i

n

a

n

a

n

ai
xxixxf

n

i

n

i

n

i

n

i
i

+
=

+
===∆∆=∆ ����

==== ����

��

���

�

�

�
�

�

�
� a

n

nn
a

n

nn
axxfA

nn

n

i
i

n
=

+
=

+
=∆=

+∞→+∞→=+∞→
� )(lim)(lim)(lim

�

��

��c$�
��

�

�
a

xffL
n

i
i

n
n

n
=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

)(lim)(lim����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�

�
a

xffU
n

i
i

n
n

n
=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

)(lim)(lim���

�L?�
����
��

�

�

0

a
xdx

a
=���

TTT��

�^�
����\]���%�L?
>	�����8U���
b

a
dx������65����������

�3�
������ ����!����)���"#����%+������������=y.,/#�+�0=y+�ax =�+�abx >=�'?�+V��5%����������

n

ab
x

−
=∆����+�����=)(xf��

b
n

ab
naxnax,...,xiax,...,xax,xa,xx ni =

−
×+=∆+=∆+=∆+=∆== ������

x

y

��

M,E�+xixi ∆=�+��=)(xfNO��=)( ixf��

abn
n

ab

n

ab
xxxf

n

i

n

i

n

i
i −=×

−
=

−
=∆=∆ ���

=== ���

��)()(��

ababxxfA
n

n

i
i

n
−=−=∆=

+∞→=+∞→
� lim)(lim

�

��

��c$�
��

abxffL
n

i
i

n
n

n
−=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

)(lim)(lim����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

abxffU
n

i
i

n
n

n
−=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

)(lim)(lim���

�L?�
����
��

abdx
b

a
−=���

TTT��

�S�
����\]���%�L?
>	8����8U���
b

a
cdx������65����������

�3�
"#����%+����������������� ����!����)���cy =.,/#�+�0=y+�ax =�+�abx >=�'?�+V��5%����������

n

ab
x

−
=∆����+����cxf =)(��

b
n

ab
naxnax,...,xiax,...,xax,xa,xx ni =

−
×+=∆+=∆+=∆+=∆== ������

x

y

��

M,E�+xiaxi ∆+=�+�cxf =)(NO�cxf i =)(��

)()()( abccn
n

ab
c

n

ab
xcxxf

n

i

n

i

n

i
i −=×

−
=

−
=∆=∆ ���

=== ���

��

)()(lim)(lim abcabcxxfA
n

n

i
i

n
−=−=∆=

+∞→=+∞→
�
�

��

��c$�
��

)()(lim)(lim abcxffL
n

i
i

n
n

n
−=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

����

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

)()(lim)(lim abcxffU
n

i
i

n
n

n
−=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

���

�L?�
����
��

)( abccdx
b

a
−=���

TTT��

�`�
�����X���������
b

a
xdx������65����������

3��
"#����%+����������������� ����!����)���xy =.,/#�+�0=y+�ax =�+�abx >=�'?�+V��5%����������

n

ab
x

−
=∆����+����xxf =)(��

b
n

ab
naxnax,...,xiax,...,xax,xa,xx ni =

−
×+=∆+=∆+=∆+=∆== ������

x

y

��

M,E�+xiaxi ∆+=�+�xxf =)(NO�xiaxf i ∆+=)(��

)(

)()
))((

(

)
)(

()()()(

n

anbnbnan

n

ab

n

anbnanbnan

n

ab

n

nnab

n

an

n

ab

nn

n

ab
na

n

ab
i

n

ab
a

n

ab
xxiaxxf

n

i

n

i

n

i

n

i
i

�

�

�

��

�

�

�

��

�����

�

−++−
=

−+−+−
=

+−
+

−
=

+
×

−
+

−
=

−
+

−
=∆∆+=∆ ����

==== ���

)(lim)(lim
n

anbnbnan

n

ab
xxfA

n

n

i
i

n �

��
−++−

=∆=
+∞→=+∞→

�
�

��

���
ab

n

nba

n

ab

n

−
=

+−
=

+∞→

)
)(

(lim��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

��c$�
��

�

��
ab

xffL
n

i
i

n
n

n

−
=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

)(lim)(lim����

�

��
ab

xffU
n

i
i

n
n

n

−
=∆ε= �

=+∞→+∞→ �

)(lim)(lim���

�L?�
����
��

�

��
ab

xdx
b

a

−
=���

TTT��

�0�
��	>���%�L?
]���\�8S��G��	f�
b

a
xdx����9����%�],[ ��−����'����2��g?
&	�
?9�h�,Y������

�
�
�

<−

≥
=

0�

0

xx

xx
xf )(��

������������e�−
�

�
dxxf )(�?�+V��5%�������MV����(��+�%��%�%,�+���������'5�����G��	���%,> ����

�3�
��

-2 -1 1 2

-1

1

2

x

y

��

�+�!����;��9������9�
D�����1�%�'�;�,#�
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

�=∆ε= �
=+∞→+∞→

n

i
i

n
n

n
xffL

�

)(lim)(lim����

�=∆ε= �
=+∞→+∞→

n

i
i

n
n

n
xffU

�

)(lim)(lim���

����9����%�K��1��%�%�G��	�2�&?],[ ��−�+��5��
?cO���
@) ���c$��

�
�

�
=�− dxxf )(��

TTT��

���
��������I_!�8������=����������G��	���
�����<���+�L�?�O���;�P,>Q�x
ey =��������9���
��],[ ��−��������*��2I�/)!��'a���9�
D�����

=�?�+V��5%����bJ�����9������

3��
���IY�D��%][���G��	���1��%�%���%,&Y�5�����c$
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�L�?�O�P,>Q�����!��2 �C( �d?
(	���

�

8�
�0��

8��0

�

=

�
����

e

eee
eeee

xxfxxfxxfxxfxffL
n

i
i

+++
=×+×+×+×=

∆+∆+∆+∆=∆ε=

−−

−

=

�

)()()()(

)()()()()()(

���

�<���P,>Q�����!��2D�F��d?
(	���

��=�=�

��8�8�

0�����

����

�

=

8

�

�

=+−=∆+−=

=+−=∆+−=

=+−=∆+−=

−=+−=∆+−=

−=

)(

)(

)(

xx

xx

xx

xx

x�

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 

=

�

=

��
=

−
=∆x 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


���
@) ��+�3�! �
A?%�B�!���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3CD���E 

��������� 

xxfxxfxxfxxfxffU
n

i
i ∆+∆+∆+∆+=∆ε= �

=

)()()()()()( =8��=
�

��

e

eee
eeee

8�
��0� �

����
+++

=×+×+×+×=
− )()()()(��

TTT��

���
������I_!�`����=�����
@) ���dxx�− −
8

8
�`������65����������

�3��
�G��	���%,> �` xxf −=)(��
AY�P�&1�+�h�C)i��j�6��J�
���������
?�%�'� �5����c$��

��

-3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

��

�

`

=

`
�`�`

8

0
�8

8
� π

=
π

=−=− ��− )
)(

(dxxdxx��

TTT��

�8�
������I_!��0����=����'����k
Df	�
��������%,&Y�+��)5,�O�2&�],[ ba��1����������������e
��

n

afbfab
fLfU nn

))()()(( −−
=−��

�3�
�G��	�M%,���%,&Y������,	�����5��4F�+�������9���
?9�
�],[ ii xx �−��KHI/��'>?J���f�+�!��)( ixf�+���2

'>� HI/��f+�!��)( �−ixf�K�5��L?�
����
�2�&?�ii xu =�+���−= ii xl��

n

ab
x

−
=∆��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


����������	�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
��� 

��������� 

 

n

afbfab
afbf

n

ab
xfxfx

xfxfxxfxfx

xxfxxffLfU

n
n

n

n

i
i

n

i
i

n

n

i
i

n

n

i
i

n

n

i
i

n

n

i
i

n
nn

))()()((
)))()((lim())()((lim(

))()((lim())(lim)(lim(

)(lim)(lim

−−
=−

−
=−∆=

−∆=−∆=

∆−∆=−

+∞→+∞→

=

−

=+∞→=

−
+∞→=+∞→

=

−
+∞→=+∞→

����

��

0

��

�

����

��

��

TTT��

�=�
����������=8������
@) �� +
�

0
�8 = dxxx )(������65����������

�3�
��

��

�`

��

�U8

8

=

=

�
0

8

=
0

=

�
�

8

=
�

=

�

0

�

8

=

=

�
=

8=8=

8=�

0
�8

=
+

=+=+−+=

+=+�

))()(())()((

)()( xxdxxx

��

TTT��

���
����������=U����
@) ���
?9���;������65����������

�
a

dxx
0

�����������������������B�− +−
�

�
� �8 dxxx )(��g$���

�3�
��

��

�

`
�

�

8

8

�
=U

8

S
���

�

8
�

8

�
���

�

8
�

8

�

�

�
�

�

8

8

�
�8

�8�8

�8�

�
�

=++++−=−+−−−−+−=

−
+−=+−�−

))()()(())()()((

)()( xxxdxxx

��

8888
0

�

8

�
0

8

�

8

�

08

�
aa

a
xdxx

a
=−==� )()()(��

TTT��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	������ 

��������� 

�	
����
�����������

����������������� !����������"#�$�%��&��"
����'������(
��)�'*(+�������,+�-.����/-0��'#.�"1��2 xxy −=�������3�-4�������5�/-+�

�/#���+�,6�4.x7�#���/#��8
��"+�((9�+�:�������

�	����

-1 1 2 3

-1

1

2

3

x

y

��

�

;
;

�

� 
<

2

=
<

�

2
2

2

=
2

�

2

<

2

2

=

�

2
2 2�2�2�2

<
�

=−=−−−=−=−� ))()(())()(()()( xxdxxx��

>>>��

� �������?@��AB1����8
�0.�� !,+�.����/0��'#.�C�6�D
�'������xy sin=(
E1�"F*�#��������

�	����

��

��

��

��

��

��

��

��

��

�==<
<<

=+=−−π−=
π

−=�
π

)cos(coscossin xdxx��

-2

-1

1

2

3

x

y

 

π < 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�5(EE1�"
�.������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���G��+�H 

��������� 

 

�I��������������AB1����8
�0.�� !������������,+�.����/0��8
+��/�#��5��/J��/9�7�&�"
����'����xy sin=�����	K-9�L+�-M�

��
%���(
E1�"F*�#����

��

��

��

��

��

��

��

��

�	����

���
�

<

�

<
=+=

π

π
−+

π
−=+= ��

π

π

π
)cos()cos(sinsin xxdxxdxxA��

>>>��

�;�������N�AB1����8
�0.��I!"
����'������&OJ�&P�+==y,+�.����/0��'#.����
=

Q
�

+
=

x
y�(
��)�'*(+�������

�	����

��

��

��

��

��

��

�Q==
=

Q

=

Q �
�

=

�
±=→=+→=

+
 →

+
=

=
xx

xx
y

y
��

��������&�"R$����������S����/��'����],[ ��−���T
E1�:��"F*�#���������������,+�-.�:-E#E���
%�'������(�+����1�8
��&��+
=

Q
�

+
=

x
y�

�&�"R$�����],[ ��−�OJ��
%�'�����UV*���8

W.����==yT
E1�:��T1�X)�%�����"R$���8
07�������

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 

π < π� 

1

2

3

4

5

x

y

 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	������ 

��������� 

��=<��Q�Q

����Q
�

�

�

�
Q=

=

Q

===

===�

�

�

� �

−=−+=

−−−−−=
−

−
−

=−
+

=

−−−

−−−

−− ��

tantantan

))(())(tan(tantan xxdxdx
x

A
��

>>>��

2<�������������I!,+�.�8
���
����(4��xey
x cos+=

−&�5%�+��+����],[ <
�

π
−(
��)�'*(+��������

�	�����

��

��<

<

�

=<=

=<=
�

<

�

<

�
<

ππ

ππ
−−

−

−
π

−

−

π
=+++−

π
=

−−
π

−+−
π

=
π

−+−
π

−+−
π

=

π
−

+−
π

=+
π

−−

=
−

= ��

ee

eee

xedxxedxxf
ab

VA
xxb

a

��

����

���

)(

)()())sin(())sin((

)sin()cos(

)(

)(.

)(
)(��

>>>��

2=�������T���Y*�Z�D
�[*�Z��;!��/+�"�9/���/J�:��#����&�"\�+��������
%�&���.�&%/�)�Y������

<<<====
=

===

=
=−=−=−−=

−
=�− nnnnn LLLLxLdx

x
||||||��

/����(
E1�]#+�%/�)�Y����8
��[*�Z������

��]#+�������&�"M4�����,+�.�8
��<=x���"�*/
Z�����5%�+���&],[ ==−�^

��"M4��:7�E�����(W.�������:��*/
Z���&�!�'*���^:@������:-0����(-���1

(9�+�����'�
���
_Z���������UZ=������'*��'*�����C/��[*�Z��_@�����"-+

���/0�	+�4���
�(
E1�"H/.�`���

"
ab����5(9�5��9��:��*/
Z�3�9�"+�:*�*��&�����c%P�3�9

�:��1�"�!��UZ�"
ab�X�/.�:0����+���K+����:*�*��&����

                                                 
1���(9�+�"�9���Td�b�e��f��&��"R$������,+�.��\��'�
���
_Z���������"R$���X)����^� 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�5(EE1�"
�.������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���G��+�H 

��������� 

 

2��������������;!�(
��)�'*��"+�����
%�,+�/.�L�g����

dtexxG
x t

�−
−

=
Q

�

��)(��������������������������dtexF
x

t
�

−
=

2 �
)(�?@���

�	��?@����

�

2

�2 �
xx t

x

t
exFdtedtexF

−−−
−=′→−== �� )()(��

�	������

))()( )( ��Q�Q

�

��Q�Q

�

�
Q�Q� xx txx t

exdtexexdtexxG
−

−

−−

−

−
+=+=′ ����

>>>��

22�������	d�����;!(
E1�"F*�#������
%�&�7������������

�
π

−

π
−
�

�

xdxcos�� ���
=

�

= x

dx
�����

�
�

<
2
dxx�=��

�
π

2

�

<
dxx |sin|��I���

−

−
−

=

� 2�

==
dx

xx
)(��Q���

�

<
dxx�����

�
π

π−
dxe

x��;��� −
�

=

2

2 �

�
dx

x

x
)(������

π
+

�

<
= dtt)sin(��2��

�	����

�<
�

=
�

�

=

<

�

�

= ����

<
2

=−==� )()(xdxx��=��

2

=�
<

2

�
�

2

�

<

�

2

� �

2

�

2
�

<
�

2

�

=
�

<
=−===�� )()(xdxxdxx�����

π=+−π=−−π−π=
π

−=+�
π

�==�<<��
<

�
=

�

<
)cos()cos()cos()sin( ttdtt��2��

)()()()()()( ��==
�

=
=

�

=
=

=

�

= nnnnnnn LLLLLLxL
x

dx
=+−=−==������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	������ 

��������� 

�

=

�

==

�

=

�

=

=

===
�

�==

�
2�=

� 2� −

−
+

−
=

−

−

−
−

−
=−=−

−−−

−

−−−

− �� )()()()(
xx

xxdxxxdx
xx

��Q��

I

 

I

=

�

=

�

=
=

��

=

�

=

=�

=

=

=
��

=−−+=
−

+
−

−
−

−
+

−

−
= )

)(
()

)(
(��

=

�

I

==

=

�

�

=

�

=

�

�

�

=
�

�

� �
�

���

=
22�

=

2

2
)())(()()( x

x
xxdxxxdx

x

x
−−=−

−
=−=−

−−
�������

I

;

I

;

�

;

I

=
=�

�

=
=

I

=

=

=
�

I

=

�

= �
�

�
�

−
=−

−
=−−−−−=−−−−−= )()())(

)(
())(

)(
(��

)sin()sin()sin()sin(sincos
����

�

�
�

�

π
+

π
−=

π
−−

π
−=

π
−

π
−

=�
π

−

π
−

xxdx�� ��

�

�=

�

�

�

= +−
=+−=��

�����
π

π

π
π

π

π
π

−=+= 2

�

<
2

�

<
2

�

<
xdxxdxdxxdxxdxx sinsin|sin||sin||sin|��I��

�

Q
=

�

=
==

2

�
<

2

�

<
2

�

<

=+−+−−−=π−
π

+−π−=

π

π

−−
π

−=−= ��
π

π

π

)()()cos)(cos()cos(cos

)cos()cos(sinsin xxxdxxdx

��

�"H/.���&�"R$��],[ π<�&�"R$��������'F���A/E
*�],[
2

�
<

π
�:�E��A/E
*�'*����8
Eh07��

�

=

222

�
−=

π
−=

π
+π=

π
)cos()cos()cos(��

π−ππ

π−
−=

π−

π
=� eeedxe

xx��;��

>>>��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�5(EE1�"
�.������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���G��+�H 

��������� 

 

2�������AB1����8
�0.�Q<!(
E1�"F*�#������
%�&�7������������

� − dxxx )cos(sin �2�������������������������� −+− dxexx
x )( 22 2Q�?@���

�	��?@����

cxexxdxexx
xx

+−+−=−+−� 2
2

=

�

2

�

=
22 2��2Q )(��

���	�����

cxxdxxx +−−=−� �
�

=
2

2

=
�2 sincos)cos(sin��

>>>��

2Q������?@��&�"Ri���Q=!�8
W������������:EW��� dxxf )((
7��j
k/.�������

�	���:EW
��8

W.(E����:W+�/.cxF +)(����"
@���,+�/.�!"1�&�/6�"+)()( xfxF =′��

>>>��

2������&�"Ri������Q=!�'*����
%�&�7�"E
`\�%��D
�c�(1l'*��'*�����c�(1�����

=�!'*��,+�.�D
�8
W�������������(G�D
�8
W��������������

��!'*���(G�D
�8
W������������,+�.�D
�8
W��������������

2�!'*��'+�m��(G�D
����O4�����)�n���.���(���(��T7��+�:b���8
W��������������8
W������������

��!������������g
+����^�8
W����������&�"F*�#��&��+�������T
E1�:��5����*��8
W������������%��^����/���������&�"
ab������1�8
��%/f��:-*�*��

'*��5(�)���

�	�����������=�!��������'*������!����������'*��2�!�����������'*������!'*����

>>>��

2 ������N�&�"Ri���Q=!T
E1�o����f&�5%�+��+��
_Z���������:W+�.],[ ba(9�+����:EW
�X)�8
���
���

�
−

=
b

a
dxxf

ab
f )(

�
��

(
E1��
��.������

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	������ 

��������� 

�	������(4��
b

a
dxxf )(�^�X)�o�G�"1�'*��:R
M����'������+��+�ab −X)��/6����f(9�+�:������

>>>��

2I�����������&�"Ri���Q=!����,+�.�T
E1�o����f���&�5%�+��+�],[ ba�����������5%�+�8
��%��"M4��:7�E���&��(W.����p`H���5(9�?
�W.�

����(9�+�"�*/
Z�X)�3�4���
�*�����������(E����:��"�*/
Z�&��"WMb�,+�.�D
����:W+�.�8
E����
)f��+���&�5%�+�],[ ba�����
_Z����������l'*�

�����������(4��^'*��'F���X��+�/H�"1�:.�/$��f(
7��j
k/.��������

��	��������,+�.�T
E1�:��o���^�"R+�f���&�5%�+��+�],[ ba��������3�4�������(9�+�5(9�?
�W.�ncccc <<<< ...2�=����"�-*/
Z�����

����(���1�(9�+���n�/$�8
��������

����� ++++=
b

nc

c

c

c

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )(...)()()()( 2

�

�

=

=��

>>>��

2;�����&�"Ri������Q=!��(
E1�"F*�#������
%�&�7�����������

� −
�

<
= dxx ||��2���

�

<
2 dxxx�=��

� −
=

<
2=2 dxxx ][||������

π

+2
<

� dxxx )tan(sin�����

�	����

22�2  2

 

2

 

2

 
�

<
2

�
�

<
2 �

 

�I
��

 

2
�

 

2
<

 

2
�

 

2

<

�

 

2
=××==−=== �� )()(xdxxdxxx��=��

<
2�

�

=
�2

<

π

−−=+�
π

)(coscos()tan(sin xLxdxxx n�����

�
�

2
�<

�

2
�=

�

2

�

=

�

2
<

�

=

�

=

�

=
==

�

=

�

=

�

=

�

=

<<�
�

=

22
�

�

=

nnnn

nnnn

nn

LLLL

LLLL

LL

+=−−=−−=

−=−+−=−−−−−−=

−−−
π

−
π

−=

))(())()((

)()())()(())()((

))(cos()(cos())(cos()(cos(

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�5(EE1�"
�.������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���G��+�H 

��������� 

 

�"H/.����

�

=

222
� −=

π
−=

π
−π=

π
)cos()cos()(cos��

����� −+−−=−+−=−
�

=

=

<

�

=

=

<

�

<
===== dxxdxxdxxdxxdxx )()(||||||��2��

�
2

�

2

�
=

2

�
��

2

�
=

2

�

===
2

�
���

2

�
<<<

2

�
===

2

�

=

�

2

�

<

=

2

�

====
�

=
�

=
=

<
�

=
�

=

=

<

+−=+−−++−=

−−−+−−−−=

−+−−=

−+−−=−+−−= ����

))(())(())))((())(((

)()(

)()()()(

xxxxxx

dxxdxxdxxdxx

��

"H/.���n��FG=−x�&�"R$������],[ =<�&�"R$��������:�E��],[ �='*��'F������

���� −+−+−=−
=

2

�2

�

2

=2

=

<

=

<
2=22=22=22=2 dxxxdxxxdxxxdxxx ][||][||][||][||�����

��� −+−+−−=
=

2

�2

�

2

=2

=

<
�=2==2<=2 dxxdxxdxx ))(())(())((��

�

 

2

�

2

�
�=

�

2
�

2

=

�

=

2

�

2

�

2

�

2

�

�

2
�==

�

2
�

2

=

2

=

�

2

2

�

2

�

�

2

2

�
=

�

2
�

2

=
2

�

�

2
<

����

��

=−−−+−−−=

−−−+−−−=

−+−+=

)()()()(

))()(())()(())()(())()((

)()( xxxx

��

>>>��

��

��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	������ 

��������� 

�<�����&�"Ri��2���Q�!(
E1�"F*�#������
%�&�7�������������

dxxx� +− �= �)(��2��� xdxx �� cossin�=��

�
+

dx
e

e

x

x�=
������

++
dx

x

xx

�

�

�

=
�����

�	����

��� +=−++= dxxxdxxxxxxdxx )sin(sin))sin()(sin(cossin ��
�

=
����

�

=
����=��

cxxcxx ++−=+−−= )coscos()coscos( ��
2

=

�

=
�

�

=
�

�

=

�

=
��

�"H/.��������������)]sin()[sin(cos.sin β−α+β+α=βα
�

�
���

���
−

−
++=++=

++
dxxxdx

xx

x

x

x
dx

x

xx
)()( ��

2

���

�

�

�

=
�

=

�

=

���

=
�����

c
xx

xcxxx +−−=+−−=
−

−

)()(
=�

�

=
�

�

= =�

=

��

dxxxdxxxxdxxx ��� ++=++−=+− �=��=�= �)(��2��

cxxdxxdxxdxx ++=+=+=+= ���
2�

=
�

2

�
=== )()()(��

ceedxeedx
e

e

e
dx

e

e xxxx

x

x

xx

x

++−==+=+=
+ −−

��� )()(
�� ==

�����

>>>��

�=�����&�"Ri������Q�!,+�.�8
���
����(4���f�&�"M+�k��+
�

= x
xf

cos
)(

+
=&�5%�+��+����],[ π<(
E1���������

�	����

���
ππ

π
=

+

−π
=

−
=

<
�

< �
�

�

=

<
dx

x
dx

x
dxxf

ab
f

b

a
)(cos

cos
)(

���
��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�5(EE1�"
�.������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������&���G��+�H 

��������� 

 

π
=−

π
=

−
π

π
=

π

π
=

π
=×

π
= ��

ππ

��

����

�
<=

�

�

<

�

�

<�
�

��
�

<<

)(

))(sin())(sin())sin(()cos(|)cos(|
x

dx
x

dx
x

��

�������&�5%�+�%��π<< x<�"1��/9�:��"f
���
��

<
π

<<
x

��������,+����!��_@<
�

>
x

cos��

>>>��

�������&�"Ri��Q���Q�!(
E1�"F*�#������
%�&�7�������������

dx
x

x
�

+ =�

�������������������������������������������������
+

dx
x

x
2�)(

�?@���

	�?@������

cxLxxxdx
x

xx

dx
xx

x

x

x

x

x
dx

x

xxx
dx

x

x

n ++++=+++=

+++=
+++

=
+

�

���

||)(

)(
)(

I=�2
2

=I
=��

I=��==���

�2�

�2�22

��

���	����

cxxcxxdxxxdx
xx

x
dx

x

x
++=++=+=+=

+ −

��� �
Q

�
�

Q

�== Q�

=

�

Q

�

=

�

2��

)()(��

>>>��

�2�����&�"Ri������Q�!g���+��(
E1�L4#��������)�:�*���^��
%�&���.�c���q�6�%��&�
\�L����

c
a

x

a
dx

xa
+=

+

−
�

=
��

==
tan������������������������������������c

a

x
dx

xa

+=

−

−
�

=

��

=
sin��?@���

�	�?@����

c
a

x
xF +=

−=sin)(��

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir


�����������	
�����
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	������ 

��������� 

)(

)(

)( xf

xaxa

a

a

a

xaa

a

x

axF =

−

=

−

×=

−

×=

−

=′→
����

�

���

====

=

=

��

�	������

)(

)(

)(

tan)(

xf
xaxa

a

aa

a

xa

a

a

a

x
a

a
xF

c
a

x

a
xF

=
+

=
+

××=
+

×=

+

×=′→

+=
−

����

�

�

���

=

===
=

=

=

=
=

=

��

>>>��

���������&�"Ri�� ����Q�!���"1�T
E1�o���f�g�����
_Z��������+���+���5�/���7�&x����&�5%�-+�%�],[ ba���^�)()( xgxf ≤��

�(
E1�'+�m�� ≤
b

a

b

a
dxxgdxxf )()(��

�	����

����

�

≥→≥−→

≥−→≥−→≤

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxgdxxfdxxg

dxxfxgxfxgxgxf

)()()()(

))()(()()()()(

<

<<
��

>>>��

� 

www.onlinetar.ir

www.onlinetar.ir

	brochure-template1.pdf
	hesabe-difransiel-antegral(www.onlinetar.ir).pdf
	Binder1
	Binder0
	1
	f0 gh1
	f0 gh2

	Binder1
	jeld f1
	f1 gh1
	f1 gh2
	f1 gh3

	Binder2
	jeld
	gh1
	gh2
	gh3
	gh4
	gh5
	gh6

	Binder3
	jeld
	gh1
	gh2
	gh3
	gh4
	gh5
	gh6
	gh7
	gh8
	gh9
	gh10
	gh11
	gh12
	gh13
	gh14

	Binder4
	jeld
	gh1
	gh2
	gh3
	gh4
	gh5
	gh6




