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چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات
۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ

۱۰ و ۹ تاريخ در کشور رياضی المپياد چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ آزمون
در شده پذيرفته دانش�آموزان شرکت با و کشور سراسر در ۱۳۹۵ ارديبهشت
مدت به روز هر در و روز دو در شرکت�کنندگان شد. برگزار اول مرحله�ٔ آزمون

دادند. پاسخ تشريحی سؤال سه به ساعت نيم و چهار
ذکر به لازم آن�هاست. راه�حل همراه به آزمون سؤالات شامل رو، پيشِ دفترچهٔ
بارم�بندی و است شده تهيه آموزشی هدف برای صرفـاً دفترچه اين که است

می�شود. تهيه کارشناسان از گروهی توسط مستقـلاً آزمون، تصحيح



۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

کنيد: ثابت باشند. حقيقی اعدادی ،۰ < a ≤ b ≤ c کنيد فرض .۱
(c− a)۲

۶c ≤ a+ b+ c

۳ − ۳
۱
a
+ ۱

b
+ ۱

c

.

اين�صورت در .P = ac و S = a + c می�کنيم تعريف عبارات، شدن خلاصه برای صرفـاً اول. راه�حل
داريم: مسأله نابرابری راست سمت برای

R =
a+ b+ c

۳ − ۳
۱
a
+ ۱

b
+ ۱

c

=
S + b

۳ − ۳Pb

Sb+ P
.

عبارت که کنيد توجه کنيم؛ مينيمم b متغير حسب بر تابعی عنوان به را اخير عبارت که است اين هدف
آن مخرج که است کسری جزء يک و S+b

۳ يعنی خطی، جزء يک شامل b متغير حسب بر بحث مورد
ساده محاسبه�ٔ کمی با و می�کنيم بازنويسی را عبارت t = Sb+ P متغير تغيير با اکنون است. Sb+ P

می�رسيم: زير عبارت به

R =
S + b

۳ − ۳Pb

Sb+ P
=

S۲ − ۱۰P
۳S +

t

۳S +
۳P ۲

St
.

نابرابری طبق پس است. t متغير بدون عبارتی آخر، جمله�ٔ دو حاصل�ضرب که کنيد توجه اکنون
داريم: u+ v ≥ ۲√uv

R ≥ S۲ − ۱۰P
۳S + ۲

√
P ۲

S۲ =
S۲ − ۴P

۳S =
(c− a)۲

۳(c+ a)
≥ (c− a)۲

۶c .

و b ،a متغير سه حسب بر F (a, b, c) دلخواه فرمول هر ازای به نوشتن، در راحتی برای دوم. حل راه�
دوریِ جمع ،c

F (a, b, c) + F (b, c, a) + F (c, a, b)

می�دهيم: بسط را مسأله نابرابری راست سمت نمادگذاری اين با می�دهيم. نمايش ∑F (a, b, c) با ∑را
a

۳ − ۳∑ ۱
a

=

∑
a

۳ − ۳abc∑
ab

=
(
∑

a)(
∑

ab)− ۹abc
۳∑

ab

=

∑
(a۲b+ ab۲) − ۶abc

۳∑
ab

=

∑
a(b− c)۲

۳∑
ab

.

است: زير نابرابری با معادل مسأله نابرابری بنابراين
∑

a(b− c)۲ ≥
Ç∑

ab

۲c
å
(c− a)۲. (۱)

راست سمت برای نتيجه در و نيست بيشتر b
۲ از ab

۲c ،a ≤ b ≤ c ترتيب به توجه با که کنيد توجه اما
داريم: بالا ∑Çنابرابری

ab

۲c
å
(c− a)۲ =

Ç
ab

۲c +
a+ b

۲
å
(c− a)۲ ≤ (

a

۲ + b)(c− a)۲. (۲)
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می�آيد: دست به هم (۱) نابرابری چپ سمت برای
∑

a(b− c)۲ ≥ b(c− a)۲ + a
Ä
(c− b)۲ + (b− a)۲

ä
. (۳)

،Y و X عدد دو هر برای که کنيد توجه حال

(X − Y )۲ ≥ ۰ =⇒ X۲ + Y ۲ − ۲XY ≥ ۰ =⇒ ۲(X۲ + Y ۲) ≥ (X + Y )۲

=⇒ X۲ + Y ۲ ≥ (X + Y )۲

۲ .

که: گرفت نتيجه می�توان (۳) نابرابری از استفـاده با ،X = c− b, Y = b− a دهيم، قرار اگر نتيجه در
∑

a(b− c)۲ ≥ b(c− a)۲ + a
Ä
(c− b)۲ + (b− a)۲

ä
≥ b(c− a)۲ +

a

۲(c− a)۲.

می�دهد. نتيجه را است مسأله حکم معادل که (۱) نابرابری ،(۲) نابرابری همراه به نابرابری اين و

کنيد: مشاهده زير صفحه�ٔ در می�توانيد را سؤال اين برای ديگری راه�حل�های توجه.
http://artofproblemsolving.com/community/c6h1234734_iran_inequality
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دايره�ٔ بر مماسی A نقطه�ٔ در .∠C = ۲∠B داريم و است مفروض w۱ محيطی دايره�ٔ با ABC مثلث .۲
در که می�کنيم رسم طوری را w۲ دايره�ٔ کند. قطع E نقطه�ٔ در را BC ضلع امتداد تا می�کنيم رسم w۱

قطع F نقطه�ٔ در را AB ضلع دايره اين بگذرد. B نقطه�ٔ از همچنين و باشد مماس AC ضلع بر C نقطه�ٔ
کمان وسط اگر است). K و A بين BC) می�کنيم رسم w۲ دايره�ٔ بر را EK مماس E نقطه�ٔ از می�کند.
محاطی MFAK چهارضلعی کنيد ثابت بناميم، M را نيست) A شامل که (کمانی w۱ دايره�ٔ از BC

است.
داريم: w۲ دايره�ٔ در آنگاه بناميم، D را BC و FK تقـاطع محل اگر اول. حل ACB÷راه = B̂C

۲÷FBC = F̂C
۲“C = ۲“B


=⇒ B̄F = F̄C,

◊�CDK = B̂F+ĈK
۲◊�DKE = F̂C+ĈK
۲

B̄F = F̄C


=⇒ ◊�EDK = ◊�DKE =⇒ ED = EK. (۴)

می�دانيم: w۲ و w۱ دايره�ٔ دو به نسبت E نقطه�ٔ قوت طبق طرفی از

EK۲ = EC · EB

EA۲ = EC · EB

 =⇒ EK = EA. (۵)

که: می�دهد نتيجه (۵) و (۴) ترکيب و

ED = EA =⇒ ÷ADE = ÷DAE.

داريم: w۱ دايره�ٔ در کند، قطع N در را w۱ دايره�ٔ تا دهيم امتداد را AD اگر DAE÷حال = ÂC+ĈN
۲÷ADE = ÂC+B̂N
۲

 =⇒ C̄N = B̄N.

است. (M همان (يعنی BC کمان وسط N و
داريم: دايره دو در D قوت طبق حال

FD ·DK = BD ·DC = MD ·DA,

است. محاطی MFAK چهارضلعی نتيجه در ،FD ·DK = MD ·DA پس
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داريم: بنويسيم، w۲ و w۱ دايره�ٔ دو به نسبت را E نقطه�ٔ قوت اگر دوم. راه�حل

EC · EB = EA۲

EC · EB = EK۲

 =⇒ EA = EK.

قطع را هم�ديگر BC ضلع روی ÷BKC زاويه�ٔ نيمساز و ÷BAC زاويه�ٔ نيمساز که می�کنيم ثابت حال
.KB
KC

= AB
AC

که کنيم اثبات است کافی منظور اين برای می�کنند.
نيز EBA و EAC مثلث دو همچنين .KB

KC
= EB

EK
پس متشابه�اند، هم با EKB و ECK مثلث دو

.AB
AC

= EB
EA

داريم: و متشابه�اند
D را BC ضلع با نيمسازها اين برخورد محل اگر حال .KB

KC
= AB

AC
پس EK = EA می�دانيم چون و

نيز M و D و A و هم�خطند F و D و K پس هستند، دايره دو از BC کمان وسط M و F بناميم،
هم�خطند.

می�نويسيم: دايره دو در را D قوت

BD ·DC = AD ·DM

BD ·DC = FD ·DK

 =⇒ AD ·DM = FD ·DK,

است. محاطی AFMK چهارضلعی پس
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مخالف و موافق رأی اساس بر شورا اين در تصميمات و دارد عضو نفر شش شورايی کنيد فرض .۳
باشد: زير شرط دو دارای بايد تصميم�گيری» قبول قـابل «روش يک می�شود. گرفته اعضاء

را نظرش مخالف، اعضای از يکی و باشد مثبت نهايی نتيجه�ٔ حالتی در اگر بودن: صعودی شرط •
باشد. مثبت هم باز بايد نهايی نتيجه�ٔ دهد، تغيير موافق به

کند. تغيير بايد نيز نهايی نتيجه�ٔ دهند، تغيير را خود نظر اعضاء همه�ٔ اگر تقـارن: شرط •

وزن�های اعضاء به که ترتيب اين به است. وزن�دار» «رأی�گيری تصميم�گيری، قبول قـابل روش نوع يک
رأی�دهندگان وزن مجموع مقـايسه�ٔ با نهايی تصميم و شود داده تخصيص w۶ و . . . ،w۲ ،w۱ نامنفی
رأی اساس بر تصميم�گيری ،wi = ۱ ،i ≥ ۲ هر برای و w۱ = ۲ اگر مثلاً مشخصشود. مخالف و موافق

بود. خواهد تصميم معيار اول نفر رأی که آراء برابری حالت در مگر است اکثريت
نباشد. توصيف قـابل وزن�دار، رأی�گيری شکل به که بزنيد مثال تصميم�گيری قبول قـابل روش يک

کنيد. ثابت نيز را خود مثال درستی بايد که است واضح

در را تصميم�گيری برای زير روش می�کنيم. شماره�گذاری ،۶ تا ۱ شماره�های با را شورا اعضای حل. راه
بگيريد: نظر

و می�گيريم نظر در نهايی نتيجه�ٔ عنوان به را آنها رأی بودند، هم�رأی سوم تا اول نفرات اگر
می�شود. تعيين ششم تا چهارم نفرات آراء اکثريت اساس بر نهايی نتيجه�ٔ اين�صورت غير در

روش يک بنابراين و است تقـارن و بودن صعودی شرط دو دارای وضوح به تصميم�گيری روش اين
روش اين که طوری به داد، وزن اعضا به نمی�توان صورتی هيچ به که می�کنيم ادعا است. قبول قـابل

شود. حاصل مخالف و موافق اعضای وزن مقـايسه�ٔ از
روش اين برای وزن�دهی يک (w۱, . . . , w۶) وزن�دهی و نباشد چنين می�کنيم فرض خلف برهان با
به توجه با است) wi i-ام، نفر وزن ترتيب همين به و w۲ دوم، نفر وزن ،w۱ اول، نفر وزن باشد.(يعنی

روش، اين در هم با آخر عضو سه همچنين و يکديگر با اول عضو سه نقش بودن يکسان

(w۲, w۳, w۱, w۵, w۶, w۴)
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همين�طور و
(w۳, w۱, w۲, w۶, w۴, w۵)

يک به وزن�دهی چند اگر که ديد می�توان سادگی به هستند. روش اين برای ديگری وزن�دهی�های
جمع پس می�دهد. ما به را تصميم�گيری روش همان هم آنها جمع شوند، منجر تصميم�گيری روش
دهيم قرار اگر يعنی ماست، پيشنهادی تصميم�گيری روش برای وزن�دهی يک شده ذکر وزن�دهی سه

است. روش اين برای وزن�دهی يک (a, a, a, b, b, b) ،b = w۴ + w۵ + w۶ و a = w۱ + w۲ + w۳

در اين�صورت در باشند. مخالف دوم نفر سه و موافق اول نفر سه که بگيريد نظر در را حالتی ابتدا حال
می�توان هم را ديگری حالت .۳a > ۳b ادعاشده، وزن�دهی بنابر و است موافق نهايی نتيجه�ٔ ما روش
اين در باشند. مخالف بقيه و موافق آخر نفر سه از نفر يک و اول نفر سه از نفر دو که گرفت نظر در
اگر باز است. ۲b+ a مخالفـان وزن و ۲a+ b موافقـان وزن جمع و است مخالف نهايی تصميم حالت،
اين .b > a نتيجه در و ۲b+ a > ۲a+ b باشيم داشته بايد بدهد، را نتيجه همين ادعاشده وزن�دهی
روش پس می�شود. منجر تناقض به ما خلف فرض نتيجه در و است متناقض قبلی نابرابری با نابرابری

نيست. وزن�دار شده ارائه تصميم�گيری

اينجا در ما نباشند. وزن�دار که کرد ارائه می�توان نيز ديگری قبول قـابل تصميم�گيری روش�های تذکر.
می�کنيم: اشاره ديگر نمونه�ٔ دو به

انتخاب نهايی تصميم عنوان به باشد، داشته رأی سه از بيشتر مخالف)، يا (موافق يکتصميم اگر •
نفرات ميان در آن موافقـان تعداد که تصميمی مخالف، و موافق آراء تساوی صورت در و می�شود

می�شود. اتخاذ باشد، فرد عددی سوم، تا اول

هم�نظر آنها از مجاور نفر سه اگر اين�صورت در نشسته�اند. ميز يک دور اول نفر پنج کنيد فرض •
می�شود. اتخاذ ششم نفر نظر اين�صورت غير در و آنها مشترک نظر بودند،
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