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 فصل صفر یادآوری مفاهیم پایه

 ي اول: اعداد حقیقی و خواص آن‌جلسه

‌خواص اعداد حقیقی و بسط

 ی اعداد حقیقی مجموعه :تعریف

 نامیم. ی اعداد حقیقی می خاصیت زیر است را مجموعه 12که دارای × با دو عمل + و  Rی  مجموعه

x,y بسته بودن جمع R x y R    (1 

x,y بسته بودن ضرب  R x.y R   (2 

x جایی جمع جابه y y x   (3 

x.y جایی ضرب جابه y.x (4 

x پذیری جمع شرکت (y z) (x y) z     (5 

x.(y.z) پذیری ضرب شرکت (x.y).z (6 

R عضو خنثی جمع x x0 0    (7 

R عضو خنثی ضرب x x1 1    (8 

) عضو قرینه x) R x ( x) 0      (9 

x عضو وارون R x.x (x )1 1 1 0     (10 

x.(y پخشی z) x.y x.z   (11 

 12برقرار است. ) Rاصل تمامیت در  

 نامیم. حکم را اصل موضوع )اصل( و یا بنداشت می 12این 

 هاي اعداد حقیقی‌ویژگی
 اعداد حقیقی دارای خواص بسیاری است که بعضی از این خواص عبارتند از:

1- a 0 0  

2- n N na a0 1 0 1
     

xنامساوی  rاگر برای هر عدد مثبت  -3 r0  گاه  برقرار باشد، آنx 0. 

  شمار عدد گنگ وجود دارد. شمار عدد گویا و بی بین هر دو عدد حقیقی متمایز بی -4

 بسط اعشاري اعداد گویا
Aی اعررداد اوج را برره دو زیرمجموعرره    دو عرردد یبیعرری نسرربت برره هررم اوج باشررند. مجموعرره     bو  aفرررک کنیررد   { , }2 5  و

B { , , , ,...}3 7 1113 کنیم. اگر در تجزیه به عوامل اوج  افراز میb  باشد کسر  5یا  2فقطa

b
پرذیر اسرت مثرل     یک عدد اعشاری پایان 

/
3 0 6
5
. 

aگاه کسر  آن 5باشد و نه  2نه  bاگر در تجزیه عوامل اوج 

b
/متناوب ساده است. مثل   ... /

1 0 333 0 3
3
  

aگاه  عضوی موجود باشد آن Bو  Aی  از هر دو مجموعه bو اگر در تجزیه به عوامل اوج 

b
برابر عدد اعشاری متناوب مرکب است. مثرل   

/ ... /
1 0 1666 0 16
6
  

mعدد اعشاری  :1 ي  نکته n/ a a ...a b b ...b1 2 1  برابر است با: 20

 m n m

m ا nت ا ت

a a ...a b b ...b a a ...a

... ...

1 2 1 2 1 2
99 900 0
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 علامت‌ها نامعادلات تعیین‌نامساوي
 ها نامساوی

 دقیقاً یکی از سه حالت زیر برقرار است: yو  xبرای هر عدد حقیقی 

 x y  یاx y  یاx y 
 

 ها خواص نامساوی

a( اگر 1 b  وb c گاه  آنa c 

a( اگر 2 b  وb a گاه  آنa b 

a( اگر 3 b گاه  آنa c b c   و برعکس 

a( اگر 4 b  وc d گاه  آنa c b d   

a( اگر 5 b  وc 0 گاه  آنac bc و برعکس 

a( اگر 6 b  وc 0 گاه  آنac bd و برعکس 

a( اگر 7 b0   وc d0  گاه  آنac bd 

abگاه  علامت باشند آن هم bو  a( اگر 8 0 و برعکس 

abگاه  العلامت باشند آن مختلف bو  a( اگر 9 0 و برعکس 

a( اگر 10 b  وa  وb گاه  علامت باشند آن هم
a b

1 1
 

a( اگر 11 b  وa  وb گاه  علامت نباشند آن هم
a b

1 1
 

a( اگر 12 b  وn گاه  عدد یبیعی فرد باشد آنn na b  وn na b 

a( اگر 13 b0   وn گاه  عدد یبیعی باشد آنn na b 

a0( اگر 14 1  گاه  آنna0 1   و برعکس(n N) 

a0( اگر 15 1   وn m گاه  آنn ma a 

a( اگر 16 1  وn m گاه  آنn ma a 

a( اگر 17 b 0   وn گاه  عدد یبیعی زوج باشد آنn na b 

 علامت‌تعیین

 
b

x
a

ax b a a0 لامت ف ع مخال





درجه اول 

لامت  ق ع مواف
 

 

( )

x

ax bx c a a a2

0

00 لامت  ف ع لامت مخال ق ع مواف



 

 

درجه دوم 

لامت  ق ع مواف
 

 

( )( )

x x

ax bx c a a ax bx c a
2 2

0 0درجه دوم درجه دوم 

لامت  0 ق ع مواف لامت  ق ع همواره مواف




    لامت ق ع مواف
 

 هاي مهم‌نامساوي

aاگر  -1 b,  aآنگاه  0 b ab  a,bو اگر  2 0  آنگاهa b ab2    در حالتa b .تساوی برقرار است 

a داریم: xو  bو  aبرای هر  -2 b asin x bcos x a b2 2 2 2      
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ax) داریم: yو  xو  bو  aبرای هر  -3 by) (a b )(x y )2 2 2 2 2    

 همسایگی متقارن. )بازه متقارن(
a)ی باز ) بازه r,a r)   را یک همسایگی متقارنa  به شعاعr نامیم. این بازه مجموعه نقایی است که در دو یرف  میa   و حداکثر بره

 قرار دارند. aاز  rی  فاصله

 
xی  همان مجموعه جواب نامعادله rبه شعاع  aهمسایگی متقارن  :2 ي  نکته a r| |  .است 

aی باز  هر بازه :3 ي  نکته b( , یک همسایگی متقارن به مرکز  (
a b

2
و شعاع  

b a

2
معادلره اسرت برا     (a,b)ی  باشد. در واقع بازه می 

aمجموعه جواب  b b a
x

2 2
 

 . 

 

 همسایگی متقارن محذوف
aی  مجموعه r a r a( , ) { }    را یک همسایگی متقارن محذوفa  به شعاعr نامیم. در واقع فقط عدد  میa  را از همسایگی متقارن

a  به شعاعr ایم. حذف کرده 

 
 های زیر نیز نمایش داد: توان به صورت را می rبه شعاع  aهمسایگی متقارن محذوف  :4 ي  نکته

 a r a a a r( , ) ( , )    وx a r| |  0 

 صحیح‌ي دوم: قدرمطلق و جزء‌جلسه

 قدرمطلق
 قدرمطلق :تعریف

 کنند: های زیر تعریف می را به یکی از صورت xقدرمطلق 

1 )
x x

| x |
x x

0

0


 

 
 2 )| x | x2 3 )| x | sgn(x).x 

 خواص قدرمطلق
|، xبرای هر  -1 x | 0 

|، xبرای هر  -2 x | | x |  

|اگر  -3 x | | y | گاه  آنx y  ر و یا اگ| x | a  وa 0 گاه  آنx a  

|حقیقی،  yو  xبرای هر  -4 x y | | x | | y |    و| x y | | x | | y |   

|حقیقی،  yو  xبرای هر  -5 x y | | x | | y |    و یا| x y | | x | | y |   

6- | x.y | | x | . | y | 

yبا فرک  -7 0 ،| x |x

y | y |
 

aاگر  -8 0 ،| x | a گاه  آنa x a    و یاx a2 2 

aاگر  -9 0 ،| x | a گاه  آنx a  وx a   و یاx a2 2 

|اگر  -10 x a | r  گاه  آنa r x a r    

b a

2
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|، xبرای هر  -11 x | x | x |   
|اگر  :5 ي  نکته x y | | x | | y |   گاه  آنx  وy علامت و یا صفرند یعنی  همxy 0 .و برعکس 

|و اگر  x y | | x | | y |   گاه  آنxy 0. 

 بررسی نمودارهاي معروف قدرمطلق.
yنمودار  -1 | f (x) |. 

yبرای رسم این تابع ابتدا نمودار  f x( ) کنیم و سپس آن قسمت از نمودار که زیر محور  را رسم میx   هاست را نسبت به ایرن محرور

 کنیم. قرینه می

yنمودار  -2 f x(| |) 

yابتدا نمودار  f x( ) کنیم و سپس آن قسمت از منحنی که سمت چر  محرور    را رسم میy      هاسرت را حرذف کررده و بره جرای آن

   کنیم. ها را رسم میyی سمت راست محور  قرینه

yنمودار  -3 | x a | | x b |   . 

 
yنمودار  -4 x a x b| | | |   . 

 نمودار این تابع به یکی از دو صورت زیر است.

 
xنمودار  -5 y k| | | | . 

به یوری که قطرهای مربع بر محورها منطبق است و مرکز مربع برر مبردم مختترات قررار      k2نمودار این رابطه یک مربع است به قطر 

 دارد.

 

nدر حالت کلی برای رسم تابع  :6 ي  نکته ny k | x a | k | x a | ... k | x a |1 1 2 2        ابتدا نقاط به یوجx a1  وx a2  و

nx a ... کنیم. در پایان آخرین نقطره )از سرمت راسرت( خطری برا شریب        کنیم و این نقاط را به هم وصل می را روی منحنی پیدا می

nk k ... k1 2    و قبل از اولین نقطه خطی با شیبn(k k ... k )1 2    نیم.ک رسم می 

 های آن است. نیمم دارد و یا ماکزیمم که برابر مقدار تابع در یکی از ریشه این تابع حتماً یا می

 

 جزء صحیح
nعددی صحیح و  nاگر  :تعریف x n 1   گاه  آن[x] n 

P0گاه  باشد. آن xقسمت اعشاری  pو  xصحیح  جزء nاگر  :7 ي  نکته 1  

 صحیح‌خواص جزء :8 ي  نکته

(2
n Z

[x n] [x] n


     (1 x [x]0 1    

 (4
x Z

[x] [ x]
x Z

0

1


   

 
 (3 [ x] [x] x

12
2

 
  

  
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  (5 x y [x] [y]   و یا   [x] [y] x y    

 صحیح‌رسم تابع جزء

برای رسم تابع  y f (x) ی  کنیم با توجه به محدوده ابتدا سعی میx تابع ،f(x)  را بین دو عدد صحیح متوالیn  وn 1  قرار دهیم

f]و سپس از آنجا به جای  (x)]  عددn .را جایگزین کنیم 

yرسم  [f (x)]  
 کنیم. سپس خطوط افقی  را رسم می f(x)ابتدا منحنی تابع 

 ...,y ,y ,y ,y ,y ,...2 1 0 1 2       
yکنیم. آن قسمتی از منحنی که بین دو خط متوالی   را رسم می n  وy n 1   محدود است را روی خطy n کنریم   تتویر می

y)بجز نقایی که روی خط  n 1  باشند( بدین ترتیب نمودار  میy [f (x)] آید. به دست می  

 ها دنباله 1فصل 

 ي سوم مفهوم دنباله‌جلسه

 تعریف دنباله

a)ای از اعداد حقیقی باشد.  ی آن اعداد یبیعی و برد آن زیرمجموعه نامیم هرگاه دامنه را یک دنباله می a(n)تابع  : N R) 

n{aدنباله را به صورت  nیا  { n{a } 1  یاna ,a ,...,a ,...1  دهند. نشان می 2

 نمایش دنباله
 دهند. دنباله را به دو صورت نمایش می

 دهیم. های دنباله را روی یک محور نشان می در این روش جمله الف( نمایش محوری:

 دهیم. در این روش دنباله را همانند یک تابع در دستگاه مختتات دکارتی نمایش می ب( نمایش دکارتی:

 ي بازگشتی‌دنباله
 ای است که بین هر جمله و جملات ماقبل آن رابطه برقرار است. دنباله

 n na,aq,aq ,... a q.a ,a a2
1 1   

n ی فیبوناتچی()دنباله n n, , , , , , , ,... a a a , a a2 1 1 211 2 3 5 8 13 21 1     

 ها‌ي چهارم: همگرایی دنباله‌جلسه

 تعریف همگرایی

n{aی  دنباله یافت شود که  Mعدد یبیعی مانند  به شعاع دلخواه  Lهمگرا گوئیم هرگاه برای هر همسایگی متقارن  Lرا به عدد حقیقی  {

 همگرا گوئیم هرگاه: Lرا به  naبه بعد، درون این همسایگی جای گیرند. به زبان ریاضی  Mی  تمام جملات دنباله از شماره

 nM N n M a L0         

nنویسیم  است و می Lبرابر  naدر این صورت گوئیم حد 
n
lim a L


 ای که همگرا نباشد را واگرا گوئیم. دنباله 

 

 حد دنباله

 ها‌ي حد دنباله‌قوانین محاسبه
ها نیز صادق است فقط باید دقت نمرود   در مورد دنباله با توجه به اینکه دنباله یک نوع تابع است پس قوانین حاکم بر حد توابع در 
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 کنیم. ترین این خواص را بتورت نکته بیان می ی دنباله اعداد یبیعی است. مهم دامنهکه 
 ی همگرا منحتر به فرد است. حد یک دنباله :9 ي  نکته

nباشد  Lهمگرا به  naاگر  :11 ي  نکته
n

( lim a L)


  وna 0  آنگاهL 0 .ولی عکس این مطلب درست نیست 

naی ثابت  دنباله :11 ي  نکته c  به عددc .همگراست 

nها، اگر  اعماج بین دنباله :12 ي  نکته
n
lim a L1


  وn
n
lim b L2


 :آنگاه 

nالف(  n
n
lim (a b ) L L1


    )بn n
n
lim (a .b ) L .L1 2


 

nج( 

n n

La
lim ( ) (L )

b L
1

2
2

0


   )د
n n

(L ) lim
a L1

1

1 10


  

nهر( 
n
lim ka kL1


   )وk k
n

n
lim (a ) L1


 

 

nگاه  واگرا باشد آن nbهمگرا و  naاگر  :13 ي  نکته na b  وn

n

b

a
nنیز واگراست. ولی در مورد همگرایی یا واگرایی   na .b  حرفری   ..و

 توان زد. نمی

nهای  هر دو واگرا باشند، در مورد همگرایی یا واگرایی هیچ کدام از دنباله nbو  naاگر  :14 ي  نکته na b ،n na b. ،n

n

a

b
nو  

n

b

a
حرفی  

  توان زد. نمی

حاصل  :15 ي  نکته
k k

k kn

an bn

a n b n

...
lim

...





 

  

1

برابر است با  1
a

a
تر باشد آنگاه دنباله همگرا به صفر و اگرر   اگر درجه صورت از مخرج کم 

  تر باشد دنباله واگراست. درجه صورت از مخرج بیش

 

kی  حد دنباله :16 ي  نکته k kan bn ... 1 ی  با حد دنبالهk b
a n

ak
( )  اگر( .برابر استa  منفی باشدk نمی ).تواند زوج باشد 

)اگر  :17 ي  نکته a ) | a |1 1 1    ی  آنگاه دنبالهna{ |aهمگراست به صفر ولی اگر  { | }naآنگاه  1 aواگراست. در حالرت   { 1 

aدنباله همگرا به یک و در حالت   1 .واگراست 

naباشد آنگاه  Lهمگرا به  naاگر  :18 ي  نکته 1  وna 1  نیز همگرا بهL باشند در حالت کلی اگر  میk  عدد ثابت وna  همگرا باشد آنگاه

n n k
n n

a a


 
lim lim 

nاگر   :19 ي  نکته
n

alim


 nasin ،natan ،nsinآنگاه به جای توابع  0 a1  وnatan1 توان خرود   ی حد می در محاسبهna  را

  جایگزین کرد.

nرای )قضیه فشار یا ساندویچ( اگر ب :21 ي  نکته M  .داشته باشیمn n n n n
n n
lim a lim b L a c bو
 

    

nآنگاه         
n

c Llim


 

 ها‌ي پنجم: کرانداري و یکنوایی دنباله‌جلسه

  کرانداري
 دنباله کراندر از بالا

naیافت شود که برای هر عدد یبیعی  Mاگر عدد حقیقی مانند   M n, ی  باشد آنگاه دنبالهna نامیم. را از بالا کراندار می 

 دنباله کراندر از پایین

naیافت شود که برای هر عدد یبیعی  mاگر عدد حقیقی مانند  m n, ی  باشد آنگاه دنبالهna نامیم. را از پایین کراندار می 

 دنباله کراندار

کراندار است هرگاه همواره بین دو عدد حقیقری   naرا کراندار گوئیم هرگاه هم از بالا و هم از پایین کراندار باشد. در واقع  naی  دنباله

 قرار گیرد.
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 است. ولی عکس این مطلب درست نیست.هر دنباله همگرا کراندار  :21 ي  نکته

nاگر  :22 ي  نکته
n

alim


  ی  دنبالهna کران است. بی 

 است.( na0از پایین کراندار است )زیرا همواره  naمثبت باشد آنگاه  naاگر تمام جملات  :23 ي  نکته

  های معکوس مثلثاتی همگی کراندارند. دنباله :24 ي  نکته

 یکنوایی
 ی صعودی دنباله

nاگر برای هر  na a ,n1  ی  باشد دنبالهna نامیم. را صعودی می 

 ی نزولی دنباله

nاگر برای هر  na a n, 1 ی  باشد دنبالهna نامیم. را نزولی می 

 ی یکنوا دنباله

 نامیم هرگاه صعودی یا نزولی باشد. را یکنوا می naی  دنباله

 ی اکیداً صعودی دنباله

nنامیم هرگاه برای هر  را اکیداً صعودی می naی  دنباله na a n, 1 .باشد. در واقع جملات باید مرتباً زیاد شوند 

 ی اکیداً نزولی دنباله

nنامیم هرگاه برای هر  را اکیداً نزولی می naی  دنباله na a n, 1 .باشد 

 ی اکیداً یکنوا. دنباله

 نامیم هرگاه یا اکیداً صعودی و یا کیداً نزولی باشد. را اکیداً یکنوا می naی  دنباله

 هاي تشخیص یکنوایی‌روش
nروش اوج: تعریف صعودی بودن یعنی  na a 1 ها اگر: پذیر بودن نامساوی کنیم با فرک برگشت نویسیم و نامساوی را ساده می را می 

nدنباله صعودی است )مانند  ی بدیهی برسیم الف( به رابطه  1) 

nب( به تناقض برسیم دنباله نزولی است. )مانند   1) 

nی مشروط برسیم دنباله یکنوا نیست. )مانند  ج( به رابطه  5) 
 

naاگر  :25 ي  نکته  nو  0

n

a

a

 1  صعودی است. naآنگاه  1

nاگر  na a  1  صعودی است. naآنگاه  0

yروش دوم: تابع  f (x) ی  را در بازه[ , )1  در نظر بگیرید. اگرf x( )  naی  و در نتیجه دنباله fآنگاه تابع  0 f n( )   صرعودی

fاست. بطور مشابه اگر  (x) 0   آنگاه تابعf ی  و در نتیجه دنبالهna f n( ) .نزولی است  

صرعودی   gofو  fogهر دو صعودی و یا هرر دو نزولری باشرد آنگراه      gو  fیم که اگر کن روش سوم: در این روش از این نکته استفاده می

  نزولی است. gofو  fogآنگاه  نزولی )یا برعکس( باشد  gصعودی و  fاست. ولی اگر 

 ي ششم: اصل تمامیت، عدد نپر‌جلسه

‌ها‌کرانداري مجموعه

 بالا: کران

 تر یا مساوی باشد. بزرگ Aیافت شود که از هر عضو  aدار گوئیم هرگاه عدد حقیقی مانند  را از بالا کران Rی  زیرمجموعه Aی  مجموعه

 سوپریمم:

 نامیم. می Aرا سوپریمم  Aدار از بالای  ی کران ترین کران بالای مجموعه کوچک

 
 اصل تمامیت
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 ترین کران بالا )سوپریمم( است. دارای کوچک Rدار از بالا از  ی ناتهی و کران هر زیرمجموعه

 کران پایین

ترر یرا مسراوی     کوچکAیافت شود که از هر عضو  bدار گوئیم هرگاه عدد حقیقی مانند  را از پایین کران Rی  زیرمجموعه Aی  مجموعه

 باشد.

 اینفیمم

   نامیم. می Aرا اینفیمم  Aدار از پایین  ی کران پایین مجموعه  ترین کران بزرگ

 
 دار باشد. ارز بالا کران دار گوییم هرگاه هم از پایین و هم را کران Aی ناتهی  مجموعه :26 ي  نکته

 ی یکنوایی و کرانداری‌رابطه  :27 ي  نکته

صرعودی و   naنزولی و از پایین کراندار باشد حتماً همگراست. همچنرین اگرر    naکنوای کراندار همگراست. در واقع اگر ی ی هر دنباله

 کراندار از بالا باشد آنگاه حتماً همگراست.
 کران است. یکنوا و واگرا باشد حتماً بی naاگر  :28 ي  نکته

  :1 مثال

 

 عدد پنر

ی  دنباله :29 ي  نکته n

n
( )

1
 صعودی و کراندار است. 1

nی  دنباله :31 ي  نکته
na

n
( ) 

1
nیعنی  eهمگراست به  1

n
e

n
lim ( )


 
1

1. 

(e  می 7183/2عددی است ثابت و گنگ که مقدار تقریبی آن  ).باشد 

nاگر  :31 ي  نکته
n
lim a 1


  وn
n

blim


   وna   آنگاه: 1

 n n nb a b
n

n n
a e( )lim ( ) lim 

 
 1 

در حالت کلی اگر  :32 ي  نکته
x a

f xlim ( )


 و  1
x a
lim g(x)


  و در یک همسایگیa  تابعf گاه: مخالف یک باشد آن 

 g x f x g x

x a x a
f x e( ) ( ( ) ) ( )lim( ( )) lim 

 
 1 

 : حد پیوستگی مجانب2فصل 

 هاي حد‌ي هفتم: مفهوم حد، حد چپ و راست، حد و دنباله، قضیه‌جلسه
 Lبه  f(x)کند  میل می a( به D)عضو  xاست هرگاه وقتی  Lبرابر  aی  در نقطه fباشد گوییم حد  fی  و دامنه Rی  زیرمجموعه Dفرک کنید 

نویسیم:  میل کند و می
x a

f x Llim ( )


 

تعریف شده باشد )ما در  aدر همسایگی چ  یا راست )یا هر دو(  fفرک بر این است که « کند. میل می aبه  x»گوییم  وقتی می :33 ي  نکته

  کنیم.( تعریف شده نیست بحث نمی aمورد توابعی که در هیچ همسایگی چ  و راست 

 حد راست و حد چپ
میل کند به یرور   Lبه  f(x)گاه  میل کند آن aبه  aتر از  عضو دامنه از مقادیر بیش xاست هرگاه وقتی  Lبرابر  aدر  fگوییم حد راست 

 گردد. مشابه حد چ  تعریف می

xی  در نقطه f(x)به نمودارهای زیر توجه کنید و دقت کنید که مقدار  a  تأثیری در حدf ی  در نقطهx a .ندارد 

inf 2
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حد داشته باشرد آن   aی  در نقطه fتعریف شده باشد. شرط لازم و کافی برای آن که تابع  aدر همسایگی محذوف  fفرک کنید  :34 ي  نکته

 است که در این نقطه حد چ  و حد راست هر دو موجود و برابر باشند.

fیک تابع پیوسته و  fاگر  :35 ي  نکته a Z( )  آنگاه تابعy [f (x)] ی  در نقطهx a   حد ندارد مگر آن کرهx a   ی  یرک نقطره

 ای برابر تابع ثابت نیست.( در هیچ بازه fباشد )فرک کنید  fماکسیمم و یا مینیمم 

 پیوسته باشد در این صورت: aشامل  Iی باز  در بازه fفرک کنید  :36 ي  نکته

 
x a

[f (a) ] I f

[f (a) ] I f
lim [f (x)]

[f (a) ] x a f

[f (a) ] x a f

ر تسا ديکا يدوعص. د

در  تسا ديکا يلوزن.

در  دراد يبسن ممينيم.

در  دراد يبسن مميسکام.














 





 

 

ساید  تذکر: تابع هوی
t

H(t)
t

1 0

0 0


 


و تابع علامت  

x

sgn(x) x

x

1 0

0 0

1 0




 
 

حد ندارنرد. ترابع دیریکلره     0ی  در نقطه 

x
D(x)

x

ا  وي 0گ

نگ  1گ


 


 ای حد ندارد. در هیچ نقطه 

 هاي حد‌قضیه
 1ی  قضیه

fبرای تابع  x k( )   :داریم
x a

f x klim ( )


 

 2ی  قضیه

اگر 
x a

f x Llim ( )


 و  1
x a

g x Llim ( )


  گاه: آن 2

الف( 
x a
lim kf (x) KL1


  )ب
x a

f g x L Llim( )( )


  1 2 

ج( 
x a

f g x L Llim( . )( ) .


 1 د(  2
x a

Lf
x L

g L
lim( )( ) ( )


 1
2

2
0 

(f  وg ).دارای دامنه یکسانند   

 3ی  قضیه

گاه  ای باشد آن یک چندجمله P(x)اگر 
x a
lim P(x) P(a)


 

 4ی  قضیه

اگر 
x a

f x Llim ( )


  وn N گاه: آن 

nالف(  n

x a
f x Llim ( )


 

nnب( 

x a
f x Llim ( )


  اگر(n  زوج باشد، بایدL 0 شود.( فرک می 

 5ی  قضیه

دار )محدود( و  تعریف شده و کران aدر یک همسایگی محذوف  fاگر 
x a
lim g(x) 0


 گاه  باشد آن
x a
lim f (x).g(x) 0


. 
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 6ی  قضیه

گراه   تعریرف شرده باشرد آن    aهمسرایگی محرذوف   در یرک   aبرابر تابع ثابت صرفر باشرد و اگرر     aدر یک همسایگی محذوف  fاگر تابع 

x a
lim f (x).g(x) 0


 حتی  اصطلاحاً می( گوییم صفر مطلق ضربدر هر تابع تعریف شده.صفر است )  

 7ی  قضیه

g(x)ی  رابطه aی فشردگی: اگردر یک همسایگی  قضیه f (x) h(x)  گاه با فرک  برقرار باشد آن
x a x a
lim g(x) lim h(x) L
 

 . 

گاه:  آن
x a

f x Llim ( )


   

  حد و دنباله
xی  در نقطه fباشد. گوییم حد تابع  fی  دامنه Dفرک کنید  :تعریف a  برابرL ی دلخواه  است هرگاه بای هر دنبالهna  از عضوهای

D  که به عددa  همگراستn(a a) ی  دنبالهnf (a  همگرا باشد. Lبه  (

به زبان ریاضی اگر 
x a
lim f (x) L


  وn
n
lim a a


 n(a a) گاه  آنn
n
lim f (a ) L


. 

 گردد. ها تعریف می  مشابه حد چ  و راست به کمک دنبالهبه یور 
n(aهمگرا به  naی  اگر برای هر دنباله :37 ي  نکته a)a ی  دنبالهnf (a گاه  همگرا باشد آن Lبه  (

x a
lim f (x) L


ی هر  . )قید کلمه

  الزامی است.(

naهمگرا باشند و  aهر دو به  nbو  naی  دو دنبالهاگر  :38 ي  نکته a  وnb a  ولیnf (a nfو  ( (b به دو عدد مختلف همگرا  (

 حد ندارد. aی  در نقطه f(x)گاه  باشند آن

n(aهمگرا باشد  aبه عدد  naی  اگر دنباله :39 ي  نکته a) ی  ولی دنبالهnf (a   حد ندارد. aی  در نقطه f(x)گاه تابع  واگرا باشد آن (

 ي حد در نقطه )رفع ابهام(‌ي هشتم: محاسبه‌جلسه

‌ي حد. )حذف عامل ابهام(‌محاسبهروش اول 

( شدن صورت و مخرج شده است، تجزیره کررده و سرپس    در این روش معمولاً صورت و مخرج کسر را به عاملی که باعث صفر )و یا 
   کنیم. این عامل را حذف می

 ي حد )روش هوپیتال(‌روش دوم محاسبه
 ی هوپیتاج قضیه

در هر نقطه از این همسایگی مخالف صفر باشرد. در ایرن صرورت     gپذیر و  مشتق aدر یک همسایگی محذوف  gو  fفرک کنید توابع 

اگر 
x a x a
lim f (x) lim g(x) 0
 

   و
x a

f (x)
lim L

g (x)





گاه  آن  

x a

f (x)
lim L

g(x)
  ی حد کسرر   برای محاسبه« خودمونی»به زبانf

g
در  

0حالت 
0
fمشتق گرفته و حد  gو  fبه یور جداگانه از  

g




   کنیم. را محاسبه می 

 ارزي(‌روش سوم محاسبه حد )هم
 نامیم هرگاه: می aی  در نقطه gارز تابع  را هم fای  چندجمله

 f a g a f a g a f a g a( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ),...      

 تری دارند. انطباق بیش gو  fتر شود نمودار توابع  ها بیش هر چه تعداد این تساوی

 استفاده نمود. fارز آن  از هم gتوان بجای  ی حد می در محاسبه

 

 هاي مهم‌ارزي‌هم
 ( عبارتند از:ارزی  ها سروکار داریم )به جز هم هایی که ما معمولاً با آن ارزی ترین هم مهم

u( اگر 1 0 گاه  آنsinu ،tanu ،usin1  وutan1 ارزند با  همu. 
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u( اگر 2 0 گاه  آنu
cosu ~

2
1

2
  و یا

u
ucos ~

2
1

2
 

u( اگر 3 0 گاه  آنn u u
n

~ 
1

1 1 

گاه  میل کنند آن 1هر دو به سمت  gو  f( اگر 4
n nf g

f g
n

~


  که در آنn .عددی است یبیعی 

x( اگر 5 0 گاه  آنn n max bx cx...  1 ارز است با  همmcx توان(. ی کم )قضیه  

 

 

xدر عباراتی نظیر  :41 ي  نکته xsin ،x xtan ،x xsin tan های زیر استفاده نمود. ولی پیشنهاد ما این  ارزی توان از هم و .... می

 ها از روش هوپیتاج استفاده کنید. حالت  است که در این

 
x x

x x x xsin ~ sin ~ 
3 3

1
6 6

 

 
x x

x x x xtan ~ tan ~ 
3 3

1
3 3

 

 نهایت‌نهایت و حد در بی‌ي نهم:  حد بی‌جلسه

 نهایت‌حد بی
xی  در نقطه fباشد گوییم حد تابع  fی تابع  دامنه Dفرک کنید  :تعریف a  برابر  نویسریم   است و مری

x a
f xlim ( )


 

n{xمانند  Dهرگاه برای هر دنباله از نقاط  nxاست و  aکه همگرا به  { a :داشته باشیم 

 n
n

f xlim ( )


  

اگر  :41 ي  نکته
x a

f x Llim ( )


  و  0
x a

g xlim ( )


  گاه: مثبت باشد آن aدر یک همسایگی محذوف  gو  0

 
x a

f (x)
lim

g(x)
  

 نهایت‌حد در بی
)cای مانند  در بازه fفرک کنید  :تعریف , ) .تعریف شده باشد 

نویسیم  است و می Lکند برابر  نهایت میل می به سمت مثبت بی xوقتی  fگوییم حد تابع 
x

f x Llim ( )


 :هرگاه 

)cبرای هر دنباله از نقاط بازه  , )  مانندnx{ nf، دنباله ، واگرا به { x{ (  همگرا باشد. Lبه  {(

,a)ی  در برازه  fیافت شود بطوری که  aآن است که عددی حقیقی مانند  در  fتذکر: شرط لازم برای بحث در مورد حد  ) 

 تعریف شده باشد.

 نهایت‌ي حد در بی‌محاسبه
 کنیم: های زیر استفاده می ارزی نهایت از هم ی حد در بی محاسبهبرای 

xوقتی  -1   ای  چندجملهn nax bx ... 1 ارز است با  همnax ترین توان مهم است. نهایت بزرگ یعنی در بی 

ت توان گف ارزی بالا می نتیجه: با توجه به هم
n n n

m m mx x

ax bx ... ax
lim lim

a x b x ... a x

1

1



 

 


   
 

xوقتی  -2   گاه  ن آx[  ارز است. هم xبا  [

xوقتی  -3   های زیر استفاده نمود: ارزی توان از هم می 

 n  زوجn n n n

x

b
lim ax bx ... ~ a | x |

an
1


   

 n  فردn n n n

x

b
ax bx a x

an
lim ... ~ ( )


  1 
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 ها‌ي دهم: مجانب‌جلسه

 مجانب قائم
xتعریف شده باشد در این صورت خط  aدر یک همسایگی محذوف چ  یا راست  fفرک کنید  :تعریف a  را مجانب قائمf نامیم  می

هرگاه 
x a
lim f (x)


   یا
x a

lim f (x)


   و یا
x a

lim f (x)


 . 

0یابیم در واقع اگر حالت  ها را می کنیم و سپس مجانب را ساده می  ی آن های قائم یک تابع ابتدا ضابطه برای یافتن مجانب :42 ي  نکته
0
اتفاق  

  آید. گاه مجانب قائم بدست می نهایت شد آن بی fکنیم و سپس در صورتی که حد  افتاد ابتدا رفع ابهام می

 مجانب افقی
yخط  :تعریف b  را مجانب افقی تابعf نامیم هرگاه  می

x
f x blim ( )


. 

xشود که برای هر  یافت می Mشرط لازم برای داشتن مجانب افقی آن است که عددی مانند  M    و یا بررای هررx M    ترابعf 

 اشد.تعریف شده ب

 مجانب مایل
xفرک کنید وقتی  :تعریف   آنگاهf (x)   در این صورت خطy mx h   را مجانب مایل منحنیf(x) نرامیم   می

هرگاه 
x
lim | f (x) mx h | 0


    باشد(m )0 

fاگر  :43 ي  نکته (x) ax b g(x)    و
x
lim g(x) c


  آنگاه خطy ax b c    مجانب مایلf .است  

اگر  :44 ي  نکته
n n

n n

ax bx ...
f (x)

a x b x ...

1

1





 


  
قسمت تقسیم صورت بر مخرج همان مجانب مایل منحنی است. دقت کنید که  آنگاه خارج 

 تر است.  ی مخرج بیش ی صورت دقیقاً یک واحد از درجه درجه

nهای مایل تابع  برای یافتن مجانب :45 ي  نکته n nf (x) ax b a x b x ...1      کنیم.نهایت استفاده میارزی رادیکاج در بی از هم  

yاگر  :46 ي  نکته mx h   مجانب مایل منحنیy f (x) :باشد آنگاه 

x x

f (x)
h lim (f (x) mx) , m lim

x 
   

گیرریم.   کنریم و سرپس از آن حرد مری     تقسیم می xتابع را بر ی  در واقع در حالت کلی برای یافتن شیب مجانب مایل ابتدا ضابطه

x

y
(m lim )

x
  و در نهایت پس از یافتنmی  ، از رابطه

x
h lim (y mx)


   مقدارh آوریم. را بدست می 

 ي یازدهم پیوستگی‌جلسه

 پیوستگی
xی  را در نقطه fتابع  -1 :تعریف a f(a D )  پیوسته گوئیم هرگاه

x a
lim f (x) f (a)


     به بیران دیگرر ترابعf  ی  در نقطرهa 

fبرابر  aی  تعریف شده و حد آن در نقطه aپیوسته است اگر در  (a) .باشد 

aو  fدامنه  Dفرک کنید  :47 ي  نکته D ،f ی  در نقطهa  پیوسته است. هرگاه برای هر دنباله از نقاطD  مانندn{x همگراست  aکه به  {

n{fی  دنباله (x  همگرا باشد. f(a)به  {(

اگررر  -2 :تعریف
x a

lim f (x) f (a)


  گرروئیمf  درx=a  پیوسررتگی راسررت دارد و اگررر
x a

lim f (x) f (a)


  گرروئیمf  درx a 

 ارد.پیوستگی چ  د

xی  وقتی در نقطه fگاه تابع  تعریف شده باشد آن aدر همسایگی  fتذکر: اگر  a       پیوسته است کره هرم پیوسرتگی راسرت و هرم

 پیوستگی چ  داشته باشد.
پیوسته است هرگاه در تمام نقاط این بازه پیوسته  (a,b)ی  در بازه fباشد گوئیم تابع  (a,b)بتورت  fی  فرک کنید دامنه -3 :تعریف

 باشد.
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 bپیوسرتگی راسرت، در    aپیوسته گوئیم هرگاه در  [a,b]ی  را در بازه fباشد تابع  [a,b]بتورت  fی  فرک کنید دامنه -4 :تعریف

 پیوسته باشد. (a,b)ی  پیوستگی چ  و در بازه

 شود. تعریف می (a,b]و  [a,b)های  با دامنه fتذکر: بطور مشابه پیوستگی 

 ی بازی واقع در دامنه تعلق داشته باشد. م. هرگاه این نقطه به بازهنامی را یک نقطه درونی دامنه می fی  متعلق به دامنه cی  نقطه

 نامیم. ی انتهایی دامنه می ی درونی نباشد آن را نقطه نقطه cاگر 

 از راست )چ ( پیوسته باشد. cپیوسته است. هرگاه در  cدر  fباشد، گوییم  fی  ی انتهایی چ  )راست( دامنه یک نقطه cتذکر: اگر 
yتابع  f(a)پیوسته باشد با فرک صحیح بودن  aی باز شامل  ر بازهد fفرک کنید  :48 ي  نکته [f (x)] ی  در نقطهx a  ناپیوسته است

fمگر  (a)  یک مقدار مینیمم نسبیf  باشد )اگرf(a)  صحیح نباشد تابعy [f (x)]  درa ).پیوسته است 

fپیوسته و  aشامل  Iی باز  در بازه fاگر  :49 ي  نکته (a) Z  آنگاه در مورد پیوستگی تابعg(x) [f (x)]  درx a  چهار حالت وجود

 ثابت نیست.( Iای از  در هیچ زیربازه fدارد. )

 g  درa  فقط پیوسته از راستf   درI صعودی اکید 

 g  درa   فقط پیوسته از چf   درI نزولی اکید 

 g  درa   نه از راست پیوسته نه از چf   درa ماکسیمم نسبی 

 g  درa   هم پیوسته از راست هم چf   درa مینیمم نسبی 

 وابع خاصت

ترررررابع دیریکلررررره 
x Q

D(x)
x Q

1

0


 


و توابرررررع علامرررررت  Rدر  

x

sgn(x) x

x

1 0

0 0

1 0




 
 

سررررراید  و هررررروی 

x
H(x)

x

1 0

0 0


 


xدر   0 اند. ناپیوسته 

  هاي پیوستگی‌قضیه
fپیوسته باشند آنگاه  aی یکسان در  با دامنه gو  fاگر توابع  (:‌1)‌ی‌قضیه g  وf .g  نیز درa اند و با فرک  پیوستهg(x) 0  تابع

f

g
 پیوسته است. aنیز در  

fناپیوسته باشد آنگاه  aدر  gپیوسته و  aدر  fاگر  :51 ي  نکته g  وg

f
fو  f.gناپیوسته است ولی در مورد  aنیز در  

g
توان زد.  حرفی نمی 

(f  وg دامنه ).ی یکسان دارند 

fناپیوسته باشند آنگاه در مورد پیوستگی توابع  aهر دو در  gو  fتذکر: اگر  g ،f .g  وf

g
 توان زد. حرفی نمی 

 

nyتابع  nپیوسته باشد آنگاه برای هر عدد یبیعی فرد  (a,b)ی  در بازه fاگر  (:‌2)‌ی‌قضیه f     .نیز در این برازه پیوسرته اسرت

fزوج باشد نیز، با فرک  nهمچنین اگر  0 تابع ،ny f .در این بازه پیوسته است 

 پیوست و در یک همسایگی آن نامنفی باشد آنگاه: aی  در نقطه fنتیجه: اگر 

 
x a
lim f (x) f (a)



 

 

اگر  (:‌3)‌ی‌قضیه
x a
lim g(x) b


  و تابعf ی  در نقطهb :پیوسته باشد آنگاه 

 
x a x a
lim fog(x) f ( lim g(x)) f (b)
 

  

 «کند. حد از تابع پیوسته عبور می»اصطلاحاً گوئیم 

  پیوسته است. aی  در نقطه fogپیوسته باشد آنگاه تابع  g(a)ی  در نقطه fو تابع  aی  در نقطه gاگر تابع  (:‌4)‌ی‌قضیه
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 قضیه بولتزانو:
fپیوسته و  [a,b]ی  در بازه fاگر تابع  (a)f (b) 0  یعنی(f(a)  وf(b) آنگاه  مختلف )العلامت باشندf ی  در بازه(a,b)    حرداقل یرک

 ریشه دارد.

 ، دقیقاً یک ریشه دارد. البته در ین حالت عکس قضیه هم درست است.fدر صورت یکنوا اکید بودن 

 
 

 ی مقدار میانی‌قضیه ای درجه فرد حداقل یک ریشه دارد. هر چندجمله :51 ي  نکته

باشد آنگراه عرددی ماننرد     f(b)و  f(a)بین  kد. اگر پیوسته باش [a,b]ی  در بازه fفرک کنید تابع 

x0 ی  در بازه[a,b]  وجود دارد بطوری کهf (x ) k0        به عبرارت دیگرر هرر خرط افقریy k 

   کند. را حداقل در یک نقطه قطع می fمنحنی 

 ي تابع معکوس‌قضیه

,a]ی  در بازه fاگر تابع  b]  پیوسته و صعودی اکید باشد آنگاه تابعf 1 ی  روی بازه[f (a),f (b)] 

f]برابر است با  fپیوسته و صعودی اکید است. )بنابراین برد تابع  (a),f (b)].) 

 شود. بطور مشابه این قضیه در مورد توابع پیوسته و نزولی اکید بیان می

 ي ماکسیمم و مینیمم‌قضیه
,a]ی  روی بازه fاگر تابع  b]  .پیوسته باشد آنگاه در این بازه حتماً مینیمم مطلق و ماکزیمم مطلق دارد

از ایرن برازه    xشروند بطروری کره بررای هرر       در این بازه یافت می x2و  x1به بیان دیگر اعدادی مانند 

f (x ) f (x) f (x )1 2  .باشد 
 

 

 

 . مشتقIفصل سوم: 

‌پذیري‌ي دوازدهم: تعریف مشتق چپ و راست مشتق‌جلسه

‌مفهوم مشتق

تعریف شده باشد. اگر  aی  در همسایگی نقطه fبع فرک کندی تا
h

f (a h) f (a)
lim

h0

       وجرود داشرته باشرد گروییمf  ی  در نقطرهa 

fپذیر است و مقدار این حد را که با  مشتق (a) دهیم، مشتق تابع  نشان میf ی  در نقطهa نامیم. بنابراین: می 

 
h

f (a h) f (a)
f (a) lim

h0

 
  

 تعبیر هندسی

fبا توجه به شکل مقابل حاصل  (a h) f (a)

h

   است. وقتی  برابر شیب خطB  به سمتA 

fکند. بنابراین  به سمت صفر میل می hکند  حرکت می (a)    حالت حدی خطویی اسرت کره از

A  وB گذرد وقتی که  میB  به سمتA کند این حالرت حردی را شریب ممراس برر       حرکت می

 نامیم. می Aی  منحنی در نقطه



 16صفحه 

 

 

 

پیوسته و  aدر  fاگر  :52 ي  نکته
h

f (a h) f (a)
lim

0

 
   آنگاه خطx a  را خط مماس قائم برf نامیم. مانند  میx 0  در توابع

x  وx3  وx
3 2 

 
xبا تغییر متغیر  :53 ي  نکته a h  توان مشتق را به صورت زیر نیز تعریف نمود: می 

 
x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a


 


 

 

fپیوسته و  aدر  gاگر  :54 ي  نکته (a) 0  وy f (x)g(x)  آنگاهy (a) f (a)g(a)  گیریم.( می  )فقط از عامل صفرکننده مشتق  

 مشتق چپ و راست

تعریف شده باشد. در این صورت اگرر   (a,b]ی  در بازه fکنید تابع  فرض
x a

f (x) f (a)
lim

x a




از راسرت   aدر  fموجرود باشرد گروییم     

fنامیم با نماد  می aی  در نقطه fپذیر است و مقدار این حد را که مشتق راست  مشتق (a) دهیم. نمایش می 

 ثابت کرد: توان‌می

 
h

f (a h) f (a)
f (a) lim

h0




 
  

 شود: به صورت زیر تعریف می aی  در نقطه fتعریف شده باشد، مشتق چ  تابع  [b,a)ی  در بازه fبطور مشابه اگر 

یا   
h x a

f (a h) f (a) f (x) f (a)
f (a) lim f (a) lim

h x a0 
 

 

  
  


 

 پذیري‌مشتق
 پذیر باشد آنگاه در این نقطه پیوسته است. مشتق aی  در نقطه fاگر تابع  (:‌5)‌ی‌قضیه

 در این نقطه است. fپذیری  شرط لازم برای مشتق aی  در نقطه fدر واقع پیوستگی تابع 
 ناپذیر است. ناپیوسته باشد آنگاه در این نقطه مشتق aی  در نقطه fاگر  :55 ي  نکته

yد آنگاه تابع یک عددصحیح باش f(a)پیوسته باشد. اگر  Rدر  fفرک کنید  :56 ي  نکته [f (x)] ی  در نقطهx a ناپذیر است مگر  مشتق

yصحیح نباشد آنگاه تابع  f(a)باشد. اگر  fی مینیمم نسبی  آنکه این نقطه یک نقطه [f (x)] ی  در نقطهa پذیر است. مشتق 

fپذیر باشد. در این صورت اگر  مشتق aشامل  Iی باز  در بازه fفرک کنید  :57 ي  نکته (a) 0 پذیر بودن  آنگاه شرط مشتقy | f (x) |  در

fآن است که  aی  نقطه (a) 0  .باشد 

g(a)ای و  چندجمله gدر حالت خاص اگر  0 پذیر بودن  باشد آنگاه شرط مشتقny (x a) g(x)  ی  در نقطهx a  آن

nاست که  1 .تابع  باشدny f (x) تر از  ی کم ی مکرر مرتبه در ریشهn  fناپذیر است. ، مشتق 

nفرد و  mاگر  :58 ي  نکته m  باشد تابعnmy (x a)   درx a ناپذیر است. اگر  مشتقn  زوج باشدx a ی بازگشتی و  نقطه

xفرد باشد  nاگر  a  عطف قائم است. در هر دو حالتx a .خط مماس قائم بر تابع است 

xساید در  تابع علامت و هوی :59 ي  نکته 0 ناپذیرند. مشتق 

تابع دیریکله 
g(x) x Q

f (x)
h(x) x Q


 


gدر نقایی که   h  وg h  مشتق ( .پذیر استg  وh مشتق ).پذیرند 
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 تعریف دیگر مشتق

 در این صورت: تعریف شده باشد aدر همسایگی  fفرک کنید  :تعریف
h

f (a h) f (a)
f (a) lim

h0

 
  

 پذیر باشد آنگاه: مشتق aدر  fاگر  :61 ي  نکته

 
h

f (a mh) f (a nh)
lim (m n)f (a)

h0

  
  

 اي‌ي زنجیره‌ي سیزدهم: تابع مشتق، قاعده‌جلسه

 تابع مشتق
 کنیم: به صورت زیر تعریف می Iرا روی  fپذیر باشد. در این صورت تابع مشتق  مشتق Iی باز  در تمام نقاط بازه fفرک کنید تابع  :تعریف

 
h

f (x h) f (x)
y f (x) lim

h0

 
   

fدر واقع  (x)  مقدار مشتقf  را در تمام نقاطI .خواهد داد 

 صورت:  عددی ثابت باشد در این kپذیر باشند و  مشتق aی  در نقطه gو  fفرک کنید توابع  (:‌6)‌ی‌قضیه

kf)الف(  ) (a) kf (a)    )ب(f g) (a) f (a) g (a)     

f)ج(  .g) (a) f (a) g(a) g (a)f (a)     )د
f (a)g(a) g (a)f (a)f

( ) (a)
g g (a)2

 
  

 هاي مشتق‌فرمول
 های زیر را بیان نمود: توان فرموج پذیر است می مشتق f(x)باشد. در نقایی که  xتابعی از  uفرک کنید 

 f (x) 0   )ثابت(f (x) k (1 

 n nf (x) u f (x) nu u 1    (2 

 f (x) sin u f (x) u cos u    (3 

 f (x) cos u f (x) u sin u     (4 

 f (x) tan u f (x) u ( tan u) (u k )21
2


        (5 

 f (x) cot u f (x) u ( cot u) (u k )21       (6 

 u
f (x) sin u f (x) u

u

1
2

1 1
1

 
     



 (7 

 u
f (x) cos u f (x) u

u

1
2

1 1
1

 
     



 (8 

 u
f (x) tan u f (x)

u

1
21

 
  


 (9 

 u
f (x) cot u f (x)

u

1
21

 
  


 (10 

 
u uu u

f (x) | u | f (x)
| u | u u

0

0

 
    

 
 (11 

fپذیر(   )در نقاط مشتق  (x) [u] f (x) 0   (12 

 m n

m m n

nu
f (x) u f (x)

m u 


   (13 

 u uf (x) e f (x) u e    (14 

 u
f (x) Lnu f (x)

u


   (15 
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 اي‌ي زنجیره‌قاعده

 ي مشتق تابع مرکب‌قضیه
F(x)پذیر باشد در این صورت ترابع   مشتق g(a)ی  در نقطه fو تابع  aی  در نقطه gفرک کنید تابع  fog(x)   نیرز درa  پرذیر   مشرتق

 آید: ی زیر به دست می است و مشتق آن از رابطه

 F (a) (fog) (a) g (a).f (g(a))     
‌آید:‌ی‌زیر‌به‌دست‌می‌از‌رابطه‌xبر‌حسب‌‌f(u)باشد‌آنگاه‌مشتق‌تابع‌‌xتابعی‌از‌‌uبه‌بیان‌دیگر‌اگر‌

‌(f (u)) u f (u)  ‌

fزوج باشد آنگاه  fپذیر باشد در اینتورت اگر تابع  در هر نقطه مشتق fفرک کنید تابع  :61 ي  نکته   فرد است و اگرf  فرد باشد آنگاهf   زوج

 است.

 قرارداد

yاگر  f (x)  آنگاه مشتق تابعf  نسبت بهx  را با نمادهایdy

dx
dfو  

dx
xfو     و یاxyدهیم. نمایش می 

 باشد آنگاه: xتابعی از  uو  uتابعی از  fاگر  :62 ي  نکته

 x u xf f .u    و یاdf df du

dx du dx
  

 مشتق توابع نمایی و لگاریتیمی

 ها:‌فرمول

 (x x(e ) e  )حالت خاص :u u(e ) u e  (1 

 (: (Lnx)
x

1
   )حالت خاصu

(Lnu)
u


  (2 

h)وقتی   0 )Ln( h) ~ h1  وhe ~ h1 (3 
 

gyی مشتق  برای محاسبه :63 ي  نکته f  ابتدا از یرفینLn گیریم. گیریم و سپس از دو یرف تساوی بدست آمده مشتق می می  

 ي چهاردهم: مشتق ضمنی، مراتب بالاتر و معکوس‌جلسه

 مشتق ضمنی
yاگر تابع  f (x)  به یور ضمنی به صورتF(x, y) 0 های مشرتق بره    های مشتق و فرموج گاه با توجه به قضیه بیان شده باشد، آن

nختوص فرموج  n(y ) ny y 1  توان  میy .را به دست آورد 

yاگر تابع  :64 ي  نکته f (x) ی  در رابطهF(x, y) 0 توان ثابت کرد  گاه می صدق کند آنx

y

F
f (x) y

F


  


آن  xFکه منظور ما از  

,F(xی  است که از رابطه y)  با ثابت فرک کردنy نسبت به ،x .مشتق بگیریم  

 اتب بالاترمشتق مر
fاگر تابع  (x) ی  در نقطهx a گاه مشتق آن را برا نمراد    پذیر باشد آن مشتقf (a)   دهریم و بره آن مشرتق دوم     نمرایش مریf  در

 گوییم در واقع   می aی  نقطه
h

f (a h) f (a)
f (a) lim

h0

  
  

(n)دهیم. پس   نشان می f(n)ام را با نماد nشود. مشتق  ام تعریف میnبه یور مشابه مشتق مرتبه سوم و .... و  (n )f (x) (f (x))1  

 

 فرد و مشتق تابع فرد، زوج است.مشتق تابع زوج،  :65 ي  نکته
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nh(x)اگر  :66 ي  نکته (x a) f (x)  ی مشتق مرتبه  گاه برای محاسبه آنn ام تابعh  فقط از عاملn(x a) ،n گیرریم.   بار مشتق می

h(n)یعنی  (a) n!f (a). 

fاگرررر  :67 ي  نکته (x) sinax گررراه  آن(n) n n
f (x) a sin(ax )

2


     و بررره یرررور مشرررابه اگررررf (x) cosax گررراه  آن

(n) n n
f (x) a cos(ax )

2


 . 

fاگر  :68 ي  نکته (x)
x a

1



گاه  آن 

n
(n)

n

( ) n!
f (x)

(x a) 1
1







 . 

xگیریم )از فرموج  متوالی مشتق میی مشتق مراتب بالاتر یک رابطه ضمنی، از دو یرف تساوی به یور  برای محاسبه :69 ي  نکته

y

F

F





استفاده  

(yکنیم مگر برای  نمی
  

 مشتق تابع معکوس

fپیوسته و یک به یک باشد. اگر  aی  در همسایگی نقطه fفرک کنید تابع  (a)  موجود و مخالف صفر وf (a) b گراه   باشد آنf 1 

 پذیر بوده و در ضمن مشتق bی  در نقطه

 (f ) (b)
f (a)

1 1  


 

fیعنی  fو مشتق معکوس  A(a,b)ی  در نقطه fبه بیان دیگر مشتق تابع  1 ی  در نقطهA (b,a) دیگرند. معکوس یک 

 

 ي پانزدهم: خطوط مماس و قائم‌جلسه

 خط مماس و قائم
fتعریف شده و در این نقطه پیوسته باشرد. اگرر    aدر یک همسایگی  fفرک کنید تابع  (a)        موجرود باشرد آنگراه خطری کره از نقطره

(a,f (a))  با شیبf (a) گذرد را خط مماس بر منحنی در نقطه  میf نرامیم. همچنرین هرگراه     می| f (a) |   برابرر    باشرد خرط

x a  را خط مماس قائم بر منحنیf گیرد.( نامیم. )تعریف خط مماس، خط مماس قائم را در برنمی می 

 باشد. در آن نقطه می fدر هر نقطه همان شیب خط مماس بر منحنی  fبنابراین مقدار مشتق تابع 

 
، یوری تعمیم bو  aدر نقاط انتهایی  fگاه تعریف خط مماس قائم با توجه به پیوستگی  باشد آن [a,b]بتورت  fی  تذکر: اگر دامنه

xدهیم که نقاط انتهایی را در بربگیرد. به یور مثاج خط  می 1  خط مماس قائم برy x 1  .است 
fتعریف شده و در این نقطه پیوسته باشد. اگر  aدر یک همسایگی  fخط قائم: فرک کنید تابع  :تعریف (a)  گاه خطی  باشد آنموجود

a,f)که از نقطه  (a))  با شیب
f (a)

1


  نامیم. می aدر نقطه  fگذرد را خط قائم بر منحنی  می 
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دیگر مماس باشند آن است که دستگاه  بر یک a  در نقطه gو  fهای  شرط لازم و کافی برای آنکه منحنی :71 ي  نکته
f (a) g(a)

f (a) g (a)



 

جواب  

fن معادلره بایرد صرفر باشرد یعنری      و همچنین مشرتق ایر   gو  fداشته باشد به عبارت دیگر معادله حاصل از تقایع  (x) g(x) 0   و

f (x) g (x) 0  . 

ی  ی دوم ریشره  ی درجره  آن است که معادلره  gو  fدرجه دوم باشد آنگاه شرط مماس بودن  gو  fی حاصل از تقایع  اگر معادله :71 ي  نکته

0مضاعف داشته باشد یعنی   .باشد 

fاگر  :72 ي  نکته (x) 0  درx a گاه نمودار  تر داشته باشد آن یا بیش 2ی  ی مکرر از مرتبه ریشه
f (x)

y
g(x)

  درx a  بر محورx ها

g(a))مماس است.  )0 

fدر واقع با فرک  (a) f (a) 0   نمودار
f (x)

y
g(x)

  درx a  بر محورx ها مماس است. در حالت خاص اگرf  باشد  2درجه

fشرط مماس بودن و 

g
xدر   a  بر محورx ها آن است کهf (x) k(x a)2  .باشد 

 

yشرط مماس بودن خط  :73 ي  نکته mx h   درx a  بر منحنیy f (x)  آن است کهx a 2ی  ی مکرر حداقل از مرتبه ریشه 

fی  معادله (x) mx h  .باشد  

 رسم مماس بر منحنی از نقطه خارج از منحنی
M(a,fروش اوج. نقطه تماس را  (a)) گیریم. معادلره خرط ممراس برر نمرودار       در نظر میf  در

 بتورت زیر است: Mنقطه 

y f (a) f (a)(x a)   
ی خرط ممراس جرایگزین     را در معادله Aبگذرد پس مختتات نقطه  Aی  این خط باید از نقطه

 آید. معادله خط مماس بدست می و از آنجا aکنیم. از این معادله مقدار  می

 نویسیم: گذرد را می می Aی تمام خطویی که از نقطه  روش دوم: معادله

y y m(x x )0 0   
 نویسیم. را می fحالا شرط مماس بودن این خط بر منحنی 

 
y mx mx y f (x) mx mx y

y f (x) f (x) m

0 0 0 0      
 

  
 

 آید. و سپس معادله خط مماس بدست می mاز حل دستگاه فوق 

کافی است ابتدا دو معادله را قطع دهریم یعنری    mگاه برای بدست آوردن  ای درجه دوم باشد آن یک چندجمله f(x)دقت کنید که اگر 

f (x) mx mx y0 0    را بنویسیم. و سپس .را مساوی صفر قرار دهیم 

توان از آن نقاط دو خط مماس عمود بر هم بر سرهمی   توان ثابت کرد خط هادی سهمی مکان هندسی نقایی است که می تذکر: می

 مود.رسم ن

 ي بین دو منحنیزاویه
های  ی بین دو خط با شیب نامیم. زاویه ها را زاویه بین دو منحنی می در نقطه تقایع آن gو  fهای  ی بین خطوط مماس بر منحنی زاویه

m1  وm2  از فرموج
m m

Arc tan
m m

1 1 2

1 21
 

 


 آید. به دست می 

 ي خارج از منحنی‌رسم قائم بر منحنی از نقطه
yحنری  ی خط قائم بر من برای یافتن معادله f (x)  ی  از نقطرهA(x , y )0 خرارج منحنری،    0

M(a,fابتدا پای عمود را  (a)) گیریم. در نظر می 

 



 21صفحه 

 

شیب خط قائم در این نقطه برابر 
f (a)

1



 نویسیم: را بتورت زیر می (AM)ی خط قائم  است. حاج معادله 

 y f (a) (x a)
f (a)

1
   


 

 کنیم. را در این معادله جایگزین می Aی  حاج مختتات نقطه

 y f (a) (x a)
f (a)0 0

1
   


 

   .آید ی خط بدست می و سپس معادله aاز این رابطه 
ی آن از رمس از دو برابر  توان سه عمود بر سهمی رسم نمود که فاصله روی محور سهمی )درون سهمی( به شریی می Aی  از نقطه :74 ي  نکته

)ی کانون تا رمس  فاصله | a   تر باشد. بیش 2(|

 اي( و بازگشت‌دار )گوشه‌نقاط زاویه
 پیوسته باشد. در این صورت: aی  تعریف شده و در نقطه aی  در یک همسایگی نقطه fفرک کنید تابع 

fالف( اگر  (a)  وf (a) گراه ایرن نقطره را     آن  نهایرت باشرد(   هر دو موجود ولی نابرابر باشند )و یا یکی از این دو موجود و دیگری بی

yنامیم مانند:  ای می دار یا گوشه زاویه | sin x | 

xی  در نقطه fدر این حالت تابع  a ).دو خط مماس دارد. )خط مماس واحد ندارد 

f ب( اگر (a) f (a)      ی  گاه نقطه آنa نامیم. مانند:  ی بازگشتی می را نقطهf (x) x
3 2 

xدر این حالت خط  a .خط مماس قائم است 

yگاه  پذیر باشد آن مشتق Rدر  fتذکر: اگر  | f (x) | ی  در نقطهx a    برا شررطf (a) 0  وf (a) 0   دار اسرت. )ماننرد    زاویره

y | x a |  همچنین اگر )m  فرد وn m ی  گاه نقطه زوج باشد. آنx a  در تابعnmy (x a)  .بازگشتی است 

 هاي وابسته‌ي شانزدهم: آهنگ تغییر و کمیت‌جلسه

 آهنگ تغییر
xی  در نقطه fفرک کنید تابع  a پذیر باشد. در این صورت  مشتقf (a)  را آهنگ تغییرf ی  در نقطهx a نامیم. می 

xاز  fآهنگ متوسط تغییر  :75 ي  نکته x1  تاx x2  :برابر است با
f (x ) f (x )

x x
2 1

2 1




. 

fیعنی  aی  در نقطه fآهنگ تغییر  :76 ي  نکته (a)  ییرر  تقریباً برابر است با میرزان تغf  ی  در نقطرهa 

 کند. زمانی که متغیر آن یک واحد تغییر می

 

f (a) f (a ) f (a) f1      

 هاي وابسته‌کمیت
 ای داریم: ی زنجیره گاه یبق قاعده )زمان( باشند آن tهر دو تابعی از  yو  xاگر متغیرهای 

 y (t) y (x).x (t)    یاdy dy dx

dt dx dt
   یاt x ty y .x   

tگاه  باشد آن xتابعی از  y=f(x)اگر  ty f (x).x   

,F(xو اگر  y) 0 گاه  ای ضمنی باشد آن رابطهx
t t

y

F
y ( ).x

F


  


. 

t t(y )x  ی  را آهنگ تغییر مؤلفهx مؤلفه(  یyو یا سرعت مؤلفه )  یx مؤلفه(  یyمی ) .نامیم  
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 . کاربرد مشتقII: 3فصل 

 ي هفدهم: نقاط بحرانی و اکسترمم سراسري‌جلسه
 ی بحرانی نقطه :تعریف

fcی درونی  نقطه D ی بحرانی تابع  را نقطهf نامیم هرگاه  میf (c) 0   و یاf (c) .موجود نباشد 
xتعریف شده باشد آنگاه نقاط انتهایی  [a,b]ی  روی بازه fاگر  :77 ي  نکته a  وx b  نقاط بحرانیf شوند. محسوب نمی 

 اند. باشد، نقاط بحرانی fی  در صورتی که نقاط درونی دامنه fنقاط ناپیوستگی تابع  :78 ي  نکته

  اند )در صورتی که نقطه درون دامنه باشند.( های داخل قدرمطلق بحرانی ریشه :79 ي  نکته

 اکسترمم سراسري )مطلق(
 )سراسری(اکسترمم مطلق  :تعریف

fxی  نقطه x D0  ی ماکزیمم )سراسری( تابع  را نقطهf نامیم هرگاه: می 

 fx D f (x) f (x )0   
f (x  نامیم. می fرا ماکزیمم )مطلق( )سراسری(  0(

fxی  بطور مشابه نقطه x D0  نیمم )مطلق( )سراسری( تابع  ی می را نقطهf نامیم هرگاه: می 

 fx D f (x ) f (x)0   
f (x  نامیم. می fنیمم )مطلق( )سراسری(  را می 0(

xی  در حالت کلی نقطه x0 مطلق( )سراسری(  یک نقطه را( ی اکسترممf یرا نقطره     نرامیم هرگراه نقطره    می )ی  ی مراکزیمم )مطلرق

 باشد. fنیمم )مطلق(  می

 هاي مطلق‌چگونگی تعیین اکسترمم
 کنیم. ی زیر جلب می در ابتدای این بحث توجه شما را به قضیه

xاگر  (:‌7)‌ی‌قضیه c ی اکسترمم مطلق تابع  درون دامنه و یک نقطهf  وf (c) د آنگاه موجود باشf (c) 0  .است 

 است( یک نقطه بحرانی است. fی  ی درونی دامنه )که یک نقطه fی اکسترمم سراسری  نتیجه: هر نقطه

 ی اکسترمم مطلق نه لازم است و نه کافی در نقطه fپذیر بودن و یا پیوسته بودن تابع  تذکر: شرط مشتق
 نیمم )مطلق(. پیوسته باشد حتماً در این بازه هم ماکزیمم )مطلق( دارد و هم می [a,b]ی  اگر روی بازه fتابع  :81 ي  نکته

آوریم و سپس  را بدست می (a,b)ی  ، ابتدا تمام نقاط بحرانی داخل بازه[a,b]ی  در بازه fهای مطلق تابع پیوسته  نتیجه: برای تعیین اکسترمم

تر است همان ماکزیمم مطلق و آنکه از همه  کنیم. آنکه از همه بزرگ دیگر مقایسه می را با یک f(b)و  f(a)در آن نقاط و  fمقادیر 

 نیمم مطلق است.  تر است همان می کوچک

 برد تابع
 است. مانند شکل زیر. [m,M]برابر  fباشند آنگاه برد  fی  نیمم و ماکزیمم )مطلق( تابع پیوسته به ترتیب می Mو  mاگر  :81 ي  نکته

 
 

 های مطلق، رسم شکل و یا استدلاج است. )بختوص در توابع ناپیوسته( یافتن اکسترممهای  یکی از روش :82 ي  نکته

 توان کمک گرفت. مانند: ها نیز می نیمم یک تابع، از نامساوی ی ماکسیمم و می برای محاسبه :83 ي  نکته

1 )| a | (a )
a

1 2 0   2 )| a b | ab ab2 0   

3 )| asin x bcosx | a b2 2   4 )(ax by) (a b )(x y )2 2 2 2 2    
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 سازي‌ي هجدهم: بهینه‌جلسه

 سازي‌بهینه
 کنیم: نیمم یک عبارت هستیم. در این فرآیند به ترتیب زیر عمل می ا میسازی ما بدنباج ماکزیمم ی در فرآیند بهینه

 کنیم. گذاری می ها را اسم های مسأله را شناسایی کرده و مجهوج ها و مجهوج معلوم -1

 ی اولیه( نویسیم. )معادله نیمم گردد را به عنوان تابعی از بقیه متغیرها می خواهیم ماکزیمم یا می عبارتی که می -2

کنیم بین متغیرهرا رابطره برقررار کنریم. )معادلره       تر از یکی است. )اکثر اوقات دو متغیر داریم( سعی می معمولاً تعداد متغیرها بیش -3

 ثانویه(

نیمم یا ماکزیمم گردد را بتورت تابعی از یک متغیر نوشته و پس از تعیین تمام نقاط بحرانی آن،  در نهایت عبارتی که قرار است می -4

  کنیم. ترین مقدار آن را تعیین می رین یا بیشت کم

 

 ها زمانی ماکزیمم است که با هم برابر باشند. ضرب آن اگر مجموع دو عدد مثبت مقدار ثابتی باشد حاصل :84 ي  نکته

 نیمم است که با هم برابر باشند. به زبان ریاضی ها زمانی می ضرب دو عدد مثبت مقدار ثابتی باشد مجموع آن همچنین اگر حاصل

 
k

x y k
x y k max(xy)

2
2

4

 
    

 x y k
xy k min(x y) k2 

    

 ي نوزدهم: یکنوایی‌جلسه

 تابع صعودي اکید
xاز این برازه کره    x2و  x1صعودی اکید گوئیم هرگاه برای هر  Iی  را روی بازه fتابع  x1 2     باشرد نتیجره بگیرریمf (x ) f (x )1 2 

 افزایش یابد.( y، مقدار xاست. ) در واقع با افزایش 

 تابع نزولی اکید
xهر  نزولی اکید گوئیم هرگاه برای Iی  را روی بازه fتابع  , x I1 2   کهx x1 2  آنگاهf (x ) f (x )1 2   در واقع با افرزایش(x  مقردار ،

y ).کاهش یابد 

 تابع یکنوا اکید
 یکنوای اکید گوئیم هرگاه صعودی اکید یا نزولی اکید باشد. Iی  را روی بازه fتابع 

 تابع صعودي
 صعودی است هرگاه: Iی  روی بازه fتابع 

 x ,x I x x f (x ) f (x )1 2 1 2 1 2     

 تابع نزولی
 نزولی است هرگاه: Iی  روی بازه fتابع 

 x ,x I x x f (x ) f (x )1 2 1 2 1 2     

 تابع یکنوا
 یکنوا گوئیم هرگاه صعودی یا نزولی باشد. Iی  را روی بازه fتابع 

 باشد. تذکر: تابعی که صعودی اکید )نزولی اکید( باشد صعودی )نزولی( نیز می
 پذیر باشد در این صورت: مشتق Iی باز  در بازه fفرک کنید  (:‌8)‌ی‌قضیه

xالف( اگر برای هر  I ،f (x) 0   آنگاهf  رویI .صعودی اکید است 

xب( اگر برای هر  I ،f (x) 0   آنگاهf  رویI .نزولی اکید است 
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I ،fی  اگر روی بازه :85 ي  نکته (x) 0   آنگاهf پذیر باشد.  به شریی صعودی اکید است که صفرهای مشتق متناهی و یا نامتناهی شمارش

 ای ثابت نباشد.( در هیچ بازه f)در واقع 

صعودی  (a,c)ی  در بازه fپیوسته باشد آنگاه  bی  در نقطه fصعودی )نزولی( باشد و  (b,c)و  (a,b)های  روی بازه fتابع  اگر :86 ي  نکته

 )نزولی( است.

xاگر  :87 ي  نکته c  مجانب قائم تابعy f (x) ی  در بازه(a,b)  باشد آنگاهf .در این بازه یکنوا نیست 

نزولی و دیگری صعودی باشد  gو  fصعودی است و اگر یکی از دو تابع  fogهر دو نزولی و یا هر دو صعودی باشند آنگاه  gو  fاگر  :88 ي  نکته

 (gو  fلی است. )با در نظر گرفتن شرایط دامنه و برد نزو fogآنگاه 

 ي بیستم: تقعر و عطف‌جلسه

 تقعر
fاگر  :تعریف  ی  روی بازه(a,b)  صعودی اکید باشد گوئیم تقعر )گودی( نمودارf  رو به بالا و اگرf    نزولی اکید باشد گوئیم تقعرر

 رو به پایین است. f)گودی( نمودار 

 
 ی زیر رسید. به نکته توان با توجه به نمودارهای بالا می

رو به بالا باشد آنگاه خطوط مماس بر منحنی در هر نقطه از این بازه زیر منحنی است و برعکس.  Iدر بازه ی  fاگر تقعر نمودار  :89 ي  نکته

 رو به پایین است اگر و فقط اگر در هر نقطه از این بازه خط مماس بر منحنی بالای منحنی باشد. Iی  در بازه fهمچنین تقعر 

 
fاگر  (:‌9)‌ی‌قضیه  ی  در بازه(a,b)  منفی( باشد آنگاه جهت تقعر( موجود و همواره مثبتf .است )روی این بازه رو به بالا )پایین  

 نقطه عطف
c,f)ی  نقطه :تعریف (c)) ی عطف تابع  را نقطهf نامیم هرگاه اولاً نمودار  میf  در این نقطه خط مماس )و یا خط مماس قائم( داشته

 نقطه عوک شود. در این fباشد ثانیاً جهت تقعر نمودار 

 
fی عطف باید خط مماس و یا خط مماس قائم وجود داشته باشد یعنی یا  تذکر: دقت کنید که در نقطه (c)  ( یک عدد حقیقی باشردf 

fی  رابطه cی  در نقطه fپذیر باشد( و یا با فرک پیوسته بودن  مشتق (c) f (c)     .برقرار باشد 
xاگر  (:‌11)‌ی‌قضیه c ی بحرانی  یک نقطهf   باشد )یعنیf (c) 0   و یاf (c)  نباشد( و موجودf   در این نقطه تغییر علامت

xی  گاه نقطه دهد آن c ی عطف تابع  نقطهf .است 

fاگر  :91 ي  نکته  ی  در نقطهc گاه  ی عطف باشد آن موجود و این نقطه یک نقطهf (c) 0  .است 

f، یک نقطه بحرانی fی عطف  لزومی ندارد نقطه :91 ي  نکته   باشد مانندx 0  درf (x) x3. 

ی عطف منحنی بالای خط مماس و  کند. به بیان دیگر در یک یرف نقطه میی عطف خط مماس بر منحنی از منحنی عبور  در نقطه :92 ي  نکته

 در یرف دیگر نقطه ی عطف منحنی زیر خط مماس است.
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f، نقطه اکسترمم نسبی fپذیر  در تابع دو بار مشتق :93 ي  نکته  نقطه عطف ،f ی مضاعف  است. در حالت خاص ریشهf  ی عطرف   نقطهf 

 است.

fمجانب قائم مضاعف  :94 ي  نکته  ی عطف  نقطهf اس( .تf )پیوسته 

 

 توان گفت: ی عطف، مرکز تقارن منحنی است. بنابراین می ای درجه سوم، نقطه در چندجمله :95 ي  نکته

MIنیمم نسبی است پس  ی عطف وسط ماکزیمم و می الف( نقطه IN :و یا 

I

min max min max
I

y y x x
y xو

2 2
 

   

AIقطرع کنرد آنگراه     Bو  Aبگذرد و منحنی را در نقراط   Iب( هر خط دلخواه که از  IB   اسرت و

 برعکس.

 کند. ی عطف نیز عبور می نیمم نسبی منحنی عبور کند از نقطه نقاط ماکزیمم و میج( خطی که از 

 

nfاگر  -1 :96 ي  نکته (x) (x a) g(x)   وn 3  فرد باشد آنگاهx a ی عطف تابع  نقطهf .است 

mفرررد و  nو  mاگررر  -2 n  آنگرراه در تررابعnmf (x) (x a) g(x)  ی  نقطرره(x a) ی عطررف تررابع  نقطررهf  اسررت

(g(a) )0  

 ي بیست و یکم: اکسترمم موضعی )نسبی(‌جلسه

 اکسترمم موضعی
  :تعریف

cو  fی  دامنه Dفرک کنید  D :در این صورت 

f (c) نیمم( نسبی تابع  را یک مقدار ماکسیمم )میf نامیم هرگاه در یک همسایگی  میc   از دامنه مقردارf(c)  تررین(   تررین )کرم   بریش

بسرته، همسرایگی   هرای   مقدار تابع باشد )منظور از همسایگی، برای نقاط درونی دامنه، همسایگی دویرفه و بررای ابتردا و انتهرای برازه    

 یرفه است.( یک

fتذکر:  (c) نریمم نسربی باشرد. )    نامیم هرگاه یا مقدار ماکسیمم نسبی و یا مقدار می را یک مقدار اکسترمم نسبی میc  ی  را نقطره

 نامیم.( اکسترمم نسبی می
fDاگر  :97 ي  نکته [a,b] گاه  آنa  وb باشند البته اگر در تعریف صدق کنند. نقاط اکسترمم نسبی می 

گیریم. )حتی در  گیریم و یا از تعریف به یور مستقیم کمک می ه برای یافتن نقاط اکسترمم نسبی از رسم کمک میدر توابع ناپیوست :98 ي  نکته

xای که  توابع پیوسته c کنیم.( ی تابع است نیز برای تعیین نوع اکسترمم از تعریف استفاده می ریشه  

 آزمون مشتق اول
شرط آنکه تابع در هسایگی چ  یا راست )یا هر دو( آن نقطه تعریف  هر نقطه اکسترمم مطلق یک نقطه اکسترمم نسبی است به :99 ي  نکته

 شده باشد.

 هر نقطه اکسترمم نسبی یک نقطه بحرانی است )بجز اوج و آخر بازه( :111 ي  نکته

fگاه  اکسترمم نسبی داشته باشد آن cپذیر و در  مشتق fاگر  :111 ي  نکته (c) 0  .است 

 )آزمون مشتق اوج( :112 ي  نکته

cپیوسته و  (a,b)در بازه  fفرک کنید  (a,b) یک نقطه بحرانی f  وf به جز احتمالاً در  بر این بازه مشتق( پذیرc باشد. در این )

fعلامت  صورت یبق جدوج رفتار تابع )تعیین آیند. ( نقاط اکسترمم نسبی بدست می 

 
x a c b x a c b x a c b

f | f | f |

f max f min f ست  ي ترم ن س اک

        

ر باشد( ابتدا تمام ناپذی تواند مشتق ی بحرانی که می پذیر )به جز احتمالاً در نقطه نتیجه: برای تعیین نقاط اکسترمم نسبی توابع پیوسته و مشتق
fآوریم و سپس  نقاط بحرانی را بدست می  کنیم. اگر  علامت می را تعیینf  ای بحرانی تغییر علامت دهد آن نقطه یرک   در نقطه

 ی اکسترمم نسبی است در غیر اینتورت اکسترمم نسبی نیست. نقطه
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 دهد.( نمی علامت تغییر yی اکسترمم نسبی نیست. )زیرا  ی مضاعف مشتق اوج نقطه ریشه :113 ي  نکته
 

 )آزمون مشتق دوم( (:‌11)‌ی‌قضیه

fاگر  (c)  وf (c)  هر دو موجود وf (c) 0  گاه اگر  باشد آنf (c)   مثبت باشردf  درc  نریمم نسربی و اگرر     مری
f (c)  منفی باشدf  درc .ماکزیمم نسبی است 

 

ی اکسترمم نسبی تابع  یک نقطه A(a,b)فرک کنید  :114 ي  نکته
f (x)

y
g(x)

  باشد وf  وg ی  در نقطهA پذیر و  مشتقg (a) 0  

در این صورت 
f (a)

b
g(a)

  و
f (a)

b
g (a)





 

‌کند. ریاضی مختتات اکسترمم نسبی علاوه بر خود تابع، در هوپیتاج تابع نیز صدق می به زبان غیر

yبر خط  Aی  در نقطه fگاه منحنی  باشد آن fپذیر  ی اکسترمم نسبی تابع مشتق یک نقطه A(a,k)ی  اگر نقطه :115 ي  نکته k  مماس

 است.

 

نتیجه: برای محاسبه عرک نقاط اکسترمم نسبی )بدون استفاده از مشتق( در توابع 
f (x)

y
g(x)

  پس از یرفین وسطین کردن
f (x)

k
g(x)

   بره

kg(x)ی  معادله f (x) 0  ی مضاعف، مقادیر  رسیم. حاج با اعماج شرط وجود ریشه میk های اکسترمم نسبی  )که همان عرک

kg(x)آینرد. )اگرر    است( بدست می f (x) 0    0برود   2درجره     و در غیرر اینترورت ازkg (x) f (x) 0     اسرتفاده

 کنیم.( می

 

nyدر تابع  :116 ي  نکته (x a) g(x)   اگرn  زوج باشد آنگاهx a ی اکسترمم نسبی است. ) نقطهg  تابعی است که در یک همسایگیa 

g(a)پیوسته و  0  است( اگرg(a) 0 نیمم نسبی و اگر  آنگاه این نقطه میg(a) 0 این نقطه ماکزیمم نسبی است. )درواقع نقطه ،

 هاست.(xاکسترمم روی محور 

mزوج و  nفرد و  mتذکر: اگر  n ی قبل برای تابع  آنگاه نکتهnmy (x a) g(x)  وقع نقراط بازگشرت،    نیز صحیح است. )در

 اند.( نقاط اکسترمم نسبی
 حالت وجود دارد. 6ی سوم  ی درجه های معادله در مورد تعداد ریشه :117 ي  نکته
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fو  fي بین نمودار ‌ي بیست و دوم: رابطه‌جلسه   

fو  fي ‌رابطه  
پذیر باشد در ایرن صرورت در    مشتق (a,b)ی  در بازه cپیوسته و به جز احتمالاً در  cی  شامل نقطه (a,b)ی باز  در بازه fفرک کنید 

fبه کمک علامت  fرفتار  (a,b)ی  بازه   و یکنواییf   علامت(f گردد. به یور مثاج: ( تعیین می 

 
 

 
 

 

 
 

x a b

f

f

f

لامت  ع 0

ي  نواي ک ي

  

  صعودي 

x a b

f

f

f

لامت  ع 0

ي  نواي ک ي

  

 ي  زول ن

x a c b

f

f |

f

لامت  ع

ي  نواي ک ي ي  زول ن

   

 صعودي  

x a c b

f

f |

f

لامت 0 ع

ي  نواي ک ي ي  زول ن

  

 صعودي  

x a c b

f

f |

f

لامت 0 ع

ي  نواي ک ي ي زول ن

  

 صعودي  

x a b

f

f

f

لامت  ع

ي  نواي ک ي ي  زول ن

 



x a b

f

f

f

لامت  ع

ي  نواي ک ي صعودي 

 


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fی اکسترمم نسبی  نقطه :118 ي  نکته  ی عطف  نقطهf ( .استf  )پیوسته 

fهای  ریشه fی اکسترمم نسبی  نقطه :119 ي  نکته  ( .استf مشتق )پذیر 

fمجانب مایل )افقی( داشته باشد  fاگر  :111 ي  نکته   مجانب افقی )افقیy 0( .دارد )f ).نوسانی نیست 
 

 ي بیست و سوم: نمودار‌جلسه

 بررسی تستی نمودارها

 توابع پارامتردار
 های مربوط به نمودار باید به نکات زیر دقت کرد. برای حل تست 

 ی نمودار مقایسه کنید. ی تابع را با دامنه دامنه -1

های مایل )از نظرر مثبرت یرا     های قائم، شیب مجانب ها را بررسی کنید. مثلاً علامت تابع را در همسایگی چ  و راست مجانب مجانب -2

 منفی بودن(، عرک از مبدم در مجانب مایل و .... را در نظر بگیرید.

 ی تناوب در توابع متناوب را بدست آورید. دوره -3

fی  ی اکسترمم نسبی باشد آنگاه هرر دو معادلره   یک نقطه fپذیر  مشتق در نمودار تابع A(a,b)ی  اگر نقطه -4 (a) b  وf (a) 0  

 را در هوپیتاج تابع جایگزین کنید.( Aتوانید )با حفظ شرایط( مختتات  را تشکیل دهید. )در توابع کسری می

fی  ی مضاعف در معادله ها مماس بود شرایط وجود ریشهxبر محور  fپذیر  اگر نمودار تابع مشتق -5 (x) 0  را بررسی کنید. بختوص

g(x)اگر 
f (x)

h(x)
 ی  ی مضاعف را در معادله باشد کافی است شرط وجود ریشهg(x) 0 .بررسی کنیم 

ی اکسرترمم نسربی را قررار     عرک نقطره  yی اکسترمم نسبی داده شده باشد بجای  پذیر کسری فقط عرک نقطه اگر در توابع مشتق -6

 کنیم. ی بدست آمده بررسی می ی مضاعف را در معادله دهیم و پس از یرفین و وسطین کردن، شرط ریشه می

 محل برخورد با محورها را دقت کنید. -7

 بررسی نمودارهاي خاص
 کنیم. در این قسمت نمودار چند تابع خاص را بررسی می

a)الف( تابع  ) y ax bx c20    

 تابع عبارتند از:خواص این 

aاگر  -1 0  سهمی رو به بالا و اگرa 0 .سهمی رو به پائین است 

0اگر  -2  ،0   0و یا  ی  باشد آنگاه معادلهy 0 ،ی مضراعف   و یک ریشه  ی حقیقی متمایز، فاقد ریشه دو ریشه  به ترتیب

 دارد.

 
bخط  -3

x
a2


  محور تقارن سهمی است و لذا اگر خطی موازی محورx ط ها سهمی را در نقراA  وB      قطرع کنرد آنگراه یروج رمس

x a c b

f

f |

f

لامت  ع

ي  نواي ک ي ي  زول ن

   

 صعودي  

x a c b

f |

f

f

لامت  ع

ي  نواي ک ي ي زول ن

  

 صعودي  
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Aسهمی )یوج اکسترمم نسبی( برابر است با:  Bx x

2
 

 
ی اکسترمم( برابر است با:  نیمم و یا ماکزیمم سهمی )عرک نقطه می -4

a4
 

a)ب( تابع  ) y ax bx cx d3 20     

 خواص این تابع عبارتند از:

 است. Rبرد این تابع  -1

 ی مشتق، نمودار این تابع سه حالت دارد:با توجه به  -2

 
bمنحنی این تابع همواره عطفی به یوج  -3

a3
 .دارد 

ی قبرل مفترل بحرث     ی سوم در جلسره  ی عطف تابع درجه ی عطف این تابع مرکز تقارن منحنی است. )در مورد خواص نقطه نقطه -4

 کردیم.(
 

aج( تابع  b ax b
(c ) ( ) y f (x)

c d cx d
0 

   


 

aاگر  b

c d
 کنیم کره   التی را بررسی میی توخالی خواهد بود. در این قسمت ما ح آنگاه نمودار تابع این خط افقی با یک نقطهa b

c d
 

 نامیم. خواص تابع هموگرافیک بتورت زیر است: که در این حالت این تابع را هموگرافیک می

مشتق این تابع بتورت  -1

a b

c dad bc
y

(cx d) (cx d)2 2


  
 

 باشد. می 

dنمودار این تابع مجانب قائم  -2
(x )

c
   و یک مجانب افقیa

(y )
c

 .دارد 

dی  ها یعنی نقطه محل برخورد مجانب -3 a
W( , )

c c
 .مرکز تقارن منحنی است 

در هر دو یرف مجانب قائم نمودار تابع یا همواره صعودی اکید است و یا نزولی اکید. بنابراین نمودار تابع هموگرافیک به یکری از دو   -4

 صورت زیر است:

 
 اند. حورهای تقارنکنند م که از مرکز تقارن عبور می 1اند. پس خطویی با شیب  ها، محورهای تقارن نیمساز بین مجانب -5
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 ترین فاصله را تا مرکز تقارن دارد. محل برخورد محور تقارن با منحنی، کم -6

Axتوان به صورت  هر تابع هموگرافیک را می -7 B
y

x D





 نشان داد. 

axد( تابع  bx c
(aA ) y

Ax B

2
0  

 


 

 تواند باشد.( در حالت کلی نمودار این تابع به یکی از دو صورت زیر است. )شیب مجانب مایل منفی هم می

 
yاگر  0  .باشد نمودار تابع به صورت یک خط مایل با یک نقطه توخالی روی آن است 

 رسم نمودار
 کنیم: برای رسم نمودار به یور تشریحی به ترتیب زیر عمل می

 تعیین نقاط بحرانی -3  ها تعیین مجانب -2   تعیین دامنه  -1

 در صورت لزوم تعیین تقعر و نقاط عطف -4  رسم جدوج رفتار تابع -3

 در صورت لزوم تعیین دوره تناوب -6 تعیین نقاط برخورد با محورها -5

 فصل چهارم: انتگرال

 ي بیست و چهارم: انتگرال نامعین‌جلسه

 تابع اولیه

xاگر برای هر  :تعریف [a,b] ی  رابطهdF(x)
f (x)

dx
 گاه  برقرار باشد آنF  را تابع اولیه یا انتگراج نامعین تابعf نامیم و با نماد  می

f (x)dx دهیم. نمایش می 

Fبه عبارتی اگر  (x) f (x)  گاه  آنF ی  را تابع اولیهf نامیم: می 

F داریم: cنتیجه: با فرک ثابت بودن  (x) f (x) f (x)dx F(x) c     

 هاي انتگرال نامعین‌ویژگی
 توان ثابت کرد: با توجه به خاص مشتق می

 Kf (x)dx K f (x)dx  (1 

 (f (x) g(x))dx f (x)dx g(x)dx     (2 
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 هاي انتگرال نامعین‌فرمول

1 )dx x c     2 )n nx dx x c
n

11
1

 
 

3 )sin kxdx coskx c
k

1
    4 )coskxdx sin kx c

k

1
  

5 )( tan kx)dx tan kx c
k

2 11   6 )( cot kx)dx cot kx c
k

2 11    

7 )dx sin x c

x

1
2

1

1

 


  8 )dx tan x c

x

1
2

1

1
 


 

9 )kx kxe dx e c
k

1
    10 )dx Ln | x | c

x

1
  

   :111 ي  نکته

1 )x
dx tan c

a aa x

1
2 2

1 1  


 2 )
x

dx sin c
a

a x

1
2 2

1  


 

3 )tan kxdx Ln | cosk x | c
k

1
   4 )cot kxdx Ln | sin kx |

1
4

 

 ي بیست و پنجم: مجموع بالا و پایین‌جلسه

 .نماد 

naبرای راحتی کار مجموع  a a ... a1 2 3     را به صورت
n

k

k

a

1
 مجموع  نمایش می( .دهیمka ،k  تا  1ازn) 

 خواص سیگما:

1 )
n n

k k

k k

ca c a

1 1 

   عدد ثابت(c  از بیرون می ).آید 

2 )
n n n

k k k k

k k k

(a b ) a b

1 1 1  

     

3 )
n

k

c n.c

1

 

( )تغییر اندیس( 4
n n m

k k m

k k m

a a

1 1





  

  

ی تلسکوپی )ادغام(  ( قاعده6
n

k

f (k) f (k ) f ( ) f (n )

1

1 1 1


     

( 1 :112 ي  نکته
n

k

n(n )
k ... n

1

1
1 2

2



     

2 )
n

k

n(n )( n )
k ... n2 2 2 2 2

1

1 2 1
1 2 3

6


 
      

3 )
n n

k k

n(n )
k ... n ( ) ( k)3 3 3 3 3 2 2

1 1

1
1 2 2

2
 


        
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 روش مستطیل براي محاسبه مساحت
fفرک کنید  (x) 0 ی  در بازه[a,b]  پیوسته باشد این بازه را بهn کنیم به یوری که به یور منظم افراز می  زیر بازه جزء 

 n na x x x ... x x b0 1 2 1       

(n )1 گیریم پس  ها را مساوی می نقطه تقسیم باشند. یوج بازهb a
x

n


   بر روی بازه جزءi i[x ,x ]1  مستطیلی با عرکx 

ifو ارتفاع  (x  دهیم. ها را تشکیل می سازیم.( مجموع این مساحت با انتهای هر بازه یک مستطیل میسازیم )یعنی  می (

 
n

n n i

i

S f (x ) x f (x ) x ... f (x ) x f (x ) x1 2
1

         

xها و دو خط xو محور  fتقریبی از مساحت تحت  nSبدیهی است  a  وx b .است 

 

 مجموع بالا و پایین
  :تعریف

هرای   کنیم. )گروییم بره برازه    ی جزء با یوج مساوی افراز می زیر بازه nپیوسته باشد. این بازه را به  [a,b]ی  روی بازه fفرک کنید تابع 

n)ایم( بطوری که  جزء بطور منظم افراز کرده )1  نقطهx0  وx1  و .... وnx .دارای خواص زیر باشند 

 
n

i i

a x x x ... x b

b a
x x x

n

0 1 2

1

     

 

   

 

ام iی  ام باشرد )منظرور از برازه   iی  ی ماکزیمم مطلرق برازه   یوج نقطه iuام و iی  نیمم مطلق بازه ی می یوج نقطه iحاج فرک کنید 

iی  بازه i[x ,x ]1 باشد.( در این صورت حاصل: می 

 
n

n i n

i

L (f ) f ( ) x (f ( ) f ( ) ... f ( )) x1 2
1

       

 را مجموع پایین و حاصل

 
n

n i n

i

U (f ) f (u ) x (f (u ) f (u ) ... f (u )) x1 2
1

       

 نامیم. می [a,b]ی  روی بازه fرا مجموع بالای 

nLهای هاشورخورده همان  های مستطیل های زیر مجموع مساحت در شکل (f nUو  ( (f  باشند. می (

 



 33صفحه 

 

fاگر  0  گاه  آنnU (f nL)و یا  ( (f هرا برابرر    و یروج آن  xهرا برابرر    هایی اسرت کره عررک آن    لهای مستطی ( مجموع مساحت(

 هاست. در آن بازه fنیمم مطلق( تابع  ماکزیمم مطلق )و یا می
نیمم مطلق وجود داشته باشد  ها مقادیر ماکزیمم مطلق و می پیوسته نباشد ولی برای هر یک از زیر بازه [a,b]ی  در بازه fاگر تابع  :113 ي  نکته

nUباز هم  (f nLو  ( (f  گردد. مانند قبل تعریف می (

 نیمم( استفاده کرد. هر بازه )در صورت عدم وجود ماکزیمم و می infو یا  SUPتوان از  می nLو  nUی  تذکر: برای محاسبه
 گاه: یک تابع پیوسته و یکنوا باشد آن [a,b]ی  روی بازه fاگر  :114 ي  نکته

n n
b a

U (f ) L (f ) | f (b) f (a) | x | f (b) f (a) |
n


        

nگاه  نامنفی و پیوسته باشد آن [a,b]  در بازه fاگر  :115 ي  نکته
n
lim U


nو  
n
lim L


هرا و خطروط   x، محور fهمان مساحت محدود به  

x a  وx b .است 

 

 پیوسته و صعودی اکید باشد آنگاه: [a,b]روی  fاگر  :116 ي  نکته

n

n

i

b a
U f (a i x). x x

n
1


       

n

n

i

L f (a (i ) x). x

1

1


      
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 هاي آن‌ي بیست و ششم: انتگرال معین و ویژگی‌جلسه

 انتگرال معین
  :تعریف

 [a,b]ی  در برازه  fهر دو موجود و برابر باشند گوییم ترابع   nوقتی  fحد مجموع بالا و پایین تابع  [a,b]ی  ی بسته اگر در بازه

بر این بازه نامیده و با  fپذیر است و مقدار این حد مشترک را انتگراج معین  انتگراج
b

a
f (x)dx دهیم. به بیان ریاضی تعریف  نشان می

 انتگراج معین بتورت زیر است:

 
b

n n
an n

lim L (f ) lim U (f ) f (x)dx
 

   

گاه حاصل  پذیر باشد آن انتگراج [a,b]ی  در بازه fاگر تابع نامنفی  :117 ي  نکته
b

a
f (x)dx  همان مساحت محدود به نمودارf  و محورx ها و

xمحدود به دو خط  a  وx b .است 

گاه حاصل  منفی باشد آن fهمچنین اگر 
b

a
f (x)dx ی مساحت برین   ی اندازه برابر قرینهf   و محرورx   هرا و دو خرطx a  وx b 

 است.

 

 هاي انتگرال معین‌ویژگی
 پذیر است. پیوسته باشد انتگراج [a,b]ی  ی بسته در بازه fاگر تابع  (:‌12)‌ی‌قضیه

 پذیر است. گاه انتگراج در تعداد محدودی نقطه در مابقی نقاط پیوسته باشد آن کراندار و بجز [a,b]ی  ی بسته در بازه fاگر  :118 ي  نکته

پذیری یکی،  گاه به شرط انتگراج به جز در تعداد محدودی نقطه در مابقی نقاط برابر باشند آن [a,b]ی  ی بسته در بازه gو  fنتیجه: اگر توابع 

 پذیر است. دیگری نیز انتگراج

aقرارداد: اگر  b کنیم  گاه تعریف می آن
b a

a b
f (x)dx f (x)dx   کنیم  و همچنین تعریف می

a

a
f (x)dx 0 

 گاه داریم: ثابت باشد آن kاگر  (:‌13)‌ی‌قضیه

b

a
kdx k(b a)  

 

 

 داریم: fپذیر بودن  و انتگراج kبا فرک ثابت بودن  (:‌14)‌ی‌قضیه

 
b b

a a
kf (x)dx k f (x)dx  

 

 گاه: پذیر باشند آن انتگراج [a,b]ی  هر دو در بازه gو  fاگر  (:‌15)‌ی‌قضیه

 
b b b

a a a
(f (x) g(x))dx f (x)dx g(x)dx     

 

 گاه: پذیر باشد آن انتگراج cو  bو  aای شامل  ی بسته در بازه fاگر  (:‌16)‌ی‌قضیه

 
b c b

a a c
f (x)dx f (x)dx f (x)dx    
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]ی  در بازه fاگر  :119 ي  نکته a,a] گاه: پیوسته و فرد باشد آن 

a

a
f (x)dx 0


  

 گاه:  زوج باشد آن fو اگر 
a a

a
f (x)dx f (x)dx

0
2


   

fاز ایرن بررازه   xپرذیر باشررند و برررای هررر   انتگررراج [a,b]ی  روی بررازه gو  fاگرر توابررع   (:‌17)‌ی‌قضیه (x) g(x) گرراه  باشررد آن
b b

a a
f (x)dx g(x)dx  

 داریم: [a,b]ی  روی بازه fپذیر بودن  نتیجه: با فرک انتگراج

  
b b

a a
| f (x)dx | | f (x) | dx  

 گاه: روی این بازه باشند آن fنیمم مطلق و ماکزیمم مطلق تابع  به ترتیب می Mو  mپیوسته و  [a,b]ی  روی بازه fاگر  (:‌18)‌ی‌قضیه

 
b

a
m f (x)dx M

b a

1
 

  

ی  نتیجه: بدون محاسبه
b

a
A f (x)dx  توان گفت کره   میm(b a) A M(b a)      یعنریm(b a)  وM(b a)  هرای   کرران

پایین و بالای 
b

a
f (x)dx باشند. می 

 قضیه مقدار میانگین

 مقدار متوسط تابع

پذیر باشد. در این صورت حاصل  انتگراج [a,b]ی  در بازه fفرک کنید تابع 
b

a
f (x)dx

b a

1
     را مقدار متوسط )میرانگین( ترابعf  در

 نامیم. می [a,b]ی  بازه
گاه  پیوسته باشد آن [a,b]ی  ی بسته در بازه fها( اگر  ی مقدار میانگین در انتگراج  )قضیه (:‌19)‌ی‌قضیه

 شود بطوری که: یافت می [a,b]ی  در بازه cعددی مانند 

 
b

a
f (c) f (x)dx

b a

1


  

 

bقرار دارد. مساحت مستطیلی که یک ضرلع آن   Mو  mبین  fی  مقدار متوسط تابع پیوستهی قبل،  تذکر: با توجه به قضیه a  و

fضلع دیگر آن  (c)  است برابر مساحت زیر منحنیf ی  در بازه[a,b] .است 

 
b

ABCD
a

S f (x)dx f (b a)0   

 ي بنیادي‌ي بست و هفتم: قضیه‌جلسه

 ي بنیادي قسمت اول‌قضیه

پیوسته باشد. اگر  aشامل  Iی  روی بازه fفرک کنید 
x

a
F(x) f (t)dt  گاه  آنF  رویI پذیر است و  مشتقF (x) f (x)  باشد. می 

باشد  xتابعی از  uاگر  :121 ي  نکته
u

a
F(x) f (t)dt  گاه  آنF (x) u f (u)  

باشند. در این صورت اگر  xهر دو تابعی از  vو  uفرک کنید  :121 ي  نکته
u

v
F(x) f (t)dt  گاه  آنF (x) u f (u) v f (v)      علرت

این مطلب آن است که 
u u v

v a a
f (t)dt f (t)dt f (t)dt    
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 ي بنیادي قسمت دوم‌قضیه

Fباشرررد )یعنررری  fی  یرررک ترررابع اولیرره  Fپیوسرررته و  [a,b]ی  در برررازه fاگررر   (x) f (x)   و یررراF(x) f (x)dx گررراه  ( آن

b

a
f (x)dx F(b) F(a)  

F(b)تذکر: عبارت  F(a)  را بتورت
b

F(x)
a

 نویسیم. می 

 ي بست و هشتم: مساحت‌جلسه

 محاسبه مساحت
xها و دو خرط  xو محور  fپذیر باشد. در این صورت مساحت بین منحنی  انتگراج [a,b]ی  روی بازه fفرک کنید تابع  :122 ي  نکته a  و

x b  :برابر است با
b

a
| f (x) |dx 

 
fپذیر و  انتگراج [a,b]ی  روی بازه gو  fاگر توابع  :123 ي  نکته (x) g(x) گاه مساحت بین  باشد آنf  وg ی زیرر بدسرت    از رابطه

 آید. می

 
b

a
S (f (x) g(x))dx  

 
 ذکر نشود کافی است حدود انتگراج را نقاط برخورد ابتدایی و انتهایی در نظر بگیریم. bو  aاگر 

yها و خطوط yبا محور  fپذیر  مساحت محدود به تابع پیوسته و معکوس :124 ي  نکته a  وy b  برابر است با مساحت محدود به

f 1  و محورx ها و خطوطx a  وx b 

 
 ی شکل مقابل برابر است. مساحت دو ناحیه هاشورزده :125 ي  نکته

 
]ی  روی بازه fتذکر: در حالت کلی اگر  ,a]0 گاه: اکیداً صعودی و پیوسته باشد آن 

 
a f (a)
f (x)dx af (a) f (x)dx1

0 0
   

]ی  در بازه fپذیر بودن  با فرک انتگراج :126 ي  نکته , ]0  داریم: 1

 
n

n
i

i
lim f ( ) f (x)dx

n n

1

0
1

1




  
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 فصل پنجم: محاسبات جبری

 دوم، معادلات و نامعادلات ‌ي درجه‌: معادلهو سی ام ي بیست و نهم‌جلسه

 2معادلت درجه 

 یابی‌ریشه

yی دوم  تابع درجه f (x) ax bx c2     را در نظر بگیرید(a )0 باشد. نمودار ایرن سرهمی بره     نمودار این تابع یک سهمی می

 یکی از دو صورت زیر است:

 
 b

S ( , )
a a2 4


   مختتات رمس سهمی 

aی دوم در حالررت  نرریمم تررابع درجرره مرری :127 ي  نکته 0  ی دوم در حالررت  و یررا مرراکزیمم تررابع درجررهa 0  :برابررر اسررت بررا

( b ac)
a

2 4
4


    

bخط  :128 ي  نکته
y

a2
  باشد. محور تقارن سهمی می 

0( اگر 1 :129 ي  نکته  .معادله جواب ندارد 

0( اگر 2   معادله ریشه مضاعفb
x x

a1 2 2
   .دارد 

0( گر 3  ی حقیقی دارد  معادله دو ریشهb
x ,x

a1 2 2
  

 

 معادله حتماً دو ریشه دارد. گاه العلامت باشند آن مختلف cو  aاگر  :131 ي  نکته

 ریاضیات پایه    
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axی  در معاده :131 ي  نکته bx c2 0    اگرa b c 0   و دیگری  1ها  گاه یکی از ریشه آنc

a
aاسرت. همچنرین اگرر      c b  

cو دیگری  -1ها  گاه یکی از ریشه آن

a
 .است 

 ي دوم‌ي درجه‌ها و ضرائب معادله‌روابط بین ریشه

axی  های معادله ریشه و  فرک کنید  bx c2 0   هم زیر برقرار است.ی بسیار م باشند در این صورت دو رابطه 

bها  مجموع ریشه 
S

a
     

cها  ضرب ریشه 
P .

a
   

axی  های معادله ریشه و  گر ا :132 ي  نکته bx c2 0   گاه: باشند آن 

 | |
| a |


  

S :133 ي  نکته P2 2 2 2     وS PS3 3 3 3    

 

‌Pو  Sي دوم با داشتن نوشتن معادله درجه

Sدو عدد حقیقی باشند بطوری که  و  فرک کنید     و. P   ی دومری کره    ی درجره  در این صورت معادلره  و 

 های آن باشند عبارت است از: ریشه

 x Sx P2 0   
 

axی  معادله bx c2 0   ی د اده شده باشد عبرارت   های معادله های آن عکس ریشه ی دومی که ریشه ی درجه مفروک است. معادله

cx است از: bx a2 0   

 عوک شده است.( cو  a)جای 

، xای اگر به جای  در حالت کلی در یک چندجمله
x

 ی قبلی است. های معادله ی جدید عکس ریشه های معادله را قرار دهیم ریشه 1

 نمودار سهمی

aاگر  0  نمودارy ax bx c2    رو به بالا وa 0  نمودار سهمی رو به پایین است. علامت ،S  وP    چگونگی برخرورد نمرودار

 نیز چنین خاصیتی دارد.( c)البته مقدار کند.  کند را تعیین می ها عبور می ها و همچنین نواحی که نمودار از آنxسهمی با محور 

 معادلات و نامعادلات

 مباحث تکمیلی معادلات
ای درجه اوج و دوم و .... باشد و یا ممکن است با ساده کردن و یا تغییر متغیر به معادله درجره اوج و   معادله ممکن است یک چندجمله

 دوم صحیح است.

 معادلات گنگ و گویا
fی  های معادله برای یافتن تعداد ریشه (x) g(x) های  توان منحنی میy f (x)  وy g(x)    را به یور جداگانه در یرک دسرتگاه

 ها را پیدا نمود. رسم کرد و سپس تعداد نقاط برخورد آن

 کنیم. برای حل نامعادلات نیز همینگونه رفتار می

رسانید به هم علامت برودن دو   می برای حل معادلات گنگ علاوه بر توجه کردن به دامنه در مواقعی که دو یرف تساوی را به توان زوج

 یرف تساوی هم توجه کنید.
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 علامت‌تعیین

axعلامت  جدوج تعیین b  وax bx c2   :به صورت زیر است 

    

 

 
x

ax b a | a ف مخال



 ق  مواف
 

  
x

ax bx c a2

0

ق  همواره مواف




 
 

 

 

axبه شریی  :134 ي  نکته bx c2    0همواره مثبت )منفی( است که   وa 0 (a )0 .باشد 

 قدر مطلق و جزء صحیح: و یکم و سی و دوم ‌ي سی‌جلسه

 سطب پذیري و‌: بخشو سوم ‌ي سی‌جلسه

 پذیري‌شبخ

xبر  P(x)اي ‌ي تقسیم چندجمله‌مانده‌باقی a. 
وجود دارند  R(x)و  Q(x)ای منحتر به فرد  ای باشند. در این صورت چندجمله دو چندجمله G(x)و  P(x)فرک کنید  (:‌21)‌ی‌قضیه

 کمتر است و: Gاز درجه  Rبقسمی که درجه 

 P(x) G(x).Q(x) R(x)  
و  n-mی  ( از درجهQ(x)قسمت ) گاه خارج باشد آن mی  ( از درجهG(x)علیه ) و مقسوم nی  ( از درجهP(x)اگر مقسوم ) :135 ي  نکته

mی  درجه( حداکثر از R(x)مانده ) باقی 1 باشد. می 

xبر  P(x)ای  ی تقسیم چندجمله مانده باقی :136 ي  نکته a  برابر است باP(a). 

P(a)پذیر است. اگر  بخش x-aبر  P(x)بنابراین  0. 

nxبر  P(x)ای  ی تقسیم چندجمله مانده برای بدست آوردن باقی :137 ي  نکته a  کنریم   فرک مریnx y  وP(x)    را برر حسرب
nx y کنیم حاج کافی است در عبارت  مرتب میP(x)  بجایy  عددa  را جایگزین کنیم یعنیP(y a) .را بیابیم 

nعبارت  :138 ي  نکته nx a  برx-a پذیر است. بخش 

nفرد باشد عبارت  nاگر  nx a  برx a پذیر است. بخش 

nزوج باشد عبارت  nهمچنین اگر  nx a  برx+a پذیر است. بخش 

 اي‌بسط دوجمله
 ی زیر برقرار است: رابطه nبا فرک یبیعی بودن 

 
n

n n n n k k n n k k

k

n n n n n
(a b) a b a b ... a b ... a b a b

k n k

0 1 1 0

0
0 1

  



         
                

         
 

 هاي بسط‌ویژگی

ضرایب از دو یرف برابرند.  -1
n n

k n k

   
   

   
 

nتعداد جملات  -2 1 .است 

aاگر  -3 b 1  آید در واقع:  را جایگزین کنیم مجموع ضرایب بدست می 

1 )nn n n
...

n
2

0 1
     

        
     

 2 )
n n n n n

...
0 2 4 1 3
         

             
         
 

 

x

ax bx c a a a2

0

ق  0مواف 0 فلاخم


 

  ق  مواف

x

ax bx c a a2

0

ق 0 مواف




  ق  مواف
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 فصل ششم: تابع

 : تابع، دامنه و بردي سی و چهارم‌جلسه
 نامیم. یهای اوج برابر نباشد را تابع م ای که در آن هیچ دو زوج مرتب متمایزی دارای مؤلفه رابطه :تعریف

x)کنیم  فرک می fی  برای بررسی تابع بودن رابطه :139 ي  نکته , y )1 x)و  1 , y )2 xگاه با فرک  باشند آن fدو زوج مرتب از  2 x1 2 

yاگر ثابت شود  y1 2 گاه  آنf  تابع است در غیر این صورت تابع نیست. این بدان معنی است که باید برای هرx  یک و فقط یکy  بدست

 آید.

 تعریف دامنه و برد
نامیم  های دوم تابع را برد تابع می ی مؤلفه دهیم. مجموعه نشان می Dنامیم و با  ی تابع می ج تابع را دامنههای او ی مؤلفه مجموعه :تعریف

 دهیم. نشان می Rو با 

 نویسیم. ی تابع باشد می دامنه Aبا فرک اینکه  Bبه  Aای از  رابطه fاگر 

 f : A B 
 y f (x) 

 است. Bای از  نامیم. بدیهی است برد تابع زیرمجموعه دامنه می را هم Bی  در این حالت مجموعه
 گوییم. باشد به آن تابع حقیقی می Rی  تعریف شده باشد یعنی دامنه و برد آن زیرمجموعه Rدر  fقرارداد: اگر تابع 

 

 ي یک تابع‌تعیین دامنه
 است. Rی آن  گاه دامنه ای باشد آن یک چندجمله f(x)الف( اگر  :141 ي  نکته

fی تابع  ب( دامنه (x)
g(x)

1
 ی  همان دامنهg(x)  است. بجز مقادیری کهg(x) 0 شود. می 

nfی رادیکاج  ج( اگر فرجه (x) g(x) گاه  فرد باشد آنf gD D ی  یعنی برای تعیین دامنهf ی  کافی است دامنهg  را تعیین

 کنیم.

nfی رادیکاج  د( اگر فرجه (x) g(x) ی  گاه دامنه زوج باشد آنf ی  آن قسمتی از دامنهg  است که در شرطg(x) 0  صدق

g(x)بایست شرط  می fی  کند. به بیان دیگر برای تعیین دامنه می 0 .را بررسی کنیم 

yی توابع  هر( دامنه sin f (x)  وy cosf (x) ی  همان دامنهf باشد. می 

yی تابع  و( دامنه tan f (x)  عبارت است ازfD {x | f (x) k }
2


    

yی تابع  ز( دامنه cot f (x)  عبارت است ازfD {x | f (x) k }   

fی تابع  ح( دامنه (x)
g(x)

y log ای از  زیرمجموعهf gD D  است. که در سه شرطf (x) 0 ،g(x) 0  وg(x) 1   صردق

 کند.  می

yی توابع  ط( دامنه sin f (x)1  وy cos f (x)1 ی  ای از دامنه زیرمجموعهf  است که در شرطf (x)1 1     صردق

 کند. می

yی توابع  ی( دامنه tan f (x)1  وy cot f (x)1 ی  همان دامنهf باشد. می 

 هاي تعیین برد یک تابع.‌روش
م و سرپس از آنجرا شررط    بدسرت آوریر   yرا بر حسب  xی تابع، مقدار  ی برد آن است که در ضابطه روش معموج در محاسبهروش اوج: 

 .آید بدست می y ی قابل قبوج برای را بنویسیم. در این حالت محدوده xوجود جواب برای 

 است. [m,M]ی  باشند برد تابع همان بازه fنیمم  به ترتیب ماکسیمم و می mو  Mپیوسته و  [a,b]ی  در بازه fاگر روش دوم: 

f]گاه بررد ترابع برابرر برازه      پیوسته و صعودی اکید )نزولی اکید( باشد آن [a,b]ی  در بازه fتذکر: اگر  (a),f (b)] ([f (b),f (a)]) 

 باشد. می
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 های معروف عبارتند از: ها نیز سود برد. بعضی از نامساوی توان از نامساوی ی برد برخی توابع می برای محاسبه روش سوم:

1 )x x
x

10 2       2 )x x
x

10 2     

3 )a b asin x bcosx a b2 2 2 2      4 )x

x2
21 1

1
  


 

5( )x1  وx2 اند.(  نامنفیx x x x1 2 1 22  

ها اجتماع  ها را بطور مستقل بدست آورده و سپس بین آن ای، ابتدا برد هر یک از ضابطه یک تابع چندضابطهی برد  برای محاسبه :141 ي  نکته

 گیریم. می

axی تابع  دامنه :142 ي  نکته b
y

cx d





dعبارت است از  

R { }
c

   :و برد آن برابر است باa
R { }

c
  

 تساوي دو تابع
yدو تابع  f (x)  وy g(x) :به شریی مساویند که دو شرط زیر برقرار باشد 

fان باشد یعنی ی هر دو یکس الف( دامنه gD D 

fهای یکسانی باشند یعنی  ی مشترک دارای ضابطه از دامنه xب( به ازای هر  (x) g(x) 

 م: رسم تابع، اعمال بین توابعي سی و پنج‌جلسه

 رسم
yنمودار  f (x) شوند. را در نظر بگیرید. نموارهای زیر حاصل می 
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 اعمال بین توابع

 چهار عمل اصلی
(a,b)را در نظر بگیرید فرک کنید  gو  fتوابع  f  و(a,c) g     در این صرورت منظرور مرا ازf g      ترابعی اسرت کره زوج مرترب

(a,b c) شود. منظور از چهار عمل اصلی بر روی توابع انجام چهار عمل اصلی بر روی  را شامل میyهرایی اسرت کره     های زوج مرتب

x های یکسانی دارند بشریی که در حالتf

g
 ، تقسیم بر صفر را استثناء کنیم.

 ضرب کنیم. fرا در اعضای برد  kاین است که  kfتذکر: منظور ما از 

 

 ترکیب دو تابع

 
 نتیجه:

 gof (x) g(f (x)) (1 

 gof f gD {x D | f (x) D }   (2 

 gof gR R (3 

(a,b)اگر  :143 ي  نکته f  و(b,c) g گاه  آن(a,c) gof. 

oh(fog)توان ثابت کرد:  برابر نیستند ولی می gofو  fogدر حالت کلی  :144 ي  نکته fo(goh) 
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 و یک به یک و تابع معکوس م: توابع زوج و فردي سی و شش‌جلسه

 توابع زوج و فرد
fxفرک کنید برای هر  :تعریف D  هموارهfx D  یعنی دامنه( ی  باشدf       در ایرن صرورت اگرر )نسبت به مبدم متقرارن باشرد

f ( x) f (x)   باشد تابعf  را زوج و اگرf ( x) f (x)    باشد تابعf نامیم. را فرد می 

 هاي توابع زوج و فرد‌ویژگی
fگاه  آن fD0فرد باشد و  f(x)اگر  :145 ي  نکته ( )0 0 

)Oی  تابع فرد نسبت به مبدم مختتات متقارن است. پس نقطه :146 ي  نکته , )0  مرکز تقارن توابع فرد است. 0

xها متقارن است. پس خط yتابع زوج نسبت به محور  :147 ي  نکته 0 .محور تقارن توابع زوج است 

فرم توان بتورت منحتر به فردی بتورت مجموع یک تابع زوج و یک تابع فرد نوشت. این  ی متقارن را می هر تابع با دامنه :148 ي  نکته

 نوشتن بتورت زیر است:

 f (x) f ( x) f (x) f ( x)
f (x)

رد  سمت ف ق

2 2
   

 

مت زوج  س ق

 

fتنها تابعی که هم زوج است و هم فرد تابع ثابت  :149 ي  نکته (x) y 0  .است 

فرد باشند  gو  fزوج است. ولی اگر هر دو تابع  gofو  fogگاه  زوج و دیگری فرد باشد آن gیا  fاگر حداقل یکی از توابع حقیقی  :151 ي  نکته

 فرد است. gofو  fogگاه  آن

 

 تابع یک به یک
های برابر نداشته yهای دوم برابر ندشته باشد. به بیان دیگر  به یک گوئیم هرگاه هیچ دو زوج مرتب متمایزی با مؤلفه را یک fتابع   :تعریف

 باشد.

yتابع  بیان ریاضی: f (x)  یک به یک است هرگاه از فرکf (x ) f (x )1 2  بتوان نتیجه گرفتx x1 2. 

 :ند. را حداکثر در یک نقطه قطع می fا نمودار هxگاه هر خط موازی محور  یک به یک باشد آن fنمودار تابع یک به یک: اگر 
 پیوسته و یک به یک باشد حتماً اکیداً صعودی و یا اکیداً نزولی است. fاگر تابع  :151 ي  نکته

 اکیداً صعودی یا اکیداً نزولی باشد یک به یک است. fاگر تابع  :152 ي  نکته

 تذکر: عکس مطلب بالا درست نیست.

ای  تابع چند ضابطه :153 ي  نکته

n

g (x)

g (x)
f (x)

g (x)

1

2





 




یک به  ng، ... و g1 ،g2ها یعنی  لاً تمام ضابطهبه شریی یک به یک است که او 

 اشتراکی نداشته باشند. fهای  ای از ضابطه یک باشند. ثانیاً بردهای هیچ دو ضابطه

axتابع  :154 ي  نکته b
y

cx d





adبه شریی یک به یک است که   bc 0   و یاa b

c d
 .باشد 

 تابع معکوس
گوئیم و  می fآید که به آن تابع معکوس  را عوک کنیم تابع جدیدی بدست می yو  xگاه اگر جای  یک به یک باشد. آن fاگر تابع   :تعریف

fبا نماد  1 دهیم. نشان می 

 ي یافتن معکوس یک تابع‌نحوه
yفرک کنید تابع  f (x)  یک به یک باشد برای یافتن معکوسf  ابتداx  را بر حسبy  آوریرم و در نهایرت جرای     بدست مریx  وy  را

 کنیم. عوک می
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fاگر  :155 ي  نکته 1  معکوس تابعf گاه  باشد آنff
D R1   وff

R D1  

f :156 ي  نکته (a) b f (b) a1    و(a,b) f (b,a) f 1    به بیان دیگر نمودارf  وf 1    نسبت بره نیمسرازy x 

 اند. قرینه

fاگر  :157 ي  نکته 1  معکوسf گاه: باشد آن 

 f

f

fof (x) x x D

f of (x) x x D

1
1

1






  

  

 

 در واقع ترکیب هر تابع با معکوس خود تابع همانی است.

fog(x)برعکس اگر  x  وgof (x) x گاه  آنf  وg دیگرند. معکوس یک 

fو  fنقاط برخورد  1  

fو  fالف( نقاط برخورد  1  نسبت بهy=x .متقارند 

yنیمساز  fب( اگر  x  را در نقطه(a,a)  قطع کند تابعf 1  نیز در همین نقطهf کند.  را قطع می 

fی  صعودی اکید باشد جواب معادله fج( اگر  (x) x  همان یوج نقاط برخوردf  وf 1   است. در واقرعf  وf 1   فقرط رویy x 

 اند. متقایع

fو  fنزولی اکید باشد ممکن است بعضی از نقاط برخورد  fد( اگر  1  بیرون نیمسازy x .باشد 

(fog) :158 ي  نکته g of1 1 1   

 م: دوره تناوبي سی و هفت‌جلسه

 تابع متناوب
fxهرگاه برای هر  :تعریف D ،x T  نیز عضوی ازfD  باشد وf (x T) f (x)  گاه تابع  آنf  را متناوب وT ی  را یک دوره

T)نامیم.  می fتناوب  )0  

 نامیم. ی تناوب اصلی می ی تناوب مثبت را )در صورت وجود( دوره ترین دوره کوچک ی تناوب اصلی: دوره
 توان گفت: ی تناوب اصلی توابع معروف می دورهدر مورد  (:‌21)‌ی‌قضیه

kcotی تناوب اصلی توابع  الف( دوره (ax) ،ktan (ax) ،kcos (ax)2  وksin (ax)2  برابر است باT
| a |


 

kcosی تناوب اصلی توابع  ب( دوره (ax)2 1 ،ksin (ax)2 1  برابر است باT
| a |

2
 

yی تناوب اصلی تابع  ج( دوره [mx] [ mx]    برابر است باT
| m |

1
 

yی تناوب اصلی تابع  د( دوره mx [mx]   برابر است باT
| m |

1
 

y[ax]ی تناوب اصلی تابع  هر( دوره ( )1   برابر است باT
| a |

2
. 

 تابع ثابت متناوب است ولی دوره تناوب اصلی ندارد. :159 ي  نکته

yی تناوب اصلی توابع  همچنین دوره :161 ي  نکته | sinax | | cosax |   وy | tanax | | cot ax |   برابر
| a |2
 .است 
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 فصل نهم: مثلثات

 مقدماتی ي سی و هشتم: اتحادهاي مثلثاتی‌جلسه

 مفاهیم اولیه
ی مرکزی روبرو به کمانی که یوج  نامیم زاویه قسمت کنیم هر قسمت را یک درجه می 360واحدهای زاویه: اگر محیط دایره را  :تعریف

 نامیم. آن با شعاع دایره برابر است را یک رادیان می

گاه  رادیان باشد آن Rدرجه و  Dبرابر  ی  اگر زاویه :161 ي  نکته
D R


360 2

  

ف حرکرت  دار به یروری کره جهرت مثبرت آن خرلا      ای است به شعاع واحد و جهت ی مثلثاتی دایره دایره :162 ي  نکته

 هاست. مبدم کمان Aهای ساعت است و  عقربه

 

 

 هاي مثلثاتی‌نسبت

OCsin   
OBcos  
AMtan   
DNcot  

 
 

AC AB

BC BC
sin cos    

AC AB

AB AC
tan cot    

 
 

 
  :163 ي  نکته

 
 نمودار توابع مثلثاتی در یک دوره تناوب به صورت زیر است: :164 ي  نکته
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  :165 ي  نکته

2 
3
2

  


2
 



3
 



4
 



6
 0 x بر حسب رادیان 

360 270 180 90 60 45 30 0 x بر حسب درجه 

0 1- 0 1 3
2

 
2
2

 
1
2
 0 sinx 

1 0 1- 0 1
2
 2

2
 

3
2

 1 cosx 

0  0  3 1 3
3

 0 tanx 

 0  0 3
3

  1 3  cotx 

 هاي مثلثاتی‌هاي تبدیل نسبت‌فرمول

kی نسبت مثلثاتی  در حالت کلی برای محاسبه x



2
kرا از  2ابتدا تا حد امکان مضارب  



2
کنریم اگرر مضررب فررد      کم می 



2
 

هرا عروک    بماند نسربت  و برعکس( ولی اگر مضرب  cotبه  tanو برعکس. همچنین  cosبه  sinشوند. ) ها عوک می باقی بماند نسبت

nرا حاده فرک کنیم و بعد ببینیم  xشوند. حاج برای تشخیص علامت کافی است  نمی x



2
گیررد و علامرت    در کدام ناحیه قرار می 

 گیریم. آن نسبت در آن ناحیه را به عنوان علامت جواب در نظر می

 هاي مثلثاتی‌فرمول

‌هاي اصلی‌الف( فرمول

1 )x xsin cos 2 2 1   2 )x xtan .cot  1 3 )sin x cos x
tan x cot x

cos x sin x
و  

4 )x
x

tan
cos

 2
2
1

1   5 )x
x

cot
sin

 2
2
1

1 

 کاربرد مثلثات در هندسی
 روابط زیر برقرار است: ABCدر مثلث 

1 )a b c
R

A B Csin sin sin
   2  2 )a b c bc   cosA2 2 2 2 

3 )S bc Asin
1
2

  4 )S P P a P b P c( )( )( )    

 ي سی و نهم: اتحادهاي مثلثاتی ‌جلسه
 

aهاي مثلثاتی ‌هاي نسبت‌ب( فرمول b 
1 )a b a b a bsin( ) sin cos cos sin    2 )a b a b a bcos( ) cos cos sin sin  

3 )
a b

a b
a b

tan tan
tan( )

tan tan


 

1
 

 
  :166 ي  نکته

 x x xsin cos sin( )


  2
4

 (1 

 x x xsin cos sin( )


  2
4

 (2 
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 : a2هاي مثلثاتی ‌هاي نسبت‌ج( فرمول
 a a asin sin cos2 2 (1 

 a a a a acos cos sin cos sin     2 2 2 22 2 1 1 2 (2 

 a
a

a

tan
tan

tan


 2
2

2
1

 (3 

 نتیجه:
a

a
cos

sin


2 1 2
2

 (2  
a

a
cos

cos


2 1 2
2

 (1 

 
a

a
a

tan
sin

tan


 2
2

2
1

 (4  
a

a
tan a

tan
cos






2

2
1

2
1

 (3 

 a3هاي مثلثاتی ‌هاي نسبت‌د( فرمول

 a a asin sin sin  33 3 4 (1 

 a a acos cos cos 33 4 3 (2 

 هاي تبدیل جمع به ضرب و برعکس‌هـ( فرمول

 a b a b
a bsin sin sin cos


  2

2 2
 (1 

 a b a b
a bcos cos cos cos

 
  2

2 2
 (2 

 a b a b
a bcos cos sin sin

 
  2

2 2
 (3 

 
a b

a b
a b

sin( )
tan tan

cos cos


  (4 

 a b a b a bsin cos (sin( ) sin( ))   
1
2

 (5 

 a b a b a bcos cos (cos( ) cos( ))   
1
2

 (6 

 a b a b a bsin sin (cos( ) cos( ))    
1
2

 (7 

 م: معادلات مثلثاتیي چهل‌جلسه

 معادلات مثلثاتی
 خواهد شد.تمام معادلات مثلثاتی به یکی از سه حالت زیر تبدیل 

xsinحالت اوج: اگر  sin  ها به صورت  ی جواب گاه کلیه باشد آنx k   2  وx k     2. 
 های خاص حالت :167 ي  نکته

 x x ksin    0 

 x x ksin


    1 2
2

 

 x x ksin


     1 2
2

 

xcosحالت دوم: اگر  cos  ها به صورت  ی جواب گاه کلیه باشد آنx k   2 باشند. می 
 حالت های خاص :168 ي  نکته

 x x kcos


    0
2

 

 x x kcos    1 2 

 x x kcos       1 2 
xtanحالت سوم: اگر  tan   و یاxcot cot ها به صورت  جواب  ی گاه کلیه ، آنx k    باشند. می 
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aي ‌حل معادله x b x csin cos   

bکنیم و  تقسیم می aروش اوج: دو یرف را بر 

a
tanرا برابر    گیریم. می 

aروش دوم: دو یرف را بر  b2 aکنیم و  تقسیم می 2

a b2 2
cosرا برابر     و

b

a b2 2
sinرا برابر    گیریم. می 

روش سوم: از اتحادهای 

x

x
x





tan
sin

tan2

2
2

1
2

و  

x

x
x







tan
cos

tan

2

2

1
2

1
2

 گیریم. کمک می 

aی  معادله  شرط وجود جواب:169 ي  نکته x b x csin cos    آن است کرهc a b| | 2 ی  در حالرت تسراوی، معادلره ریشره     2

 مضاعف دارد.

aي  حل معادله x b x ctan cot   
 کنیم. ضرب می tanxدو یرف را در 

aی  شرط وجود جواب معادله :171 ي  نکته x b x ctan cot   آن است کهc ab2 ی  باشد. در حالت تساوی معادله ریشره  4

 مضاعف دارد.

 های مثلثاتی های مربوط به نامساوی فرموج :171 ي  نکته

 (1 x x ab a x b x ab| tan cot | ( | tan cot | )     2 0 2   

 (2 a x b x a b| sin cos |  2 2  

xشود که  نامساوی اوج زمانی به تساوی تبدیل می xtan cot  1  در حالت کلی(a x b xtan cot و نامساوی دوم )

شود که  زمانی به تساوی تبدیل می
a x

b x

sin

cos
 

 : معکوس مثلثاتیي چهل و یکم‌جلسه

 معکوس مثلثاتی
 ای از مفاهیم اولیه معکوس مثلثاتی است: تعریف و نمودار معکوس مثلثاتی: جدوج زیر خلاصه

 تابع دامنه و برد نمودار خروجی تابع در دایره 

 مماس y=xفرد و در مبدم بر 

x xsin ( ) sin   1 1 
 

 

x

y

  

 
  

1 1

2 2
 y xsin 1 

 نه زوج و نه فرد 

x xcos ( ) cos    1 1 
 

 

x

y

  

  

1 1

0
 y xcos 1 
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yفرد و در مبدم بر  x مماس 

x xtan ( ) tan   1 1 
 

 

x R

y



 
  
2 2

 y xtan 1 

 نه زوج و نه فرد

x xcot ( ) cot    1 1 
 

 

x R

y



  0
 y xcot 1 

 ویژگی مهم

 است. xای در ربع اوج یا چهارم که سینوس )تانژانت( آن برابر  ( یعنی زاویهxtan1) xsin1منظور از  -1

 x x xsin sin ,  
           1 1 1

2 2
 

 x x x Rtan tan ,  
         1

2 2
 

xمنظور از  -2 x(cot )cos 1  است. xای در ربع اوج و دوم که کسینوس )کتانژانت( آن برابر  یعنی زاویه 1

 x x xcos cos ,            1 1 1 0 

 x x x Rcot cot ,          1 0 

 نتیجه:

1 )x x xsin sin | | 
 1

2
 2 )x x xtan tan | | 

 1
2

 

3 )x x xcos cos    1 0 4 )x x xcot cot    1 0 

 هاي تکمیلی‌ویژگی

1 )x x xsin cos (| | )  
  1 1 1

2
 2 )x xtan cot  

 1 1
2

 

3 )x x
x

tan tan ( )  
  1 1 1 0

2
 4 )x x

x
tan cot ( )  1 11

0 

5 )x x xsincos cos sin   1 1 21 

 های حسابی و هندسی فصل هفتم: دنباله

 هاي حسابی و هندسی‌: دنبالهي چهل و دوم‌جلسه

 ي حسابی‌دنباله
aاین دنباله به صورت  :تعریف ,a d,a d,...1 1 1 2  می ( .باشدd ).قدرنسبت است 

naی عمومی  جمله :172 ي  نکته a (n )d1 1   

nی اوج  جمله nمجموع  :173 ي  نکته n
n

S (a a )12
   و یاn

n
S ( a (n )d)12 1

2
    

n :174 ي  نکته nd a a 1   وn n n(n ) a S S 11    
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گراه تعرداد جمرلات ایرن دنبالره از رابطره        باشرد آن  dجمله آخر یک دنباله حسرابی برا قدرنسربت     bجمله اوج و  aاگر  :175 ي  نکته

b a
n

d
1

  آید. بدست می 

 ي حسابی:‌واسطه
نرامیم. بردیهی    مری  cو  aی حسابی و یا میانگین حسرابی   را واسطه bگاه  ی متوالی یک دنباله حسابی باشند آن سه جمله cو  bو  aاگر 

aاست که  c
b

2


. 

xگاه:  ی یکسان باشند آن سه جمله از دنباله حسابی با فاصله zو  yو  xبه بیان دیگر اگر  z
y

2


 

 درج واسطه حسابی:
mحسابی بین این دو عدد قرار دهیم به یرک دنبالره حسرابی برا     ی  واسطه mمفروک است. اگر  bو  aدو عدد  2   رسریم   جملره مری

 آید: ی زیر به دست می قدرنسبت این دنباله از رابطه

 b a
d

m 1





 

‌ي هندسی‌دنباله

aاین دنباله به صورت  :تعریف ,a q,a q ,...2
1 1  قدرنسبت است.( qباشد. ) می 1

nی عمومی  جمله :176 ي  نکته
na a q 1

1
 

ی اوج  جمله nمجموع  :177 ي  نکته
n

n
a ( q )

S
q

1 1
1





 

n :178 ي  نکته

n

a
q

a 1
  وn n n(n ) a S S 11    

 ي هندسی:‌واسطه
نرامیم. بردیهی    مری  cو  aی هندسی )میانگین هندسی( دو عدد  را واسطه bی متوالی یک دنباله هندسی باشند،  سه جمله cو  a ،bاگر 

bاست که  ac2   و یاb ac  

yگاه:  ی یکسان باشند آن سه جمله از دنباله هندسی با فاصله zو  yو  xبه بیان دیگر اگر  xz2 . 

 هاي هندسی:‌درج واسطه
mی هندسی بین این دو عدد درج کنیم به یک دنباله هندسی با  واسطه mاند اگر  مفروک bو  aدو عدد  2 رسریم در ایرن    جمله می

 آید: ی زیر به دست می صورت قدرنسبت این دنباله از رابطه

 m b
q

a
1 

mفرد باشد  m)اگر  b
q

a
1 ) 

|اگر قدرنسبت یک دنباله هندسی در شرط  :179 ي  نکته q | 1 گاه حد مجموع جملات این دنباله )مجموع جملات از اوج  صدق کند آن

aنهایت( برابر است با:  تا بی

q1
 

 نمایی و لگاریتمی : توابع8فصل 

 : تابع نمایی و لگاریتمیي چهل و سوم‌جلسه

 تابع نمایی
aبا فرک  :تعریف  xyتابع  0 a نامیم. را نمایی می 
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 تابع لگاریتمی
xyتابع  :تعریف a  با شرطa  aو  0  xپذیر است. معکوس این تابع را به صرورت   یک به یک و معکوس 1

ay log   نشران

x دهیم، بنابراین: می y
ay a xlog   

xتابع  :181 ي  نکته
ay log  به شریی تعریف شده است کهx  aو  0  aو  0   باشد. می Rباشد. در ضمن برد این تابع  1

xنمودار تابع  :181 ي  نکته
ay log 

 
aاگر  :182 ي  نکته  xتابع  1

alog  صعودی اکید و اگرa 0 xتابع  1
alog .نزولی اکید است 

1 )a  1    2 )a 0 1 

1 )x x
a ax x log log  1 21 2 1 )x x

a ax x log log  1 21 2 

2 )x
ax log   0 1 0  2 )x

ax log   0 1 0 

3 )x
ax log  1 0  3 )x

ax log  1 0 

4 )x b
a b x alog     4 )x b

a b x alog    

 خواص تابع لگاریتم
 ترین خواص لگاریتم عبارت است از: مهم

1 )alog 1 0   2 )a
alog 1 3 )xy x y

a a alog log log  4 )

x

x yy
a a a
 log log log 

5 )
nx x

a anlog log 6 )n
x x

aa n
log log

1
 7 )

x
x a
y y

a

log
log

log
 8 )

x
aa x

log
 

n[logبرابر است با  nگاه تعداد ارقام  یک عدد یبعی باشد آن nاگر  :183 ي  نکته ] 1 

[logn]ی  تر از یک باشد، تعداد صفرهای بلافاصله بعد از ممیز از رابطه یک عدد اعشاری کم aاگر  :184 ي  نکته  آید. به دست می 1


