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ام با هم اختلاف داشته باشند حداقل يکی از دو جفت   iدر جايگاه   Cو  Aالف) کافی است توجه کنيم که اگر دو رشته 

(A,B)  يا(B,C)  در جايگاهi  هر اختلافی که در  ام با هم اختلاف دارند. در نتيجه�(�, شود حداقل در  شمرده می (�

,�)�يکی از  ,�)�يا   (�   دهد. شود که حکم مسئله را نتيجه می نيز شمرده می (�

  کنيم: را محاسبه می �
�گيريم و  رشته در نظر می ۱۳۹۲در بين  �را نزديکترين رشته به رشته  
	ب) 

�
� =���	� , 	
�۱۳۹۲

��۱

≤��(	� ,�) + ���, 	
�۱۳۹۲

��۱

= �� +����, 	
�۱۳۹۲

��۱

		(1) 
,���دانيم  می �به ازای هر 
	 اما با توجه به نحوه انتخاب  	
� ≤ �(�,   گيريم و از اين موضوع نتيجه می (�	

����,	
�۱۳۹۲

��۱

≤ ��(�, 	�)۱۳۹۲

��۱

= ��			(2) 

�خواهيم داشت   (2)و   (1)از � ≤ 2��.  
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 ی آرايه ی پشته به مساله تبديل مساله ....۱۱۱۱مشاهدهمشاهدهمشاهدهمشاهده

 a1رايه يعنی داشته باشيم. سپس از دو عنصر اول آ a1, a2, …, an عمليات گفته شده مانند اين است که يک آرايه از اعداد

بزرگتر بود جای آن دو را با هم عوض کنيم. سپس به سراغ دو  a1شروع کنيم و آن دو را با هم مقايسه کنيم. اگر  a2و 

طور تا آخرين دو عنصر آرايه، اين کار را انجام دهيم. هدف اين است که در اتنها آرايه مرتب  عنصر بعدی برويم و همين

  a1 <= a2 <= … <= anشود. يعنی: 

بار انجام اين  nسازی حبابی با  سازی حبابی است. در مرتب : درواقع اين عمليات، بخشی از مرتبحلحلحلحل    نکته خارج از راهنکته خارج از راهنکته خارج از راهنکته خارج از راه

  شويم که آرايه مرتب شده است. عمليات مطمئن می

ات بالا، در انتها بار انجام دادن عملي k، با nتا  ۱هايی از اعداد  کافی است ببينيم که به ازای چه آرايه ۱مشاهدهبا توجه به 

  رسيم. ی مرتب شده می به يک آرايه

  

بار انجام  kهستند، شرط زير برقرار باشد، با  nتا  ۱که جايشگتی از اعداد  a1, a2, …, anبا عناصر  Aی  اگر در آرايه ....۱۱۱۱لملململم

  خواهد بود:شود و در غير اين صورت دنباله در انتها نامرتب  ، دنباله مرتب می۱مشاهدهدادن عمليات مذکور در 

۱به ازای هر  • ≤ � ≤ �  باشد. kهستند و در آرايه قبل از آن قرار دارند، حداکثر  ��که بيشتر از  ، تعداد اعدادی

شده نخواهد بود. فرض  دهيم درصورتی که شرط گفته شده برقرار نباشد، در انتها جايگشت مرتب در ابتدا نشان میاثبات. اثبات. اثبات. اثبات. 

د که از آن بيشتر هستند. در هر بار اجرای عمليات بالا، حداکثر يکی از اين اعداد از عدد باشن kبيشتر از   aiکنيد قبل از 

ai گيرد. بنابراين در انتها حداقل يکی از آنها قبل از  شود و بعد از آن قرار می رد میai ماند و بنابراين جايشگت  باقی می

  شود. مرتب نمی

شود. اين فرض را با استقرا روی  ر باشد، در انتها دنباله مرتب میدهيم درصورتی که شرط گفته شده برقرا حال نشان می

n دهيم. نشان می  

  که مرتب است. n=1حالت پايه: وقتی است که 

  گام استقرا:

عدد ديگر قبل از عدد يک قرار دارند. از طرفی چون  kرا در دنباله در نظر بگيريد. با توجه به شرط لم، حداکثر  ۱عدد 

کند تا وقتی که به  اش يک واحد به سمت چپ انتقال پيدا می عدد دنباله است، در هر مرحله جايگاهعدد يک، کوچکترين 

  گيرد.  مرحله، عدد يک در جايگاه درست قرار می kترين نقطه برسد. بنابراين بعداز  سمت چپ
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ن عدد يک کوچکترين عدد ی اعداد مستقلا بايد شرط لم را داشته باشند (چو حال اگر عدد يک را در نظر نگيريم، بقيه

 kی اين اعداد تاثيری ندارد. بنابراين طبق فرض استقرا اگر روی آنها  است). از طرفی جايگاه عدد يک در ترتيب مقايسه

  مرحله کل دنباله مرتب خواهد شد. kشوند. بنابراين بعداز  مرحله عمليات گفته شده را انجام دهيم مرتب می

k( بار انجام عمليات گفته شده kبا هايی که  تتعداد جايگش ....قضيهقضيهقضيهقضيه ≤ nل مرتب شدن هستند، برابر است با ) قاب  ! ∗ # + ۱$%&' .  

        ....اثباتاثباتاثباتاثبات

  دهيم: انجام می nاثبات را با استقرا روی 

  ها قابل مرتب شدن هستند. ی جايشگت همه ۱. در اين صورت با توجه به لمn=kپايه: 

ای که  را داشته باشد. از طرفی با حذف عدد يک از دنباله، دنباله ۱د شرط لمگام استقرا: برای اينکه دنباله مرتب شود باي

nرا داشته باشد. بنابراين بدون در نظر گرفتن عدد يک،  ۱ماند، مستقل از عدد يک بايد همچنان شرط لم باقی می − ۱ 

! عدد داريم که طبق فرض استقرا  ∗ ( + ی هر ند. حال به ازاجايگشت از آنها قابل مرتب شدن هست '&(&%(1

+ برقرار بماند، دقيقا  ۱جايگشت، برای اينکه شرط لم حالت برای اضافه کردن عدد يک وجود دارد. پس در کل  1  ! ∗ ( +   جايگشت قابل مرتب شدن هستند. '&%(1
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  شکل زير را در نظر بگيريد:

  
تواند  خواهيم نشان دهيم نفر دوم هميشه می اند. می بالايی آن هاشور خوردهدر واقع قطر فرعی به همراه دو قطر پايينی و 

خورده نشده  ،های قسمت هاشور خورده طوری عمل کند که شکل نسبت به قطر فرعی قرينه باشد و هيچ يک از مربع

توان نشان داد که  میبا خاصيت فوق برسد براحتی  ۲يا  ۱توجه کنيد که در صورتی که بازی به جدولی به اندازه باشند. 

  .(چرا؟)تواند برنده شود نفر دوم می

(در اول رسد های هاشور خورده آن سالم است به نفر اول می فرض کنيد يک جدول قرينه نسبت به قطر فرعی که خانه

  صورت برای حرکت نفر اول دو حالت وجود دارد: در اين. کار اين شرط برقرار است)

  شوند. خورده نمی  های هاشور خورده، هيچ يک از خانه - ۱

  باشد. ی هاشور خورده می طيل خورده شده توسط نفر اول شامل حداقل يک خانهمست - ۲

  تواند قرينه حرکت نفر اول را نسبت به قطر فرعی انجام دهد(چرا؟) در حالت اول نفر دوم می

تواند يک جدول کوچکتر با شرايط گفته شده ايجاد  در حالت دوم يا کل جدول خورده شده است يا نفر دوم می

  ؟).کند(چرا

مانده در حال کم  های باقی شود در نتيجه تعداد خانه دانيم در هر حرکت حداقل يک خانه خورده می همانطور که می

  .رسد می ۱*۱يا  ۲*۲به يک شکلات  خورد يا کل شکلات را می يا نفر اولشدن است و حتما در جايی 
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        قسمت الف)قسمت الف)قسمت الف)قسمت الف)

        - - - - راه حل اولراه حل اولراه حل اولراه حل اول

 حالت !۹۹ اين از يکی در حتما دهيم می نشان. بندی سعيد را شماره گذاری کند.  حالت دسته  !۹۹ند به توا نويد می

,(�بندی دوم به ترتيب  ها را در دسته دسته .دارد وجود همانی  کارت ۱۵ شماره گذاری، �*, … ,  نام گذاری ,,�

  کنيم. می

ام اين جدول را  -و سطر  ��ام اين جدول را نماينده دسته  �بگيريد. ستون ستون در نظر   ۹۹سطر و   !۹۹جدولی با 

، ام اين جدول� ام و ستون -در خانه تقاطع سطر . ها توسط نويد در نظر بگيريد ام شماره گذاری دسته -نماينده حالت 

  کنيم. می ام وجود دارد را يادداشت -در ترتيب  ��که در دسته  های همانی کارتتعداد 

است.  
�ام معرف دسته  -حال مجموع اعداد جدول را به صورت ستون به ستون محاسبه می کنيم. می دانيم ستون 


�| ام برابر است با -ادعا می کنيم مجموع اعداد ستون | ∗ را در نظر بگيريد  
�خاص موجود در دسته  کارت. يک !۹۸

باشد. پس آن   -اش در شماره گذاری نويد نيز برابر با  که شماره دستههمانی است ورتی در ص /بناميد .  /و آن را 

توانند هر شماره دلخواهی  دسته می ۹۸شود و بقيه  -اش  است (در ترتيب نويد) بايد شماره /ای که حاوی تيله  دسته

استدلال واضح است که مجموع اعداد ستون است. با توجه به اين  همانیشماره گذاری مختلف  !۹۸در  /پيدا کنند. پس  
�|ام برابر است با  -| ∗   پس مجموع اعداد جدول برابر است با :  .!۹۸

�|A1| × 	۹۸!۹۹

��۱

	= 	۹۸! × 	�|A1|۹۹

��۱

	= 	۹۸! × 	۱۳۹۲	
  

۱۳۹۲×!3۹۸ سطری با مجموع، طبق اصل لانه کبوتر ،سطر دارد !۹۹ از طرفی چون اين جدول

۹۹! 	4 = وجود خواهد  ۱۵

گذاری توسط نويد بود. اين يعنی نويد  ش شمارهيک رو ی دهنده هر سطر نشان ،داشت. اما همانطور که در ابتدا گفتيم

  وجود داشته باشد و حکم ثابت شد. کارت همانی ۱۵هايش را شماره گذاری کند که حداقل  تواند طوری دسته می

دسته نيستند استفاده نشده  بندی اول هم دسته در دسته بندی دوم هيچ دو کارت هم در دستهدر اين راه از اينکه توجه: توجه: توجه: توجه: 

  است.
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        - - - - حل دومحل دومحل دومحل دوم    راهراهراهراه

توان يک گراف دوبخشی  های سعيد می بندی ف و مسئله تطابق مدل کرد. از روی دستهتوان با گرا اين مسئله را می

   ۹۹راس متناظر با  ۹۹ها خواهد بود و در هر بخش  بندی ساخت. در اين گراف دوبخشی هر بخش متناظر با يکی از دسته

کارت مشترک است يک يال  های متناظر آنها شامل يک هر دو راسی که دستهحال بين بندی وجود دارد.  ی دسته دسته

  گذاريم. می

  .)؟(چرا اين گراف يال چندگانه ندارد ....۱۱۱۱مشاهدهمشاهدهمشاهدهمشاهده

  .(چرا؟)های همانی معادل يک تطابق در گراف دو بخشی هستند گذاری کارت در هر شيوه شماره ....۲۲۲۲مشاهدهمشاهدهمشاهدهمشاهده

  يال دارد. ۱۵در گراف فوق تطابق بيشنه حداقل قضيه. قضيه. قضيه. قضيه. 

  باشد. يک راه برای اثبات اين قضيه اثبات از طريق برهان خلف میاثبات. اثبات. اثبات. اثبات. 

  

        - - - - راه حل سومراه حل سومراه حل سومراه حل سوم

مسئله را حل کنند،  روشآموزان از اين  رود دانش ده است، که انتظار نمیاستفاده ش 1در اين روش از شيوه احتمالاتی

  گردد. نيز بيان می روشمندان اين  ليکن برای آشنايی علاقه

همانی باشد برابر با   کارت ،گذاری تصادفی را در نظر بگيريم احتمال اينکه يک کارت اگر يک شماره
۱

۹۹
خواهد بود. حال  

5  دانيم: ری بناميم. میهای همانی در يک شماره گذا ی تعداد کارترا متغير تصادف 5اگر  = 5۱ + 5۲ +⋯+ 5۱۳۹۲ 

  برابر است با: �5دانيم اميد رياضی  ام خواهد بود و می �همانی بودن کارت متغيرتصادفی شاخص   �5که 

785�9 = Pr <5� = ۱= = ۱

۹۹
 

  يم داشت:خواه 5ميدرياضی اواما برای 

7859 = 7 >�5�۱۳۹۲

��۱

? = �785�9۱۳۹۲

��۱

=	۱۳۹۲

۹۹
> ۱۴ 

5اما با توجه به اينکه هميشه حالتی وجود دارد که  ≥  گذاری شمارهباشد پس  عدد صحيح می 5و اينکه مقدار  7859

  باشد. ۱۴های همانی بيشتر از  يعنی تعداد کارت 5 که در آن وجود دارد

        

                                                           
1
 Probabilistic Method 
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        ))))قسمت بقسمت بقسمت بقسمت ب

  سازيم. به شکل زير میکنيم و يک گراف دوبخشی  ل دوم قسمت الف استفاده میح از راه

  

 
تايی ۱۴ها بين دسته  راس از بخش پايين به يک راس از بخش بالا وصل شده اند و بقيه يال ۹۵در گراف نشان داده شده 

۹۹توانيم  دانيم که می گيرد. می تايی قرار می ۹۸و  ∗ ۱۴ � اشيم که بيشتر از نياز ما نيز ب يال از نوع دوم داشته ۱۳۸۶

دانيم اين مقدار دقيقا  خواهد بود و با توجه به قسمت الف می ۱۵باشد. اما در اين گراف تطابق بيشينه حداکثر برابر با  می

  باشد. می ۱۵برابر 
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        قسمت اولقسمت اولقسمت اولقسمت اول

راسی   �ز ما خواسته است تا اثبات کنيم گرافی گيريم. در واقع مسئله ا آموزان را در نظر می گراف روابط دوستی دانش

'Bبا 
۲
C ��از استقرا روی راسی يکتا مشخص شود. برای اثبات اين حکم   های  يال وجود دارد که افراز آن به خوشه ۲ 

 استفاده می کنيم. 

�حکم برای پايه:  � 'Bبرقرار است چرا که  ۱
۲
C دهند. را تشکيل می يال دقيقا يک خوشه  

  چنين حالتی وجود داشته باشد.  آموز دانش  �برای کلاسی با  کنيم میفرض 

�)کلاسی با  + 'Bمانده تعداد  نفر باقی  �نفر از کلاس حذف و برای   ابتدا   نفر را در نظر بگيريد.  (۱
۲
C n۲

 

نيم. برای اين که شرايط مساله بر قرار باشد لازم گردا می نفر بر  �نفر را به   گيريم. حال  ی دوستی در نظر می رابطه

'Bاست 
۲
C ((� + 1)* − �*) 	� 	 B'

۲
C (۲� + ۱) � B'

۲
C + ( − ۱) ∗ (�ی دوستی به روابط  رابطه ( 

'Bبه  دوستی اضافه کنيم.
۲
C  پس .آموز نياز داريم دانش  رابطه دوستی که برای گروه کردن ( − ۱) ∗ (� ) 

از شکل همين با کمی دقت در ميابيم که کافی است . ماند که آنها را بايد به شکلی نسبت دهيم باقی میتی ی دوس رابطه

يم. ا نفر دوست کرده  �نفر، يک نفر را کنار گذاشته ايم و بقيه را با تمام   عبارت اين ايده به ذهن می رسد که از آن 

  ).؟تا است (چراگروه بندی يکاين ساختار  کنيم که با ادعا میحال 

  

  

        قسمت دومقسمت دومقسمت دومقسمت دوم

'Bاقل طبق آنچه در صورت سوال آمده، تعداد روابط دوستی حد
۲
C �۲ + بندی وجود دارد.  اقل يک گروهحد و باشد می ۱

برابر است حداقل ها  تعداد اين رابطهرا در نظر بگيريد. بندی  در اين گروهها  ی هم گروه روابط دوستی غير از رابطه

'Bبا
۲
C �* + ۱	– 	� B'

۲
C 	= 	 B'

۲
C �(� − ۱) + ۱  .  

   



 

 ������ �	
�� 
�������� �
��
 �������� ������
 ����� � ����  �� !  
  

  

%Bها برابر با  گروه  اما تعداد زوج 
۲
C  است وB'

۲
C �(� − ۱) + %Bرابطه دوستی بين اين  ۱

۲
C  زوج گروه قرار دارد. پس

ساوی با آن بيشتر از يا مبين اعضای  د که تعداد روابط دوستیوجود دارگروه  کبوتر حداقل يک زوج طبق اصل لانه

EBF۲C%(%&))G)	BH
۲
C I 	� 	 ∗ ( − ۱) +    کل روابط دوستی بين اعضای اين دو گروه با يکديگراز سوی ديگر باشد.  	۱

  

  

∗  حداکثر − و حالا تنها  هتا بود   عضوی هست  هر گروه در پسها را نداريم.  ی دوستی از کل اين رابطه رابطه ۱

توان يک گروه بندی جديد  در نتيجه با عوض کردن جای اين دو نفر میست باشد و که با تمامی اعضای گروه ديگر دو

'Bها بيشتر از  با توجه به آنچه گفته شد در صورتيکه تعداد يال ايجاد کرد.
۲
C �بندی وجود  باشد و حداقل يک گروه *

  بندی را بصورت يکتا مشخص کرد. توان گروه داشته باشد، نمی

 


