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چکیده
شده انجام آن روی وسیعی مطالعه که است کامپیوتر علوم در اولیه و اساسی مسائل از یکی داده ها مرتب سازی
روی مسائل نظیر هندسی داده های روی که مسائل از بسیاری در می کنند. استفاده آن از بسیاری مسائل و است
فاصله مبنای بر نقاط زوج مرتب سازی مساله می کنند، کار بالاتر ابعاد با اقلیدسی فضای یا صفحه در خطوط و نقاط
نقطه، n هر برای می توان داده ها، مرتب سازی برای معمول الگوریتم های بردن کار به با می شود. مطرح آنها بین
این مستقل، داده Θ(n٢) برای البته کرد. مرتب O(n٢ log n) زمان در آنها بین فاصله مبنای بر را نقطه زوج

(n
٢
)

زمان در مساله این حل امکان موضوع حالت، این در اعداد وابستگی به توجه با ولی ندارد سریع تری حل راه مساله
این می توان آیا که می پردازیم موضوع این به مقاله این در می رسد. نظر به جالب پایین کران همین داشتن یا و کمتر

است. Ω(n٢ log n) پایین کران دارای مساله این یا کرد حل کمتری زمان در را مساله

مقدمه ١
آن انجام پیچیدگی از کاملی نتایج که است کامپیوتر علوم در شده مطرح اساسی مسائل از یکی داده ها مرتب سازی مساله
فراوانی استفاده نیز مسائل سایر حل در مساله، این است. شده ارائه آن حل برای متعددی بهینه الگوریتم های همچنین و
مانند پایه ای مسائل می گذارد. تاثیر می کنند استفاده آن از که مسائلی سایر به مستقیماً مساله این در نتیجه هر و دارد
با نقاط تمام (شامل بهینه محدب اشکال ساخت کمینه، پوشای درخت ساخت نقاط، جفت نزدیک ترین یافتن جستجو،
خود که عدد) بزرگترین چهارمین مثلا) مجموعه یک در بزرگی نظر از مشخص مرتبۀ با اعداد انتخاب مساحت)، کمترین
گرافیک هوایی، ترافیک کنترل راه ها، نقشه ی ایجاد جستجوگر، موتورهای پیاده سازی همچون بزرگتری کاربردهای در

می نمایند. استفاده اعداد مرتب سازی الگوریتم های از همگی می گیرند، قرار استفاده مورد رباتیک کامپیوتری،
و عدد، Θ(n) مرتب سازی برای شده  مطرح محور) (مقایسه الگوریتم های تمام کلی حالت در می دانیم که طور همان
این از کمتر زمانی در خود که الگوریتم هایی از بسیاری زمانی پیچیدگی طرفی از و هستند Ω(n log n) پایین کران دارای
به می توان جمله این از می شود. تعیین کران این اساس بر داده هایشان مرتب سازی به نیاز دلیل به می شوند انجام کران
است این مسائل این از تعدادی در تأمل قابل نکتۀ .[٣] کرد اشاره هندسی پوشش های ساخت برای حریصانه الگوریتم
کران لذا، هستند. صفحه در نقاط جفت بین فاصله های همان اعداد این که دارند نیاز اعدادی مرتب سازی به آن ها که
جدیدی مسأله ادامه در بنابراین نیست. استفاده قابل فاصله ها مرتب سازی برای مرتب سازی، مسالۀ برای شده ارائه پایین
پاسخی سوال، این به مقاله این در البته، است. شده تلاش آن برای حلی راه یافتن برای مقاله این در که می شود مطرح
نمود. حل را مساله این بتوان آن، تکمیل با است امید که می شود ارائه مساله بررسی برای روشی بلکه شد، نخواهد داده
زوج تمام کردن مرتب هدف است. شده داده نقطه n شامل S = {p١, p٢, . . . , pn} ⊂ Rd مجموعه مسئله: تعریف

است. نقاط بین فاصله مبنای بر صعودی ترتیب به S نقاط از (pi, pj) نقاط
نقاط زوج (تعداد کرد مرتب O(n٢ log n) زمان در را زوج ها این می توان راحتی به موجود الگوریتم های به توجه با
مسأله، این در اما است Ω(n٢ log n) پایین کران دارای عدد Θ(n٢) مرتب سازی نیز کلی حالت در البته است). Θ(n٢)
این سوال هستند. Rd در نقطه دو بین فاصله با متناظر کدام هر که هستند اضافی خاصیت این دارای ورودی اعداد
مسالۀ پایین کران دارای نیز مساله این یا کرد مرتب o(n٢ log n) زمان در را نقاط زوج می توان مسأله این در آیا که است

است؟ مرتب سازی
می شود. بررسی باشند، شده انتخاب R فضای از نقاط وقتی یعنی حالت، ساده ترین در را مساله این مقاله، این در

فاصله ها مرتب سازی تصمیم درخت ٢

پایین کران یافتن برای شده ارائه روش مشابه روش، یک متمایز، فاصله
(n
٢
)

مرتب سازی زمان پایین کران یافتن برای
ممکن جایگشت های کل تعداد روش، این در ببینید). را [١] کتاب از هشت (فصل است نقطه n مرتب سازی مسالۀ برای
تصمیم درخت یک آنها روی سپس و محاسبه را حقیقی خط روی نقطه n توسط شده تولید فاصله

(n
٢
)

مرتب سازی برای
تصمیم درخت این ساخت در اساسی مشکل می کند. مشخص را مساله پایین کران تصمیم، درخت این عمق که می سازیم
مورد مستقل داده های در که مقایسه ها از بسیاری نقاط، زوج بین فاصله از حاصل اعداد وابستگی به توجه با که است این
مساله این می تواند برسد، مقایسه زیادی تعداد به که صورتی در نیاز، عدم این نیست. نیاز مورد حالت این در است، نیاز
مساله این برای را Ω(n٢ log n) پایین کران صورت، این غیر در و کند تبدیل O(n٢) زمان در حل قابل مساله یک به را

کند. ثابت

تصمیم درخت ساخت ٢ . ١

جایگشتی با متناظر آن برگ هر که می رسیم درختی به عملا عدد، n مرتب سازی برای تصمیم درخت یک ساختن در
از جایگشت هر اعداد، بودن مستقل صورت در هستند. مرتب ورودی اعداد جایگشت، آن با که است ورودی اعداد از
بین زیرا است متفاوت فاصله ها مرتب سازی در موضوع این شود. ظاهر باید تصمیم درخت برگ یک در ورودی اعداد
لازم جایگشت ها این لذا و نیفتد اتفاق اصلا ،

(n
٢
)

جایگشت های از برخی است ممکن و دارد وجود وابستگی فاصله ها
می پردازیم. جایگشت ها این کردن محدود به بخش این در شود. ظاهر تصمیم درخت برگ های در نیست

ماتریس این شوند. بیان ماتریس این خواص و نقاط بین فاصله های ماتریس است لازم ابتدا درخت این ساخت برای
نیاز که مقایسه هایی تنها و کنیم اجتناب فاصله ها مرتب سازی هنگام غیرضروری مقایسه های از تا می کند کمک ما به
یک روی راست به چپ از ترتیب به p١, p٢, . . . , pn نقطه n شد، بیان قبلا که همان طور کنید فرض شود. انجام هستند،
است. pi از بعد نقاط گرفتن قرار ترتیب همان به آن از بعد نقاط تا pi فاصله ،i هر ازای به وضوح به داریم. دلخواه خط
D = (di,j)n×n فاصله ی ماتریس .|pipi+١| < |pipi+٢| < · · · < |pipn| داریم: i هر ازای به دیگر، عبارت به
متقارن اصلی قطر به نسبت وضوح به ماتریس می شود. این تعریف di,j = |pipj| نقاط زوج تمام بین فاصله ی شامل
است نظر مورد D ماتریس اصلی قطر بالای عناصر مرتب سازی فقط لذا است. صفر اصلی قطر درایه های تمام و است
دارند، قرار خط روی نقاط که این به توجه با دهیم. می قرار بحث مورد و گرفته درنظر را عناصر این تنها بعد به این از و
و هستند صعودی راست سمت به چپ سمت از حرکت در سطر هر عناصر اولا است: زیر خواص دارای D ماتریس

هستند. نزولی پایین به بالا از ستون هر عناصر ثانیاً
۴ قسمت در هرچند نیست. است، مشخص مبنا این بر آنها ترتیب که نقاطی زوج بررسی به نیاز مرتب سازی، در لذا
صدق خاصیت این در آنها همۀ ولی می کند صدق خاصیت این را غیرضروری مقایسه های از زیادی بخش که دید خواهیم

نمی کنند.
قطر از بعد بلافاصله قطر روی عناصر از درایه یک ماتریس، درایۀ کوچک ترین ،D ماتریس اول خاصیت به توجه با
عنوان به می تواند صورتی در درایه هر ماتریس، خاصیت دو به توجه با که است این مهم بسیار نکته است. ماتریس اصلی
سمت در نشده ای انتخاب درایۀ حاضر حال در که شود فاصله ها انتخاب صعودی مرتب سازی در بعدی درایۀ کوچک  ترین

نباشد. درایه آن پایین در و چپ
یعنی باشد، خالی آن پایین و چپ سمت که شود انتخاب بعدی کوچک ترین عنوان به می تواند عنصری مرحله، هر در لذا
n−١ شده) مرتب لیست اول (عنصر عنصر کوچکترین انتخاب برای پس باشند. شده برداشته مرتب سازی روند در قبلا
در دوم عنصر اینکه به بسته شده) مرتب لیست دوم (عنصر بعدی کوچک ترین برای آن انتخاب از پس داریم. انتخاب
داشت. خواهیم انتخاب n− ٢ یا n− ١ ترتیب به آن، به مجاور غیر سطر یا اول عنصر سطر به مجاور سطر کجاست،
داده شرح که تصمیمی درخت ساختار قالب در را عناصر انتخاب برای ممکن امکان های تعداد و انتخاب روند این ما
را تصمیم درخت اعداد، مرتب سازی مساله اجرای زمان برای پایین کران اثبات روش مشابه می کنیم. بیان شد خواهد
ممکن که است جایگشت هایی تمام با متناظر درخت، برگ های می دهیم. تشکیل الگوریتم اجرای شکل هر با متناظر
جایگشتی مثال عنوان به نیست. معتبر di,jها روی جایگشت های تمام بوضوح، دهد. رخ فاصله ها مرتب سازی در است

نمی افتد. اتفاق گیرد قرار d١,٢ از قبل d١,٣ که
می شود: ساخته زیر صورت به درخت بالا، در شده بیان کلیدی نکته مبنای بر

درایۀ هر می تواند عنصر این دیدیم که همانطور گیرد. قرار ماتریس) درایۀ (کوچک ترین فاصله کوتاه ترین باید ریشه، در
به ترتیب به پایین به بالا از قطر این روی عناصر انتخاب امکان کنید فرض باشد. D ماتریس اصلی قطر از بعد بلافاصله
دارد سطح n× (n− ٢/(١ درخت این است. n− ١ ریشه درجه لذا شوند. نظیر چپ به راست سمت از ریشه فرزندان
ماتریس عنصر کوچک ترین iامین درخت، iام سطح در می شود: مشخص شده مرتب لیست عنصر یک سطح هر در که
تمام و خط روی در نقطه ۴ برای درخت این می شود. اضافه شده مرتب لیست به شده حذف ماتریس از و شده مشخص

است: شده ١ شکل در نقطه چهار این از حاصل متمایز فاصله ۶ صعودی مرتب سازی برای ممکن جایگشت های

ماتریس درایهی

شود انتخاب بعدی عنصر عنوان به میتواند که درایهای

میشود حذف ماتریس از که شده انتخاب درایهی

خط. روی نقطه ۴ از حاصل فاصله ی ۶ مرتب سازی تصمیم درخت :١ شکل

تمام درخت این که است مشخص می نامیم، فاصله ها مرتب سازی تصمیم درخت را آن که درخت، این معرفی از پس
می شد تصور ابتدا در نیست. ضروری مقایسه ها این تمام هرچند می کند، ایجاد را مرتب سازی برای ممکن جایگشت های
صورت غیرضروری مقایسه ی هیچ آن ها در که معتبری جایگشت های دقیق تعداد با است برابر درخت این برگ های که
این d٣۴ < d١٢ مقایسه ی انجام با خط، روی نقطه چهار مرتب سازی برای آمده، ٢ شکل در که همچنان اما نمی گیرد،
پایین تر سطح های در مقایسه این انجام به نیازی دیگر بنابراین و است d٢۴ < d١٣ که می شود حاصل بدیهی نتیجه ی

شود. حذف باید و نیست نیاز دیگر شده مشخص مسیر در رنگ قرمز شاخه لذا و نیست درخت

p
۴p

۳
p
۲

p
۱

(p۳p۴ < p۱p۲) =⇒ (p۲p۴ < p۱p۳)

(d۳۴ < d۱۲) =⇒ (d۲۴ < d۱۳)
d۲۳, d۲۴

d۳۴

d۱۲, d۱۳, d۱۴

d۲۳, d۲۴

d۱۲, d۱۳, d۱۴

d۲۴

d۲۴ < d۱۳ میشود نتیجه d۳۴ < d۱۲ از که d۳۴ < d۱۲ و d۳۴ < d۲۳ یعنی فاصله کوچکترین d۳۴

d۱۲, d۱۳, d۱۴ d۲۳, d۲۴
d۳۴

d۱۳, d۱۴

d۳۴

d۲۳, d۲۴
d۱۳, d۱۴

است متوالی فاصله دو چون نمیشود نتیجه خاصی چیز و d۱۲ < d۲۳

d۲۴
d۱۳, d۱۴

d۱۳, d۱۴

d۲۴
d۱۴

d۱۴d۱۴

میشود حذف درخت رنگ قرمز شاخه این و نیست ¯زم مقایسه این اینجا در بنابراین d۲۴ < d۱۳ که شد نتیجه قب® چون

نمی شود. منجر معتبر جایگشت یک به که تصمیم درخت در اضافی مسیر یک :٢ شکل

آینده کارهای و نتیجه گیری ٣

هرچند آید. بدست نتیجه ای حقیقی خط روی نقطه n بین فاصلۀ مقایسۀ پیچیدگی خصوص در شد سعی مقاله این در
در و تصمیم درخت از ضروری غیر جایگشت های حذف با روند همین ادامه می رسد نظر به ولی نشد حاصل مهم این
اندازه به تعداد این اگر آورد. بدست کرانی مساله پیچیدگی برای بتوان حاصل، درخت برگ های تعداد شمارش نهایت
در و است Ω(n٢ log n) پایین کران دارای مساله که شد خواهد نتیجه آنگاه باشد، (Ω(nn٢

) از (یعنی باشد بزرگ کافی
موجود مساله حل برای o(n٢ log n) پیچیدگی با الگوریتمی که می شود حاصل امید این برگ ها، تعداد بودن کمتر صورت

است. جالب نیز بالاتر ابعاد در مساله بررسی باشد.

جدول نمونه ۴
است: زیر صورت به جدول نمونه یک

آزمایشی جدول یک :١ جدول

سوم سرستون دوم سرستون اول سرستون
۶ x٢ + ١ نامشخص
١١ y −٢٠
٧ x + y −١٢
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