
2رياضي
5 فصل�



56

 مثلثات�
و اندازه ي زوايا: زوايا

ميي دو نيمي مختصات يك زاويه به وسيله در صفحه را به عنوان ضـلع شود كه يك نيم خط كه رأس مشترك دارند، ايجاد خط

را ضلع انتهايي كه مكان انتهايي نيم ابتدايي كه مكان شروع حركت نيم و ديگري مي خط دوم است مي خط  گيريم. باشد در نظر

مي يك زاويه به وسيله و جهت چرخش از ضلع ابتدايي به ضلع انتهايي تعيين  شود.ي مقدار

و اگر خلاف جهت خط دوم از مكان شروع در جهت حركت عقربه اگر تغيير مكان نيم هاي ساعت باشد، زاويه با يك مقدار منفي

مي حركت عقربه  شود. هاي ساعت باشد با يك مقدار مثبت مشخص

−150و�60�،210�،405هاي زاويه مثال:� را روي نمودار مشخص كنيد؟�

 حل:�

 واحد ديگري براي زاويه:

و به مكاناي به شعاع واحد در جهت مثبت روي دايرهAي اگر متحركي از نقطه برسد، مسافت طي شده توسـطBحركت كند

را اندازه  نامند. برحسب راديان ميOحول OAخطي دوران پارهي زاويه متحرك

را با علامت منفي نشان مي  دهيم. اگر در جهت منفي حركت كنيم همين مسافت طي شده

2، برابرRدانيم محيط يك دايره به شعاع چون مي Rπي است، لذا اگر ما كماني از دايره به اندازهθرا طي كنيم، مسافت طـي

Lشده توسط متحرك يا همان طول كمان برابر است با: R= θدقت كنيد در اين رابطه)θبيـان حتماً بايـد بـا واحـد راديـان

 شود.)

(دايره را در نظر بگيريم و مركز مبدأ) محيط اين دايـره برابـر حال اگر دايره مثلثاتي راديـان اسـت، لـذا2πاي به شعاع واحد

را به صورت زير بهم تبديل نمود: مي و راديان  توان واحدهاي درجه

 راديان درجه

22 360
360 1801

x
x

 π ππ → = =


�

درجه برابر1يعني
180
πتوان گفت: راديان است در حالت كلي مي 

180 180
R D R D

↓ ↓

π
= → =

π
 ياندرجه راد

A

B
O

30�

150− �

60

30�

210�

45�

405
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را روي نمودار نشان دهيد.-7ي زاويه مثال:�  راديان

 حل:�

180 180 7 401
3 1415

D R
/

× −
= = −

π
�

 6440كيلـومتر باشـد. اگـر شـعاع زمـين 1000ي تهران تا مشهد روي قسمتي از سطح زمين تقريباً فرض كنيم فاصله مثال:�

من كيلومتر فرض شود، زاويه و ضلع ديگر منتهي به مشهد شود، چقدر است؟اي از مركز زمين كه يك ضلع آن  تهي به تهران

 حل:�

را كمان طي شده در نظر بگيريم، داريم: اگر فاصله ي تهران تا مشهد

1006440 1000 0 155
644

R L / radθ = → θ = → θ = = 

مي مثال:� 2ي شمار به اندازهي دقيقه كشد تا عقربه چه مدت طول 5/ π؟راديان دوران كند

هر حل:� 1دقيقه1دقيقه شمار
60

2دايره يعني
60 30
π π

2كند، لذا براي راديان دوران مي= 5/ π

2راديان دوران 5
75

30

/ π
=

π
 دقيقه زمان لازم است.

و فلكي مثال:� و در آغاز حركت در جهت خلاف عقربه كابين داشته40اگر چرخ قرار داشته3هاي ساعت روي كابين باشد

47باشيم، پس از 
10
πگيريم؟ راديان دوران در موقعيت كدام كابين قرار مي 

به حل:� را و فلك دايره هر قسمت مساوي تقسيم كرده است، لذا فاصله40چون چرخ 2كـابين2ي
40 20
π π

اسـت، يعنـي=

پس از هر 
20
π47گيريم، لذا اگر بخـواهيم راديان دوران، ما در جايگاه كابين بعدي قرار مي

10
πدوران كنـيم، در واقـع بـه

ي اندازه

47
10 94

20

π

=
π

هر كابين جلو رفته گرديم، پس بايد فرض كنيم بـه راديان يكبار به جايي كه هستيم برمي2πايم چون

47ايم. چون كابين پيش رفته14ي اندازه 74
10 10
π π

= π و+

7
10 14

20

π

=
π

در17يعني الآن در جايي قرار داريـم كـه كـابين ام

 ابتداي حركت قرار داشت.

و كس  ينوس يك زاويه:سينوس

را سينوس آن زاويه الزاويه در مثلث قائم را كسـينوسونسبت ضلع مقابل يك زاويه به وتر نسبت ضلع مجاور يك زاويه به وتر

 نامند. آن زاويه مي

2 2

a aSin
c a b

θ = =
+

2 2

b bCos
c a b

θ = =
+

θ

O

i i i i i i i i iiii
iiii
iiiiiiiiiiiiiiii

iii
ii
ii
i
ii
ii
iii
i

•

c a

θ
b

401−
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fي تابع دامنه (x) Sinx=وf (x) Cos x=است.�برابر 

2چون همواره 2| a | a b≤ 2و+ 2| b | a b≤ |1است، لذا+ Sinx |1و≥| Cos x  پس:≥|

1 1
1 1

Sin x
Cos x

− ≤ ≤
− ≤ ≤

(ضلع غيروتر)�30زاويه يكي از زواياال اگر در يك مثلث قائممثال:� و ضلع نظير اين زاويه باشد، طول ضلع ديگـر12باشد

و اندازه زاويه ميي قائمه را به دست آوريد.ي قطعاتي كه ارتفاع وارد بر وتر روي وتر ايجاد  كند

 حل:�

30 12 30 6
AHSin AH Sin
AC

= → = =

30 12 30 6 3
CHCos CH Cos
AC

= → = = 

6 12
60 4 3

60 3 3
2

AH AHSin AB
AB Sin

= → = = = = 

60 4 3 60 2 3
BHCos BH Cos
AB

= → = = 

و كتانژانت يك زاويه:  تانژانت

 الزاويه، به عبارت ديگر داريم: تانژانت يك زاويه عبارتست از نسبت ضلع مقابل به ضلع مجاور در مثلث قائم،بنابر تعريف

a
a Sin xctan x

bb Cos x
c

= = = 

2ي تابع تانژانت دامنه 1
2

D {( k ) | k }π
= − + ∈�  است.�

و جهت مثبت محور توان گفت شيب يك خط، تانژانت زاويه نكته: در واقع مي  ها است.xي بين آن خط

 الزاويه، به عبارت ديگر داريم: بنابر تعريف كتانژانت يك زاويه عبارتست از نسبت ضلع مجاور به ضلع مقابل در مثلث قائم

Cos x bCot x
Sin x a

= =

Dي تابع كتانژانت دامنه [k | k }= − π ∈�  است.�

لذا براي
2

kx π
1tanداريم:≠ x

Cot x
1tanيا= x. Cot x =

مي مثال:� مي 300خواهد از روي باند بلند شود. ابتدا هواپيمايي پ متر حركت را ي يدا كند، سپس با زاويـه كند تا سرعت لازم

مي از زمين بلند مي�45  متر ارتفاع گرفته است. طول كل باند چقدر است؟ 140رسد، شود. وقتي به بالاي انتهاي باند

 حل:�

140 14045 140
1

tan AB AB
AB

= ⇒ = ⇒ =

300 300 140 440OA OB= → = + =

60

H

A

B C30

c a

θ
b

O A B

140

45
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خط مقابل از نقطه مثال:�
1
2

مي گذرد. اين خط محور طول مي را با كدام طول قطع  كند؟ ها

با شيب تانژانت زاويه حل:�  ها است.xمحور جهت مثبتي خط

120 3m tan tan= θ = = −

2معادله خط: 3 1y (x )→ − = − −

2 2 3 2 3 2 30 1 1
33 3 3

y x x + +
→ = ⇒ − = ⇒ = + = = 

ي مثلثاتي:هنمايش هندسي توابع مثلثاتي روي داير

(دايره1اي به شعاع اگر دايره ي مثلثاتي) داشته باشـيم، توابـعو مركز مبدأ

را مي  توان روي اين دايره نمايش داد. مثلثاتي

و كتانژانت زواياي مهم:،كسينوس،سينوس  تانژانت

360�270�180�90�60�45�30�0

01-013
2

2
2

1
2

0Sin x

101-01
2

2
2

3
2

1Cos x

313تعريف نشده0تعريف نشده0
3

0tan x

03شدهنتعريف0تعريف نشده
3

Cotتعريف نشده13 x

5اگر مثال:�
6 6

xπ π
≤ yي تغييرات باشد، محدوده ≥ Sin x=چقدر است؟ 

و تغييرات با دقت در دايره حل:� Sinي مثلثاتي xو در ربع اول

 شود: دوم ملاحظه مي

1 1
2

Sin x≤ ≤

اگر مثال:�
9 9

xπ π
− < 13و>

2
mCos x −

 در كدام فاصله است؟mباشد، مقادير=

و ملاحظه با دقت در دايره حل:�  داريم:3xي تغييراتي مثلثاتي

3
9 9 3 3

1
3 1

2
1 1

1 2 3
2 2

x x

Cos x

m m

π π π π
− < < → − < <

→ ≤ ≤

−
→ ≤ ≤ → ≤ ≤

tan θ

Cosθ
θ

Sinθ

Cotθ

60

60

1
2

60

1
2

• 1

y Sinx=

3030

1
2

1
2

• 1
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2 اگرثال:م�
6 3
π π

≤ α 1و ≥
2

1 3
Sin

m
α =

−
 كدام است؟m، حدود تغييرات

:حل�

2 4 3 3 12 2 1 1
6 3 3 3 2 2 1 3

Sin
m

π π π π −
≤ α ≤ ⇒ ≤ α ≤ ⇒ − ≤ α ≤ ⇒ ≤ ≤

−

1 1 31 1 0 0
1 3 1 3 1 3

1 3 2 3 3 30 0
1 3 2 2 1 3

m
m m m

m
m ( m)

 ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ − − −


− + + ≥ ⇒ ≥ − −

1
3 0 3

1 3 0
2 302 3 3 3

2 3 3 3 3 30
2 1 3 1

3

mm
m m

m ( , ] [ , )
m

m
( m)

m

 > ≤ ⇒  −  ≤ 
+ ⇒ ∈ −∞ ∞ +

≥ + −  ≥ ⇒ −  <  

∪

 هاي مختلف: علامت توابع مثلثاتي در ربع

 ربع اول ربع دوم

 سومربع چهارمربع

 اتحادهاي مثلثاتي مهم:

2 2 1Sin Cosθ + θ =

1
2

ktan . Cot π
θ θ = θ ≠ 

2
2

1
1 2 1

2
tan ( k )

Cos
π

+ θ = θ ≠ +
θ

2
2

1
1 Cot k

Sin
+ θ = θ ≠ π

θ

2Sinتذكر: θ2به معناي(Sin )θو با مقدار )2Sinاست )θ.متفاوت است 

0
0
0
0

Sin x
Cos x
tan x
Cot x

>
>
>
>

0
0
0
0

Sin x
Cos x
tan x
Cot x

<
>
<
<

0
0
0
0

Sin x
Cos x
tan x
Cot x

>
<
<
<

0
0
0
0

Sin x
Cos x
tan x
Cot x

<
<
>
>

B

A 3
π

4
3
π
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:β±αروابط

βα±βα=β±α sincoscossin)sin( 

βαβα=β±α sinsincoscos)cos( ∓

21
π

+π≠β+α
βα
β±α

=β±α k
tantan
tantan)tan(

∓

π≠β+α
β±α

βα
=β±α k

cotcot
cotcot)cot( 1∓

)tan(
tan
tan

θ
π

=
θ±
θ ∓∓

41
1

)cos()sin(cossin
4

2
4

2 π
α=

π
±α=α±α ∓

2:مثلاً 3 2 115 45 30
2 2 2 2

Sin Sin( )= − = × − ×

2 3 2 115 45 30
2 2 2 2

Cos Cos( )= − = × + ×

:θ2روابط

θθ=θ cossinsin 22

2 2 2 22 1 2 2 1Cos Cos Sin Sin Cosθ = θ − θ = − θ = θ −










θ+
=θ

θ−
=θ

2
21

2
21

2

2

coscos

cossin
 

θ−

θ
=θ

21
22

tan
tantan 

θ
−θ

=θ
cot

cotcot
2

12
2

θ+

θ
=θ

21
22

tan
tansin 

θ+

θ−
=θ 2

2

1
12

tan
tancos 

:θ3مقادير

θ−θ=θ 3433 sinsinsin 

θ−θ=θ coscoscos 343 3

1اگر مثال:�
3

tan x Sinي سوم باشد، مقدار در ناحيهxو انتهاي كمان= x.را بيابيد

 حل:�

2 2
2 2

2 2

1 1 1 9
1 1

9 10
3 9 1 11 1

10 1010 10

tan x Cos x
Cos x Cos x

Cos x Sin x Cos x Sin x

+ = ⇒ + = → =

→ = ± → = − = − = → = ±
 

0Sinي سوم است، لذا چون انتهاي كمان در ناحيه x 1است، پس:>
10

Sin x −
=
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صو:مثال� )كه رتيدر )
4
115 =+αtan حاصل ،( )α− 260Cot كدام است؟ 

 حل:�

1

22

5
3

4
11

4
11

151
151154530

1
145

2 α−

α
=α

=
+

−
=

+α+
+α−

=α+−=α−→
α+
α−

=α−

tan
tantan

)(tan
)tan())((tan)(tan

tan
tan)tan(

 

2

322 30 15 1 8560 2 2 30 60 2
9 8 60 2 151 30 1

25

( )tan( )tan( ) tan[ ( )] Cot ( )
tan( )tan ( )

− α
− α = − α = = = → − α = =

− α− − α −

اگر:مثال�
5
3

=αSin و
17
8

=βSin مقدار ،( )β+αtan ) βαكدام است؟  اند) سادهو

 حل:�

15
8

17
15

289
6411

17
8

4
3

5
4

25
911

5
3

2

2

=
β
β

=β→=−=β−=β→=β

=
α
α

=α→=−=α−=α→=α

Cos
SintanSinCosSin

Cos
SintanSinCosSin

 

36
77

15
8

4
31

15
8

4
3

1
=

×−

+
=

βα−
β+α

=β+α
tantan
tantan)(tan 

اگر:مثال�
3
1

=+ )yxtan( و
3
2

=− )yxtan( حاصل ،xtan2كدام است؟ 

 حل:�

1 2
93 32

1 21 71
2 3

tan(x y) tan(x y)tan( x) tan((x y) (x y))
tan(x y) tan(x y)

++ + −
= + + − = = =

− − + − ×

ي عبارت ساده شده:مثال�
xSin

xCos
xCos

xSin +
+

+
1

1
 كدام است؟

1(xSin22(
2

2 xtan 3(
xSin

24(
2

2 xCot 

 پاسخ است.3گزينه:حل�

2

2

2 21 22 2 2
1 2 22 2

2 2 2

x x xSin Cos CosSinx Cosx x xtan Cotx x xCosx Sinx SinxCos Sin Cos

+
+ = + = + =

+ ×

Cos(tan(حاصل عبارت:مثال� °+°  كدام گزينه است؟40120

1(°20Sin 2(°40Sin 3(°20Cos 4(°40Cos 

 پاسخ است.2گزينه حل:�

°==×= 402020220
20
20220220 22 SinCosSinCos

Cos
Sin)Cos(tan 



63

)حاصل عبارت:مثال� )
2

7721 xSinxCos+:برابر است با 

1(
2

7xSin 2(
2

21xSin 3(
2

7xCos 4(
2

21xCos 

 پاسخ است.2گزينه حل:�

( )

2
21

2
7

2
21

2
7

2
7

2
21

2
7

7
2

77
2

7
2
12

2
77

2
72

2
7

2
7721

xSinxSinxSinxSinxSinxSinxSin

xxSinxxSinxSinxCosxSinxSinxSinxCos

=−+=





 −++=


























 −+






 ++=+=+

ي ساده شدهمثال:
2 2

2 4
1 1

1

( tan )( Cot )
Sin Cos

+ θ + θ

− θ − θ
 كدام است؟

: حل

2 2 2 2
2 2 2 2 2 4 4 4

1 1 1 1
1 16

1 1 2

( ) ( )
Cos Sin Cos Sin

( Cos ) ( Cos ) Sin Sin (Cos ) Sin Cos Sin

⋅
θ θ θ θ= = =

− θ + θ − θ θ θ θ⋅ θ θ

 هاي مثلثاتي مختلف با هم: روابط توابع مثلثاتي در كمان

2
Sin( ) Cosπ

θ + = θ

2
Cos( ) Sinπ

θ + = − θ

2
tan( ) Cotπ

θ + = − θ

2
Cot( ) tanπ

θ + = − θ

2
Sin( ) Cosπ

− θ = θ

2
Cos( ) Sinπ

− θ = θ

2
tan( ) Cotπ

− θ = θ

2
Cot( ) tanπ

− θ = θ

Sin( ) Sinπ + θ = − θ

Cos( ) Cosπ + θ = − θ

tan( ) tan tan (k ) tanπ + θ = θ → π + θ = θ

Cot( ) Cot Cot (k ) Cotπ + θ = θ → π + θ = θ

Sin( ) Sinπ − θ = θ

Cos( ) Cosπ − θ = − θ

tan( ) tanπ − θ = − θ

Cot( ) Cotπ − θ = − θ

3
2

Sin( ) Cosπ
+ θ = − θ

3
2

Cos( ) Sinπ
+ θ = θ

3
2

tan( ) Cotπ
+ θ = − θ

3
2

Cot( ) tanπ
+ θ = − θ

3
2

Sin( ) Cosπ
− θ = − θ

3
2

Cos( ) Sinπ
− θ = − θ

3
2

tan( ) Cotπ
− θ = θ

3
2

Cot( ) tanπ
− θ = θ

2 2Sin( ) Sin Sin ( k ) Sinπ + θ = θ → π + θ = θ

2 2Cos( ) Cos Cos ( k ) Cosπ + θ = θ → π + θ = θ

2 2tan( ) tan tan ( k ) tanπ + θ = θ → π + θ = θ

2 2Cot( ) Cot Cot ( k ) Cotπ + θ = θ → π + θ = θ

2Sin( ) Sinπ − θ = − θ

2Cos( ) Cosπ − θ = θ

2tan( ) tanπ − θ = − θ

2Cot( ) Cotπ − θ = − θ
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از تساوي مثال:�
2 3

2 2
3
2

Sin ( ) Cos ( )

Sin ( )

π
α − π + α −

=
π

+ α
tanمقدار αآوريد. دستبهرا 

 حل:�

2
2

2 22 2 2
3
2

Sin ( k ) Sin
Cos ( k ) Cos

Sin ( ) Cos ( ) Sin Sin Sin tan tan
Cos CosSin ( )

α ± π = α
α ± π = α

π
α − π + α − − α + α − α

= = = α = ⇒ α =
π − α − α+ α

3ي عبارت ساده شده مثال:�
2 2

A Cos ( x) Sin ( x) Cos ( x) Sin ( x)π π
= π − + + + π + +  دست آوريد.را به+

 حل:�

2 2

3
2

Cos ( x) Cos x

Sin ( x) Cos x
A Cos x Cos x Cos x Cos x Cos x

Cos ( x) Cos x

Sin ( x) Cos x

π − = − 
π + =
 ⇒ = − + − − = −

π + = − 
π

+ = − 


1860حاصل مثال:� 1860A Sin Cos= ° + ر است؟چقد°

 حل:�

3
10 3 13 3 21860 5 360 60

2110
3 3 2

Sin ( ) Sin
A

Cos ( ) Cos

 π π
π + = = +° = × ° + ° → → =

π π π + = =

ي نقطه مثال:�
0
1

2يرا به اندازه
3
πي حاصل كدام است؟ دهيم. مختصات نقطه در جهت مثلثاتي دوران مي

 حل:�

12
23

2 3
3 2

Cos
P

Sin

π −
= =

π

)ساده شده عبارت:مثال� ) ( )°×° 155115 CotCot ؟برابر  چيست

 حل:�
115 90 25 15
155 180 25 15
115 155 25 25 1

Cot Cot( ) tan
Cot Cot( ) Cot
Cot Cot ( tan )( Cot )

° = ° + ° = − °
° = ° − ° = − °
° × ° = − ° − ° =

6034اگر:مثال� /tan باشد، حاصل°=
°

°−°
124

146256
Sin

SinSin .را بيابيد 

 حل:�

2060213421
34

34234

34
2

34234
2

124
146256 /)/(tan

Cos
SinCos

)(Sin

)(Sin)(Sin

Sin
SinSin

−=−=°−=
°

°−°
=

°+
π

°−π−°−
π

=
°

°−°

1

Cos
P

Sin
θ
θ
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 توابع مثلثاتي�
 شوند. بسياري از حركات متناوب در طبيعت با توابع مثلثاتي بيان مي

yوتوابع Cot x y tan x ، y Cos x ، y Sin x= =  = و دامنه،= به توابع مثلثاتي نام دارند و نمودارشان  رت زير است:صو برد

 الف)

y Sin x=

1 1
D
R [ , ]

=
= −
�

2Sin(xچون ) Sin x+ π yتابع= Sin x=2ي تناوب تابعي متناوب با دورهπ.است 

(ريشه yهاي) تابع * صفر هاي Sin x=درx k= πدهد. رخ مي 

ب)

y Cos x=

1 1
D
R [ , ]

=
= −
�

2Cos(xچون ) Cos x+ π yتابع= Cos x=2ي تناوب تابعي متناوب با دورهπ.است 

yتابع * صفرهاي Cos x=2در 1
2

x ( k ) π
= مي +  دهد. رخ

ج)

y tan x=

2 1
2

D {( k ) | k }

R

π
= − + ∈

=

� �

�

tan(xچون ) tan x+ π yتابع= tan x=ي تناوب تابعي متناوب با دورهπ.است 

y* صفرهاي تابع tan x=درx k= πدهد. رخ مي 

د)

y Cot x=

D {k | k }= − π ∈� �

Cotچون (x ) Cot x+ π yتابع= Cot x=ي تناوب تابعي متناوب با دورهπ.است 

y* صفرهاي تابع Cot x=2در 1
2

x ( k ) π
= مي +  دهد. رخ

yنكته: توابع ASin(ax b)= yو+ ACos(ax b)= 2Tي تناوب متناوب با دوره+
a
π

و بـرد�بعي اين توا باشند. دامنه مي=

Aها آن y A− ≤  است. ≥

π
3
2
π

1

2
π 2π

1−

2
π 3

2
π

2
π−3

2
π−

2
π π

2
π−−π

π
3
2
π

1

2
π 2π

1−
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و تابع سينوس: ارتباط بين دايره ي مثلثاتي
نقطـه در هـر لحظـه، برابـرyي مثلثاتي حركت كند، مقداراي روي دايره اگر نقطه

كه مقدار سينوس زاويه بااي است واقـع زد. در سـا ها ميxمحور بردار مكان نقطه

 ها برابر با سينوس زاويه در هر لحظه است.yروي محورMتصوير متحرك 

 پذيرد. ها با تابعي سينوس صورت ميyروي محورM* يعني حركت تصوير

را برخي حركات در طبيعت وقتي در قالب زمان مورد بررسي قرار مي از گيرند، نموداري سينوسي دارند، مثلاً فرض كنيد وزنـه

و فنر به حالت تعادل رسيده است. اگر وزنه يك فنر آويزان كرده بـا فـرض كـم بـودن،و رهـا شـود شـده كشـيده اندكيايم

در،اصطكاك، وزنه حركتي نوساني انجام خواهد داد. اگر مبدأ محاسبه ارتفاع وزنه و وزنـه 0tحالت تعادل وزنـه باشـد در=

y(t)د، ارتفاع وزنه در هر حالت برابر است با: حالت تعادل باش ASin t= ω

را در زمان و حركت ي روي هاي مختلف تصويربرداري كنيم، چيزي شبيه حركت تصوير نقطـه اگر از مقابل به آونگ نگاه كنيم،

مي ها در دايرهyمحور  شود.ي مثلثاتي مشاهده

و دور،حداقل مثال:� بههحداكثر را آني تناوب توابع زير و را رسم كنيد. دست آورده  ها

 حل:�

3 2y Sin x=

2 3 3
2

T yπ
= = π − ≤ ≤

2
2

y Cos xπ
= −

2
4 2 2

2

T yπ
= = − ≤ ≤

π 4
2−

2

M

PO H
θ

Sinθ

3

3−
2
π π
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2اگر مثال:� 23y Cos x Sin x=  كدام است؟yي تغييرات باشد، محدوده−

 حل:�

2 2 2

2 2 2
3 1 4 3

0 1 0 4 4 3 4 3 1 3 1

y Cos x ( Cos x) Cos x

Cos x Cos x Cos x y

= − − = −

≤ ≤ → ≤ ≤ → − ≤ − ≤ → − ≤ ≤

2اگر مثال:�
3

x π
yبا طول مثبت باشد كه تابع مثبتيي طول اولين نقطه= Sin (x a)= aرسد، در آن به مقدار حداكثر مي−

 چقدر است؟

yدر تابع حل:� Sin x=،
2

x π
كهيي مثبت اولين نقطه= yاست Sin x=رسد. لذا چـون ايـن نقطـه بـه در آن به اوج مي

2ي اندازه
3 2 6
π π π

− به جلو حركت كرده است، پس=
6

a π
 باشد. مي=

 است؟ نادرستكدام عبارت مثال:�

1(37 75Sin Cos>2(160 285Sin Cos>

3(125 212Cos Cos<4(65 55Cos ( ) Sin− <

 حل:�

75: چون1ي گزينه 15Cos Sin=وSin x0ي در فاصله
2

[ , ]π:صعودي است، لذا 

37 75 15Sin Cos Sin> =

:2ي گزينه

160 20
20 15

285 75 75 15
Sin Sin

Sin Sin
Cos Cos ( ) Cos Sin

= 
→ >

= − = = 

:3ي گزينه

125 180 55 55
212 180 32 32

Cos Cos ( ) Cos
Cos Cos ( ) Cos

= − = −
= + = −

yتابع Cos x=0ي در فاصله[ , ]π:تابعي نزولي است، لذا 

32 55 32 55 212 125Cos Cos Cos Cos Cos Cos> → − < − → <

 نادرست است.3ي پس گزينه

:4ي ينهگز

65 65 25
55 25 65

Cos ( ) Cos Sin
Sin Sin Cos ( )

− = =
> = −

2
3
πa

1
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و فلكي به قطر مثال:� هر20فرض كنيد چرخ مي2داريم كه تـرين چرخد. فرض كنيد پـايين دقيقه يك دور در جهت مثبت

و فلك نقطه ازمتر بالا7ي چرخ را در نظر گرفته باشيم كه در لحظـه تر و فلك و كابين خاصي از چرخ 0tي زمين باشد بـا=

و رو به بالا در حال حركت است.17زمين   متر فاصله دارد

را مشخص كنيد.  الف) در هر لحظه ارتفاع كابين از سطح زمين

x(t)را بـاAيي سايه اين كابين روي زمين تا نقطـه فاصلهtيب) اگر در لحظه

را به  دست آوريد. نشان دهيم، اين تابع

 حل:�

را مركز دايره قـرار دهـيم در لحظـه مبدأالف) اگر 30tي مختصات =،10y و در لحظـه= 60tي اسـت =،0y و در=

90tي لحظه =،10y = 120tيو در لحظه− 0yمجدداً=  شود. مي=

yي اين حركت نوساني چون معادله A sin t= ωمي است، لذا با داده را يافت. چون ماكزيمم تابع درAوωتوان هاي فوق

30t 30دهد. پس بايد: رخ مي=
2
π

ω× باشد، پس:=
60
π

ω اسـت، لـذا10است. اما چون اين مقـدار مـاكزيمم برابـر=

10باشد؛ پس:10بايد برابرyكه سينوس برابر يك است، هنگامي
60

y Sin( t)π
=

را نسـبتيمحورهاحال اگر مختصـات

ي حركـت به زمين در نظر بگيريم، معادله

عبـــــارت اســـــت از:Pي نقطـــــه

10 17
60

y Sin( t)π
= ي چون در لحظـه+

0t متـر17از زمينPيي نقطه فاصله=

 است. 

و در لحظه 0tيب) طول سايه هم نوساني است 0xبرابر= 30tيو در لحظـه= 10xبرابـر= 60tيو در لحظـه= =

20xبرابر 90tيو در لحظه= 10xبرابر= 120tيو در لحظه= 0xبرابر=  است.=

مي چون اين تابع با مقدار مي و به مقدار ماكزيمم ختم Cosشود، از تـابع نيمم آغاز x

مي استفاده مي مي كنيم. منتها چون اين تابع از آن كند، نيمم به ماكزيمم حركت نمـودار

 است: مقابلصورت به

yبا دقـت در نمـودار ACos t= ωي آن بـا نمـودار فـوقو مقايسـه

به درمي yصورت يابيم اين تابع ACos t B= − ω  است.+

 يابيم:را ميωابتدا

0 10 30 10 30 10
2 60

t y y ACos( ) , Aπ π
= ⇒ = − ⇒ = − ω× = − ⇒ ω× = ⇒ ω = =

به10با انتقال پس تابع 10صورت: واحدي به بالا نهايتاً 10
60

y Cos( t)π
= −  است.+

P

A

o20

7
x(t)

90 12060
10

30
10−

90 12060

17

30

90 1206030

maxy A=

miny A= −

y ACos t= ω
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آني مركز يك تابِ گردان از ميله فاصله مثال:� و شعاع آن در هنگام گردش20هاي محافظ كنار ي متر است. معادله15متر

را از ميلهي هر نقطه فاصله بهي تاب در حال گردش به خط واصل نقطه پارهي بين زاويهθ(د.آوريدستي محافظ ي روي تاب

 ها از مركز است.) عمود بر ميلهخط نيمو مركز تاب

θي باشد كه به زاويه ميyي فلزي برابر از ميلهPي هر نقطه مانند فاصله حل:�

 بستگي دارد. داريم:

15
15

20 20 15
( )*

xCos x Cos ( )*

y x Cos

θ = ⇒ = θ

= − = − θ

 

 كاربردهايي از مثلثات�

 ها:ي كسينوس قضيه

 در هر مثلث داريم:
BC BH HC

ˆˆa c Cos B b Cos C

= +

→ = +
 

 لذا در هر مثلث داريم:

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

ˆa b c bc Cos A
ˆb a c ac Cos B
ˆc b a ab Cos C

= + −

= + −

= + −

و رابطه اثبات روابط فوق بر اساس قضيه و در كتاب درسي موجود است.ي فيثاغورس ي فوق صورت گرفته

 است؟ چقدراي در نظر گرفته شده است. محيط اين زمين شكل براي ساخت يك فروشگاه زنجيرهمثلث زميني مثال:�

)30 0 86Cos /° 37و= 0 8Cos /° =(

bي از رابطه حل:� c Cos A a Cos C=  داريم:+

4 37 5 30 4 0 8 5 0 86 3 2 4 3 7 5b Cos Cos ( / ) ( / ) / / /= ° + ° = + = + =

 ابر است با:بنابراين محيط مثلث بر

5 7 5 4 16 5a b c / /= + + = + +  محيط=

3aاگر اضلاع مثلثي مثال:� =،3 3b 6cو=  چقدر است؟Aي باشد، زاويه=

2 2 2 2 9 27 36 2 3 3 6

54 6 3 336 3 54
2 636 3 4 3 2 3

a b c bc Cos A Cos A

Cos A Cos A A

= + − → = + − × ×

π
⇒ = → = = = = → =

3ي الساقيني رابطه اگر در مثلث غير متساوي مثال:� 3 2a b c (a b)− = را بيابيد.Cي برقرار باشد، زاويه−

 حل:�

2 2 2 2 2 2a b(a b) (a b ab) c (a b) a b ab c≠− + + = − → + + =

 از طرفي همواره داريم:

2 2 2 2 ˆc a b ab Cos C= + −

ي اين دو رابطه خواهيم داشت: با مقايسه

12 120
2

ˆ ˆ ˆab Cos C ab Cos C C→ − = → = − → = °

P y

yx
θ

15

20

A

B C

A

B C
H

c b

B

A C

5a =4c =

b
�				
				�

30°37°



70

ششمثال:� ر طول قطر كوچك يك  است.2ا پيدا كنيد كه طول ضلع آن ضلعي منتظم

 ها داريم:ي كسينوس است. لذا طبق قضيه°120 منتظم ضلعيشش داخليي دانيم هر زاويهمي حل:�

2 2 2

2 2

2

2 120
1

2 2 2 2 2 12
2

12 12 2 3

BC AB AC AB . AC Cos

( )

BC BC

= + − °

= + − × × × − =

→ = → = =

 

2ي ضلعي منتظم از رابطهnنكته: هر زاويه داخلي 180(n )
n

− × مي به°  آيد. دست

و سپس روي مسيري كه با مسير اول زاويه30متحركي ابتدا مثال:� مي60ي متر حركت كرده سازد به همان اندازه درجه

مي حركت مي وي از نقطه رسد، فاصله كند. وقتي متحرك به انتهاي مسير دوم ي شروع چقدر است؟ي

 ها داريم:ي كسينوس با توجه به قضيه حل:�

2 2 2 130 30 2 30 30 900
2

900 30

x ( ) ( ) ( ) ( )

x

= + − × =

⇒ = =
 

را با روش هندسي نيز مي  توان حل كرد. البته اين مثال

3 اگر ABCدر مثلث مثال:� 3 2b c a (b c)+ =  چقدر است؟Aي زاويه،+

 حل:�
3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2
b ca b c bc Cos A b c bc Cos A b c bc b c bc Cos A

b c
+

= + − ⋅ ⇒ = + − ⋅ ⇒ + − = + − ⋅
+

1 60
2

Cos A A⇒ = ⇒ = °

و فاصلهB،8وAي بين دو شهر فاصله مثال:� C،6وBي دو شهر كيلومتر را دوبه2 دو كيلومتر است. اگر اين سه شهر

چند كيلومترCتا شهرAي شهر شود. فاصله مي°60با دو شهر ديگرAي روي نقشه با خط راست به هم وصل كنيم، زاويه

 است؟

 حل:�

:ها داريمي كسينوس طبق قضيه

2 2 2

2 2
6 2 8 2 8 60

72 64 8 8 8 0

( ) x ( ) (x) Cos

( ) x x x x

= + − °

⇒ = + − ⇒ − − =

ضلع با طول منفي نداريم پس غيرقابل قبول

2است
 حــل معادلــه

8 32 96

4 24 4 2 6

4 24 4 2 6 0( )

x

x∆ = − + =

 = + = +→ 
= − = − < ⇒

a اگر ABCمثال: در مثلث� c b
b c a c

+
=

+  كدام است؟Aيي زاويه، اندازه−

 حل:�
2 2 2 2 2 2a c b bc a b c bc− = + ⇒ = + +

2هاي كسينوس طبق رابطه 2 2 2a b c bc Cos A= + − ⋅.

2 2 2 2 1 22
2 3

b c bc Cos A b c bc Cos A A π
+ − ⋅ = + + ⇒ = − ⇒ =

A

B

C
120

3030 60

x

A

B

C
8

x

6 2
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و قضيه  ها:ي سينوس مساحت مثلث

 مساحت مثلث برابر است با: ABCدر مثلث

1
2ABCS AH BC

AH AB Sin B AC Sin C

= ×  ⇒
= × = × 

1 1
2 2ABCS AB BC Sin B AC BC Sin C

AB ACAB Sin B AC Sin C
Sin C Sin B

= × × × = ×

→ = → =

و اثباتي مشابه داريم: با نوشتن اين رابطه با يكي ديگر از ارتفاع  ها

1 1 1
2 2 2ABCS ab Sin C ac Sin B bc Sin A= = = 

a پس: b c
Sin A Sin B Sin C

= = 

را قضيه قضيه ميي سينوسي فوق  نامند. ها

 عبارتست از:θي بينو زاويهbوaالاضلاعي به اضلاع نكته: مساحت متوازي

S a b Sin= θ

2 اگر ABCدر مثلث مثال:� 1 3a ( )= +،4c 60Bو= =  كدام است؟Aيي زاويه، اندازه°

: حل

2 2 2 2 12 16 16 8 3 16 1 3 24 24 2 6
2

AC AB BC (AB)(BC)CosB AC ( ) ( ) AC= + − ⇒ = + + − + × = ⇒ = = 

2 6 4 2 45
23

2

AC AB SinC C
Sin B SinC SinC

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = °

180 180 60 45 75A B C A+ + = ° ⇒ = ° − ° − ° = °

2 مثال: در مثلثي�
2ab tan B

SinCc
 نوع مثلث كدام است؟،=

 حل:�

2Sin A Sin Ba b c
Sin A Sin B SinC

⋅
= = ⇒

2Sin

Sin B

C
=

Cos B SinC⋅
2Sin A Cos B SinC⇒ ⋅ =

2
SinC

Sin A Cos B Sin(A B) Sin(A B)⋅ = + + −�	
	� 

0 0SinC Sin (A B) Sin C Sin(A B) A B+ − = ⇒ − = ⇒ − =

A يعني B=،الساقين است. پس مثلث متساوي 

30Aاگر در مثلثي مثال:� = °،120B = 8aو° ض= را بيابيد.باشد، سه و مساحت آن  لع مثلث

 حل:�

8
16 2 8 8 3

30 120 30 3
2

a b c b c b c c , b
Sin A Sin B Sin C Sin Sin Sin

= = → = = ⇒ = = ⇒ = = 

را با هر كدام از دو ضلع به مي حال مساحت  توان نوشت: صورت دلخواه

1 1 8 8 3 30 16 3
2 2

S bc Sin A Sin= = × × = 

A

B CH
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را در زميني به ابعاد مقابل برپا كردهاي غرفه مؤسسه مثال:� ي فروش محصولات خود

ك  دام است؟است. مساحت اين زمين

B̂ˆ30الساقين است، لذا متساوي ABCمثلث حل:� C= = 180، بنابراين° 30 30 120Â ( )= − + =  داريم:،°

1 1 36 6 120 18 9 3
2 2 2ABCS AB AC Sin A Sin= × × = × × × ° = × = 

به بانكي مثلثي شكل با پارتيشن مثال:� 3طول بندي و ارباب رجوع تقسيم شده متر به دو قسمت براي استفاده3 ي كارمندان

به است. اگر بزرگ و زاويه4طول ترين ضلع بانك باشد، مساحت بانك چند°60و يكي از نواحي جديد ADي مرز متر بوده

 متر مربع است؟

 حل:�

1 160 120
2 2

3 3 3 3 3 3 9 9 9
4 9

2 2 2 2 4 4 4

ABC ABD ACDS S S AD DB Sin AD DC Sin

BD DC (BD DC) (BC)

= + = × × ° + × × °

= × + × = + = = × =

مي مثال:� س رضا را كه در او،مت ديگر رودخانه استخواهد درختي اندازه بگيرد.

است.°30ي ديد رضا با نوك درخت ايستاده است. زاويهAي روي درخت در نقطه روبه

به حركت ميCي سپس رضا به سمت نقطه كه گونه كند ي با يكديگر زاويه SCو SBاي

را سازند. اگر مي37° گيري كند، مساحت متر اندازه20در اين حالت رضا طول درخت

 عمود است.) SBCي(درخت بر صفحه چقدر است؟ SBCمثلث 

 حل:�

1 20
203 3

SC SCASC : tan A SC
SA

∆
= ⇒ = → =

1 20 20 3
3

SAASB : tan B SB
SB SB

∆
= ⇒ = ⇒ =

 داريم: SBCلذا در مثلث

1 1 20 6
37 20 3 120

2 2 103BCSS (SB . SC . Sin )= ° × × × =�

6aرو اگر در مثلث روبه مثال:� cm=،30Â = 3و°
5

Cos B  كدام است؟bباشد، طول ضلع=

 حل:�

0 1802 2 2 2
ــتپــس ــت اس مثب

9 16 41 1 1
25 25 5

B̂
ˆSin B

Sin B Cos B Sin B Cos B Sin B< < °+ = ⇒ = − = − = → =

6 6 4 48
12

1 430 5 5
2 5

b b b
Sin Sin B

= ⇒ = ⇒ = × =
°

A

B

C

a
b

6cm

30

66

30

A

B C

A

B C
4km D

60

3
3

km

S

A

C

B

30
37

30°

20&
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به مثال:� ( شكل كلي يك زمين گلف 23صورت زير است. مساحت اين زمين چقدر است؟ 0 4Sin /° 37و� 0 6Sin /° �(

 حل:�

180 120 37 23
12 12 0 4 8

37 23 0 6

1 312 8 120 48 24 3
2 2

Ĉ ( )
x /x

Sin Sin /

S Sin

= ° − + ° = °
×

= ⇒ = =
° °

× × × ° = × =�

به مثال:� را در حالي سانتي15طول شمعي به متر 10طول كه خودكاري و شمع با زمين زاويه3 ي به نوك آن تكيه داده شده

ميسا مي60° (بدون تغيير زاويه با زمين) خودكار بدون تغيير طول كمي روي زد، روشن كنيم. مدتي پس از آب شدن شمع

و زاويه سر خورده به زمين ( يابد. چند سانتي كاهش مي°37ي آن با زمين 37متر از شمع آب شده است؟ 0 6Sin /�(

طو حل:� را پس از كاهش از رابطهابتدا ميي سينوسل شمع  يابيم: ها

10 3 10 3 0 6 12
60 37 3

2

x x /
Sin Sin

= ⇒ = × =
° °

 

15بنابراين 12 3−  متر از شمع آب شده است. سانتي=

به مثال:� و قسمت انتهاي3/1صورت عمودي قرار گرفته است. اگر طول قسمت بيرون زمين آنتن، آنتني روي زمين متر باشد

بسازد، طول آنتن كدام°30يو قسمت ابتدايي بيرون زمين آنتن با آن نقطه زاويه°53ي در داخل زمين زاويهAي ميله با نقطه

) 23است؟ 0 39Sin /° 37و� 0 6Sin /° �(

 ها داريم: به قانون سينوس با توجه ACDدر مثلث حل:�

1 3 1 3 0 6 2
53 30 23 37 0 39

1
30 2 1 1 1 3 2 3

2

CD AC / AC / /AC
Sin ( ) Sin D Sin Sin /

BC AC . Sin BD BC CD / /

×
= ⇒ = ⇒ = =

° − ° ° °

= ° × = ⇒ = + = + =�

(°127يو يك زاويه5اي با ضلع مساحت لوزي مثال:� 3127چقدر است؟
5

Cos ° −�(

 حل:�

2 2

2 در ربـــع دوم 2
ــت ــت اس مثب

1
9 16 41 127 1

25 25 5
Sin

Sin D Cos D

Sin D Cos Sin D

+ =

⇒ = − ° = − = → =

45 5 20
5ABCDS AD . DC . Sin D= = × × =

10 3x

37°60°

D

A B

C
1
2

30°

53°

1 3/

A

B

C

D

5

5

127°

A B

C

12

37°
120°

x
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در مثال:� و وحيد مي يك امتداد روي زمين دراز كشيدهحميد و به نوك يك كوه آن اند در ها قله نگرند. اگر يكي از را ي كوه

و ديگري در نقطه75ي با زاويهAي نقطه و ارتفاع كوه برابر45ي با زاويهSي درجه ي كيلومتر باشد، فاصله8/3درجه ببيند

) 75آن دو از هم چند كيلومتر است؟ 0 95Sin /° �(

 دايم: AHB در مثلث حل:�

3 8 3 8 4 0 9575 4
0 95 0 95

2

BH / / /Sin A Sin y y
AB y / /

y

×
= ⇒ ° = ⇒ = ⇒ = =

→ =

 چنين داريم: هم

2 180 75 105 180 105 45 30ˆ ˆA B ( )= ° − ° = ° ⇒ = ° − ° + ° = °

 ها داريم: از قانون سينوس

4 8 4
2 2 2

145 30 2 2 2
22

y x x x x
Sin Sin

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
° °

 

2ي بنابراين اين دو نفر به فاصله  كيلومتر از هم قرار دارند.2

A
S

B

H

y

x
45° 75°2

19 2
5


