
 6ها  دو عدد كه ضرب آن
  باشد5ها  و مجموع آن

  

02هر معادله به شكل   cbxax )a( 0هاي حل معادله آشنا شديد، در سال اول شما با روش. ناميم ي دوم مي ي درجه يك معادله  را
.معادله است فرمول كلي حل و در نهايت فاكتورگيري، روش مربع كامل و روش تجزيه ها ترين آن كاربردي

 معادلات زير را حل كنيد :ثالم:
022)         روش فاكتورگيري(  xx)a(

0652    )       روش تجزيه(  xx)b(

01122)    روش مربع كامل(  xx)c(

 حل:
2x 002  يا  x)x(x)a(

2x 30230  يا   x)x)(x()x)(x()b(

1211210111101120112 2222  x)x())x(()xx(xx)c(  
121 x 

02ي  فرمول كلي حل معادله  cbxax ،)a( 0روست روبهصورت  به:  
a

b
x 2


   و   

a

b
x 2




acbكه در آن  42  0اگر . شود معادله ناميده مي) دلتاي(، مبين 0ي حقيقي دارد و اگر  ريشهدو  معادلهي ، معادله ريشه
.حقيقي ندارد

ي معادله ها تعداد و علامت ريشه
02ي دوم  ي درجه در معادله  cbxax با توجه به شرايط  و 

a

b
) و ) ها مجموع ريشه

a

c) وردتوان در م مي) ها حاصلضرب ريشه
.ها نظر داد تعداد و علامت ريشه















0

0

a

c

a

c

 دارد   متمايزي حقيقي ريشه   معادله دو 0)  1(

) شود معادله به يك مربع كامل تبديل مي(
a

b
xx 2


ي مضاعف دارد      معادله ريشه 0)  2(

ي حقيقي ندارد    ريشهمعادله  0)  3(
 0172ي  هاي معادله  بدون حل معادله در تعداد و علامت ريشه:مثال 2  xxنظر دهيد .
 ي   با محاسبه:حل))(()( 1247 2  0 چون02ي حقيقي دارد، از طرفي چون   معادله دو ريشه

1


a

cاند، ي متحدالعلامه   دو ريشه

02اما 
7



a

bاند ، پس هر دو ريشه مثبت.

 02ي حقيقي معادله  در صورتي كه دو ريشه :) 1( تذكر  cbxax:
0 و ها صفر است زيرا مجموع ريشه (0bي هم باشند، آنگاه   قرينه–الف 

a

b.(  

ca عكس هم باشند، آنگاه–ب  ) 1است و ) 1(ها  زيرا حاصلضرب ريشه
a

c.(  

 گونهي دوم تبديل كرد، به اين  ي درجه توان آن را به يك معادله ، مييك متغير جديددر بعضي از معادلات با در نظر گرفتن  :) 2( تذكر
.يميگو دومجذوري ي معادله معادلات،

 074ي  هاي معادله  تعداد جواب:مثال 24  xxرا بيابيد .
 با انتخاب:حل tx 20742:رسيم ي زير مي  به معادله  tt  

  دومي درجهيمعادله
ي دوم و مسائل كاربرديي درجهحل معادله

ي مثبت دو ريشه

ي منفي دو ريشه
 .علامه دارد ال متحديدو ريشه

 . مختلف العلامه دارديدو ريشه















0

0

a

b

a

b

هاي معادلهتعداد و علامت ريشه



01 و 0در اين معادله 
7





a

c پس معادله برحسب ،t02ي منفي دارد، و در نتيجه براي  ي مثبت و يك ريشه ، يك ريشه  txدو ،
.آيد دست مي جواب قرينه براي معادله به

 02333ي   معادله:مثال 222  )xx()xx(را حل كنيد .
 با فرض :حل txx  0232ي  ، به معادله32  tt1هاي اين معادله  رسيم، ريشه  ميt 2 وtاست، لذا :

2
17302323 22 

 xxxxx  

2
13301313 22 

 xxxxx  
.پس معادله چهار ريشه دارد

  

ي دوم ي درجه تشكيل معادله
x وxاگر 0ي دوم باشند آنگاه  ي درجه هاي معادله ترتيب ريشه  به )xx)(xx( خواهيم داشت و از آنجا:

)1      (02  xxx)xx(x

02ي  از طرفي در معادله  cbxax 0 با تقسيم طرفين برaداريم :

)2(      02 
a

c
x

a

b
x

گيريم كه  ي فوق نتيجه مي از دو معادله
a

b
xx


 و 

a

c
xx . 

 اگر :) 3( تذكرx و x 02ي  هاي معادله  ريشه  cbxaxباشند آنگاه :

  ) ها مجموع ريشه(
a

b
xxS




)   ها حاصلضرب ريشه(
a

c
xxP 

02صورت  در اين حالت معادله به  PSxxتبديل خواهد شد .

 باشد5هايش   و ضرب ريشه9هايش  ي دومي تشكيل دهيد كه مجموع ريشه ي درجه  معادله:مثال .
 كه :حل آنجايي معادله 5P و9Sاز 0592  پس  xxاست .
 21  اگر مثال 21 وي دومي باشند، آن معادله را بنويسيد ي درجه هاي معادله  ريشه.
 22121 از آنجايي كه :حل S 12121 و  ))((P 0122، آنگاه معادله  xxرا خواهيم داشت .
 اگر  :) 4( تذكر و 02ي  هاي معادله  ريشه  cbxaxباشند، آنگاه با استفاده از اتحادها داريم :

PS 2222 )   1(
PSS 3333 )   2(

 اگر  :) 5( تذكرx و x 02ي  هاي معادله  ريشه  cbxax باشند، آنگاه 
|a|

|xx|


.

 02ي دوم ي درجه هاي معادله  اگر ريشه:مثال  cbxax، 2د، آنگاه نشان دهيددو عدد طبيعي متوالي باشنa.

 دو ريشه را :حل  1 و1است پس ) 1(ها  گيريم لذا تفاضل ريشه  در نظر مي
|a|

.2a و از آنجا 

 02 ي در معادله) : 6( تذكر  cbxax:

0 اگر –الف  cba) ي ديگر و ريشه) 1(ي معادله  ، آنگاه يك ريشه)مجموع ضرايب صفر باشد
a

cاست .  

bca اگر –ب  ي معادله ، آنگاه يك ريشه )( 1ي ديگر   و ريشه
a

cاست.

ها ي دوم و روابط بين ريشهي درجهتشكيل معادله  ي دوم ي درجهمعادله



2توان 

 03312ي هاي معادله  ريشه:مثال  x)(x را بيابيد.

 3ي ديگر و ريشه) 1( چون مجموع ضرايب معادله صفر است پس يك ريشه :حل
a

cاست .  

 كند، استفاده كنيم يي معادله در خود معادله صدق م توانيم از اين خاصيت كه همواره ريشه در بعضي از مسائل، مي :) 7( تذكر.
 0152ي  در معادله:مثال  xx ، اگر و ها باشند حاصل ريشه)( 152 را بيابيد .
 چون:حل 0152كند، لذا ي معادله است در خود معادله صدق مي  ريشه 152 و از آنجا در عبارت حاصل با جاگذاري ،

22داريم  2 يا)(  1، اما
a

c 1152، پس حاصل  )(.

  

02ي دوم  درجهي  معادله اگر  cbxaxي اول هاي معادله هايش با ريشه ي دومي بيابيم كه ريشه ي درجه ض باشد و بخواهيم معادله مفرو
:كنيم ترتيب زير عمل مي  داشته باشد، بهمشخصيي  رابطه

.كنيم  فرض ميyي جديد را  ي معادله  و ريشهxي قديم را  ي معادله ريشه) 1(
.يابيم  را ميy و xي بين  بطهرا) 2(
)3 (x را برحسب yنويسيم كنيم و سپس با عمليات جبري معادله را مي ي اول جاگذاري مي يابيم و در معادله  مي.
 0132ي  هاي معادله هايش مربع ريشه  كه ريشهي درجه دومي تشكيل دهيد  معادله:مثال  xxباشد .
 2ي مسأله با توجه به خواسته :حلxy  پس ،yx حال در معادله قرار مي :دهيم ،

0179129131013 )ي مطلوب معادله( 2222  yyyyyy)y(yy)y()y(

 ي فتن اين معادله وجود دارد كه محاسبهوش ديگري نيز براي يار :)8( تذكرSو P  02ي  ي جديد و نوشتن معادله معادلهدر  PSxx

.است
: پس هستند،ي جديد هاي معادله ريشه2 و 2ي فوق باشند آنگاه هاي معادله ريشه و، اگردر مثال بالا

017)  ي مطلوب معادله(
01711

71232 2
2222

2222











xx

xx)()(P

)()(S

  

.ناميم  ميمعادلات گنگ،  باشند راراديكاليمعادلاتي كه شامل عبارات 
.گ از اهميت خاصي برخوردار استروش كلي براي حل معادلات گنگ وجود ندارد، اما دو موضوع در حل معادلات گن

ي متغير معادله تعيين دامنه)  1(
 با به توان رساندن طرفين معادله،خارج كردن معادله از حالت گنگ)  2(

:نمايد را در زيرخواهيم ديد هايي كه در حل معادلات گنگ كمك مي بعضي روش

 را ايتوان فرجه رساندن طرفين معادله، معادله ا معين كرده، سپس با بهي تعريف معادله ر ي زوج، ابتدا حوزه براي حل معادلات با فرجه
باشند، شكل غالب اين گونه ي معادله مي ي اوليه هستند، ريشه ي تعريف معادله هايي كه در حوزه گيريم، با حل اين معادله، ريشه نتيجه مي

:صورت زير است معادلات به
معادله  )ي تعريف زهحو(شرايط   ي تبديل يافته معادله  توضيح

x(g)x(f(  رسانيم  مي2طرفين را به توان    00  )x(g)x(f   )x(g)x(f)( 1
x(g)x(f(  رسانيم  مي2طرفين را به توان  2  00  )x(g)x(f   )x(g)x(f)( 2

 

گنگمعادلات

ي دوم جديدي درجهتشكيل معادله  ي دوم ي درجهمعادله



xx ي  معادله:مثال  . را حل كنيد2
 02ي متغير معادله از اشتراك شرايط   دامنه:حل x 2 ياx 0 وx) 0آيد، در نتيجه دست مي به) سمت راست معادلهxحال. است 

2012022  يا 1x:رسانيم  مي2طرفين را به توان  22  x)x)(x(xxxx

.ي تعريف معادله، قابل قبول است  با توجه به حوزه2xكه تنها 
 ي دوم تبديل ي درجه تر و يا گاهي معادله متغير جديدي، معادله را به معادلات سادهتوان با انتخاب  در بعضي از معادلات گنگ، مي :)9( تذكر

.كرد و آن را حل نمود

  

cbxaxy هر تابع به صورت  2،0aدوم است ي  نمايش يك تابع درجه:
 نيمم ماكزيمم يا مي

ي دوم  در تابع درجه :)10( تذكر
aa

b
f 42










 است .

محورتقارن
تقارن تابع خط محور 

a

b
x 2


كند عبور مي) نيمم مي( ي ماكزيمم   است كه ازنقطه.

ي دوم نمودار تابع درجه
cbxax)x(fي دوم  نمودار تابع درجه  :هاي زير است  صورت  به و a، با توجه به شرايط 2

0)  3(0)  2(0)  1(

)a( 0  )a( 0  )a( 0   )a( 0  )a( 0  )a( 0

براي پيداكردن شكل دقيق علاوه بر : توجهa و به اطلاعات ديگري نيز نياز داريم ،.

  11(تذكر:( ي در نقطهmin يا max خط ،)
a

b
(fy



ي تلاقي خط هرگاه خطي بر يك منحني مماس شود، معادله.  بر منحني تابع مماس است
.ي مضاعف است و منحني، داراي ريشه

 1(وجه به حالت با ت :)12 (تذكر( 0، اگرacكند  ، آنگاه نمودار از هر چهار ناحيه عبور مي)چرا؟(
  142 ي با ضابطه نمودار تابع :مثال  xxyكند؟  از كدام نواحي عبور مي
 01چون  :حلacكند ، پس نمودار از هر چهار ناحيه عبور مي.

 2(با توجه به حالت  :)13 (ذكرت( ،
. مماس استهاx محور از بالا بر، تابع 0 و 0a اگر –الف 
. مماس استهاx محور از پايين بر، تابع 0 و 0a اگر – ب

 3(با توجه به حالت  :)14 (تذكر( ،
0 ،02 و 0a اگر –الف   cbxax)x(fيعني تابع همواره بالاي محور ،xهاست.

ي دومتابع درجه

طول اي به ي دوم در نقطه هنيمم مقدار تابع درج ماكزيمم يا مي
a

b
x 2

:آيد دست مي به

نيمم آن  دار است و مي نيمم  تابع مي0a اگر –الف 






 
a

b
f .است2

دار است و ماكزيمم آن   تابع ماكزيمم0a اگر –ب 






 
a

b
f .است2

0a                     0a  

دار نيمم دار            تابع مي تابع ماكزيمم



0 ،02 و 0a اگر – ب  cbxax)x(fيعني تابع همواره پائين محور ،xهاست.
ي دوم هاي ديگر تابع درجه شكل

.نيمم آن توجه كنيد ي دوم و نقاط ماكزيمم يا مي به دو شكل زير در تابع درجه

hx(a)x(f(kصورت ي تابع به در حالتي كه ضابطه) 1(  . است)k,h(نيمم   يا ميي ماكزيمم  باشد، نقطه2

xx)(xx(a)x(f(صورت ي تابع به در حالتي كه ضابطه) 2( 21 نيمم  ي ماكزيمم يا مي  باشد، نقطه






 
)

xx
(f,

xx

22
. است2121

  

: برابر است باaمطلق  عددي حقيقي باشد، قدرaاگر :تعريف










0
0

a,a

a,a
|a|  

توجه : |x|ي متغير ، فاصلهx به همين ترتيب). به شكل بالا توجه كنيد( روي محور اعداد تا مبدأ است|x| 4ي ي نقطه  فاصلهx است4 تا .
 هاي زير را بدون قدر مطلق بنويسيد عبارت :مثال.

|xsin|)b( 2   ||||)a( 46   
 حل: )a( 66  44 و ||  2246، پس||  ||||. 

)b(11جايي كه   از آن  xsin 123 پس  xsin لذا ،)x(sin|xsin| 22 

هاي قدر مطلقي تساوي
:د كه در زير خلاصه شده استنهايي وجود دار مطلق خواص و ويژگيهنگام كار با قدر

خاصيتمثالتوضيح
.مطلق هر عددي همواره نامنفي استقدر

ها مطلقحاصلضرب قدراست با ابر مطلق حاصلضرب برقدر

033  ||  
|x||x| 11   

|x|)x(xx 1112 22   
10525252  ||||||  

22
1

2
1









x,
|x|

|x|

x

x

01 |a|)(  
|a||a|)( 2  
|a|a)( 23  

|b||a||ab|)( 4  
0b  ، 

|b|

|a|

b

a
)( 5

هاي قدر مطلقي نامساوي
)a(: هستندمطلقي برقرار هاي قدر خواص زير در نامساوي 0

نامساوي  شكل معادله  نامساوي معادل
22 ax axa   a|x|)( 1  

22 ax axa   a|x|)( 2  

22 ax     ax   يا  ax   a|x|)( 3

22 ax     ax   يا  ax   a|x|)( 4

 هاي زير را بدون قدر مطلق بنويسيد نامساوي :مثال:
513  |x|)b(                    21  |x|)a(  

 حل:)a(ي   با توجه به قاعده)212، )1  x 31، پس  x. 
)b(ي   با توجه به قاعده)513، )4 x 513 يا x3 بنابراين

4
x  2  ياx. 

مطلقتابع قدر
نهاي آقدر مطلق و ويژگي

نمودار توابع قدر مطلقي



نقاط كمكي

نقاط كمكي

 نقاط كمكي

 براي هر عدد حقيقي  :) 15( تذكرaتوان نشان داد كه  ، مي|a|a|a| .
 مثلثي نامساوي

.ها، نامساوي مثلثي است ترين آن مطلقي را بيابيم، مهمهاي قدر  تعداد ديگري از نامساويتوانيم ها، مي با استفاده از جدول نامساوي
:دد حقيقي باشند، آنگاه دو عb و a اگر :نامساوي مثلثي

|b||a||ba|   
.0abپذير است كه  تساوي زماني امكان

با انتخاب : توجه yxa  و yb رسيم ي زير مي  و قرار دادن در نامساوي به رابطه:
|y||x||yx||y||yx||y)yx(|   

در مطلقي توابع قنمودار
بندي نمود، سپس تابع مطلق، ضابطهداخل قدر) هاي ريشه(ه ازاي ريشه مطلق، بايد تابع را ببراي رسم نمودار توابع شامل قدر :روش كلي رسم

.هاي مورد نظر رسم كنيم دست آمده را ، به ازاي بازه به
 نمودار توابع زير را رسم كنيد :مثال:

  |x|xy)b(              |x|y)a( 35   
 حل:)a( 5مطلقي داخل قدر ريشه

:گيريم است، پس دو بازه در نظر مي3

),(,),(

),(,),(

x,x

x,x
|x|y

3005
3

7205
3

5
353
5
335

35
















  

)b( مطلقي داخل قدر ريشه  )(گيريم س دو بازه در نظر مي است، پ0:










00
210002

x,xx

),(,),(x,xxx
|x|xy  

x(f|y(|رسم نمودار تابع :
x(f|y(|براي رسم تابع   ابتدا نمودار تابع ،)x(fy هايي از نمودار كه در زير محور  كنيم، سپس قسمت  را رسم ميxست را ، نسبت بهها

.كنيم ها را حذف ميxها قرينه كرده و قسمت پايين محور xمحور 
 نمودار تابع  :مثال|x|y 12 را رسم كنيد .
 2ابتدا تابع : حلxy 12دهيم تا تابع  احد به پايين انتقال ميسپس اين تابع را يك و). 1(كنيم   را رسم مي  xyو در) 2(دست آيد   به

:كنيم ها را قرينه ميxي آخر قسمت پايين محور  مرحله

  

رسم دو تابع خاص
bx||ax|y|ي   نمودار تابع با ضابطه-1  )ba( 

:هاي داخل قدر مطلق داريم بندي به ازاي ريشه براي رسم نمودار اين تابع با ضابطه

baxyabybaxyy

bax





22

ab ها به طولxخط موازي محور  هنمودار تابع از يك پار تابع داراي محور تقارني به. تشكيل شده است) -2(و ) 2(هاي   و دو نيم خط به شيب
2ي معادله

ba
x


است .



ها xخط موازي محور  ط محاسبه كرده، پارههاي داخل قدرمطلق را بيابيد و مقدار تابع را در آن نقا  ريشه. جدول نيستتشكيلبراي رسم نيازي به 
.را رسم كنيد) -2(و ) 2(هاي  سپس دو نيم خط به شيب. آيد به دست مي

)bx||ax|y)ba|ي  با ضابطه نمودار تابع - 2  

:هاي داخل قدرمطلق داريم بندي به ازاي ريشه با ضابطه

abybaxybayy

bax





2
  

baدر حالتي كه اين تابع مركز تقارني به مختصات. آيد چين به دست مي  باشد، شكل نقطه






 
 02 ,

baدارد .

  
  

:مطلقي آورده شده استهايي از معادلات قدر ر زير نمونهد. يميگو مطلقيي قدر معادلههاي قدر مطلقي هستند،  به معادلاتي كه شامل عبارت
521  |x||x|   ،   |x||x| 25    ،   31  |x|

 حل معادلات قدر مطلقيروش هاي
ق تعيين علامت كنيم و با حذفمطلهاي داخل قدر  ازاي ريشه يا ريشهي قدر مطلقي، بايد عبارت را به براي حل يك معادله:  روش كلي حل-1

.ي اختياري ، صدق كنند هايي قابل قبول هستند كه در بازه  جوابي حاصل را حل كنيم، مطلق، معادلهقدر
 132ي  معادله :مثال  |x|xرا حل كنيد .
 3ي داخل قدر مطلق   ريشه:حلx3621323)   قابل قبول(   است، پس  xx)x(x:x

111323همواره برقرار است     )x(x:x

x}{ي جواب معادله   مجموعهپس 33 ي   يا بازه],( 3است .
استفاده از خواص و ويژگي هاي قدرمطلق -2

در. هاي آن معادله را بيابيم مطلق استفاده كنيم و جوابحل معادلات معادل آن يا خواص قدرتوانيم از  مطلقي، ميلات قدربراي حل بعضي ازمعاد
.شود ر تعدادي از اين معادلات ديده ميزي

ي اصلي معادلهي معادل معادلهجواب كليمثال
152323 ,xx|x|   ax   22 ax   a|x| )   1(

2
333  xxx|x||x|  vu   22 vu   |v||u| )   2(












132
332

03232

xxx

xxx

x,xxx|x|

  0 v,vu  022  v,vu  v|u| )   3(

20222  xxx|x|  0u  _  u|u| )   4(

2
10122112  xxx|x|  0u  _  u|u| )   5(

 مطلق صفر باشد، آنگاه هر كدام بايد صفرباشند اگر مجموع  چند قدر : )16( تذكر.
 0231ي   معادله:مثال 22  |xx||x|را حل كنيد .
 پس :حل باشند صفر معادلات از كدام هر 012بايد x 0232و  xxجواب به ، معادلات اين )x,x(ترتيب  هاي 11 و
)x,x( 21  1 هستند، بايد جوابي بگيريم كه هر دو را با هم صفر كند، پسxجواب معادله است .
 استفاده از رسم نمودار- 3

 مبناي اين روش استفاده از نقاط.مطلقي مي توان از روش هندسي استفاده كرد عادله ي قدردر بعضي از موارد براي تعيين تعداد ريشه هاي يك م
مطلق را يك طرف معادله و بقيه را در طرف ديگر قرار داده و توابع را در يك دستگاه محورهاي دو منحني است ، در اين حالت تابع قدر تقاطع

.اي معادله استه ريشهنمودار مختصات رسم مي كنيم، محل تلاقي دو 

  مطلققدرتابع
معادلات قدر مطلقي

نامعادلات قدر مطلقي



 11ي   معادله:مثال 2  x|x|چند جواب دارد؟ 
 211خواهيم داشت: حل x|x|  پس با رسم دوتابع|x|y 11 22و 1 xy در يك دستگاه

. ريشه دارد2ديده مي شود كه معادله 

 0ي براي حل معادله :)17( تذكر k|bx||ax|)ba(، نمودار|bx||ax|y و خط ky با توجه. دهيم  را با هم قطع مي
:به نمودار خواهيم داشت

ab|k| -الف معادله دو ريشه دارد .
ab|k| -ب شمار ريشه دارد  معادله بي.
ab|k| -ج معادله ريشه ندارد . 

21ي به عنوان مثال در معادله  |x||x|012 چون  abk11ي  چنين در معادله پس معادله دو ريشه دارد، هم.  است  |x||x|

abkچون شمار ريشه دارد  معادله بي.
 ي  ل معادلهبراي ح :)18( تذكرk|bx||ax|   )ba( ، نمودار|bx||ax|y و خط ky با توجه به. دهيم را با هم قطع مي

:نمودار خواهيم داشت
abkba اگر-الف معادله يك ريشه دارد .
ab(k( اگر-ب شمار ريشه دارد ادله بي مع.
ab|k| اگر -ج معادله ريشه ندارد .

نامعادلات قدر مطلقي
.شود ناميده مي ي قدر مطلقي نامعادلههر نامعادله كه شامل عبارات قدر مطلقي باشد، يك 

مطلق تعيين علامت كنيم و با حذف هاي داخل قدر مطلقي، بايد عبارت را به ازاي ريشه يا ريشه ي قدر براي حل يك نامعادله: روش كلي حل
.گيريم ي اختيار شده، اشتراك مي دست آمده را با بازه  بهي حاصل را حل كنيم، جواب مطلق، نامعادله قدر
  112ي   نامعادله:مثال  |x|xرا حل كنيد .
 1مطلق  ي داخل قدر ريشه: حلxاست، پس :

3)اشتراكي ندارند(
21131121  xx)x(x:x  

0111121) اشتراك دارند(  xx)x(x:x

),(ي پس مجموعه جواب بازه 0است .

 مطلقي زير استفاده كنيم هاي قدر توانيم از نامساوي مطلقي مي هاي قدر  در حل نامعادله:)19( تذكر:

ax  يا ax
ax

a|x|
)( a 








 0
222  axa

ax

a|x|
)(

a  








 0
221

  

تعريف جزء صحيح و روابط موجود
)p )p و عدد اعشاريn، عدد منحصر بفردx براي هر عدد حقيقي مانند:تعريف 10 وجود دارد كه pnx باشد، عدد صحيح nرا 
x[nxn[n      :به عبارت ديگر. دهيم نشان مي]x[با نماد  1  

325342533: است زيرا3، جزء صحيح عدد  25/3به عنوان مثال براي عدد    ]/[/  
جزء صحيح عدد برابر /251همچنين براي عدد  ،)( 2225112512: است زيرا  ]/[/  

.آن عدد است) كوچكتر يا مساوي (نابيشتريح بنابراين طبق تعريف، جزء صحيح يك عدد، بزرگترين عدد صح

تابع جزء صحيح



تساوي هاي جزء صحيح -1
:هاي زير را خواهيم داشت با استفاده از تعريف جزءصحيح، تساوي

خاصيتمثال
55 ][  x]x[:Zx   )1(

333  ][][  x]x[:Zx   )2(
41253253  ]/[]/[  1 ]x[]x[:Zx  )3(












Zx,

Zx,
]x[]x[

1
0  )4(  

33  ]x[]x[  Zk  ، k]x[]kx[   )5(
45225252  ]/[]]/[/[  ]x[]]x[x[ 2  )6(

 حاصل :مثال ]log[ 28
. را بيابيد3

28بايد ببينيم كه: ل ح
3log 43 بين كدام دو عدد متوالي است، از آنجايي كه 3283  43، بنابراين 28

3  log 328 پس
3 ]log[. 

نامساوي هاي جزء صحيح -2
:ثابت كردهاي زير را  توان نامساوي با استفاده از تعريف جزء صحيح مي

1)                 قرار دهيد]n ،]xدر تعريف به جاي (  ]x[x]x[)  1(
10)           كنيم  اضافه ميx[[، )1(به طرفين نامساوي (   ]x[x)  2(
0)           بين صفر و يك را داريم، عددي)2(در نامساوي ( ]]x[x[)  3(

axa]x[
Za   )  4(

1  
axa]x[

Za)  5(
1  

axa]x[
Za)  6(

axa]x[
Za   )  7(

نمودار تابع شامل جزء صحيح
x[y[خواهيم نمودار تابع   فرض كنيد مي 2ي  را در بازه),( 10 رسم كنيم، اگر  10  x 220 باشد آنگاه  xپس ،:

2
10  x 02120  و  ]x[x  

12
1

 x  12221  و  ]x[x

 ي  در نمودار تابع با ضابطه:نتيجه]ax[y  طول هر پله ،
|a|

.است) 1(ها  و ارتفاع آن1
x(f[y[( ي رسم نمودار تابع باضابطه 

x(f[y[(ي براي رسم نمودار تابع با ضابطه كنيم ترتيب زير عمل مي ، به:
x(fy( تابع –الف  كنيم م مي را رس.
y,,,... خطوط –ب  210 كنيم  را رسم مي.
kyهايي از نمودار كه بين دو خط متوالي  قسمت–ج  1 و kyگيرد را بر روي خط  قرار ميky كنيم  تصوير مي.
. است در نقاط تلاقي خط و نمودار، نقطه توپر–د 
 نمودار تابع :مثال]|x|[y 22ي را در بازه  xرسم كنيد.
 نمودار :حل|x|y  22رسم شده است، وقتي ) 1( در شكل  x 20 است، آنگاه  |x|0 خواهد بود، پس سه خطy،1yو 
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تمثال                  دنباله همگراس

مثال
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 2ي هندسي با قدر نسبت   در يك دنباله:مثالqمجموع شش جمله ي اول است؟ ي اول، چند برابر مجموع سه جمله ،

 9211:حل 3
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ي هندسي هاي يك دنباله حد مجموع جمله
}aq{ي هندسي هاي دنباله ي جمله ، مجموع همه|1|qاگر n 1كه
:شود صورت زير نمايش داده مي به

...aq...aqaqa n  12

:برابر است با

q
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S
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 1

. قدر نسبت آن استqي هندسي و  ي اول دنباله  جملهaدر آن 

: باشد، آنگاه|1|q اگر :اثبات
...aqaqaqaS  32  

...)aqaqa(qaS  2  
aqSSqSaS   
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استفاده شده است» حد مجموع«از » ي جملات مجموع همه«جاي ي گذشته بهها هاي كنكور سال در تست :1  توجه.
 حد مجموع :مثال ......
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كسر مولد اعداد اعشاري ساده و متناوب
دهيم، اگر بخواهيم كسر مولد اين عدد  نمايش ميa/0صورت ناميم و به اختصار به  را يك عدد اعشاري متناوب ساده ميa...aa/0...    عدد 1

...  :نويسيم ت زير ميصور اعشاري را بيابيم، آن را به
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D/ 0  

99:به عنوان مثال
12120 /999 و

1531530 /. 
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xa)x(fصورت   بهaي   تابع نمايي به پايه:تعريف 0شود كه   تعريف ميa 1 وa و xيك عدد حقيقي است .

11 است كه به اين دليل1aدقت كنيد كه شرط   x)x(fيك تابع ثابت است ،.

نمودار توابع نمايي

xayنمودار  

10اگر   a1اگر  باشدaباشد 

10  a،  xa)x(f 1a ، xa)x(f 

نمودار

دامنه  Rي اعداد حقيقي  مجموعه Rي اعداد حقيقي  مجموعه
),(ي  بازه 0 ي بازه),( 0  برد

.يابد  كاهش ميy از چپ به راست، xبا افزايش 
.پذير است يك و معكوس به تابع يك

.يابد  افزايش ميy  از چپ به راست،xبا افزايش 
.پذير است يك و معكوس به تابع يك

خاصيت

 از توابع نمايي را رسم كنيمتوانيم نمودار بعضي   مي،با استفاده از خواص انتقال :)30( رتذك.
 12 نمودار توابع :مثال  xy 12و  xyرا رسم كنيد .  
 12 براي رسم نمودار تابع :حل  xyكافي است نمودار تابعxy 21شكل . (را يك واحد به راست انتقال دهيم(  

12براي رسم تابع همچنين   xy كافي است نمودار تابع ،xy 22شكل . ( را يك واحد به پايين انتقال دهيم(

) 1شكل                                 (         )           2شكل (

عدد : توجهe 712توان ثابت كرد كه مي ناميم، را عدد نپر مي /e پس نمودار تابع ،xey شبيه نمودار تابعxay  1 در حالتa است.

  

:شود و داريم  نمايش داده ميalog با نماد aي  تابع لگاريتمي به پايه باشد، 1a عددي مثبت و aاگر : تعريف
xaylog yx

a 

 به دو خاصيت زير توجه كنيد  :)31(  تذكر:
)a,a( 10       1a

alog)  2(    01 alog)  1(
 توجه: x

elogرا لگاريتم طبيعي مي ناميم و با نمادxLnنمايش مي دهيم.
نمودار تابع لگاريتمي

10  a، x
alogy 1a ،x

alogy 

 و لگاريتميتوابع نمايي
توابع نمايينمودار

توابع لگاريتمينمودارتعريف و

تعريف توابع نمايي

 و لگاريتميتوابع نمايي



نمودار

 لگاريتميهاي نامساوي
xهاي  با توجه به نمودار تابع

alogy  10 در دو حالت  a 1 وaهاي زير را ديد توان درستي نامساوي ، مي:
:، آنگاه باشد1a اگر –الف 

n
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.نمايد ها كمك مي بينيم، اين خواص به ما در محاسبات لگاريتم و حل معادلات آن ر اين بخش خواص و قوانيني را در لگاريتم ميد
 اگر  :مثالalog 2 و blog 3آنگاه مطلوبست:

B وA عددي حقيقي وn عددي مثبت و مخالف يك باشد وaاگر

: آنگاه باشند،اعداد مثبت
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 حل:
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83 log)(  
3طبق قانون   

alogloglog 32328 3   
 است10)(ي آن  شود، يعني پايه ي لگاريتم نوشته نمي توجه كنيد وقتي پايه :)32( تذكر .

 33( تذكر(:  دقت كنيد كهylogxlog)yxlog(  و 
ylog

xlog

y

x
log . 

 توان تعميم داد و قانون زير را نتيجه گرفت  را ميتوانيقانون  :)34( تذكر:
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 3حاصل :مثال
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81logرا بيابيد .
 حل:

1

قوانين لگاريتم

3

2

 و لگاريتميتوابع نمايي
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 تغيير مبناقوانين
.كنيم  استفاده ميقانون تغيير مبناي لگاريتم را با عدد ديگري، غير از عدد داده شده بيان كنيم، براي اين منظور از  يهدر خيلي از موارد، نياز داريم كه پا

اگر :مثالalog 5آنگاه ،2
5log برحسب  راaبيابيد.

: آنگاه1c,b و 0c و 0a ،0bاگر 
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 بط زير را بيابيماتوانيم رو ه به قانون تغيير مبنا ميبا توج :)35( تذكر:
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 اگر  :مثالalog 4
5باشد،20

4logرا برحسب aبيابيد .
 حل:
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نمايي قوانين
ylogي با توجه به رابطه x

a داريم ،yax  با قرار دادن به جاي ،yي تواني داريم  در اين رابطه
x
alog

ax بنابراين قانون زير را خواهيم داشت ،:

 حاصل :مثال 
6
55 log را بيابيد.

:آنگاه، 1a و 0aاگر 
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alog   

. است0nكه در آن 

 ها را يكي كنيم لذا ابتدا بايد پايه :حل:
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52

1
 loglog  

 توان قانون زير را نتيجه گرفت  مينماييقانون با توجه به  :)36( تذكر:
a
c

b
c loglog ba      9

              

معادلات نمايي
 ما با معادلاتدبيرستاني كتاب درسي  در حد برنامه. شود خوريم كه دو حالت آن در زير بررسي مي هايي برمي در حل معادلات نمايي به حالت

baنمايي به شكل كلي  )x(f  و يا )x(g)x(f ba روش هاي زير را خواهيم داشتبراي حل اين گونه معادلات .  رو به رو هستيم:
ها را برابر كنيم ر بتوانيم پايه اگ )1(

.د بودخواهنبرابر ها برابر باشند، آنگاه نماها با هم  حل اين نوع معادلات بر اين موضوع استوار است كه اگر پايه
 152ي  معادله:مثال 927  xxكنيد   . را حل

 2:حل
121063333 210615223   xxx)()( xxxx  

ها را برابر كنيم توانيم پايهناگر   )2(
baي  براي حل معادله )x(f ي  ها را برابر كنيم، از دو طرف معادله در پايه ، اگر نتوانيم پايهaگيريم  لگاريتم مي.

5

8

معادلات نمايي و لگاريتمي    و لگاريتميتوابع نمايي



 45ي   معادله:مثال xرا حل كنيد .

 4:حل
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4
5

5
5

4
5

5
545 logxloglogxloglog

xx    
شوند  معادلاتي كه با تغيير متغير حل مي )3(

0)a(fي  در اين حالت براي حل معادله )x(uدهيم  ، معمولاً قرار ميya )x(u 0ي   و معادله)y(f را نسبت به yكنيم و سپس  حل مي
ya پيدا شده است را در yمقاديري كه براي  )x(u ودهيم   قرار مي xكنيم  را پيدا مي.

 02749ي   معادله:مثال  xxرا حل كنيد .
 02770277:حل 22  xxxx)(

07با فرض   yx022ي  ، به معادله  yy1هاي آن  رسيم كه جواب  ميy 2 وy 1 است كه فقطyقابل قبول است و 
17از آنجا  x 0 وx.

معادلات لگاريتمي 
.كند  است كه در معادله صدق ميxي لگاريتمي، يافتن مقدار يا مقدارهايي براي  منظور از حل يك معادله

:كنيم در حل معادلات لگاريتمي به نكات زير توجه مي
.يابيم يي متغير معادله را م دامنه)  1(
ي تعريف كنيد، ممكن است جواب خارجي ظاهر شود بايد اين جواب با توجه به دامنه هاي لگاريتم استفاده مي اگر از خواص و ويژگي)  2(

.ها كسر گردد معادله، از مجموعه جواب
:خوريم هاي زير برمي در حل معادلات لگاريتمي به حالت

blogمعادلاتي به شكل كلي ) 1( )x(f
a : 

ba)x(fگونه معادلات با استفاده از ارتباط لگاريتم و توان ، به تساوي  براي حل اين 0رسيم، اين معادله را با توجه به شرايط   مي)x(f،
0a 1 وaكنيم  حل مي.

 23ي   معادله:مثال
2

2
 )x(logرا حل كنيد .

 032اولاً بايد  :حل x 3 پسx 3 ياx 22 و از طرفي 23 x 72 و از آنجا x ،7x 7 وxاند ابل قبول كه هر دو ق.

x(g(معادلاتي به شكل كلي ) 2(
a

)x(f
a loglog : 

x(g)x(f(گونه معادلات از تساوي  براي حل اين 0هاي معادله را يافته و شرايط  ، ريشه)x(f ،0)x(g ،0a 1 وa كنيم را بررسي مي.

 ي    معادلهمثالxx loglog 232
را حل كنيد .

 بايد :حل xx 232 0322ي  ، با حل معادله  xx1ي  هاي معادله ، ريشهx 3 وx1د بود، اما ن خواهx ،قابل قبول نيست
.زيرا لگاريتم اعداد منفي تعريف نشده است

:شوند تبديل مي) 2(يا ) 1(معادلاتي كه با استفاده از قوانين لگاريتم به يكي از دو حالت ) 3(
.كنيم  حل ميتبديل كرده و آن را) 2(يا ) 1(گونه معادلات با استفاده از قوانين لگاريتم، معادله را به يكي از دو شكل  براي حل اين

 211ي   معادله:لمثا  )x(log)x(logرا حل كنيد .
 با استفاده از قانون :حل BlogAlogABlog داريم :

101x 10110110121 و 2222  xxx)x(log

. قابل قبول نيست، زيرا لگاريتم مقادير منفي قابل تعريف نيست101xكه جواب 
:شوند  لگاريتمي كه با تغيير متغير حل ميمعادلات) 4(

0)(logfي  براي حل معادله x
aدهند  ، معمولاً قرار ميylog x

a 0ي   و معادله)y(f را نسبت به y كنند و مقاديري را كه براي  مي حلy

ylogي  پيدا شده در معادله x
a دهند و   قرار ميxيابند  را مي.

 0312ي   معادله:لمثا 22  logxlogxlogرا حل كنيد .
 ي  ي تعريف معادله  دامنه:حل),( 0دهيم   است، قرار ميyxlog داريم ،:

31310312 2222 logylog)y(logyy   

گيريم  لگاريتم مي5ي  از طرفين در پايه

)1(نوع 
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ها جهت  بود در برداشتن پايه1ها را برابر كنيم ، سپس اگرپايه بزرگتر از  كنيم پايه براي حل نامعادلات نمايي ، ابتدا سعي مي:  نمايينامعادلات
.شود ها جهت نامساوي عوض مي           در برداشتن پايه،شود و اگر پايه بين صفرو يك بود نامساوي عوض نمي

 نيد نامعادلات زير را حل ك:لمثا:
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 حل:
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)b(1130كه   از آنجايي شود ها، جهت نامساوي عوض مي ، پس با برداشتن پايه:
10022  xxxxx  

:كنيم براي حل نامعادلات لگاريتمي به روش زير عمل مي: ريتمينامعادلات لگا
.يابيم ي متغير نامعادله را مي  دامنه–الف 
اگر پايه) تابع صعودي است(شود   بزرگتر از يك باشد جهت نامساوي در برداشتن لگاريتم يا تبديل آن به توان عوض نمي)a( اگر پايه–ب 

)a(شود   بين صفر و يك باشد جهت نامساوي در برداشتن لگاريتم يا تبديل آن به توان عوض مي)تابع نزولي است.(
 نامعادلات زير را حل كنيد:لمثا :
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 حل:)a(035ي  ير نامعادلهي متغ  دامنه  x3 يا
5

xي لگاريتم بزرگتر از يك است، پس در تبديل لگاريتم به توان  است، از طرفي پايه

3.شود جهت نامساوي عوض نمي
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نامعادلات نمايي و لگاريتمي    و لگاريتميتوابع نمايي
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تابع رشد و زوال

kte)(p)t(pي ضابطهتابع با  :تعريف 0مايي رشد با نسبت افزايشرا تابع نkبراي)k( 0و تابع نمايي زوال با نسبت كاهش kبراي
)k( 0 در اين تابع ناميم، مي)(p :است 0tمقدار اوليه در  0

)k( اگر-الف 0تابع اكيداً صعودي است.

)k( اگر-ب 0تابع اكيداً نزولي است.

  

معادلات اصلي
هاي اصلي  ي مثلثاتي آن است كه پس از محاسبات جبري، معادله را به يكي از شكل منظور از حل يك معادله sinxsin ، cosxcos،

 tanxtan و  cotxcotها را بيابيم هاي آن ي جواب  تبديل كنيم و كليه.
 هاي كلي معادلات فوق بيان شده است در جدول زير جواب :)37 (تذكر:

)Zk(هاي خاص  حالت   جواب كلي   ي مثلثاتي جواب روي دايره)Zk(   شكل معادله
 kxxsin 0  

221 
 kxxsin  

221 
 kxxsin  








kx

kx

2
2   sinaxsin  

11  a  

20 
 kxxcos  

 kxxcos 21  
 kxxcos 21  

 kx 2   cosaxcos  
11  a  

 kxxtan 0   kx   tanaxtan  

20 
 kxxcot   kx   cotaxcot  

 2ي  معادله:مثال
1

xsinل كنيد را ح.

 2كه از آنجايي :حل
1

6 


sin6ي  ، پس معادله


 sinxsin62هاي آن   را خواهيم داشت و جواب 
 kx 62 و 

 kxخواهد بود .

 جاي  توانيم به در معادلات بالا مي :)38 (تذكرxخواه ، كمان دلرا داشته باشيم .
 ي  جواب كلي معادله: مثالxcosxcos 4را بيابيد .

)تابع رشد و زوال(هاي طبيعيدر پديدهe   و لگاريتميتوابع نمايي

معادلات مثلثاتي
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 در معادلاتي به شكل كلي :)39 (تذكر cossin يا  cottanهاي تبديل  با استفاده از فرمول

 دو طرف را به دو نسبت،2

.كنيم نام تبديل مي مثلثاتي هم
 ي  معادله: مثالxsinxcos 3را حل كنيد .
 حل:)x(kx)x(cosxsinxcos 





 22323  

 ه و سپس به ازاي مقادير صحيحخواهند، ابتدا جواب كلي معادله را يافت هاي يك معادله را در يك بازه مي وقتي تعداد جواب :)40 (تذكر
Zk  ...),,,,,,(... 21012 يابيم هاي قابل قبول معادله را مي  جواب.
 12ي  معادله: مثال xtanي  در بازه),( 20چند ريشه دارد؟ 
 14 از آنجايي كه :حل 


tan42، پس 

 tanxtan42، لذا 
 kx،82 و از آنجا، جواب كلي معادله
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حل معادلات مثلثاتي با فاكتورگيري و تجزيه
.توان استفاده كرد هاي مثلثاتي، از خاصيت جبري زير مي هاي حل معادلات است، در حل بعضي از معادله فاكتورگيري يكي از روش

0B  00  يا  AAB

 02ي  هاي كلي معادله جواب: مثال xcos.xcosرا بيابيد .
 0اصيت جبري بالا بايد  با استفاده از خ:حلxcos 02 يا xcos20:باشد، پس 

 kxxcos  

422202 
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





k
xkxxcos

 ي دوم مثلثاتي را حل نمود توان بعضي از  معادلات از درجه مي) اتحاد يك جمله مشترك(هاي حل معادلات  با استفاده از روش :)41 (تذكر.
 0372ي  معادله: مثال 2  xcosxcosرا حل كنيد .
 كنيم  سمت چپ را به حاصلضرب دو عامل تبديل مي:حل:

2  يا3xcos)   ريشه ندارد(
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 xcos 03 xcos 012  يا xcos  0312 )x)(cosxcos(

2ي ي معادلهها جواب
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xcos32 برابر است با 
 kx.

 توان جواب كلي بعضي از معادلات را يافت  مناسب ميكمكيبا انتخاب مجهول  :)42 (تذكر.
cxcotbxtanaي  به عنوان مثال براي حل معادله  با تبديل ،

xtan
xcot

1
در معادله خواهيم داشتگذاري   و جاي:

02  bxtancxtanac
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042شرط وجود جواب براي اين معادله آن است كه   abcباشد .

حل معادلات مثلثاتي با استفاده از اتحادهاي مثلثاتي
.ي اصلي تبديل كرده و سپس حل كنيم  معادله معادله را به يك،توانيم با استفاده از اتحادهاي مثلثاتي در حل بعضي از معادلات مثلثاتي مي

 2ي معادله: مثال
144  xsinxsinxcosxcosرا حل كنيد .

 با استفاده از فرمول :حل )(cos 93: داريم
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ها حل معادلات مثلثاتي و حدود تغييرات نسبت
ها و يا توان در تعداد ريشه هاي مثلثاتي مي هاي مثلثاتي و استفاده از نامساوي ه از حدود تغييرات نسبتدر حل بعضي از معادلات مثلثاتي با استفاد

.ها نظر داد عدم وجود آن
3ي معادله: مثال xcosxsinي  در بازه),( 20چند ريشه دارد؟ 



 از آنجايي كه:حل 






 
 42 xsinxcosxsin141 و 







 
 xsin2422، لذا 







 
 xsinپس سمت چپ ،

. برقرار نيستx خواهد بود و تساوي به ازاي هيچ مقدار 2حداكثر
 در بعضي از معادلات، دو طرف معادله با توجه به حدود تغييرات نسبت مثلثاتي فقط به از :)43 (تذكر، اي مقاديري خاص مساوي خواهند بود

.ها را در نظر بگيريم صورت جمع چند نسبت مثلثاتي باشد،  بايد جواب مشترك آن در اين حالت اگر معادله  به
 1275ي معادله: مثال 2  xsinxsinي  در بازه],[ 20چند ريشه دارد؟ 
 11 از آنجايي كه:حل  xsinهاي تواند با سمت راست برابر باشد كه هر يك از عبارت ، پس سمت چپ زماني ميxsinو xsin2برابر 

2 باشد، پس جواب قابل قبول فقط1xsinيك باشند و اشتراك آنها وقتي است كه،


xاست .
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