
FRW کیهان در انحنا

ابراهیمیان احسان

م کند: مربوط ماده مقدار و انبساط سرعت به را انحنا فریدمان اول معادله

ȧ2 − 8πG

3
ρa2 = −k (١)

است: متری انحنای همان k که

ds2 = −dt2 + a2
(

dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

)
(٢)

ربط مقدارش با آن سرعت تنظیم و موجود ماده مقدار به فضایی انحنای که م رسد عجیب نظر به
در است، ρ = 0 که است ماده وجود عدم حالت بدترین باشد: مفید م تواند مثال چطور؟ اما دارد

حالت: این

ȧ2 = −k ⇒ a =
√
k′t, k′ = −k > 0 (٣)

: به م شود تبدیل متری و

ds2 = −dt2 + k′t2
(

dr2

1 + k′r2
+ r2dΩ2

)
(۴)

مینکوفس متری ی واقع در این اما ، منف فضایی انحنای با شونده منبسط کیهان ی یعن که
مینکوفس فرم به کاملا متری زیر مختصات تبدیل با شده، نوشته بدی مختصات در که است

بود: خواهد

T = t
√
1 + k′r2 t =

√
T 2 −R2

⇔
R =

√
k′tr r = R√

k′
√
T 2−R2

(۵)

ر دی بار ی بیاید پس دارد، بستگ انتخابی مختصات به فضایی انحنای که م رسد نظر به پس
زمینه ی در که آزاد سقوط ناظر ی منظر از بار این اما کنیم، بررس را FRW متری یل تش

است. ساکن آن به نسبت ماده، همسانگرد و ن هم
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همسانگرد دنیای در آزاد سقوط ناظر متری ١
موضعا متری ی خودش اطراف او معن این به است کیهان در آزاد سقوط حال در ناظری کنید فرض
کند انتخاب را فرم نرمال مختصات خودش تخت موضعا فضای در او اگر م کند تجربه را تخت

م بیند: زیر صورت به را متری ١تصحیحات

g00 = −1 +R0ij0x
ixj + ... (۶)

g0i = +
2

3
R0jkix

jxk + ... (٧)

gij = δij +
1

3
Rikljx

kxl (٨)

م آیند: کار به که صفر غیر همسوتارهای همچنین و

Γi
jk,l =

1

3
(Rijlk +Riklj) (٩)

Γρ
µ0,ν = Rρ

µν0 =⇒ Γ0
i0,j = −R0ij0,Γ

i
0j,l = Rijl0,Γ

i
00,l = Ri0l0 (١٠)

Γ0
jk,l = −1

3
(R0jlk +R0klj) (١١)

معادله از استفاده با م توانیم حالا هستند. مربوط او کیهان مادی محتوای به تصحیحات این اما
تانسور مستقل ضریب بیست کنیم وصل موجود مادی محتوی به را ریمان تانسور ضرایب اینشتین

م گیریم: نظر در ضرایب این را ریمان

R1212 R1313 R2323 R1213

R2123 R3132 R0101 R0202

R0303 R0102 R0203 R0103

R1012 R1013 R2023 R2021

R3032 R3031 R0123 R0321

(١٢)

م آید: در صورت این به اینشتین تانسور ضریب بیست این از استفاده با

ری دی های مختصات م تواند نیست، فرم نرمال مختصات تنها مختصات دستگاه برای ناظر این های ١انتخاب
کند. مدرج نور برگشت و رفت با را فضا مثلا کند، انتخاب هم را
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Gµν =


R2323 +R1212 +R1313 R3031 +R2021 R3032 +R1012 R2023 +R1013

same R1313 +R1212 −R0101 R3132 −R0102 R2123 −R0103

same same R2323 +R1212 −R0202 R1213 −R0203

same same same R2323 −R0303 +R1313

 (١٣)

است: زیر ل ش به مبدا در که 8πGTµν با است برابر تانسور این اینشتین معادله طبق ر دی طرف از

Tµν =


ρ(t) 0 0 0
0 p(t) 0 0
0 0 p(t) 0
0 0 0 p(t)

 (١۴)

تعداد این وضوح به باشد. ساکن کیهان سیال به نسبت ناظر که است صورت در تنها این البته
R0123 مثل ضرایبی (حت نیست کاف ضریب بیست این کردن پیدا برای معادله) (ده معادلات
غیر موجود ماده روی از ریمان تانسور کل تعیین کل حالت در واقع در غایب اند) اینجا در ل بال
مورد در اما بود تخت فضا‐زمان همیشه خلا حل وگرنه داریم نیاز اولیه شرایط به ما و است ن مم
وجود هستند مخالف هم با j و i که R0i0j ضرایب اگر دارد. وجود مهم چرخش تقارن ما، جهان
در ذرات حرکت ژئودزی معادله در هم و تکانه انرژی تانسور پیوستگ معادله در هم آنگاه باشد داشته

حالت تنها طرف از نیست شعاع راستای در داشت خواهند وجود برش نیروهای فضا‐زمان، این
که: است این باشد داشته دوران تقارن R0i0j تانسور که

R0i0j ∝ δij (١۵)

اعمال با باشند. R0102 = R0203 = R0103 = 0 باید دوران تقارن حفظ و داشتن برای این بر بنا
برای طور همین و R1213 = R2123 = R3132 = 0 داشت خواهیم بالا معادلات روی شرط این
باشیم: داشته باید این بر بنا نکند ایجاد تفاوت تابع مقدار در فضایی اندیس باید دوران تقارن حفظ

R0i0j = Zδij (١۶)

Rijkl = S(δikδjl − δjkδil) (١٧)

که: فهمید تقارن بر مبتن استدلال های همین روی از همچنین

R0ijk = 0 (١٨)

و متناظر هموستارهای و ماند خواهد باق مجهول ٢ ریمان تانسور مجهول بیست از کلا نتیجه در
مانده: باق صفر غیر

Γi
jk,l =

S

3
(2δilδjk − δjlδik − δklδij) (١٩)
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Γ0
i0,j = Zδij,Γ

i
00,l = Zδil (٢٠)

داشت: خواهیم اینشتین صفر مرتبه معادله در جاگذاری با

Z =
4πG

3
(ρ+ 3p);S =

8πG

3
ρ (٢١)

است توجه جالب ایم. کرده پیدا آزاد سقوط حال در ناظر این برای را متری تصحیحات ما این بر بنا
چیز یا هابل ثابت به نیازی هیچ و هستند موثر تصحیحات این در موضع فشار و ال چ فقط که
بخش موضوع این هستند؟ کجا فریدمان معادلات اما نیست. تصحیحات این یافتن برای ری دی

است. بعدی

حرکت معادله کردن پیدا ٢

ونه چ ماده که سوال این یعن کنیم، پیدا کیهان این برای را حرکت معادله که هستیم مند علاقه حالا
برای م شود، دور ما از که باشیم داشته هابل شاره ی اگر کند؟ م حرکت فضا‐زمان این روی
استفاده تکانه انرژی تانسور پیوستگ معادلات از که است این راه ی p و ρ و H بین رابطه یافتن
صفر برابر و کنیم محاسبه را ∇µT

µ
ν یعن انرژی‐تکانه تانسور همورد مشتق باید کار این برای کنیم،

لاجرم: باشد شناس کیهان مثل ایده آل سیال ی قبل بخش ناظر اطراف کیهان اگر دهیم. قرار

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν (٢٢)

: هابل شاره همسانگردی روی از

ui = H(t)xi (٢٣)

که بود خواهد سه مرتبه از رابطه این بعدی تصحیحات متری دو مرتبه تصحیحات به توجه با که
داریم: دو مرتبه تا متری روی از همچنین است نظر صرف قابل

−1 = g00(u
0)2 + 2g0iu

0ui + giju
iuj (٢۴)

داشت: خواهیم دو مرتبه تا goiuiu0 جمله بودن ٣ مرتبه به توجه با

(u0)2 =
−1

g00
(1 +H2xixi) = 1 +H2xixi +R0ij0x

ixj (٢۵)

نتیجه: در

u0 = 1 +
1

2
(H2δij +R0ij0)x

ixj (٢۶)

۴



و

u0 = −1− 1

2
(H2δij −R0ij0)x

ixj (٢٧)

: طرف از

ui = giju
j + gi0u

0 = Hxi +
2

3
R0jkix

jxk (٢٨)

حساب: این با

T00 = (ρ+ p)(1 + (H2δij −R0ij0)x
ixj)− p+ pR0ij0x

ixj (٢٩)

نتیجه: در

T00 = ρ+ ρ(H2δij −R0ij0)x
ixj + pH2r2 (٣٠)

داشت: خواهیم T0i مورد در و

T0i = −ρ(Hxi +
2

3
R0jkix

jxk)− pHxi (٣١)

نهایت: در و

Tij = (ρ+ p)H2xixj + p(δij +
1

3
Rikljx

kxl) (٣٢)

داریم: همچنین

T 0
0 = −ρ− (ρ+ p)H2x2 (٣٣)

T i
0 = −(ρ+ p)Hxi (٣۴)

T 0
i = (ρ+ p)Hxi (٣۵)

T i
j = (ρ+ p)(H2xixj) + δijp (٣۶)

بنویسیم: را پیوستگ معادلات باید حالا

∇νT
ν
µ = ∂νT

ν
µ + Γν

νλT
λ
µ − Γλ

νµT
ν
λ (٣٧)

۵



=⇒ ∇νT
ν
0 = ∂0(T

0
0 ) + ∂j(T

j
0 ) + Γν

ν0T
0
0 + Γν

νiT
i
0 − Γλ

0νT
ν
λ (٣٨)

=⇒ ∇νT
ν
i = ∂0(T

0
i ) + ∂j(T

j
i ) + Γν

ν0T
0
i + Γν

νjT
j
i − Γλ

iνT
ν
λ (٣٩)

مختصات تعریف طبق و دارند موجود بالا به ی مرتبه از فقط هموستارها تمام که یرید ب نظر در
داشت: خواهیم µ = 0 دادن قرار با هستند. صفر مبدا در نرمال

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0 (۴٠)

قرار µ = i اگر اما داشتیم. را انتظارش که است شناس کیهان در شاره پیوستگ معادله همان این
داشت: خواهیم دهیم

xi ×
(
4H2(ρ+ p) +

d

dt
(H(ρ+ p)) + (ρ+ p)Z

)
+ ∂ip = 0 (۴١)

مرتبه معادله است» ن هم «فشار که کنیم ادعا اگر نیست. شناس کیهان در معادله ای هیچ شبیه این
که م گوید ما به ی

4H2(ρ+ p) +
d

dt
(H(ρ+ p)) + (ρ+ p)Z = 0

است برقرار وقت فقط معادله این واقع در ندارد شناس کیهان در ای معادله هیچ به شباهت هیچ که
این در فقط اما است برقرار هم p = −ρ در البته و ) فشار بدون جهان ی یعن باشد p = 0 که

کیهان شناس معادله هیچ از کل حالت در فشار دارای جهان ازای به داد نشان م توان و حالت) دو
ذاری جای بدون را انرژی‐تکانه تانسور مشتق بیاید کجاست؟ ل مش رسید. معادله این به نم توان

بنویسیم: سرعت ها

∇µT
µν = uνuµ∂µ(ρ+ p) + (ρ+ p)(uµ∇µu

ν + uν∇µu
µ) +∇νp (۴٢)

برای uν در بالا معادله ضرب و uµuµ = −1 =⇒ uµ∇νu
µ = 0 که حقیقت این از استفاده با

داشت: خواهیم سرعت بردار روی انرژی‐تکانه تانسور مشتق تصویر آوردن دست به

uν∇µT
µν = −uµ∇µρ− (ρ+ p)∇µu

µ = 0 (۴٣)

به ری دی معادله اصل مشتق از مولفه این کردن کم اما است. ۴٠ معادله همان اول مرتبه تا این
م دهد: دست

∇µT
µν + uνuλ∇µT

µλ = uνuµ∇µp+ (ρ+ p)uµ∇µu
ν + gµν∇µp = 0 (۴۴)

۶



دست به نهایتا و است سرعت چهار بر عمود فضای بر پیوستگ معادله تصویر واقع در معادله این
م دهد:

uµ∇µu
ν = −gµν + uµuν

ρ+ p
∇µp (۴۵)

این بر بنا du
ν

ds
= uµ∇µu

ν که کنیم یادآوری دهید اجازه کنیم تحلیل را معادله این که این از قبل
بر عمود فشار گرادیان تصویر با است متناسب سیال سرعت حرکت شتاب که م گوید بالا معادله
: اینجاست کار ال اش اما م شود. شتاب باعث فشار گرادیان نیست: عجیبی چیز این و ٢ سرعت

یا: du
µ

ds
= 0 باشیم: داشته لزوما باید و است آزاد سقوط حال در ناظر

uµ∇µu
ν = 0 (۴۶)

واقع در است. سازگار فریدمان معادلات با چیز همه فشار بدون جهان در که است خاطر همین به
اول: مرتبه تا محاسبه و سرعت ها ذاری جای با است، ۴١ معادله همان ۴۴ معادله

(ρ+ p)
duµ

ds
= (ρ+ p)(H2 + Ḣ + Z)xi = −∂ip− ṗHxi (۴٧)

از آنچه که جاست این نکته رسید. خواهیم ۴١ معادله به ۴٠ معادله از استفاده و تلاش کم با که
است: زیر معادله داریم انتظار شناس کیهان در فریدمان معادلات

(H2 + Ḣ + Z)xi = 0 =⇒ H2 + Ḣ +
4πG

3
(ρ+ 3p) = 0 (۴٨)

باشیم: داشته لزوما باید برسیم فریدمان معادلات به بخواهیم اگر ۴٧ معادله طبق این بر بنا

∂ip+ ṗHxi = 0 (۴٩)

موجه دلیل اما شیم. ب دست اول مرتبه تا کم دست فشار بودن ن هم ادعای از باید یعن این که
ایم. نکرده زمان‐ثابت صفحات انتخاب به راجع بحث هنوز ما دارد: وجود فشار ن هم انکار برای
ثابت آن روی ال چ و فشار که م شوند انتخاب گونه ای به ثابت زمان صفحات FRW متری در
صفحات لزوما که ایم کرده انتخاب را آزاد سقوط ناظر ی برای فرم نرمال مختصات ما اما باشد
(چه نیست سان ی FRW سرتاسری متری زمان‐ثابت صفحات با متری این روی زمان‐ثابت
برای موجود معادلات هنوز همه این با م داشت) تصحیح هیچ نباید g00 بود چنین اگر که این
داریم نیاز اطراف در ماده ل ش به نیاز ما نیست، کاف فریدمان مانده باق معادله آوردن دست به

است متفاوت عمود معنای نسبیت ٢در
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بندی صفحه و اطراف ماده ل ش دانستن روی از باید یعن آوریم. دست به را فریدمان معادله تا
نقض مثال م توان راحت به اولیه، شرایط ی عنوان (به یریم ب نتیجه را ۴٩ مستقیما مختصات

است). مهم اولیه شرایط عنوان به اطراف ماده ل ش این بر بنا نباشد برقرار معادله این که ساخت
م کند حرکت شاره با همراه مرکزی ناظر که طوری همان است: ن هم روی از استدلال ر دی راه
با همراه باید هم اطراف آزاد سقوط ناظر هر که م کند ایجاب ن هم است، ساکن آن به نسبت و
مرکزی ناظر برای ۴۶ معادله اگر عبارت به بماند، ساکن و باشد ساکن آن به نسبت کند، حرکت شاره
اطراف ناظران برای این بر بنا باشد برقرار هم ری دی ناظر هر برای باید ن هم خاطر به است برقرار
همچنان تکانه پایستگ البته م آید. دست به طریق این از فریدمان معادلات و باشد برقرار باید هم
این زمان ثابت صفحات انتخاب آزادی جهت به البته که فشار نبودن ن هم قیمت به اما است برقرار
داشته اول مرتبه جمله آن ان م (مشتق نباشد ن هم اول مرتبه تا فشار که نیست عجیب موضوع

باشد).
که بود خواهد زیر صورت به همسانگرد و ن هم شاره نهایی حرکت معادلات صورت هر

هستند: فریدمان معادلات

ui = Hxi

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0

Ḣ +H2 + 4πG
3
(ρ+ 3p) = 0

(۵٠)

یعن م شناختیم، متری یا فضا‐زمان معادلات عنوان به ما آنچه که اینجاست توجه جالب نکته
صرفا اینجا در عام نسبیت است، اطراف ماده یا شاره حرکت معادلات واقع در فریدمان، معادلات
از صرفا حرکت معادلات و م کند معین را ناظر ی اطراف متری و ماده توزیع این بین ارتباط
معادلات با حرکت معادلات این فرم هنوز البته م آید. دست به باشد ژئودزی باید مسیر که این روی
حال این با حت و کنیم جاگذاری را H = ȧ/a باید اولا نیست، سان ی م شناختیم که فریدمان
بخش در و است غایب هنوز FRW متری فرم هستند. غایب انحنا و فریدمان اول معادله هم باز

آوریم. دست به موضع ناظر برای کم دست را FRW متری م خواهیم بعدی

FRW متری همراه: ناظران پیوستن هم به ٣

اما داریم، دست در فریدمان معادلات با مطابق را موضع مختصات ی متری ل ش تغییر حالا
است این دارد وجود که مسئله ای بزنیم؟ پیوند هم به را موضع شان متری های با ناظران این ونه چ
انتخاب های با را آزاد سقوط ناظر ی اطراف فضا‐زمان صرفا ، فرم نرمال مختصات تعیین که
است، ناظر این اطراف انحنای است اصیل که چیزی تنها و م کند برچسب گذاری مختصات، طبیع
را سرتاسری مختصات ونه چ م گذارد: رو پیش جدید مسئله ی سرتاسری متری مسئله اما
به متری ل ش که این به توجه با باشد؟ مبنایی چه بر ما سراسری برچسب گذاری یا کنیم؟ تعیین
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کننده تعیین متری نهایی ل ش در سوال این به دادن پاسخ است، وابسته شدیدا ما برچسب گذاری
است.

چرا م دهیم انجام Threading یا کردن رشته رشته بر مروری ابتدا برویم پیشتر که این از قبل
(که مسیرها از خانواده ای کنید فرض م کنند. رشته رشته واقعا را فضایشان شناس کیهان ناظران که
مسیرها این کنند. نم قطع را ر همدی که دارند وجود هستند) زمانگونه اما نیستند ژئودزی لزوما
پارامتریزه t برچسب ی با مسیر هر کرد. برچسب گذاری yi مثل بعدی سه مختصات با م توان را
پارامتر کنید فرض دارد. مشابه و نزدی پارامتری کمابیش هم آن همسایه مسیر که طوری به م شود

صورت: به زمان ویژه تغییر آنگاه کند، تغییر مسیر روی ∆t اندازه به t

∆s2 = −M2∆t2 (۵١)

سه رویه ای ابر نتیجه اش کنید، متصل هم به را مسیرها تمام روی t نقطه کنید فرض بود. خواهد
با م توان را فضا‐زمان این بر بنا است. شده برچسب گذاری yi مختصات با که بود خواهد بعدی
به ADM متری کرد. استفاده ADM متری هندس شهودهای از و کرد ورقه ورقه مسیرها این

م شود: نوشته زیر صورت

ds2 = −N2dt2 + hij(N
idt+ dyi)(N jdt+ dyj) (۵٢)

سان ی t با نقاط تمام اتصال از آمده دست به رویه متری hij و M2 = N2 − N iNi این بر بنا
yi +∆yi همسایه مسیر روی نقطه ترین نزدی یرید، ب نظر در yi مسیر روی را t0 نقطه حالا است.
ترین نزدی در همسایه مسیر روی t پارامتر مقدار و دارد ∆s2 (چه کجاست؟ و است فاصله ای چه در
t0 + ∆t برابر کناری مسیر روی پارامتر کنید فرض سوال این به دادن پاسخ برای چیست؟) نقطه

نتیجه: در باشد

∆s2 = −N2∆t2 + hij(N
i∆t+∆yi)(N j∆t+∆yj) (۵٣)

داشت: خواهیم ∆t به نسبت ∆s2 مقدار کردن کمینه با

∆t = Ni∆yi/M2 = Mi∆yi (۵۴)

با: برابر ∆s2 مقدار و

∆s2min = (hij +M2MiMj)∆yi∆yj = pij∆yj∆yi (۵۵)

yi+∆yi و yi مسیر بین گونه) (فضا فاصله ترین نزدی که است فضایی متری از خاص نوع pij که
همزمان لزوما اما ٣ است عمود هم کنار مسیر دو هر به فاصله ترین نزدی این م دهد. دست به را
کناری مسیر در ( yi +∆yi و yi مسیر بر عمود واصل خط برخورد (نقطه نقطه این زمان و نیست
مسیر با دلخواه ∆t دارای کناری مسیر روی نقطه ای اگر این بر بنا است، جلوتر Mi∆yi اندازه به

نسبیت معنای به ٣عمود
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هم بر عمود فضاگونه و زمان‐گونه قسمت دو به نقطه دو این بین فضا‐زمان فاصله باشد کنون
م شود: تفکی

∆s2 = −M2(∆t−Mi∆yi)2 + pij∆yi∆yj (۵۶)

∆s2 = −M2∆t2 + 2M2Mi∆yi∆t+ (pij −M2MiMj)∆yi∆yj (۵٧)

عبارتها هندس معنای اما است سازگار ADM متری تجزیه با کاملا آوردیم دست به که روابط
م دهد نشان که است برداری Mi م دهد، نشان را مسیر روی زمان گذر وزن M2 است، متفاوت
کوتاه ترین که است تانسوری kij و دارد اصل مسیر از عقب تری یا جلوتر زمان قدر چه کناری مسیر

م دهد. دست به را مشخص t زمان ی در مسیر دو بین فضاگونه فاصله
صورت این در باشند، ژئودزی واقع در فضا برچسب گذاری برای ما رشته های کنید فرض حالا

باید: صورت این در که داد نشان م توان و است همراه مختصات ی yi مختصات

∂iM = −∂t(MMi) (۵٨)

ادامه اول مسیر کرد، را کار ین م توان مسیر دو از بازگردیم، شناس کیهان مسئله به م توانیم اکنون
با است. فضا‐زمان بندی نخ ایده از مستقیم استفاده دوم مسیر و فضا‐زمان موضع متری دادن
صورت به فرم مختصات با همراه ناظر ی برای اینجا تا متری تصحیحات اول، مسیر دادن ادامه

است: بوده زیر

g00 = −1− Zx2, gij = δij +
S

3
(xixj − δijx

2) (۵٩)

آوردیم: دست به که

Z =
4πG

3
(ρ+ 3p);S =

8πG

3
ρ (۶٠)

با همراه اطراف ناظران اگر که پرسید م توان اما نیست، همراه متری ی وضوح به متری این
نظر قطع هم اطراف مواد که کردیم استدلال قبل بخش در م آید؟ پیش چه کنند حرکت اطراف ماده
کند حرکت ماده با همراه که اطراف ناظر هر این بر بنا کنند حرکت ژئودزی روی باید فشار وجود از
به حرکت معادله مواد همراه ژئودزی های و مواد برای این بنابر کند. م حرکت ژئودزی ی روی هم

داشت: خواهیم زیر صورت

dxi

dt
= H(t)xi =⇒ dxi

xi
= Hdt =⇒ xi(t) = xi(t0) exp

∫ t

t0

H(t′)dt′ (۶١)

مقیاس ضریب معرف با هستند، شدن مقیاس حال در دائم اطراف مواد که م کند پیشنهاد بالا رابطه
داشت: خواهیم زیر صورت به

a(t)

a(t0)
= exp

∫ t

t0

H(t′)dt′ =⇒ H(t) =
ȧ

a
(۶٢)
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آوریم: دست به باید دهیم قرار ۵٠ ماده، حرکت معادلات درون را H این اگر حالا

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3π) = −Z (۶٣)

داشت: خواهیم گیری انتگرال و پیوستگ معادله کم به همچنین

S =
8πG

3
ρ =

(
ȧ

a

)2

+
k

a2
(۶۴)

واضح کاملا اینجا در و هستند فریدمان معادلات معروف فرم این ها است. گیری انتگرال ثابت k که
است. ماده حرکت معادلات ه بل فضا‐زمان متری تحول معادلات نه فریدمان معادلات که است
که چرا باشد همراه باید مختصات این کنیم معرف زیر صورت به جدیدی مختصات از اگر اکنون

است: شده حذف آن از ژئودزی ها مسیر تغییر

X i =
xi

a(t)
(۶۵)

شود: م نوشته زیر صورت به متری متری حرکت، معادلات جاگذاری و مختصات تغییر این با
(۶۶)

ds2 = −(1−(äa+ȧ2)X2)dt2+2aȧX idtdX i+a2[δij+
Sa2

3
(X iXj−δijX

2)]dX idXj

است، شده نوشته همراه دستگاه در متری این که کرد تحقیق م توان راحت به ۵٨ شرط روی از
باشد a حسب بر هم S کنید (فرض است شده نوشته a حسب بر تماما متری این که این وجود با
مستقیما متری ربط که داریم توجه اما ایم) نوشته S صورت به هنوز نویس کوتاه خاطر به صرفا که
صفر غیر Mi بردار متری فرم این اما کردیم. جاگذاری را حرکت معادلات فقط ما و است ماده به

دارد:

Mi = aȧX i (۶٧)

،یعن X i مسیر کنارِ ( (دیفرانسیل مسیر در که است معن این به بردار این وجود باشید داشته یاد به
dt = MidX

i = که دارد قرار t + dt زمان tدر از نقطه ترین نزدی فاصله ،X i + dX i مسیر
نتیجه در شود کشیده عقب 1

2
aȧX2 اندازه به کناری مسیرهای t پارامتر باید این بر بنا ،ȧaX idX i

t → t̃ = t− 1

2
aȧX2 (۶٨)

داریم: نتیجه در

dt → dt(1 +
1

2
(ȧ2 + aä)X2) + aȧX idX i (۶٩)
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a(t)2 → a(t)2 × (1 + ȧ2X2) (٧٠)

شود: م مبدل زیر فرم به متری این بر بنا

ds2 = −dt2 + a2[δij + (
Sa2

3
+ ȧ2)X iXj − (

Sa2

3
− ȧ2)X2δij)]dX

idXj (٧١)

از کنید!) (امتحان است، سازگار فریدمان معادلات با همچنان ، متری این عجیب ظاهر عل رغم
ان م و زمان تابع dt (ضریب است FRW متری مطابق اکنون ثابت زمان صفحات گذشته این
غایب متری این در انحنا تنها دارد، وجود هم متری فضایی قسمت پشت a2 ضریب البته و نیست)

کرد: تبدیل نیز ری دی فرم های به را بالا متری زیر کل مختصات تبدیل با م توان است.

X i → X i(1 +
1

2
A(t)X2/a2) (٧٢)

این کنیم نظر صرف بالاتر و سه مرتبه تصحیحات از اگر است، زمان با دلخواه تابع ی A(t) که
م کند: عوض را فضایی قسمت فقط و دهد نم dt جمله به سهم هیچ تبدیل

dX i → dX i(1 +
1

2
A(t)X2/a2) + A(t)X iXjdXj/a2 (٧٣)

(٧۴)
ds2 = −dt2+a2[δij+(

Sa2

3
+ȧ2+2A(t))X iXj−(

Sa2

3
−ȧ2−A(t))X2δij)]dX

idXj

اندازه به xixj ضریب به و کنیم کم A اندازه به را x2 ضریب اگر است، پیمانه آزادی شبیه چیزی این
A(t) = Sa2

3
− ȧ2 انتخاب با این بر بنا نم شود، ایجاد ریمان تانسور در تفاوت کنیم اضافه 2A

داشت: خواهیم

ds2 = −dt2 + a2[δij + (Sa2 − ȧ2)X iXj]dX idXj (٧۵)

داشت: خواهیم است فریدمان اول معادله همان که ۶۴ معادله به توجه با

ds2 = −dt2 + a2[δij + kX iXj]dX idXj (٧۶)

فضا انحنای که م کنیم ملاحظه است. صفر غیر جمله اولین تا FRW متری بسط دقیقا این که
معادلات عنوان به هم فریدمان معادلات است، شده ایجاد مختصات دستگاه انتخاب خاطر به صرفا
از غیر متری این ندارند. را فضا‐زمان دینامی معادلات ماهیت و اند شده ظاهر ماده حرکت

است: زیر صورت به که دارد ر دی کیلینگ بردار سه چرخش بردارهای

ξi(j) = δij(1−
1

2
kX2); ξ0 = 0 (٧٧)
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است: FRW سراسری متری کیلینگ بردارهای اول بسط دقیقا که

ξi(j) = δij
√
1− kX2 (٧٨)

برای ن هم فضا‐گونه صفحات م توان و دارد را کامل فضایی تقارن متری این م دهد نشان که
است. مشخص آن فرم که نوشت آن

است فضا‐زمان کردن رشته رشته از مستقیم استفاده ، متری آوردن دست به برای ر دی روش
بازتعریف با توان م که صورت این به است، FRW مرتی فُرم استدلال نحوه مشابه بسیار که
است Mi = 0 که گرفت نتیجه همسانگردی و ن هم روی از و آورد دست به را M = 1 زمان
فهمید م توان همسانگردی و ن هم روی از چنین هم است، pij(t) = a(t)2p̃ij یا ṗij ∝ pij و
p̃ متری (یا دارد بستگ k پارامتر ی به تنها ثابت t فضاگونه صفحات این فضایی انحنای که
انحنا این رابطه عام نسبیت معادلات در جاگذاری با نهایت در و است) بیشینه متقارن متری ی
دست به سرتاسری صورت به را متری گرچه روش این آورد. دست به را ماده و a معادلات با
ماهیت اول روش در اما م کند. پنهان را فریدمان معادلات گونه معادله‐حرکت ماهیت اما م دهد
انتخاب ی مقیاس ضریب وجود که این است، ار آش فریدمان معادلات بودن حرکت معادلات
دستگاه انتخاب این با ارتباط چه فضایی انحنای که این و است هوشمندانه مختصات دستگاه

هستند. ار آش و واضح هم ... و دارد مختصات
به وابسته کاملا فضایی انحنای دهیم نشان صریح طور به که این برای نکته آخرین عنوان به
A(t) = −1

2
(Sa2/3+ ȧ) صورت به را A ضریب ٧٢ تبدیل در است، مختصات دستگاه انتخاب

م آید: در زیر صورت به متری این بر بنا م کنیم انتخاب

ds2 = −dt2 + a(t)2(δij −
1

2
(Sa2 − ȧ2)X2) = −dt2 + a(t)2δij(1−

1

2
kX2) (٧٩)

تبدیل با این بر بنا

t → t̃ = t− kX2

4ȧ
(٨٠)

انحنای مختصات ماهیت از نشان کاملا که شود م تخت کامل طور به متری فضایی قسمت
دارد. فضایی
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