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 آموزش حسابان

 برد:

برد تابع عبارت است از مجموعه ي مقاديري كه تحت تاثير قانون تابع برروي عناصر دامنه به وجود 

 مي آيد.

 نكته:

ابطه ي داده شده قرار داده حاصل عبارت را ض( را در xبراي محاسبه ي مقادير تابع عدد انتخابي)

 مشخص مي شود. بعاقدار تممحاسبه كرده و 

 ,f={(1,2)الف( اگر تابع به صورت زوج مرتب باشد مقدار تابع مولفه هاي دوم زوجهاي مرتب است.

(0,-1),(2,4),(5,3  ( }  

 مثال:

 به صورت fدر صورتي كه تابع 

F(1)=2 F(2)=4 F(0)=-1 F(5)=3 F(6)=ف نشدهيتعر 

نموده و حاصل   xابي را جانشين ابطه ي تابع به صورت يك عبارت جبري باشد عدد انتخضب( اگر 

 عبارت را محاسبه مي كنيم .

 مثال:

در صورتي كه  
2

1 2





X

X( =XF( .باشد مقادير زيرا را حساب كنيد
4

3
   -=  (2) 0 F = (1) F

  F )-(2 = تعريف نشده
2

1
(0)= F   

 نكته:

ابطه اي بيان شود براي محاسبه ي مقادير تابع ابتدا ضي تابع به صورت چند  ابطهضدر صورتي كه 

مشخص مي كنيم عدد داده شده مربوط به كدام يك از نواحي مشخص شده است سپس با استفاده 

 ابطه اي آن قسمت مقدار تابع را محاسبه مي كنيم.ضاز 
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   شده را بيابيد. ير خواستهبه صورت زير تعريف شده باشند مقاد f (x)مثال: در صورتي كه 

F(x) =














x

x

x

42

2

13

   

1

12

2







x

x

x

 

 F (-3) = 3(-3) + 1= -9 + 1 =-8 

 F (-3) = -1-2 = -3 

F (2) = 2-4(2) =2-8 =-6 

 

 نكته:

اگر تابع به صورت زوج مرتب داده شده باشد برد تابع مجموعه ي مولفه هاي دوم زوجهاي مرتب  

 است

 مثال: 

 كه به صورت زير تعريف شده است را مشخص كنيد. fبرد تابع 

F{ (-1,4), (0,1),(3,4),(2,5),(-2,4)} 

RF}3 5, 1, 4,{ = 

 نكته:

شده است روش ابطه ي آنها مشخص شده است روش مشخص ضمحاسبه ي برد توابع كه  براي

ولي با توجه به خواص و ويژگيهاي توابع برخي از آنها را به صورت زير معرفي مي مشخص نداريم 

 نماييم.

 توابع چند جمله اي كه به صورت  (1

F(X) = ax n   + a 1  m xnn  ...1  

 است. Rدرجه ي چند جمله اي فرد باشد برد آن  nالف( اگر 

n=2k + 1  R f =R 

 است. (min + واز) و يا (, max)-ب( اگر درجه ي چند جمله اي زوج باشد برد آن از
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n=2k
 
 







min,

max,
 

      

 نكته: 

c  + bباشد اين توابع را توابع درجه ي دوم ناميده و به صورت    n=2اگر در توابع چند جمله اي 

+ x 2 F(X)= ax .نمايش مي دهيم 

 نكته:

بوده و برد  minمثبت باشد تابع داراي  2xضريب aكه در توابع درجه دوم فوق ذكر در صورتي  

+ و(اين توابع از رابطه اي minخواهد بود و  + , min  )(آن از
a4

   -( . بدست مي آيد 

a>0  R f   










 ,

4
min,

a
   

 نكته:

 آن از رابطه ي maxبوده و   maxمنفي باشد تابع داراي  aدر توابع درجه ي دوم اگر  
a4


 

تا - محاسبه شده و برد تابع از 
a4

 .خواهد بود 

a<0  R
F
 = (-  , max) = (-  ,

a4


) 

 مثال:

 برد توابع زير را محاسبه كنيد.

 

1) f(x)= x  + 3x- 4     a>0   min 

min= 
a4


 = -(

a

acb

4

42 
) = -(

4

25
) = -

4

25
  

R f    = 







 ,

4

25
 

2) f (x) =-x 2  +x-4     a<0   max 
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  =b 2 - 4ac= 1-4 (-1) (-4) =1-16 = -15 

R f  = (- , 
4

)15(




 ) = 










4

15
,   

3) f (x) = 62  xx     R= 







 ,

4

25
 

x 2  +x –6       a>0  min 

 

 نكته:

R f  {min,  +  } , min<0  R
f
 ={0, +  } 

R f  ={min, +  } , min>0  R
f
 ={ min  , +  } 

MAX>0        R
f
 = {0,  max  } 

MAX<0        R
f
 =   

F (x) = 52  xx       a<0   max 

 = b 2 - 4ac = 1+ 20 = 21 

  m a x = 
a4


   

4

21




 = 

4

21  

R f  = {-  
4

21
} R

f
 = {0,

4

21
} 

به وجود آمده  محاسبه نمود دامنه ي عبارت yرا بر حسب  xاگر درضابطه اي تابع بتوان  (2

 برد تابع است.

 مثال:

 برد تابع زير را بيابيد:

32

1

1 




X

XY
  

  

2XY – 3Y = X+1        2XY – X= 3Y+1 

X(2Y-1) = 3Y+1          X = 
12

13





Y

Y
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2Y - 1 = 0              2Y = 1   Y = 
2

1
 R

F
  2Y = 1

 Y =   

R = R1  - {
2

1
} 

 نكته : 

ي لاگر تابع به صورت ك
dcx

bax




Y=  باشد برد تابع همواره همه ي اعداد حقيقي به جزء نسبت

 مخرج مي باشد. xصورت و  xضرايب 

R f = 1 R – {
c

a
} 

بزرگترين جمله ي و به طور كلي در توابع گويا كه درجه ي صورت و مخرج برابر باشند ضريب 

 صورت به بزرگترين جمله ي مخرج به وجود مي آيد.

در توابع همواره صعودي و همواره نزولي در صورتي كه فاصله ي معيني تعريف شد ه باشند  (3

 برد به صورت زير است.

D f =       bfafRba f ,,   همواره صعودي    

D f =       afbfRba f ,,     همواره نزولي    

 مثال:

1) f (x) = x 3   5,2  

 fR       125,85,2 ff  صعودي همواره     

2) f (x) = -x  3,13   

         يهمواره نزول       1,27,  afbfR f 

در توابعي كه ضابطه ي آنها از دو جزء تشكيل شده و مجموع اين دو جزء مقدار ثابتي  - 4

باشد بيشترين مقدار آن زماني به وجود مي آيد كه هر كدام از آن قسمتها برابر نصف 

 مقدار ثابت باشد. 

F(x) = 5)5()5(  xxxx  
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Max = 









4

25
,0

4

25

2

5
*

2

5
fR  











2

5
,0fR  

 برد بعضي از توابع خاص: 

R  1,1sin x          

R  1,1cos x  

R    1,0 xx  

R    0,1xx  

R     }1,0{  xx  

R }1,0,1{sgn x  

 

را به خود همان عضو نسبت دهد را تابع  تابع صماني: هر تابعي كه هر عضو دامنه -1توابع خاص : 

 نشان مي دهيم.   I(X)=Xصماني و ضابطه ي آن را به صورت 

 نكته:

در توابع صماني دامنه و برد برابر است ولي هر تابعي كه دامنه و برد يكساني داشته باشد صماني  

 نيست.

 

 

 

F(1)=2 

D f  = {1, 2, 3, 4}      R f  = {1, 2, 3, 4} 

   

 نكته: 

 مي باشد نيمساز ربع اول و سوم در دستگاه مختصات است. Y=Xنمودار تابع صماني كه به صورت 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 
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( تابع ثابت: هر تابع كه برد آن فقط يك مقدار تنها باشد را تابع ثابت ناميده و به صورت 2

F(X)=C ابت پاره خط يا خطي است موازي محور نشان مي دهيم. نمودار تابع ثX ها در دامنه ي

 تعريفش .

يا علامت: تابع علامت به صورت زير تعريف مي شود و نمودار آن هم به شكل زير  s g n ( تابع 3

 است.

      x>0         1    

S g n (x) =



 1

0

1



    x=0    

      x<0     -1 

 

 

 بوده و برد آن مجموعه ي سه عضوي  R   S g n  دامنه ي تابع 

 

 ( تابع قدر مطلق:4

 

f (x) = 


 0

0





xx

xxx
  

 

5) 

 

     -3       -2       -1        1        2          3 

 

        -1   
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F(x) = 
    
 1

0



 xx
    x

zx

z




 

 ع:تساوي دو تاب

 را مساوي گوييم اگر در شرايط زير صدق كنند. gو  fدو تابع 

gf     الف( dD  

          

 ( براي هر عضو مشترك دامنه مقدار يكساني ايجاد نمايد.2

( )()( 000 XGxFDDx gf         

 تذكر:

دامنه هاي مساوي و بردهاي  تعريف تساوي دو تابع هيچگاه به اين معني نخواهد بود كه اگر دو تابع

 مساوي داشته باشند برابرند به عنوان نمونه:

 F(x) = sin x     g(x) = c o s x  

D RDgf       R  1,1 gf R  

F (0) = Sin 00  

G (0) = Co s 10  

 د.تساوي توابع زير را بررسي كني

F(x) =
3

2





x

x
     g(x) = 

3

2





x

x
  

D ),3( f       D ),3()2,( g  

    D gf D    

2) F(x) = 
3

2





x

x
     g(x) = 

3

2





x

x
 

       2-x 20  x  

D  3,2f       x- 3 > 0 3 x  

gf DD        D g     
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x

x
xF






1

1
)()3

x

x
xg






1

1
)( 

 1,1fD       1,1gD  

101  xx     gf DD   

01  x 1 x  

)(
1

1
)(

01

010 xG
X

X
XFDx

x

xf 







  

 مساويند.













1
)()4

2

2

x

x
xF      0)( xG  

       10 22  XX  

RDF        1
1

0
2

2





X

X  

       )(0
1

)(
2

2

x
x

x
xF 










  

1sin1)()5 2  xxF     1cos)( xg  

RD f        RDg   

)(1cos1cos1sin1)( 00

22 xgxxxxF   

   XXXF )()6      xxg 2cos)(   

RD f        RDg    

   









zx

zx
xx

1

0
     

1cos0

1cos1

2 



x

x
  

     







1

0
cos2 x  

F (0) = 0   ,     g (0) = -1 

F (0) )0(g  
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7) F(X) = 2

4 )1( XIOG     12)( 4  xiogxg  

}1{1  RD f      ),1( gD  

    gf DD   

8) F(x) = I o g (x 22 )4 )    g(x) = 2 I o g (x )42 ) 

 D Rf     ,   D Rg   

)()4()( 0

22

0

04

0

2

xfxiogxgDgX x    

9) F(X) = 3X      g (x) = 
1

22





x

xx  

 D Rf        D }1{ Rg  

    gf DD   

10) F(x) =
x

x
      g (x) = 1 

D }0{ Rf       D Rg 1  

              gf DD   

f(x+1)   تاثير اعمال جمع و تفريق ضرب و تقسيم بر متغير مستقل و وابسته در تابع: ا( اگر تابع 

 f(x) :تبديل شود 

فاصله ي   باشد و دامنه ي تابع  a>0الف( اگر dcDF ,    باشد به مقدارa  از دامنه ي تابع

ها جابه جا مي  xدر جهت منفي محور   aازه ي كاسته شده برد تابع تغيير نكرده نمودار تابع به اند

 .شود

)( axff RR    ,  adacD axF  ,)(  

منفي باشد و دامنه فاصل ي aب( اگر dc,  دامنه ي تابع به اندازه يa  اضافه مي شود برد تابع

 ها جابه جا  مي شود. xت مثبت ممحور در جه aتغير نكرده و نمودار تابع به اندازه ي قدر مطلق 

   A<0   D  dCF ,  

   D  )( aXF  

   
 

)(

,

axFF RR

adac
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 تغير كند. f(x)+aبه  f(x)( اگر 2

و برد تابع فاصله ي  a>0الف( اگر  dc, تغيير نكرده به برد تابع به اندازه ي  باشد دامنه ي تابع

a  اضافه شده و نمودار تابعa  واحد در جهت مثبت محورy .ها بالا مي رود 

a> 0  , R   aXFff DDdc  )(,,   adacR axf   ,)(  

{ دامنه ي تابع تغير نكرده از برد تابع به اندازه ي cوdمنفي باشد و برد تابع فاصله ي } aب( اگر 

ها yواحد در جهت منفي محور  aكاسته مي شود و نمودار تابع به الندازه ي قدر مطلق aر مطلق قد

 پايين مي رود.

A<0 , R    adacRDDdc axfaaxfff   ,,, )()(  

 

 

 

 

 

 

 تغيير كند. axFF(X))(( اگر 3

ر تابع فشرده تر تقسيم شده برد تابع تغيير نكرده و نمودا aباشد دامنه ي تابع بر  a>1الف( اگر 

 ها   xشده در راستاي محور 

a>1 D 









a

d

a

c
axf ,)(      R Faxf R)(  
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 باشد دامنه برد و نمودار تابع تغيير نمي كند  a=1ب( اگر 

ضرب مي شود برد تغيير نكرده و  aباشد در اين صورت دامنه ي تابع در معكوس a< 1>0 ج( اگر 

 ها گسترده مي شود. xستاي محور نمودار تابع در را

D 







 d

a
c

a
axf *

1
,*

1
)(  

خواهد شد و نمودار تابع پاره خطي به معادله  f(0)دامنه ي تابع تغيير نكرده برد تابع  a=0د( اگر 

 در دامنه ي تعريف تابع خواهد بود. y=f(0)ي 

R )0()( faxf   

ن قرينه شدن در باشد دامنه ي تعريف تابع ضم -a< 0 >1ه( اگر 
a

نيزضرب مي شود   1

 ها قرينه شودyبرد تابع تغيير نكرده و نمودار تابع نسبت به محور

D 







 c

a
d

a
axf

1
,

1
)(  

ها قرينه شده برد تابع تغيير نمي كند و نمودار  yباشد دامنه ي تابع نسبت به محور a= -1 و( اگر 

 ها قرينه مي شود. yبه محور تابع نيز بدون تغيير نسبت 

A=-1 
 

FaxF

axF

RR

cdD





)(

)( ,
 

تقسيم مي شود برد تابع  aباشد دامنه ي تعريف تابع ضمن قرينه شدن برقدر مطلق a<-1 ز( اگر 

 ها فشرده مي شود.  xتغيير نكرده ونمودار تابع ضمن قرينا شدن نسبت به محور 

R FaXF R)(  

a<-1 D










 


a

c

a

d
axf ,)(  

 تغيير كند. xaff(x))( ( اگر 4

برابر شده و نمودار تابع در راستاي قائم كشيده مي  aدامنه ي تابع نكرده برد تابع  a>1 الف( 

 شود.
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a>1 
 adacR

DD

xaf

fxaf

,)(

)(




 

 دامنه، برد و نمودار هيچ تغيير ي نمي كند.  a=1ب( اگر 

فشرده شده و نمودار تابع در  aه ي تابع تغيير نكرده برد تابع به نسبت باشد دامنa< 1 >0 ج( اگر

 راستاي قائم فشرده مي شود.

0<a<1 
 

}0{,0

,,

)()(

)()(





xaffxaf

xaffxaf

RDDa

adacRDD
 

دامنهي تابع تغيير نكرده برد تابع فقط عدد صفر خواهد بود و نمودار تابع پاره خط  a=0د( اگر 

y=0  در دامنه ي تعريف تابع بوده 

ها قرينه شده و به  xباشد دامنه ي تابع تغيير نكرده برد تابع نسبت به محور a<0>1- پ( اگر

 فشرده مي شود. aنسبت 

 
 

))((
2

1
)(

2

1
,2

4,1

,

01

)(
2

1

)(

)(

XFXF

R

R

cadaR

DDa

XF

F

xaf

Fxaf










 








 

 ها قرينه مي شود.xباشد دامنه تغيير نكرده  برد و نمودار فقط نسبت به محور  a= -1 و( اگر 

D Fxaf D)(       R  cdxaf  ,)(  

برابر مي شود و نمودار تابع ضمن aباشد، دامنه تغير نكرده برد تابع ضمن قرينه شدن  a< -1رز( اگ

 ها گسترده مي شود. xقرينه شدن نسبت به محور 

D  cabaRD xafFxaf  ,, )()(  

 نكته:

د برروي دامنه و برد و اگر چنانچه هر كدام از تغييرات با يكديگر برروي ظابطه ي تابع انجام شو

 نمودار تغييرات را به طور مقوايي انجام مي دهيم.
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 نكته: 

براي انجام تغيرات برروي تابع از درون به بيرون عمل مي كنيم يعني ابتدا ضرب در دامنه و سپس 

 جمع و تفريق بر دامنه و سپس ضرب در برد و آنگاه  جمع و تفريق برد.

Y= a f (b x + c) + d 

 مثال:

با دامنه ي   Fنمودار تابع معين  4,2FD  و برد 3,0  در شكل زير داده شده است اولا نمودار

F(2X) + 1 را رسم كنيد ثانيا دامنه و برد ان را تعيين كنيد؟   

 

 

 

Y = F (2X) + 1 

D  2,11)2( XF
      R=  4,1  

 نكته: 

تغييراتي كه بر روي متغيير مستقل يا آزاد انجام مي شود به طور معكوس در دامنه ي تابع تاثير مي 

گذارد و تغييراتي كه بر روي متغيير وابسته يا تابع ايجاد مي شود به طور مستقيم در ربد تابع اثر 

 ني گذارد.

 نكته:

همه ي تغييرات به طور   ل و وابسته اتفاق بافتداگر چندين تغيير در يك تابع برروي متغير مستق

 متوالي بر روي تابع با توجه به شرايط گفته شده انجام مي شود.

 نكته:

اولويتهاي انجام تغييرات بر تابع از درون به برون بوده و اولويت بافرب، نسبت به جمع و تفريق مي 

 باشد.

bcbxafYcbxxfycbxFybXFYXFY  )()()()()(  
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رد ابتدا با استفاده از دله ي خطي  كه بر دو نقطه ي مشخص مي گذياد آوري: براي نوشتن معا

يب فرمول شي
12

21

XX

YY
M




  شيب خط را محاسبه كرده سپس با استفاده از فرمول معادله ي

)(خط 00 XXMYY ه در آن كm  شيب وx0 وy0  طول و عرض يكي از دو نقطه ي دلخواه

 مي باشد معادله ي خط را مي نويسيم.

 مجانب قائم:

        

وجود داشته و اين خط در بي نهايت بر  x=x0براي نمودار يك تابع در صورتي كه خطي مانند 

به سمت  xمجانب قائم منحني است و يا به عبارت ديگر اگر  x=x0منحني مماس شود گوييم خط 

x0 تابع مثبت و منفي بي نهايت شود گوييم خط  ميل كند و حدx=x0 .مجانب قائم منحني است 









)(

0

XF

XX

 

 

 

 

 نكته: 

شرط وجود مجانب قائم آن است كه اولا ظابطه ي تابع كسري بوده و ثانيا مخرج كسر داراي ريشه 

 باشد.

3909

9

2
)()1

22

2








XXX

x

x
xf

 مجانب دارد.

12

1
)()2




SINX
XF        2,0  
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2 SIN – 1 = 0 
















6

5

6

62

1







X

X

SINSINX  

 نكته:

ئم يك منحني كافيست مخرج  را مساوي  صفر قرار ابا توجه به مطالب فوق براي تعيين مجانب ق 

داده ريشه هاي آن را مشخص نماييم در صورتي كه حد تابع در آن ريشه ها بي نهايت شود آنها را 

 قائم مي پذيريم.به عنوان مجانب 

43

1
)()3

2

2






XX

X
XF  










4

1
0432

X

X
XX  مجانب قائم   غ ق ق

1.............
5

2

4

1

)4)(1(

)1)(1(

43

1
2

2















x

x

x
Lim

xx

xx
Lim

XX

X
lIM  









0

15

43

1
2

2

xx

x
LIM      4x  

 نكته: 

صورتي كه ريشه ي ساده ي مخرج ريشه ي ساده ي صورت نيز باشد  در تعيين مجانبهاي قائم در

آن مقدار به عنوان مجانب قائم نمي تواند باشد و در صورتي كه ريشه ي مضاعف مخرج )توانهاي 

 زوج( ريشه ي ساده ي صورت )توانهاي فرد( آن مقدار مجانب قائم خواهد بود.

)()4 xf
44

4
2

2





xx

x
 























0

4

2

2

)2(

)2)(2(

44

4

2044

22

2

2

x

x
LIM

x

xx
LIM

xx

x
LIM

xxx

   

2

2

2







x

x

x

 

 نكته:
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براي آنكه ريشه هاي مخرج به عنوان مجانب قائم پذيرفته شوند بايد تابع در همسايگي آن تعريف 

 شده باشد.

 مثال:

 مجانبهاي زير را بيابيد.

202

202

202

202

2

4

2

3
)()5



















xx

xx

xx

xx

x

x

x

x
xf

    ),2(  fD  

101

0

101

0

1

11
)6












XX

X

XX

X

XX
Y

    ),1(  fD  

 نكته: 

 با توجه به مطالب بالا براي مشخص نمودن مجانب قائم منحني به صورت زير عمل مي كنيم:

الف( در صورتي كه تابع كسري بوده و ريشه ي مخرج وجود داشته باشد امكان وجود مجانب قائم 

 مي باشد.

 ب( ريشه هاي مخرج را مشخص مي كنيم.

ج( در صورتي كه ريشه ي مخرج ريشه ي صورت باشد)هر دو ريشه ساده( آن ريشه مجانب قائم 

نيست و در صورتي كه ريشه ي مضاعف مخرج بود و ريشه ي ساده ي صورت آن ريشه مجانب قائم 

 است.

 اشد اي مقدار مجانب قائم نيست.د( در صورتي كه تابع در همسايگي ريشه ي مخرج تعريف نشده ب

 تذكر:
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براي مجانب قائم بودن ريشه ي مخرج از يم طرف بتوانيم به آن نزديك شويم كفايت مي كند يعني 

 حد چپ يا حد راست تابع در آن نقطه بي نهايت شود آن مقدار مجانب قائم خواهد بود.

 تذكر:

 همواره در تعيين مجانب قائم ملاك تعريف مجانب است.

از هر  xدذر بي نهايت:  منظور از مفهوم حد در بي نهايت محاسبه ي حد توابع در صورتي كه  حد

برود به   xاز هر عدد كوچكي كوچكتر شود)  x( د يا   +برود به سمت  xعدد بزرگي بزرگتر )

 ( مي باشد.-سمت  

 ار مي دهيم :نكته: براي محاسبه ي حد توابع در بي نهايت سه مطلب زير را همواره مد نظر قر

حد  (1
x

1
 .صفر است در  





x

x
LIM 0

1

 x 10 100 1000… +   

   
x

1
 0/1 0/01 0/001… 0 

 

   x - 10 -100 -1000 … -  

   
x

1
 -0/1 -0/01 -0/001 …  0 

نكته: در محاسبه ي حد توابع در بي نهايت هرگاه حاصل يك حد تقسيم عدد بر بي هنايت باشد 

 مقدار حد صفر است.

0


LIM  

 

 طبق جدول زير محاسبه مي شود.    nam( حد يك جمله اي 2
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 حد يك جمله اي در بي نهايت با حد بزرگترين توان يك جمله اي هاي آن برابر است.(3






X

LIMaxaxaaxLIM n

n

nn )...(
1

11    X  




xxaxaax
nn )...lim( 0

1

11  

 x
ax

an

ax

a

ax

a
ax
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n )...1(lim
2

21  







x

x

axax nn lim1*lim

    
2

2

2

2

0

11

1

1





































xx

a

ax

a

xa

a

ax

a

 

 مثال:

 د زير را محاسبه كنيد.حدو

 22 lim)43lim()1 xxx  

x        x  

 )lim()1lim()2 2

2 xx  

x        x  

 )4lim(10074lim)3 5352 xxxx  

x        x  

 xxxx limlim3lim)4 22  

x    x    x  

 x1lim)5      تعريف نشده 1,fD  

x  
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 x1lim)6  

x  

 )_3lim()7 2 xxx  

x  

 اعمال برروي بي نهايت:

 جمع دو بي نهايت هم علامت خود آن بي نهايت است. (1





)(
 

 جمع دو بي نهايت مختلف العلامه و يا تفاضل انه مبهم است. (2

مبهم














)(

 

 

ان رساندن بي نهايتها حاصل بي نهايت بوده و حاصل ضرب به بي نهايتها و يا توان تو (3

 علامت بي نهايت  با توجه به ضرب علامتها و يا توان رساندن علامتها مشخص مي شود.

 ضرب عدد در بي نهايت به صورت زير است: (4













 aمبهم   

0

0

0







a

a

a

 حدي  

 تقسيم بي نهايتها بر يكديگر مبهم است: (5

مبهم



      




:  رفع ابهام حالت



























mn

mn
b

a

mn

bx

ax

bmxbbx

anxaax
m

n

mm

nn

,0

,

,

lim
...

...
lim

1

1

1

1  

x      x  
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 نكته: 

در رفع ابهام حالت مبهم 


  زماني كه درجه ي صورت از درجه ي مخرج بيشتر باشد حاصل حد

ه و علامت بي نهايت با توجه به علامتهاي ضرايب بزرگترين جملات صورت و مخرج  بي نهايت شد

 و اختلاف درجه ي صورت و مخرج مشخص مي شود.

 مثال:

 حدود زير را بيابيد.






x

x

x

xx

4

3
lim

14

53
lim)1

33

 

x      x   

4

3

4

3
lim

74

53
lim)2 





x

x

x

x  

x     x 

0
5

lim
75

1
lim)3

22






x

x

x

x  

x     x 

3

2

3

2
lim

3
lim

3

5
lim)4 






x

x

x

xx

x

xx
 

4

3

4

3
lim

4

2
lim

4

12
lim)5

2







x

x

x

xx

x

xx
 

x      x  

3
3

lim
2

lim
52

lim)6
2

2









x

x

x

xx

xx

xxx  

x      x  

1
2

2
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2
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14

12
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x
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x
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x
 



 www.konkoori.blog.ir  با کنکورسرشاخ  22 
 

x      x  

 

 

: براي رفع ابهام اين حد با استفاده از روشهاي :بي نهايت يا -  رفع ابهام بي نهايت يا 

جبري آنرا به صورت 


 .تبديل نموده و با روش رفع ابهام آن حد را محاسبه مي كنيم 

 نكته: 

مي باشد عبارتهاي اصم با فرجه ي زوج است براي  از جمله عبارتهايي كه حد آن به صورت 

تبديل اين حدود به بي نهايت، بي نهايت )


و تقسيم نموده حد  ( عبارت را در مزدوج خود ضرب

مورد نظر به 


 .تبديل شده و حاصل آن را محاسبه مي كنيم 

 )lim()2lim()1 2 xxxxx  

x      x  

xxx

xxx

xxx

xxx
xxx











2

2
lim

2

2
)2lim(

2

22

2

2
2  

x       x  

1
2

2
lim

2
lim) 

 xxx

x  

x       x  

 )2lim()2 2 xxx  

x      x  

 )lim()22lim()3 22 xxxxx  

x      x  

22

22
lim

22

22
)22lim(

2

2

22

22

22
22











xx

xx

xxx

xx
xxx  

x      x  
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0
2

4
lim

4
lim) 







xxx
 

x      x  

 )1212lim()4 22 xxxx  

x  

    )11lim()1212lim(
2222  xxxxxx  

x       x  

 2)11(lim)11lim(  xxxx  

x       x  

 

تبديل نموده و با ÷ : براي رفع ابهام اين حالت حد داده شده را به صورت  0رفع ابهام حالت 

عامل صفر شونده را در صورت كسر ÷ ادامه مي دهيم و براي تبديل اين حدود به ÷ روش رفع ابهام

 رفع تبديل مي شود سپس آن÷ و عكس عامل بي نهايت  شونده را در مخرج كسر قرار داده حد به 

 ابهام مي نماييم.

 مثال:

 حدود زيرا رفع ابهام كنيد.

 0)
2

lim()1 nxax
  

2


X  

xco

x

a

x

Limax

nx

nx










 2lim
1

2)
2

lim(


  

2


X    

2


X     

2


X  
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xx
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2

1

1
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x

x  

 برخي از رابطه هاي هم ارزي

3

6

1
lim)sinlim()1 xxx   

0x        0x  

3

3

1
lim)lim()2 xxanx   

0x        0x  

3

2

1
lim)sinlim()3 xxanx   

0x         
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2
lim)cos1lim()4

2x
x   

0x        0x  

2
lim)cos1lim()5

2mx
xm   

x       x  

xax limlim)6 2   

x       x  

a

b
xacbxax

2
limlim)7 2   

x       x  

2
lim))((lim)8

ba
xbxax


  

x       x  

2
limlim)9 2 a

xbaxx   

x       x  

np

a
xpaaxpx n

n

nnn   lim...lim)10 1  

x       x  

 

وجود داشته باشد كه بر    y=y0مجانب افق: هرگاه براي نمودار يك تابع دربي نهايت خطي مانند 

را مجانب افقي نمودار تابع مي ناميم و يا به  y=y0نمودار تابع مماس گردد در اين صورت خط 

را مجانب  y=y0شود در اين صورت خط  y0عبارت ديگر اگر حد تابع در بي نهايت عددي مانند 

 افقي  نمودار تابع مي ناميم.
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0yy

x
   0yy   مجانب افقي 

 نكته:

براي تعيين مجانب افقي توابع كافيست حد تابع را در بي نهايت محاسبه كنيم از جمله توابع كسري 

كه درجه ي صورت و مخرج آنها مستوي بوده و يا درجه ي صورت از مخرج كمتر باشد توابع اصمي 

 تبديل شده بعد از رفع ابهام حاصل حد عددي حقيقي باشد. كه به حالت مبهم 

 مثال:

 مجانب افقي توابع زير را در صورت وجود بيابيد.

2
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x
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x       x  

 y =2       مجانب افقي 

 

x

x

x

x

x

x
xF lim

1

4
lim

1

4
)()2

22










  

x       x  
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 1y      مجانب افقي
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x
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x
xF F lim
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)1,1(

1

3
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          مجانب افقي ندارد   

3

1
1)()4




x
xF     1Y  `مجانب افقي  
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  ثابت كنيد
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پيوسته  x0در نقطه ي  fدر دامنه ي آن مفروض است گوييم تابع  x0قطه ي و ن Fپيوستگي: تابع 

 اسن در صورتي كه هر سه شرط زير بر قرار باشد:

1) 0x  .مطلق به دامنه ي تعريف تابع يا مقدار تابع در آن نقطه معين باشد 

FDx 0)1 RXF           يا             1)( 0   

 حد داشته باشد: )موجود( x0تابع در نقطه ي  (2

0

)()2

XX

XLimF


 

 حد تابع و مقدار تابع در آن نقطه برابر باشد. (3
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0

0 )()()3

XX

XFXLimF




 

 نكته:

در تابع برقرار نباشد گوييم تابع در آن نقطه  x0اگر حداقل يك از شروط بالا براي نقطه ي 

 است. ناپيوسته و يا گسسته

 نكته:

اگر تابعي به ازاي همه ي اعداد حقيقي پيوسته بتشد نمودار آن يكپارچه و متصل به هم ديگر 

خواهد بود و در صورتي كه تابع در نقاطي گسستگي داشته باشد نمودار تابع در آن قسمت گسسته 

 خواند بود.

 نكته:

تقطه با مقدار تابع مساوي باشد اگر تابعي در نقطه اي حد نداشته ولي حد راست يا چپ آن در آن 

 تابع در آن نقطه داراي پيوستگي راست يا پيوستگي چپ خواهد بود.

 مثال: 

 پيوستگي توابع زير را در نقطه ي داده شده بررسي كنيد.
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 نكته:

 توابع جزء صحيح در نقاط صحيح ناپيوسته اند.
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 پيوسته نيست  

])[2()()5 xxXF      20 X  

0)2(2  FDRD FF  
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 پيوسته است  

گي:  با توجه به آنكه مي دانيم در صورت پيوسته بودن تابع در يك نقطه حل مسائل پارامتري پيوست

هر سه شرط پيوستگي بر قرار است لذا در حال مسائل پارامتري پيوستگي همواره حد چپ، حد 

راست و مقدار تابع را براي هر نقطه اي محاسبه كرده با يكديگر مساوي قرار داده و به تعداد 

ايجاد نموده معادلات را در يك دستگاه قرار داده با حل دستگاه پارامتر  پارامترهاي موجود معادله

 هاي مشخص مي شود.

 مثال:

 ( پيوسته باشد .1ابطه ي در نقطه ي )ضبا  fرا طوري بيابيد كه تابعي  bو aمقادير 
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 مثال: 

 پيوسته باشد. Rابطه ي  زير روي ضبا  fرا چنان بيابيد كه تابع bو aمقادير 
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 مثال: 

 { پيوسته باشد.2و5ابطه ي زير روي فاصله }ضرا چنان تعيين كنيد كه تابع با  bو aمقادير 
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 مثال:

 ابطه ي زير همواره پيوسته باشد.ضرا چنان تعيين كنيد كه تابع  با  bو aمقادير 
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 مثال: 

ر د x-a( =)x )f{ )x2-3ابطه ي }ضبا  fتابع 
2

3
0 x  پيوسته است مقدارaرابيابيد. 
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يا بازه اي  داده شده باشد براي حل مسائل  Rتگي تابع در سصورتي كه در مسائل پارامتري پيو در

نقاطي را انتخاب مي كنيم كه در دامنه ي تابع شگستگي ايجاد كرده و امكان محاسبه ي حد چپ 

 و راست آنها وجود داشته باشد.  
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