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 ریاضی سْم تجزتی    دُکذٍ ریاضی قشل حذّپیْستگی/سْمفصل 

  :خد تابع  تعرِف

 Iیؼٌی تتْاى داخل ،  ضذًشدیک  aتَ  Iتَ گًَْ ای تاضذ کَ تتْاى اس داخل   aتاضذ ّ ًقغَ ی  Iتاسٍ ی  f اگز داهٌَ ی تاتغ 

هوکي است  aتَ ًقغَ ی (  Iدر تاسٍ )  xآى گاٍ تا ًشدیک ضذى هتغیز  ،ًشدیک تاضٌذ aرا یافت کَ تَ  aًقاعی هتوایش اس 

 Lحذ دارد ّ حذ آى   aدر ًقغَ  fًشدیک ضًْذ کَ در ایي حالت هی گْیین تاتغ  Lتَ ػذد خاصی هاًٌذ  f(x)هقذارُای 

limx→aاست ّ هی ًْیسین  f(x) = L  . 

lim : هثال 
x→۱ ۲x + ۱ = ۳ 

 :خد راست و خد چپ ِک تابع 

 xاگز. در ًظز هی گیزین،   ۰x هگز احتوالا در خْد ،تؼزیف ضذٍ است   ۰xضاهل   Iرا کَ در تاسٍ ی تاس   fتاتغ  :خد راست 

   ۰xدر  fرا حذ راست تاتغ   ۱Lًشدیک ضًْذ ،  ۱Lتَ ػذدی هاًٌذ  fًشدیک ضْد ّ هقذارُای تاتغ  ۰xاس سوت راست تَ 
limx→x                                                                          :                          هی ًاهین ّ هی ًْیسین

۰
+ f x = L۱ 

اس  xاگز. در ًظز هی گیزین،   ۰xهگز احتوالا در خْد  ،تؼزیف ضذٍ است   ۰xضاهل   Iرا کَ در تاسٍ ی تاس   fتاتغ  : خدچپ

هی ًاهین    ۰xدر  fرا حذ چپ تاتغ   ۱Lًشدیک ضًْذ ،  ۲Lتَ ػذدی هاًٌذ  fًشدیک ضْد ّ هقذارُای تاتغ  ۰xسوت چپ تَ 

limx→x:                                                                                                   ّ هی ًْیسین 
۰
− f x = L۲ 

 

limx⟶x۰ :ىتّجٌ 
f(x) = L ⇔ limx→x

۰
+ f(x) =  limx→x

۰
− f(x) = L                                                         

حذ راست ّ حذچپ داضتَ تاضذ ، ّ ایي دّ حذ تاُن   ۰xدر ًقغَ ی  fتاضذ ّ تاتغ  fًقغَ ی هیاًی در داهٌَ   ۰xیؼٌی اگز 

تزػکس ، اگزتاتغ در یک ًقغَ حذ داضتَ تاضذ ، در آى ًقغَ حذ راست ّ حذ .دارای حذ است  ۰xتزاتز تاضٌذ ، تاتغ در 

 .چپ دارد ّ ایي دّ حذ تا ُن تزاتزًذ

f(x)= xآیا تاتغ ( هثال − →xّقتی  ۳ (                                              ۸٧اهتحاى ًِایی خزداد ۹سْال )دارای حذ است ؟ چزا ؟  ۳

 .ّجْد ًذارد،درًتیجَ تاتغ حذ ًذارد =۳xپس حذچپ ایي تاتغ در  است ، ] ۳∞+ , (خیز، سیزا داهٌَ ی ایي تاتغ: حل 



 

 

 

 

اگزایي دّ حذ  .حساب کٌین در ًقغَ ی دادٍ ضذٍ راتاتغ تزای هحاسثَ ی حذ اس رّی ًوْدار ، حتوا تایذ حذچپ ّ راست 

 .دارای حذ است  آى ًقغَتاُن تزاتز تاضٌذ آى گاٍ تاتغ در 

 =f(x)ًوْدار تاتغ : هثال 

 
 

 −
۱

۲
x x ≥ ۱

۴ − x
۲

x < ۱

  .تزرسی کٌیذ =x ۱را رسن کٌیذ ّ تَ کوک آى ّجْد حذ تاتغ را در  

 (۹۰اهتحاى ًِایی خزداد  ۹سْال ) (تزػِذٍ ی داًص آهْس). تاتغ حذ ًذارد: حل 

  .حاصل ػثارت سیز را تَ دست آّریذ fًوْدارتاتغ تاتْجَ تَ ( ۱توزیي 

 ۳lim
x→۲

+ f(x) − lim
x→۱

− f(x) + ۲f(۳)  

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    ( ۸۹اهتحاى ًِایی خزداد  ۹سْال ) 

  .، حاصل ػثارات سیز را تٌْیسیذ f(x)تا تْجَ تَ ًوْدار تاتغ (  ۲توزیي 

الف)      lim
x→۳

+ f(x)                                           

ب       )      lim
x→۱

+ f(x)   

ج       )      lim
x→۳

− f(x)   

f(۳) ) د              

 ( ۹۰اهتحاى ًِایی دی  ۱۰سْال ) 

 

 

 

 تعّّو خدتابع با استفادً از ىهُدار 



 

 

 كضاِای خد

 

است   k، تزاتز ُواى هقذار ثاتت  x۰در ُز ػذد دلخْاٍ (  ػذدی است حقیقی ّ ثاتت k) f(x)=kحذ تاتغ ثاتت :  ۱كضٌّ ی 

limx⟶x۰                                                                                               :یؼٌی 
f(x) = limx⟶x۰

f(x) = k 

 :  است یؼٌی  x۰تزاتز تا x۰در ُزًقغَ ی ( تاتغ ُواًی) f(x)=xحذتاتغ :  ۲كضٌّ ی 

limx⟶x۰
f(x) = limx⟶x۰

x = x۰  

limx⟶x۰دارای حذ تاضٌذ ّ  x۰داهٌَ ی یکساًی داضتَ تاضٌذ ّ در ًقغَ ی  f ّ gاگزدّ تاتغ :  ۳كضٌّ ی 
f(x) = l۱  

ّ     limx⟶x۰
g(x) = l۲ ٍآى گا : 

limx⟶x۰   ( الف
 f x + g x  = limx⟶x۰

f(x) + limx⟶x۰
f(x) = l۱ + l۲ 

limx⟶x۰   ( ب
 f x − g x  = limx⟶x۰

f(x) − limx⟶x۰
f(x) = l۱ − l۲ 

limx⟶x۰   ( ج
 f x . g x  = limx⟶x۰

f(x) . limx⟶x۰
f(x) = l۱. l۲ 

limx⟶x۰  ( ت
 

f(x)

g(x)
 =

lim x ⟶x
۰

f(x)

lim x ⟶x
۰

g(x)
=

l۱

l۲
       ,    l۲ ≠ ۰ 

 

 :قضیَ ُای الف ّ ج را هی تْاى تَ تؼذادی هتٌاُی اس تْاتغ تؼوین داد یؼٌی : ًکتَ 

 حذهجوْع چٌذتاتغ تزاتز است تا هجوْع حذُای آى ُا -۱

 حذ حاصل ضزب چٌذتاتغ تزاتز است تا حاصل ضزب حذُای آى ُا  -۲

 :از كضٌّ ٍای بالا ىتّجٌ ٍای زِر بٌ دست نی آِد 

limx⟶x۰     ػذد ثاتتی تاضذ           l  ّkتزاتز تا  x۰در ًقغَ ی  fاگزحذتاتغ  -۱
(kf x ) = k limx⟶x۰

f(x) = k. l 

limx⟶x۰       :                                  تزاتز است تا  x۰در ( ػذد صحیح ّ هثثت n) f(x)=xnحذ تاتغ  -۲
xn = x۰

n 



 

 

limx⟶x۰اگز -۳
f(x) = l    ٍآى گا:                                                                        limx⟶x۰

 f(x) n = ln 

limx⟶x۰اگز  -۴
f(x) = l    ٍآى گا:  limx⟶x۰

 f(x)n =  limx⟶x۰
f(x)n =  

   l  
n nفزدتاضذ

 l ≥ ۰n nسّج تاضذ

  

limx⟶x۰اگز -۵
f(x) = l    ٍآى گا                                      :limx⟶x۰

|f x | = | limx→x۰
f(x) | = | l | 

 

 :خد تابع ٍای سادً ی نثلثاتی 

∋ًقغَ یدر ُز  f(x)=sinxحذتاتغ ثاتت :  ۱كضٌّ ی   ℝ x۰ دارای حذ است ّ هقذار ایي حذ تزاتز است تا :

limx⟶x۰
sinx = sinx۰                                                                                                                                                                                        

 

∋در ُزًقغَ ی  f(x)=cosxحذتاتغ ثاتت :  ۲كضٌّ ی   ℝ x۰ دارای حذ است ّ هقذار ایي حذ تزاتز است تا :

limx⟶x۰
cosx = cosx۰                                                                                                                                                                                        

 

=f(x)یا )  f(x)=tanxتاتغ :  ۳كضٌّ ی 
sinx

cosx
𝜋تَ جش xتزای ُوَ ی هقادیز حقیقی (  

۲
 +x=k𝜋  کَ تزای آى ُا دارین

۰cosx=  دارای حذ است ّ هقذار ایي حذ تزاتز است تا ،:                                             limx→x۰
tanx = tanx۰       

 

=f(x)یا )  f(x)=cotxتاتغ :  ۴كضٌّ ی 
cosx

sinx
  =۰sinxکَ تزای آى ُا دارین  x=k𝜋تَ جش xتزای ُوَ ی هقادیز حقیقی (  

limx→x۰                                             :دارای حذ است ّ هقذار ایي حذ تزاتز است تا 
cotx = cotx۰       

 

 :کزد  در هْارد سیز حتوا تایذ حذ چپ ّ حذ راست تاتغ را جذاگاًَ هحاسثَ: ًکتَ 

 .را ػذدی صحیح کٌذ( ًواد جشءصحیح)تاتغ جشء صحیح کَ ًقغَ ی حذی ، ػثارت داخل تزاکت ( ۱

 .ریطَ ی سادٍ ی ػثارت داخل قذرهغلق تاضذتاتغ قذرهغلق کَ ًقغَ ی حذی ، ( ۲

 .(ریطَ ی صْرت ًثاضذ)تاتغ کسزی کَ ًقغَ ی حذی ، ریطَ ی هخزج کسز تاضذ(۳

 .ریطَ ی سادٍ ی سیز رادیکال تاضذتاتغ رادیکالی تافزجَ ی سّج کَ ًقغَ ی حذی ، (۴

 .تاتغ چٌذضاتغَ ای کَ ًقغَ ی حذی ، ًقغَ ی ضکست تاتغ تاضذ(۵



 

 

limx→x۰تَ عْر کلی ، : تذکز
 x   ّقتی∈ ℤ x۰ تاضذ ّجْد ًذارد. 

=(در صْرتی کَ( هثال
۲x+۳

x
۲ f(x-  ، تاضذlim

x→۱ f(x)  (۹۰اهتحاى ًِایی ضِزیْر ۱۰سْال ) .   را تَ دست آّریذ 

 =  ۳ :حل
۹

۳
 = 

۲ ۳ +۳

۳
 =lim

x→۳

۲x+۳

x
  = lim

x→۱ f(x)        ⇒    ⇒  x = ۳     ۱=۲  x- 

=f(x)اگز تاتغ (  ۳توزیي 

 
 
 

 
  ۲x

۲
− ۴a x ≥ ۲

x + b −۲ ≤ x ≤ ۲

x
۲

+ bx + ۳a x < −۲

دارای  -=۲xدر ًقغَ ی  fرا عْری تیاتیذ کَ تاتغ   a,bتاضذ   

limحذ تْدٍ ّ 
x→۲

+ f x =  (۸۸اهتحاى ًِایی ُواٌُگ کطْری خزداد ۶سْال )                                                      .تاضذ  ۲

 =f(x)را چٌاى تیاتیذ کَ تاتغ  aهقذار ( ۴توزیي 

 x + ۲ − a x ≥ ۲

x
۲

+ ۳ x < ۲
                                     .دارای حذ تاضذ  ۲در ًقغَ ی   

 (۸٧ًِایی دی اهتحاى  ۵سْال )

=f(x)را عْری تیاتیذ کَ تاتغ   aهقذار ( ۵توزیي 

 
 
 

 
  x − ۲x x ≥ ۲

ax
۲

+۲

x−۳
x < ۲

                                                    .حذ داضتَ تاضذ =x ۲در  

 (۸۶اهتحاى ًِایی ضِزیْر  ۵سْال )

=(اگز( ۶توزیي 
x−۲

x+۲
۲x+ )f  تاضذ هغلْتست هحاسثَ یlim

x→۲ f(x)                          ( ۸۶اهتحاى ًِایی دی هاٍ  ٧سْال) 

 =f(x) تاتغ( ٧توزیي 
 a − ۱ x + ۳ x > −۳

−۲x
۲

+ b x < −۳
 :را چٌاى تیاتیذ کَ  a ّ bهقادیز . هفزّض است   

    ۴  lim
x→−۱ f x = −      ,  ۱ - = lim

x→−۴ f(x) 

 (۸۵اهتحاى ًِایی خزداد  ۵سْال ( 

 



 

 

ٍ ، داضت x۰است ، هگز احتوالا در   x۰کَ ضاهل ًقغَ ی  Iاس تاسٍ ای هاًٌذ  xفزض کٌیذ تَ اسای ُز : كضٌّ ی فشردگی 

⇒   : تاضین  limx⟶x۰
f(x) = L      limx⟶x۰

h(x) = limx⟶x۰
g(x) = L     ّ h(x)≤ f(x) ≤ g(x)                                                                                                                                       

 y=g(x)  

                    y=f(x)  L        

 y=h(x) x۰   

 

∋xاگز تَ اسای ُز( هثال (−𝜋, 𝜋) داضتَ تاضین≤ f x ≤ ۴ − tan(
x

۲
) x۲cos -۳  حذ تاتغ ،f(x)  ّقتی𝜋

۲
 x→  َرا ت

 (۹۱اهتحاى ًِایی خزداد  ۹سْال ).                                                                                                  دست آّریذ

→limx   عثق قضیَ فطزدگی              :حل 
𝜋

۲
f(x) = ۳  ⇒   

lim x→
𝜋

۲
۴ − tan  

x

۲
 = ۴ − ۱ = ۳ 

limx→
𝜋

۲
cos

۲
x − ۳ = ۳ − ۰ = ۳ 

 
 
 

 
 

 

 

≥داضتَ تاضین xاگز تَ اسای ُز ( ۸توزیي  ۲f x ≤ ۴ + x
۲  x − ۲ 

۲
lim، حاصل    

 x→۰  f x + را تَ دست   ۳

 (۸۹ًِایی خزداد اهتحاى  ٧سْال )             .                                                                                                         آّریذ

xّقتی   f(x)تاضذ حذ تاتغ | ≥|cosx۱ f(x) -اگز( ۹توزیي  →  (۸٧اهتحاى ًِایی دی  ۸سْال )    .را تَ دست آّریذ ۰

 

𝜋)   در تاسٍ ی xاگز تَ اسای ُز( ۱۰توزیي 

۲
 ,

π

۲
≥داضتَ تاضین (  - f x ≤ ۲ + x

۲ x۲cos -۳   هغلْتست هحاسثَ ی

lim
x→۰ f(x)                                                                                                               .( ۸۵اهتحاى ًِایی ضِزیْر  ٧سْال) 

 

 



 

 

 

lim   ,  ُن ارسًذ اگز   f ّgدّ تاتغ : تؼزیف ُن ارسی 
x→۰ g(x) = ۰   ,   lim

x→۰ f(x) = ۰ ۱  =  lim
x→۰

f(x)

g(x)
 

 :جذّل ُن ارسی ُای هِن هثلثاتی 

lim
x→۰

tan x

x
= ۱ lim

x→۰

sin x

x
= ۱ 

lim
x→۰

tan mx

m
= ۱ lim

x→۰

sin mx

m
= ۱ 

lim
x→۰

tan mx

x
= m lim

x→۰

sin mx

x
= m 

lim
x→۰

tan mx

tan nx
=

m

n
 lim

x→۰

sin mx

sin nx
=

m

n
 

lim
u→۰

tan u

u
= ۱ lim

u→۰

sin u

u
= ۱ 

lim
u→۰

tanm u

um
= ۱ lim

u→۰

sinm u

um
= ۱ 

 

:هثلثاتی اس فزهْل ُای سیز کوک هی گیزین در هحاسثَ ی حذُای   

۱- cos x = ۲sin
۲ x

۲
    sin۲x + cos۲x = ۱ cos۲x = ۲ cos۲x-۱ ۱+ cos۲x =۲ cos۲x 

۱- cos۲ x = ۲sin
۲
x    sin۲x= ۱- cos۲x  cos۲x =۱ - ۲sin۲x ۱+ cosx =۲ cos۲x

۲
 

 

 (۹۱ج اهتحاى ًِایی خزداد _  ۱۰سْال ).                                                          صل حذ سیز را تَ دست آّریذحا: هثال 

=lim
x→۰

۲sin
۲

x

x
۲

= ۲ lim
x→۰  

sin x

x
 

۲
= ۲(۱)

۲
= ۲ lim

x→۰

۱− cos ۲ x

x
۲

                                                                                                    

limرا عْری تیاتیذ کَ  k  هقذار( ۱۱توزیي 
x→۰

۱−cos  kx  

x sinx
=  (۹۰اهتحاى ًِایی خزداد  ۱۰سْال ).       تاضذ ۸

 ٍم ارزی



 

 

 →limx    .سیز را تَ دست آّریذ حاصل حذ(  ۱۲توزیي
π

۴

x− 
π

۴

sin  ۴x−π 
 (۸۹ج اهتحاى ًِایی دی _۹سْال )            

lim     .حذ تاتغ سیز را هحاسثَ کٌیذ(  ۱۳توزیي
x→۰

tan x−sin x

x
۳

 (۸۹ج اهتحاى ًِایی خزداد _۱۰سْال )                  

lim                  .حذ سیز را تَ دست آّریذ ( ۱۴توزیي 
x→۰

x sin ۳x

۱−cos ۲x
 (۸۸اهتحاى ًِایی خزداد  ج_۱۰سْال )          

lim . حذ سیز را حساب کٌیذ( ۱۵توزیي 
x→۰

۲x tan ۳x

۱−cos ۲x
 (۸٧اهتحاى ًِایی خزداد  ۸سْال )          

 

 

 . تاتغ تَ صفز هیل هی کٌذ ّلی تزاتز تا صفز ًیستحالتی کَ : تؼزیف صفز حذی 

lim (:هثال 
x→۲ x − ۲ =  صفز حذی )             ۰

 .یؼٌی تاتغ در اعزاف ًقغَ ی هْرد ًظز صفز است. حالتی کَ تاتغ تزاتز خْد صفز است: تؼزیف صفز هغلق 

lim = ۰               )صفزهغلق ( :هثال 
x→۲

+ ۲ − [ ۲
+

] 

  

 

    :   خالت نبَم
۰
۰
   limx→x۰

f(x)

g(x)
تزاتز صفز حذی تاضذ                                 ۰x=xاگز حذ صْرت ّ هخزج کسز در . را در ًظز هی گیزین   

         یؼٌی
صفزحذی

صفزحذی
 = limx→x۰

f(x)

g(x)
تَ ایي ّضؼیت حالت هثِن    

۰

۰
=   :هثال  .هی گْیین      

۰

۰
      lim

x→۰

 x+۴−۲

x
 

حالت هثِن  =𝐱۰ xتؼذ اسجای گذاری تْاتؼی کَ حذ آى ُا 
۰

۰
 : دارًذ     

 تْاتغ کسزی ضاهل ػثارات هثلثاتی تْاتغ کسزی ضاهل ػثارات رادیکالی ػثارات چٌذجولَ ایتْاتغ کسزی ضاهل 

 صفرخدی و صفرنطلق

 نفَُم ابَام در خد



 

 

 

 :تُابع کسری شانل عبارات رادِکالی 

 :هی تْاى اس هْارد سیز در جای هٌاسة استفادٍ کزدتزای رفغ اتِام تْاتغ کسزی ضاهل ػثارات چٌذجولَ ای 

 اتحادُای جثزی-۳ فاکتْرگیزی-x-x۰                 ۲تخص پذیزی چٌذجولَ ای ُا تز  -۱

ّقتی کَ
۰

۰
   = limx→x۰

f(x)

g(x)
پس صْرت ّ . تاضذ هؼلْم است کَ ػاهل صفزکٌٌذٍ درصْرت ّ هخزج کسزّجْد دارد   

هخزج کسز را تا رّش ُای فاکتْرگیزی ، اتحادُای جثزی تجشیَ هی کٌین ّ ػاهل صفزکٌٌذٍ ی صْرت ّ هخزج را کَ 

(x-x۰  )تؼذ تا جایگذاری حذ تاتغ را در ًقغَ ی . هی تاضذ حذف هی کٌین ّx۰ ّرینتَ دست هی آ. 

 .تقسین ًوایین(  x-x۰)اگزتا رّش تجشیَ ًتْاًستین ػاهل هطتزک صفزکٌٌذٍ را حذف کٌین تایذ صْرت ّ هخزج را تز 

 اتحادُای جثزی هِن : ًکتَ 

 

 

 

     (۸۶ًِایی ضِزیْر الف اهتحاى -۹سْال ) . حذ سیز را حساب کٌیذ: هثال 

lim
x→۱

x
۳

+x−۲

x
۲
−۱

= lim
x→۱

 x−۱  x
۲

+x+۲ 

 x−۱  x+۱ 
= lim

x→۱

x
۲

+x+۲

x+۱
=

۴

۲
= ۲ 

limرا عْری تیاتیذ کَ  a( ۱۶توزیي 
x→۲a

x−۲a

x
۲
−۴a

۲
=

۱

۸
                                    (۸۶اهتحاى ًِایی خزداد۱۲سْال ) .  تاضذ 

limحاصل حذ ( ۱٧توزیي 
x→۲

x
۲
−۲x

x
۲
−۳x+۲

 (۸۹الف اهتحاى ًِایی خزداد-۹سْال ) .   را تَ دست آّریذ 

limحاصل حذ ( ۱۸توزیي 
x→۱

x
۲
−۵x+۴

x
۲
−x

 (۹۰الف اهتحاى ًِایی دی-۱۱سْال ) .   را تَ دست آّریذ 

a
۲
− b

۲
=  a − b  a + b  

a
۳
− b

۳
=  a − b  a

۲
+ ab + b

۲
  

a
۳

+ b
۳

=  a + b  a
۲
− ab + b

۲
  

 x + a  x + b = x
۲

+  a + b x + ab 

۰رفع ابَام خالت 
۰

 



 

 

 :تُابع کسری شانل عبارات رادِکالی 

اگز 
۰

۰
   = limx→x۰

f(x)

g(x)
تاضٌذ آى گاٍ تزای رفغ اتِام هحاسثَ ی ( گٌگ)، یکی یا ُز دّ ، اصن  f(x)  ّg(x)ّ تاتغ ُای   

 .  حذ تایذ صْرت یا هخزج یا ُزدّ را گْیا کٌین

 (۸۹الف اهتحاى ًِایی خزداد-۱۰سْال ) . حذتاتغ سیز را هحاسثَ کٌیذ: هثال 

lim
x→۱

x −  x

 x − ۱
= lim

x→۱

x −  x

 x − ۱
×

x +  x

x +  x
×

 x + ۱

 x + ۱
= lim

x→۱

x  x − ۱ ( x + ۱)

 x − ۱ (x +  x )
=

۲

۲
= ۱ 

lim      (        ۹۱خزداداهتحاى ًِایی  ۱۰سْال ). حاصل حذ ُای سیز را تَ دست آّریذ( ۱۹توزیي
x→۲

x
۲
−۲x

۳− x+٧
 الف)    

lim  (            ۹۰اهتحاى ًِایی خزداد ۱۱سْال )                                                                                        
x→۴

x
۲
−۱۶

 x+۱۲−x
  ب)    

lim  (            ۹۰ضِزیْر اهتحاى ًِایی۱۱سْال )                                                                                          
x→۵

۵−x

 ۲x−۱−۳
 ج)    

 .تَ عْر کاهل قثلا در تالا گفتَ ضذ : تُابع کسری شانل عبارات نثلثاتی 

 تعهّم خد     

 : خد بی ىَاِت( الف

اگز     
ػذدغیزصفز

۰
 = limx→x۰

f(x)

g(x)
هیل هی کٌذ چٌاى چَ حذ صْرت یک ػذد غیزصفز تاضذ ، تَ  x۰تَ  xیؼٌی ّقتی کَ   

=:          تٌاتزایي . تی ًِایت خْاُذ ضذ عْری کَ حذ هخزج صفزضْد ، هقذار حذ ، ∞ 
ػذدغیزصفز

۰
 = limx→x۰

f(x)

g(x)
   

 :ًکتَ 

   
ػذدهٌفی

۰
− = +∞  ,  

ػذدهٌفی

۰
+ = −∞  ,  

ػذدهثثت

۰
− = −∞  ,  

ػذدهثثت

۰
+ = +∞  ⇒ ±∞ = 

ػذدغیزصفز

۰
 = limx→x۰

f(x)

g(x)
 



 

 

در تْاتغ هثلثاتی کَ ػلاهت ػثارت هِن است تا تْجَ تَ ًاحیَ ای کَ اًتِای کواى در آى قزارهی گیزدػلاهت ًسثت 

  .هثلثاتی هْرد ًظز را تؼییي هی کٌین 

π)رتغ اّل دایزٍ هثلثاتی

۲
>x>۰ ) :ُوَ ی ًسثت ُای هثلثاتی هثثت ُستٌذ                                                                                   .

π>x>π)رتغ دّم دایزٍ هثلثاتی

۲
 ) : ۰sin x>   ُا هٌفی ُستٌذ ّ تقیَ ی ًسثت                                                              .               

)رتغ سْم دایزٍ هثلثاتی
۳π

۲
>x>π) :۰ tan x >   ,  ۰ cot x >   ّ۰ sin x <   ,۰  cos x <                                                            

<π۲>x)رتغ چِارم دایزٍ هثلثاتی
۳π

۲
)  :۰cos x >   تقیَ ی ًسثت ُای هثلثاتی هٌفی ُستٌذ ّ. 

 

 (۹۰اهتحاى ًِایی خزداد  ۱۱سْال ).                                                        حاصل حذ سیز را تَ دست آّریذ: هثال 

lim
x→۰

+

۱

۱−cos x
=

۱

۱−۱
− =

۱

۰
+ = +∞ 

.حاصل حذُای سیز را تَ دست آّریذ( ۲۰توزیي   

lim ) الف
x→۱

−

۳

(x−۱)
۲
(۹۱اهتحاى ًِایی خزداد  د-۱۰سْال )                                                                  

lim ) ب
x→۳

−

x
۲
−٧

|۳−x|
                                     (۸۹ دیاهتحاى ًِایی  ب-۹سْال )                                                    

lim ) ج
x→π−

۲

۱+cos x
(       ۹۰اهتحاى ًِایی خزداد  ج-۱۱سْال )                                                                        

lim ) د
x→۲

−

x+۳

|x−۲|
(       ۸۹د اهتحاى ًِایی خزداد -۶ سْال)                                                                              

ٍ ( lim
x→π+

cot x                                                      (۸۸ّ اهتحاى ًِایی خزداد -۱۰سْال       )                                

ّ ( lim
x→۳

+

x+۱

۹−x
۲
(       ۸۸د اهتحاى ًِایی خزداد -۱۰سْال)                                                                     



 

 

lim:خد در بی ىَاِت  (ب
x→±∞

f(x)

g(x)
 

→x )اس ُزهقذار تیص تز ضْد  xحذ در تی ًِایت یؼٌی یا  →x ). ّ یا اس ُز هقذار کن تز گزدد( ∞+ −∞) 

f(x)= x  ⇒ lim  

x→+∞

f(x) = lim  

x→+∞

x = +∞ 

f(x)= x  ⇒ lim  

x→−∞

f(x) = lim  

x→−∞

x = −∞ 

f(x)= xn  :آى گاٍ   =k۲nاگز   ⇒ lim  

x→+∞

xn = +∞      ّ        lim  

x→−∞

 xn = +∞ 

f(x)= xn :  آى گاٍ  =۱k+۲nاگز   ⇒ lim  

x→+∞

xn = +∞       ّ          lim  

x→−∞

 xn = −∞ 

 

f(x)=axnحذ ُز چٌذ جولَ ای تَ صْرت  : ∞±خد چيد جهلٌ ای ٍا در  + bx
n−۱

+ ⋯ + ۱  (nػذد صحیح هثثت) 

 :، هساّی حذ جولَ ای اس آى است کَ دارای تشرگ تزیي درجَ است یؼٌی   ∞±در 

lim
x→±∞

 axn + bx
n−۱

+ ⋯ + ۱ = lim
x→±∞

axn                                            

 

=f(x)خد تابع 
p(x)

q(x)
=

axn +bx
n −۱

+⋯+۱

a′ xm +b ′ x
m −۱

+⋯+۱
 ( :اعداد صدّح نثبت  n  و m) ∞±در   

lim

x→±∞

axn + bx
n−۱

+ ⋯ + ۱

a′ xm + b′ x
m−۱

+ ⋯ + ۱
= lim

x→±∞

axn

a′ xm
= lim

x→±∞

 
a

a′
xn−m =

 
 

صفز  n < m

a

a′
n = m

∞ n > m

  

 (۹۰پ اهتحاى ًِایی خزداد -۱۱سْال ) . حاصل حذ سیز را تَ دست آّریذ: هثال 

lim

x→±∞

 x − ۱  x − ۲  ۴ − x 

۲x
۳

+ ۱
= lim

x→±∞

−x
۳

۲x
۳

= −
۱

۲
 



 

 

lim(                                                   ۸۶ب اهتحاى ًِایی خزداد-۹سْال ).حذ سیز را هحاسثَ کٌیذ( ۲۱توزیي 
x→∞

 ۳x
۲
−۱  x+۱ 

x
۳
−۲

 

limرا عْری تیاتیذ کَ   a ,  b( ۲۲توزیي 
x→+∞

ax
۳

+x
۲

+۱

۶xb −x
= −

۲

۳
 (۸۸اهتحاى ًِایی خزداد  ۱۱سْال ). تاضذ 

→xخد تُابع رادِکالی وكتی  ±∞  : 

ّ .( رادیکالی تاضٌذ.)اصن تاضٌذ( یا ُزدّ ) کسزی است ، صْرت کسز یا هخزج  f(x)در تزخی حالت ُا کَ تاتغ 

x→ آى گاٍ هی تْاى تا فاکتْرگیزی اس جولَ ُایی اس صْرت ّ هخزج کَ دارای تشرگ تزیي درجَ ُستٌذ ، حذتاتغ   ∞±

کال تزاتز یا تشرگ تز اسآى اگز درجَ ی چٌذجولَ ای سیز رادیکال تا فزجَ ی رادی تَ ایي صْرت کَ.را تَ دست آّرد 

تاضذ ، آى گاٍ هتغیزتا درجَ تشرگ تز را تا رػایت قْاًیي تْاى ُا ّ رادیکال ُا اس سیز رادیکال خارج کزدٍ ّ حذ را تَ 

اها اگز درجَ ی چٌذجولَ ای سیز رادیکال اس فزجَ ی رادیکال کن تز تاضذ آى گاٍ  ّجْد رادیکال . دست هی آّرین 

 .ی حذ تاتغ ًخْاُذ داضت تاثیزی در هحاسثَ

 (۸۹د اهتحاى ًِایی دی  -۹سْال ) . حاصل حذ سیز را تَ دست آّریذ: هثال 

lim
x→+∞

۶x
۲
− x−۳

۵x
۲
− x

۴
+۱

= limx→+∞

۶x
۲

۵x
۲
−x

۲
 ۱+

۱

x
۴

= limx→+∞

۶x
۲

۴x
۲

=
۶

۴
= 

۳

۲
 

  .حاصل حذُای سیز را تَ دست آّریذ( ۲۳توزیي 

lim (            (۹۱خزداداهتحاى ًِایی  ب -۱۰سْال ) 

x→+∞

۲x+ x+۱

۵x+ ۴x
۲

+۱

 الف

lim(          (۹۰ضِزیْراهتحاى ًِایی  د -۱۱سْال ) 
x→−∞

۳x+ x
۲

+x+۱

٧+۵x
  ب

lim(         (۹۰دیاهتحاى ًِایی  ج -۱۱سْال ) 
x→+∞

x
۲

+ x
۴

+۳x+۱

۵x
۲

  ج

 



 

 

 

 :اس داهٌَ آى را پیْستَ گْیٌذ ، ُزگاٍ   ۰xتؼزیف ضذٍ است در ًقغَ ی  Iکَ در تاسٍ ی  fتاتغ :  تعرِف

 .حذ داضتَ تاضذ ۰x = xتاتغ در  -۱

limx→x۰:                                            تزاتز تاضذ یؼٌی  ۰xتا هقذار تاتغ در  ۰x = xحذتاتغ در   -۲
f(x) = f(x۰ ) 

تٌاتزایي ُزگاٍ تاتؼی کَ رّی یک تاسٍ تؼزیف ضذٍ است ّ در یک ًقغَ اس داهٌَ آى ، دست کن یکی اس دّضزط تالا را  

 .ًذاضتَ تاضذ در آى ًقغَ ًاپیْستَ است 

:                                                                                                    پیْستگی راست دارد یؼٌی اتغ تا هقذار تاتغ تزاتز تاضذ تاتغُزگاٍ حذ راست ت:  پُّستگی راست

lim
x→x

۰
+

f(x) = f(x۰)                                                                                                                                             

:                                                                                                    پیْستگی راست دارد یؼٌی اتغ تا هقذار تاتغ تزاتز تاضذ تاتغُزگاٍ حذ چپ ت:  پُّستگی چپ

lim
x→x

۰
−

f(x) = f (x۰)                                                                                                                          

 .در ًقاط صحیح پیْستَ ًیست ّ در ایي ًقاط فقظ پیْستگی راست دارد f(x)=[x]تاتغ :  ۱ی  ًکتَ

≠f(x)=[kx]   ،(kتاتغ :  ۲ًکتَ ی   .فقظ در ًقاعی کَ داخل جشء صحیح را ػذدی صحیح هی کٌذ ًاپیْستَ است (  ۰

 

 :پیْستگی هؼوْلا تَ دّ دستَ تقسین هی ضًْذ( ًِایی)سْالات اهتحاى :  تذکر

 تزرسی پیْستگی تاتغ در یک ًقغَ: دستَ ی اّل 

 پیْستگی یا ػذم پیْستگی پیذا کزدى هقذارُای هجِْل تزای: دّم دستَ ی 

 : پُّستگی در ِک بازً 

x۰پیْستَ است اگزدرتوام ًقاط ایي تاسٍ پیْستَ تاضذیؼٌی تزای ُز(  a,b)رّی تاسٍ ی  fتاتغ  ∈ (a, b )  داضتَ تاضین 

lim
x→x۰

f(x) = f(x۰)   

 پُّستگی



 

 

=f(x)تاتغ : هثال 

 
 
 

 
 [۲x − ۲] x > ۱

۳x − ۱ x = ۱

x
۲
−۱

x−۱
x < ۱

 (۸۸خزداد ۱۲سْال ).تزرسی کٌیذ =x ۱، پیْستگی تاتغ را در ًقغَ یهفزّض است  

lim                                                           ضزط پیْستگی               : حل

x→۱
+

f(x) = lim
x→۱

−
f(x) = f(۱) 

lim          حذراست   

x→۱
+

f(x) =  ۲ × ۱
+

− ۲ = ۰ 

۲۰ .پیْستَ ًیست =x ۱پس تاتغ در  ≠    ⇒ 

lim
x→۱

−
f(x) = lim

x→۱
−

 x−۱ (x+۱)

x−۱
=                                                                       حذچپ                         ۲

                            

=f(x)پیْستگی تاتغ ( ۲۴توزیي

 
 
 

 
 x

۲
−۱

x
۲
−۳x+۲

x ≠ ۱

−۳       x = ۱

 (۹۱اهتحاى ًِایی خزداد  ۱۱سْال ). تزرسی کٌیذ =x ۱را در   

 =f(x)را عْری تؼییي کٌیذ کَ تاتغ  aحذّد (۲۵توزیي 
۲a + x

۲
x ≥ ۲

x
۳
− x       x < ۲

x در    =                (۹۰ًِایی خزداد ) .ًثاضذپیْستَ  ۲

=f(x)تاتغ ( ۲۶توزیي 

 
 
 

 
 ax

۲
+ ۲b x > ۰

۱                 x = ۰

x + a           x < ۰

پیْستَ  x=۰را چٌاى تیاتیذکَ تاتغ در ًقغَ ی  a ّ b. هفزّض است   

   (۹۰اهتحاى ًِایی ضِزیْر  ۱۲سْال ) . تاضذ 

=f(x).پیْستَ تاضذ =x ۲را چٌاى تیاتیذکَ تاتغ سیز در a ّ bهقذار(۲٧توزیي 

 
 
 

 
 ax

۲
+ bx + ۱ x > ۲

۱                      x = ۲

x + a             x < ۲

 (۹۰ًِایی دیواٍ ) .  
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