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  مشتق 

را آٌُگ تغییزات  (x∆)تَ تغییزات هتغیز y∆))ًظثت تغییزات تاتع y=f(x)درتاتع:آهنگ تغییر تاةع 

 .هی گْیٌذ

=
y۲− y۱

x۲− x۱
 xًظثت تَ  yًگ تغییزآٍ

را ًوْ   x-x۰= ∆xتغییز هی کٌذ هقذار  xتَ   x۰ٌُگاهی کَ هتغیز اس  : تػریف آهنگ متوسط تغییر

هی ًاهٌذ ّ ًظثت  x۰را ًوْ تاتع در f(x)-f(x۰) =∆yهتغیز ّ هقذار      
f(x)−f(x۰)

x−x۰
را آٌُگ هتْطط   

 .دادٍ ػذٍ هی ًاهٌذتا ًوْ  x۰تغییزات تاتع در 

x۲اگزقزار دُین : ًکتَ  − x۱ = h دارین ،x۱ + h x۲ تا  x۱ّ هقذار آٌُگ هتْطط تغییز تاتع در   =

                                                                                                                                                                                                                                       :    عثارت اطت اس  h ًوْ

                                                                                                                                 
f(x۱+h)−f(x۱)

h
   

تغییزهیکٌذ ، تَ  ۲۵تَ  ۴اس  x، آٌُگ هتْطط تغییزتاتع را ّقتی  f(x)= xتاضاتطَ ی  درتاتع (۱هثال

 (۸۹اهتحاى ًِایی دی  ۱۲طْال )                  .                                                                           دطت آّریذ

y∆                                                                                          :حل 

∆x
=

f x۲ −f x۱ 

x۲−x۱
=

۵−۲

۲۵−۴
=

۳

۲۱
 

=f(x)آٌُگ تغییزات تاتع  (۲هثال
۱

۲
x

ًِایی ۱۲طْال ).تغییزکٌذ را تَ دطت آّریذ ۲/۲تَ  ۲اس  xّقتی  ۲

y∆                : حل  (۸٧خزداد

∆x
=

f ۲/۲ −f(۲)

۲/۲−۲
=

۲/۴۲−۲

۰/۲
=

۰/۴۲

۰/۲
= ۲/۱   ۴۲/۲= ۲/۲ 

۲
 

۱

۲
 = f  ۲/۲  ّ۲)=۲f( 
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 x۰ ی تاتع درًقطَ تزاتزاطت تا هؼتق x۰ ی خط هواص تزًوْدارتاتع درًقطَ ای تغییزتاتع ّ ػیةآٌُگ لحظَ : ًکتَ 

f(x)=xتا ضاتطَ ی  تاتع (۱توزیي 
۲
− ۳x + دادٍ ػذٍ اطت ، آٌُگ هتْطط تغییز ایي تاتع را ّقتی  ۳

x۱اس  = ۱  ّx۲ =  (۹۰اهتحاى ًِایی دی  ۱۵طْال )                                           .    تغییز هیکٌذ تعییي کٌیذ ۵

f(x)= xتاتع  (۲توزیي 
۲

+ ۵x − آٌُگ هتْطط تغییز ایي تاتع را ّقتی کَ هتغیز دادٍ ػذٍ اطت ،  ۶

 (۹۰ى ًِایی ػِزیْر اهتحا ۱۵طْال ).                                                   تغییز هیکٌذ تعییي کٌیذ =۴xتَ   =x ۱اس

limهقذار  fدر تاتع  :تػریف آهنگ لحظه ای تغییر یک تاةع 
h→۰

f(x۰+h)−f(x۰)

h
 ای  را آٌُگ لحظَ  

 .هی ًاهٌذ  x۰ًقطَ ی تغییزتاتع در

 .اطت x۰در ًقطَ ی f(x)ُواى تعزیف هؼتق تاتع  x۰در ًقطَ ی  f(x)آٌُگ لحظَ ای تاتع : تذکز

 ریف مشتقتع

تاػذ ،  x۰ًوْهتغیزدر ًقطَ ی  hاگز. اس داهٌَ ی ایي تاتع را درًظزهی گیزین  x۰ّ ًقطَ ی    y=f(x)تاتع

f(x۰، ًوْ  تزای تاتع + h) − f(x۰) حذًظثت ًوْ تاتع تَ ًوْ هتغیز را ، ٌُگاهی کَ .  را خْاُین داػت

lim: ًوْ هتغیزتَ صفزًشدیک هی ػْد ، یعٌی 
h→۰

f(x۰+h)−f(x۰) 

h
درصْرتی کَ ایي  حذّجْد )را   

    یعٌی . ًؼاى هی دٌُذ y´(x۰)یا  f´(x۰)هی ًاهٌذ ّ آى را تا  x۰در ًقطَ ی f، هؼتق تاتع  (داػتَ تاػذ

                                                                        lim
h→۰

f(x۰+h)−f(x۰) 

h
  y´(x۰) = f´(x۰) = 

x = x۰قزاردادى تا  + h   هؼتق تاتع ،f  در ًقطَ یx۰  را تَ صْرت سیز ًیشهیتْاى ًْػت: 

limx→x۰

f x −f(x۰)

x−x۰
= f´(x۰)                                                                                            
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=f(x)تا اطتفادٍ اس تعزیف هؼتق ، هؼتق تاتع   ( ۱هثال
x

x−۱
 ۱۵طْال ).تَ دطت آّریذ =x ۲را در ًقطَ ی 

 (۸۹اهتحاى ًِایی خزداد 

lim  :                 حل
x→۲

x

x−۱
−۲

x−۲
= lim

x→۲

(۲−x)

 x−۱ (x−۲)
= −۱=lim

x→۲

f x −f(۲)

x−۲
  =   )۲ f´( 

y= ۴تا اطتفادٍ اس تعزیف هؼتق ، هؼتق تاتع  (۲هثال  − x اهتحاى ًِایی  ۱۳طْال ).را تَ دطت آّریذ

 (۸۸خزداد

f´(x)=lim              :حل 
h→۰

f x+h −f(x)

h
= lim

h→۰

 ۴−(x+h)− ۴−x

h
×

 ۴−(x+h)+ ۴−x

 ۴−(x+h)+ ۴−x
=

  lim

h→۰

۴−x−h−۴+x

h( ۴−(x+h)+ ۴−x)
=

−۱

۲ ۴−x
 

 

f(x)=xتا اطتفادٍ استعزیف هؼتق ، هؼتق تاتع  (۳توزیي 
۳

+ ۲x َی  را درًقطx۰ = تَ دطت  ۱−

 (۹۱یی خزداداهتحاى ًِا ۱۳طْال  )                                                                                        .آّریذ

f(x)=xهؼتق تاتع  (۴توزیي 
۲

+ ۴x ۲را درًقطَ ی x= تا اطتفادٍ اس تعزیف هؼتق تَ دطت آّریذ.                                                                                                     

 (۹۰اهتحاى ًِایی ػِزیْر ۱۳طْال  )                                                                                                              

 .                                 هحاطثَ کٌیذ =x ۲را درًقطَ ی =x-۲ f(x) ۱تا اطتفادٍ اس تعزیف هؼتق ، هؼتق تاتع  (۵توزیي 

 (٧۸اهتحاى ًِایی دی هاٍ  ۸طْال  )                                                                                                                
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  شیب خط مماس ةریک منحنی

 :هؼتق پذیزتاػذ آى گاٍ دارین  x۰در ًقطَ  fاگزتاتع 

 x۰ 

 ⟹ f´  x۰ = m هقذارهؼتق درًقطَ ی تواص =ػیة خط هواص 

,x۰)ٍ ی خط گذرًذٍ اس ًقطَ ی هعادل: یادآّری  y۰)  تَ ػیة ّm  تزاتز تاy - y۰ = m(x − x۰) 

x۰را در ًقطَ ی  x ۲ f(x)=x-تاتع ًوْدارػیة خط هواص تز  (هثال  =                .تَ دطت آّریذ ۳

(۳)=:                                                                حل
۲
− ۳ = ۹ − ۳ = ۶ )۳ f( ⟹ -x  ۲ f(x)=x 

 : هؼتق تاتع را اس رّع تعزیف تَ دطت هی آّرین 

lim
∆x→۰

∆y

∆x
= lim

x→۳

f x − f(۳)

x − ۳
= lim

x→۳

x
۲
− x − ۶

x − ۳
= lim

x→۳

 x − ۳  x + ۲ 

x − ۳
= lim

x→۳
(x + ۲)

= ۳ + ۲ = ۵ 

 

y= xػیة خط هواص تزهٌحٌی تاتع  (۶توزیي 
۳
− ّ ّاقع تز هٌحٌی تَ  ۲تَ طْل  را در ًقطَ ای ۴

 (٧۹طْال اهتحاى ًِایی خزداد ).                                                                                        دطت آّریذ

=yػیة خط هواص تز هٌحٌی  (٧توزیي 
۱

 x−۱
     .  ّاقع تز آى تَ دطت آّریذ ۵را در ًقطَ ای تَ طْل  

 (۸۰اهتحاى ًِایی خزداد طْال)                                                                                                        
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 سرغت یک متحرک

 .اطت tًظثت تَ تغییز f(t)طزعت هتْطط ُواى آٌُگ تغییزهتْطط تاتع :  طزعت هتْطط

=                            :یي صْرت حزکت کٌذ در ا s=f(t)اگزهتحزکی تاطزعت 
f t −f(t۰)

t−t۰
 طزعت هتْطط

هیل هی کٌذ کَ آى را  t۰تَ  tطزعت لحظَ ای تزاتز اطت تا حذطزعت هتْطط ّقتی :  طزعت لحظَ ای

lim :ًوایغ هی دٌُذ ّ دارین  v(t۰ (تا
t→t۰

f t −f(t۰)

t−t۰
 طزعت لحظَ ای  = 

x(t)= ۳tهعادلَ ی حزکت یک هتحزک رّی خط هظتقین تَ صْرت  ( ۱هثال
۲
− ۴t + . اطت ۲

                                         .هحاطثَ کٌیذ =t= ّ۳ t ۱طزعت هتْطط ایي هتحزک را در فاصلَ ی سهاًی

 (۹۰اهتحاى ًِایی خزداد ۱۵طْال )                                                                                               

x∆:                                                                                            حل 

∆y
=

x t۲ −x t۱ 

t۲−t۱
=

۱٧−۱

۲
= ۸ 

اّلا طزعت هتْطط ایي هتحزک . هی تاػذ  t+۵-۲ x=t ۶هعادلَ ی حزکت هتحزکی تَ صْرت (۲هثال 

 .تَ دطت آّریذ =t ۲را در  xآٌُگ آًی تغییزات  ثاًیا. تَ دطت آّریذ =t ۵ تا =t ۳را در فاصلَ سهاًی

 (۸۶اهتحاى ًِایی ػِزیْر ۱۲طْال ) 

x∆                              :حل 

∆t
=

x t۲ −x t۱ 

t۲−t۱
=

x ۵ −x ۳ 

۵−۳
=

۶−۰

۲
=  الف)   طزعت هتْطط=   ۳

    ۱- = ۵+ -۴x´ ۲ =    →۵t-۲x´(t) =    ب )آٌُگ لحظَ ای 
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=f(t)تَ صْرت  هعادلَ ی حزکت هتحزکی (۸توزیي 
۱

۲
t

۲
− ۳t +  .هی تاػذ ۱

 .تَ دطت آّریذ =t ۴ تا =t ۰طزعت هتْطط ایي هتحزک را در فاصلَ ی سهاًی  (الف 

 (۹۱اهتحاى ًِایی خزداد ۱۴طْال ) .تیاتیذ  =t ٧را در  f(t)آٌُگ لحظَ ای تغییزات  (ب

x(t)= ۲tُا تَ صْرت x هعادلَ ی حزکت هتحزکی تز هحْر (۹توزیي 
۲
− ۵t + تْدٍ ، هطلْب  ۱

 : اطت هحاطثَ ی 

t۱طزعت هتْطط هتحزک در فْاصل سهاًی  (الف  = ۱  ّt۲ = ۳ 

                    (۸۲طْال  اهتحاى ًِایی خزداد)                                                  =۳tطزعت لحظَ ای در  (ب

هتز را طی  sثاًیَ  tاگزایي هْػک پض اس . هْػکی تَ طْرقائن رّتَ تالا پزتاب ػذٍ اطت  (۱۰توزیي 

۵tکٌذ ّ هعادلَ حزکت آى تَ صْرت
۲ t-۱۸۰S=  ثاًیَ پض اس پزتاب  ۵تاػذ ، طزعت هْػک را

              (٧۹طْال  اهتحاى ًِایی ػِزیْر).                                                                                 دحظاب کٌی

       مشتق دوم    

را  y´=f´(x)هؼتق اّل ، ّ هؼتق  (درصْرتی کَ ّجْد داػتَ تاػذ)را  y´=f´(x)یعٌی    y=f(x)هؼتق 

 .ًؼاى هی دٌُذ y´´=f´´(x)م تاتع هی ًاهٌذ ّ تا هؼتق دّ (درصْرت ّجْد)

  راطزعت هی ًاهٌذ s´=f´(t)اّل آى یعٌی  تاػذ هؼتق s=f(t)اگزهعادلَ ی حزکت یک هتحزک : ًکتَ 

ًؼاى هی  a(t)را ػتاب هتحزک هی گْیٌذ ّ تا  v(t)، یا هؼتق  f(t)هؼتق دّم .ًوایغ هی دٌُذ  v(t)ّ تا 

 v(t)=f´(t)   ّa(t)=v´(t)=f´´(t)دٌُذ ، یعٌی 
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 دستورها و قضیه های مشتق گیری

= f´ x، آى گاٍ دارین  f x =cیک عذد ثاتت ّ  cاگز  -۱ ۰ 

 y´   →   ۸=  y =۰                 :                 هثال 

= y=f xاگز  -۲ xn  ٍآى گا ،y´=f´ x = nx
n−۱   

y = x   : هثال 
۶

  → y´ = ۶x
۵

 

    af´ x   ´y´= af x  =  : آى گاٍ   f x  y=aعذدی ثاتت ّ  aی هؼتق پذیز ّ تاتع  f xاگز   -۳

۳۵x                           : هثال 
۶ =-     ٧x

۶
 ۵y´=-   →  ۵x

٧ y=- 

+ y=f xدّ تاتع هؼتق پذیز ّ   f x   ّg xاگز  – ۴ g x   ٍآى گا ، :y´=f´ x + g´ x  

x                                          :هثال 
۴
− ۱۰x ۱۵ y´=      →      ۳x

۵
− ۵x

۲ y= 

+ f x  y´=f´ x  g x :، آى گاٍ   y=f x g xدّ تاتع هؼتق پذیز ّ   f x   ّg xاگز   -۵ g´ x  

y= ۳x:          هثال  − ۲  x
۲

+ ۱ → y´ = ۳  x
۲

+ ۱ + ۲x  ۳x − ۲ = ۹x
۲
− ۴x + ۳ 

=g x   ّy ≠ ۰پذیزتاػٌذ ّدّ تاتع هؼتق   f x   ّg xاگز  - ۶
f x 

g x 
 :آى گاٍ دارین  

 y´=
f´ x  g x −g´ x f x 

 g x  
۲

 

  : هثال 
−۲

x
۳

 = y´=
۰ x

۲
 −۲x ۱ 

 x
۲
 

۲
→           ۰ ≠ x  ،  

۱

x
۲

  y=    
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 مشتق تاةع مرکب

. دارای هؼتق اطت xت تَ ًظة yدّ تاتع هؼتق پذیزتاػٌذ آى گاٍ   y=f u   ّu=g xاگز  – ٧

 :دارین . ًؼاى هی دُین  y´xرا تا   xًظثت تَ  yّ هؼتق  y´uرا تا  uًظثت تَ   yاگزهؼتق 

f´ u g´ x  = y´u . u´ x  = y´x 

x   : هثال
۴
− ۳x

۲
+ ۱ 

۲
 ۴x

۳
− ۶x   ۳ y= x

۴
− ۳x

۲
+ ۱ 

۳
     →    y´ =                                                           

                       

u   :  تاػذ ، خْاُین داػت  xتاتعی اس  y= un   ّuاگز : نتیجه 
n−۱ nu´ = y´x 

< f x     ,  :،  آى گاٍ   y=  f xتاتعی هؼتق پذیز ّ هثثت تاػذ ّ   f xاگز  – ۸ ۰    y´=
f´ x 

۲ f x 
 

:                                                       تزاتز اطت تا =x y   هؼتق: هثال 
۱

۲ x
 y´ =  

 مشتق تواةع مثلثاتی

 .اطت cos xهؼتق پذیز اطت ّ هؼتق آى  ℝاس  xتزای ُز هقذار  sin xتاتع  – ۱

 .اطت sin x-هؼتق پذیز اطت ّ هؼتق آى  ℝاس  xتزای ُز هقذار  cos xتاتع   -۲

≠x ,ر   تزای ُزهقذا tan xتاتع  – ۳ kπ +
π

۲
   ℤ k 𝜖 هؼتق پذیز اطت ّ هؼتق آى                      

۱

cos
۲

x
 =  x۲ +tan۱  اطت. 

≠x ,تزای ُزهقذار    cot xتاتع   -۴ kπ   ℤ k 𝜖                 هؼتق پذیز اطت ّ هؼتق آى              

−۱

sin
۲

x
 =  x)۲ +cot۱(-   اطت. 
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تگیزین ، ُوَ ی دطتْرُای هحاطثَ ی هؼتق را هی تْاى در جذّلی تَ صْرت  xتْاتعی اس  u ّ vاگز

 .ردسیزخلاصَ ک

 تاتع هؼتق الهث

۰y´=    →٧y = y´=۰ y=c 

 

→ y´ = ۴ ۹- x۴  y= 

 

y´=a y=ax+b 
 

y = x
۶

  → y´ = ۶x
۵

 

 

nx
n−۱ 
 

xn  
 

۳۵x
۶ =-     ٧x

۶
 ۵y´=-   →  ۵x

٧ y= 

 

au´ au 

x
۴
− ۱۰x ۱۵ y´=      →      ۳x

۵
− ۵x

۲ y= u´+v´ u+v 

y= ۳x − ۲  x
۲

+ ۱ → y´ = ۳  x
۲

+ ۱ + ۲x  ۳x − ۲  u´v+v´u u.v 

y´=
۰ x

۲
 −۲x ۱ 

 x
۲
 

۲
   →              ۰ ≠ x       ،  

۱

x
۲

  y= 
u´v − v´u

v
۲

 
u

v
 

→ y´=-
۳x

۲

x
۶

                                                                y=
۱

x
۳

 
- 

v´

v
۲
 ۱

v
 

 →
−۵

x
۶
      y=

۱

x
۳

 
−n

x
n +۱

=−nx
−n−۱

 
۱

xn =x−n  

y= x
۴
− ۳x

۲
+ ۱ 

۳
     →    y´ = ۳ x

۴
− ۳x

۲
+ ۱ 

۲
 ۴x

۳
− ۶x   

u´f´ u  f u  

y= x     → y´ =
x´

۲ x
 y´=

u´

۲ u
  u 

y=sin(۳x-۱)  → y´= ۳cos (۳x-۱) u´ cos u Sin u 
 

y=cos(x
۲

+ ۱) → y´= -۲x sin (x
۲

+ ۱) 
-u´ sin u Cos u 

y=tan(۱-x
۲
)  → y´= -۲x [۱+ tan۲(۱-x

۲
)  ] u´ (۱+tan۲ u) tan u 

 

y=cot (-۵x)  → y´= ۵[۱+cot۲ (-۵x)] -u´ (۱+cot ۲ u) Cot u 
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 (۹۰ًِایی خزداد  ۱۳طْال ) (طادٍ کزدى الشاهی ًیظت).هؼتق تْاتع سیز را تَ دطت آّریذ :  ۱۱توزیي 

  
x

۲
 − cotx۳  Sin (ب                           g(x)= x

۵
− ۳x  x + ۱ 

۴
 الف)

=yهؼتق تاتع :  ۱۲توزیي 
۱

۱+ x
                                .را تَ دطت آّریذ ّ داهٌَ ی هؼتق پذیزی آى را هؼخص کٌیذ 

 (۹۰ًِایی خزداد  ۱۳طْال )

 (۹۱ػِزیْرًِایی   ۱۲طْال ) (طادٍ کزدى الشاهی ًیظت).هؼتق تْاتع سیز را تَ دطت آّریذ :  ۱۳توزیي 

                                                           f(x)=  x + ۱  ۲x + ٧ 
۳

 الف) 

                                      tanx ۴- x۲۵sin۳g(x)=(ب 

                                                     h(x)=
۳x+۱

x
۲
−۵

 ج)

f(x)= xػیة خط هواص تز ًوْدار تاتع :  ۱۴توزیي  + تَ دطت  =۴xرا در ًقطَ ای تَ طْل  ۵

 (۹۱ػِزیْرًِایی   ۱۳طْال ) .آّریذ
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