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 تبدیل هبی تنش و کرنش:   7فصل 

 تبذیل تنش صفحه ای:  *

چشخص هحَسّإ هختصات است، دس اٗي هثحث تِ طَس ػوذُ تِ تٌص ّذف : تؼ٘٘ي چگًَگٖ تثذٗل هؤلفِ ّإ تٌص تش اثش 

  صفحِ إ هٖ پشداصٗن.
 

اگش هثلاِّ هحَس  حالت٘ست وِ دس آى دٍ ٍجِ جضء هىؼثٖ فاسؽ اص ّشگًَِ تٌص اًذ، (Plane Stress)، داً٘ن تٌص صفحِ إ هٖ

     اًتخاب ضَد آًگاَُد تش اٗي ٍجَُ ػو   

                  

 ٍ تٌْا هَلفِ ّإ تالٖ هاًذُ ػثاستٌذ اص            ٍ       ٍ                    

تحت فطاس جذاس ًاصن واستشد هْوٖ اص تحل٘ل تٌص صفحِ إ ّستٌذ.  هخضًْإ :نکتۀ 

ًسثت تهِ صهفحِ لا(ناحاصهل ههٖ       حال اگش الواى تٌص ّواًٌذ ضىل صٗش تاضذ همادٗش تٌطٖ وِ تش سطح هاٗلٖ)تا صاٍٗٔ  -

 ضَد تِ لشاس صٗش است: 

   

 

 

 

 

  

  اگش اص تؼادل ً٘شٍ ّا استفادُ وٌ٘ن داسٗن :

{
∑     

∑     
  صفحٔ     تِ طَس واهل ضذُ اثثات است                                                                                                    

 

∑                  
     

 
 
     

 
                                    

 
 

∑                  
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    تها هحهَس       وهِ هحهَس         ا تها صاٍٗهٔ   1-7دس هؼادلهٔ )  𝛉سا ههٖ تهَاى تها جهاٗگضٗي         ساتطٔ تٌص ػوهَدٕ  

 تطى٘ل هٖ دّذ تِ دست آٍسد 
 

    
     

 
 
     

 
                                     

 

تا جوغ وشدى ػضَ تِ  است. ٖهجوَع تٌص ّإ ػوَدٕ تش دٍ سطح لا(ن پَ٘ستِ تا ّن تشاتش است ٍ ػذد ثاتت :نکتۀ

 ا هٖ تَاى اٗي هَضَع سا هتَجِ ضذ.3-7ا ٍ )1-7ػضَ هؼادلِ ّإ )

              

لزا هجوَع تٌص ّإ ػوَدٕ ٍاسد ضذُ تِ جضء هىؼة ضىل هستمل اص           اص آًجا وِ دس تٌص صفحِ إ   -

 سوت گ٘شٕ آى جضء است.
 
 

 تنش برشی ماکسیمم: ( و تنش عمودی ماکسیمم )تنش های اصلی *

ا هؼادلِ ّإ پاساهتشٕ داٗشُ اًذ، ٗؼٌٖ اگش هجوَػِ إ اص هحَس ّإ هتؼاهذ اًتخاب وٌ٘ن ٍ تِ اصإ 2-7ا ٍ )1-7هؼادلِ ّإ )

تاضهذ ول٘هٔ         ٍ ػشض آى تشاتهش تها        سا طَسٕ سسن ًواٗ٘ن وِ طَل آى تشاتش تا   M، ًمطٔ   ّش همذاس هؼ٘ي پاساهتش 

سا اص هؼادلهِ ّهإ    𝛉تشإ ًطاى دادى اٗي خاص٘ت .ًماطٖ وِ تذٗي تشت٘ة تِ دست هٖ آٌٗذ تش سٍٕ ٗه داٗشُ ٍالغ هٖ ضًَذ

 ا حزف هٖ ًواٗ٘ن:2-7ا ٍ )7-1)

 توضیحبت:

  را بٍ سمت چپ بردٌ ي  بٍ تًان   می رساویم
     

 
   در معادلۀ        

    معادلۀ       را بٍ تًان   رساودٌ با معادلۀ       جمع می وماییم

(    
     

 
)
 

      
  (
     

 
)
 

    
  

 ٍ تِ ػشض صفش:     تِ طَل  Cٍ تِ هشوض  R هؼادلٔ داٗشُ إ تِ ضؼاعساتطٔ فَق 

          
       

                                       
     

 
                         

  √(
     

 
)
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وههِ اص تمههاطغ داٗههشُ تهها هحههَس افمهٖ تههِ دسههت هههٖ آٌٗههذ داسإ خاصهه٘ت هْوههٖ ّسههتٌذ.   A  ٍBدس ضهىل صٗههش ًمهها    *

اسههت ٍ ً٘ههض همههذاس تههٌص      هتٌهها ش تهها همههذاس هٌ٘هه٘ون تههٌص ػوههَدٕ  Bهتٌهها ش تهها همههذاس هههاوضٗون ٍ ًمطههٔ  Aًمطههٔ 

 تشضٖ دس ّش دٍ ًمطِ صفش است.

  

 

 

 شکل            

 

 

 توضیحبت:

𝛉 پارامتر 𝛉 را که متناظر با نقاط   و   است به ما نشان می دهد  
 
اگر در معادلۀ                   پس مقادیر     

    𝛉  
    

     
                         

 

 .(سطَحٖ وِ تٌص تشضٖ سٍٕ آًْا صفش است داسإ تٌص ػوَدٕ هاوضٗون اًذ)،ً٘ض خَاًذٗن 1 هماٍهتدس 

اوٌَى تِ اٗي تٌص ّا ، تٌص ّهإ اصهلٖ ههٖ گهَٗ٘ن ٍ صهفحٔ ضهاهل اٗهي تهٌص ّها سا صهفحات اصهلٖ. اٗهي سهطَ  اص               

 . تِ دست هٖ آٌٗذ تالا ساتطٔ

 

𝛉ا دٍ جَاب تشإ 7-7اص ساتطٔ ) *
 

      تا ّن دست هٖ آٗذ وِ تِ 

𝛉اختلاف داسًذ ٍ دس ًت٘جِ دٍ همذاس 
 

اختلاف خَاٌّذ     تا ٗىذٗگش  

داضت، اص ّش دٍ اٗي همذاسّا هٖ تَاى تشإ سوت گ٘شٕ جضء وَچه 

 هتٌا ش استفادُ ًوَد.
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 ( داریم :2-7اس شکل )

            

            

       و            پس داریم
     

 
 √(
     

 
)
 

                              

–)ي علامت      بزای را      علامت *  .قزار می دهیم     را بزای  (

 اگز یکی اس مقادیز  توجه :
 

مقیذار  ( بگذاریم تعیییه میی شیًد میذا  ییا اس اییه میناار ماىیا ز بیا          1-7را در معادلۀ ) 

 تىش عمًدی است.

 داسٗن: (2-7)تا هشاجؼٔ هجذد تِ داٗشٓ ضىل  *

 هاوضٗون است           دس ًما    ٍ  

  مقادیز 
 

 .وشان می دهذ ،است Eي  Dرا مه ماىا ز با وقاط   پاراماز  

    طًل ایه وقاط     
     

 
 داریم:          می باشذ ، پس با قزار دادن  

     

 
     

 
             

          
 
  
     

    
                    

   دٍ جههَاب تههشإ (9-7)اص ساتطههٔ   *
 

اخههتلاف داسًههذ ٍ دس ًت٘جههِ دٍ      تههِ دسههت هههٖ آٗههذ وههِ تهها ٗىههذٗگش   

 همهذاس  
 

اخههتلاف خَاٌّههذ داضهت. اص ّههش دٍ همههادٗش تههِ دسههت آههذُ هههٖ تههَاى تههشإ سههوت گ٘ههشٕ       تهها ٗىههذٗگش  

 جضء وَچه هتٌا ش استفادُ ًوَد.                      

 

 

 شکل         
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ددارو زايیٍ َای    ي     با یکدیگر    اختلاف  است   با مقایسۀ      ي      داریم        معکًس مىفی      

زايیٍ َای    ي    با یکدیگر     اختلاف دارود   صفحٍ َای تىش برشی ماکسیمم با صفحٍ َای اصلی زايیۀ     می سازود   

امجدد  تأیید می کىد    مًضًعی کٍ در بالا بیان شد مطالب مربًط بٍ مقايمت     را  

 تشضٖ هاوضٗون تشاتش ضؼاع داٗشُ است پس داسٗن :ا وِ دس آى همذاس تٌص 2-7تا تَجِ تِ ضىل )

       

         √(
     

 
)
 

    
                                  تنش برشی ماکسیمم در صفحه 

 
 

  :1 .7مثبل  

 :هطلَتست سٍتِ سٍدس حالت تٌص صفحِ إ ًطاى دادُ ضذُ دس ضىل 

 الفا صفحِ ّإ اصلٖ                            با تٌص ّإ اصلٖ                 

 جا تٌص تشضٖ هاوضٗون ٍ تٌص ػوَدٕ هتٌا ش تا آى

 : صفحِ ّإ اصلٖ االف  حل(

  جایگسیه در معادلۀ                                                                     

       
    

     
 
     

        
 
  

  
 

                                 ي                 

            ي             

 با تٌص ّإ اصلٖ :

       ي         از      داریم
     

 
 √(
     

 
)
 

      
     

 
 √(
     

 
)
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 اداهٔ حل لسوت )با

 ا داسٗن :1-7دس هؼادلٔ )         تا لشاس دادى 

    
     

 
 
     

 
               

     

 
 
     

 
                     

                             

 

 

 

 

 : هاوضٗونجا تٌص تشضٖ 

)√         رابطۀ     
     
 
)
 

      √  
             

اص آًجا وِ ٍجِ ّإ  :نکتۀAB  ٍBC صفحِ ّإ اصلٖ هٖ تاضٌذ، لزا صفحٔ لطشٕ  ،ضء ًطاى دادُ ضذُ دس تالااص ج

AC .تاٗذ ٗىٖ اص صفحِ ّإ تٌص تشضٖ هاوضٗون تاضذ 

 

 
 

 

 

 

می داویم          
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 دایرۀ مور برای تنش هبی صفحه ای: *

داٗشُ إ وِ دس لسوت لثل تشإ تِ دست آٍسدى فشهَل ّإ اساسٖ هشتَ  تِ تثذٗل تٌص صفحِ إ استفادُ ضذ، اٍل٘ي تاس 

 هؼشفٖ ضذ.             تَسط ٗه هٌْذس آلواًٖ تِ ًام اتَهَس 

اٗي سٍش هثتٌٖ تش هطالة سادٓ ٌّذسٖ است ٍ احت٘اج تِ استفادُ اص فشهَل ّإ پ٘چ٘ذُ ًذاسد. اساسأ اٗي سٍش، سٍش 

 تشس٘وٖ تشإ حل هسا(ل است.

 

 رسم دایرۀ مور: *

هَس هٖ تاٗست تا دس ًظش تگ٘شٗن تشإ سسن داٗشٓ جض(ٖ هشتؼٖ ضىل اص هادُ إ سا وِ تحت اثش تٌص صفحِ إ لشاس داسد  اگش

 ػول ًوَد. دس رٗل تَجِ تِ ًىات اضاسُ ضذُ
 

 سا هطخص هٖ وٌ٘ن.  X  ٍYتشإ سسن داٗشٓ هَس دٍ سطح  (1

 

 

 

 

٘ي تٌص تشضٖ اػوال ضذُ تش ٗه ٍجِ هؼه ٍلتٖ وِ  الف: (2

تواٗل تِ چشخاًذى جضء دس جْت پادسهاػتگشد سا داسد ًمطهٔ   

ٍالهغ      دس پاٗ٘ي هحهَس  ٌا ش تا آى ٍجِ تش سٍٕ داٗشٓ هَسهت

       است.

 
 

 

ٍلتههٖ وههِ تههٌص تشضههٖ سٍٕ ٗههه ٍجههِ تواٗههل تههِ  ب: (2

چشخاًذى جضء دس جْت سهاػتگشد داسد ًمطهٔ هتٌها ش تها آى     

 لشاس داسد   ٍجِ دس تالإ هحَس  
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 قرارداد

 تٌص تشضٖ  پادساػتگشد است ٍلٖ سٍٕ داٗشٓ هَس جْت هثثت ( ) تٌص تشضٖ سٍٕ جضء هشتغ ضىل جْت هثثت

 ساػتگشد هٖ تاضذ.  ( )

 

  فطهاسٕ هٌفهٖ دس طهشف چهو هحهَس       تهٌص ٍلهٖ   سسهن ههٖ ضهَد     دس طهشف ساسهت هحهَس     اهثثت)تٌص وططٖ  (3

 . سسن هٖ ضَد

(          )         ي         (          )   پس      

 هطخص هٖ ًواٗ٘ن.   ٍ     دس صفحِ إ تا دٍ هحَس هختصات سا  X  ٍYًما           : حال تا فشض

 

وهِ هحهل    Cتا ٗه خط ساسهت ًمطهٔ    X  ٍYتا اتصال ًما  

تهِ دسهت ههٖ آٍسٗهن ،      سا اسهت   تا هحَس  XYتماطغ خط 

حهال  )سسن ههٖ وٌه٘ن     XY ٍ لطش Cسپس داٗشُ إ تا هشوض 

      ٍ  ٍ ضهؼاع داٗهشُ تهِ تشت٘هة تشاتهش تها        Cطَل ًمطٔ 

       ٍ      تِ تشت٘ة  A ٍBخَاٌّذ تَد .ّوچٌ٘ي ًما  

  (سا ًطاى هٖ دٌّذ ٍ ... Qدس ًمطٔ 

 

 

 

{

                                                 
                                                          
                                                                        
                                                                            

 

 

 نکتۀ 

ت٘هاٍسد ، دس الوهاى تهٌص صهفحِ إ ً٘هض چشخطهٖ         Aسا سٍٕ   Xسٍٕ داٗشٓ هَس چشخطٖ پادساػتگشد لاصم است تها ًمطهِ   

سٍٕ داٗشٓ هَس اسهت ٍلهٖ سٍٕ       صاٍِٗ  اصلٖ ت٘اًذاصد تا اٗي تفاٍت وِسٍٕ صفحات سا  پادساػتگشد لاصم است تا الواى

 .٘ن تا سٍٕ صفحٔ اصلٖ لشاس گ٘شدًاتاٗذ تچشخ   الواى تٌص ًصف همذاس فَق ٗؼٌٖ 
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 نکتۀ 

 ريی المان تىش                  

 ريی دایرٌ مًر وشان دادٌ شدٌ                       

 

 

 

   : 2.7ه مسئلۀ نمون 

صهفحِ ّهإ    :صفحِ إ ًطاى دادُ ضذُ، هطلَتست دس حالت تٌص

 تا استفادُ اص سٍش داٗشٓ هَس؟ اصلٖ تٌص ٍ تٌص ّإ اصلٖ

 

 

 حل(

 

 

سا هطهههاتك لهههشاس            ٍ          ًمطهههٔ 

دس ًظههش هههٖ گ٘ههشٗن ٍ تهها خطههٖ         داد دس صههفحِ 

 ساست تِ ّن ٍصل هٖ ًواٗ٘ن.

 

لاتههل اًههذاصُ گ٘ههشٕ اسههت ٗهها تههِ هسههتم٘وا   ٍ       *

 ٗل تِ دست هٖ آٗذ؛سٍش ر

 

 

        
 

 
(     )  

 

 
                

 

               √            √    از مثلج هاشور خورده و قائدۀ فیثاغورث داریم
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 :مناه های املی  (حل الف
 

 هٌطثك گشدد. ABدس جْت ساػتگشد هٖ چشخاً٘ن تا تش     سا تِ اًذاصٓ  XYلطش 

 
 

       
  

  
 
  

  
                                        

 

 :تىش های املی

 اًذاصُ گ٘شٕ است ٗا تِ طشٗك رٗل تِ دست هٖ آٌٗذ.اص سٍٕ ضىل لاتل      ٍ        

                                                   
 

 

                                                      

 

 بییا چزیشییی المییان تییىش ویییش   مییی ريرد سییاعاگزد اسییت، پییس    ABرا بییز ريی  XYچییًن چزیشییی مییه  

 ريی مناه های املی می افاذ.   ساعاگزد ي به اوذاسۀ 
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  :1 .8   مثال 

اًتْههههإ  Aهطههههاتك ضههههىل تههههش ًمطههههٔ          ٍ           تههههِ همههههذاس      ٍ      دٍ ً٘ههههشٍٕ

ا ، ٍاسد 12 .8ضهههىل )جهههَش خهههَسدُ         تهههِ ضهههؼاع  BD، وهههِ تهههِ ػضهههَ اسهههتَاًِ إ   ABه٘لهههٔ 

تاضههذ تهها فههشض اٌٗىههِ ّوههٔ            تشاتههش تهها   BDتهها هحههَس ػضههَ    Aهههٖ ضههًَذ. اگههش فاصههلٔ ًمطههٔ    

تههٌص ّههإ تشضههٖ ٍ ػوههَدٕ دس     )الییف( هطلههَب اسههت  ،تٌطههْا ووتههش اص حههذ تٌاسههة هههادُ تههالٖ هههٖ هاًٌههذ      

      لهههشاس گشفتهههِ اًهههذ،   Bاص اًتْهههإ         ، وهههِ تهههِ فاصهههلٔ     BDهمطهههغ ػشضهههٖ ػضهههَ    Kًمطهههٔ 

 . Kتٌص تشضٖ هاوضٗون دس  )ج(،  Kهحَسّإ اصلٖ ٍ تٌص ّإ اصلٖ دس  ب()

 

 

 

 

 

 

 حل(

 

آموختیم برای قسمت )الف( ایه مثال،  مقادیر تنص های عمودی و برضی را در  1مقاومت با توجه به مطالبی که در الف ( 

 به دست می آوریم: K المان

                        تىش عمًدی

 

                 (   )      تىش َای برشی

 

پیچشی(   )
           

 

بااا جمااد کااردن مقااادیر بااه دساات آماا ا باارای هرکاا اه اس دو تاانص برضاای بااه دساات آماا ا، مقاا ار تاانص برضاای                 

 به دست می آی :   K   الماندر 

    (   ) 
پیچشی(   ) 
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  Kماًر های املی ي تىش های املی در المان  ة (

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           
 

 
(     )  

 

 
                 

 

  √        √                                       

 

 

 مناه های املی :
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هٖ اًذاصد پس سٍٕ الواى تٌص ً٘ض هٖ تاٗست دس جْت ساػتگشد ٍ   ABسا سٍٕ  XY،     چَى چشخص ساػتگشد تِ اًذاصٓ 

 ا oaچشخ٘ذ تا الواى سٍٕ صفحِ ّإ اصلٖ ت٘افتذ. ) سٍٕ هحَس    تِ اًذاصٓ 

 

 

 

 

 

 Kتىش بزشی مامشیمم در المان  ج (
 

                                              از ريی دایرٌ داریم

 

 تىش عمًدی متىاظر با تىش برشی ماکسیمم                                       
 

 با مراجعٍ بٍ دایرٌ مًر داریم                                                       

 

تا ٗه چشخص پاد ساػتگشد هٖ افتذ. پس تشإ الواى تٌص ً٘ض  EFسٍٕ  xyهحَس      تا ٗه چشخص پاد ساػتگشد تِ اًذاصٓ 

 وِ هتٌا ش تا تٌص تشضٖ هاوضٗون است هٖ افتذ.  ob، سٍٕ هحَس    تِ اًذاصٓ 

 

ً٘ض تاٗذ دس جْتٖ  odٍالغ است، تٌص ّإ تشضٖ ٍاسد تش ٍجَُ ػوَد تش    )سٍٕ داٗشُ هَسا تالإ هحَس Eچَى ًمطٔ  *

 تچشخاًٌذ.تاضٌذ وِ تخَاٌّذ جضء سا دس جْت ػمشتِ ّإ ساػت 
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 در مخازن تحت فشار جذار نازکتنش  *

 هخاصًٖ وِ ضخاهت دَٗاس ٗا گَضت دَٗاسُ ضاى اص  

  
 لطش هتَسط ٗا    

  
ى جذاس ضؼاع هتَسط آى ّا ووتش است سا، هخاص 

 تحل٘ل تٌص صفحِ إ تِ ضواس هٖ آٌٗذ. ًاصن هٖ ًاهٌذ. اٗي هخاصى واستشد هْوٖ اص

 وشد ً٘شٍّإ داخلٖ ٍاسد تش جذاسُ تش سطح هخضى هواس ّستٌذ ا) هٖ تَاى فشض 

  مخاسن مزيی -2                    مخاسن اساًاوه ای -1مخاسن جذار واسک به دي گًوه می باشىذ.       

 مخازن جذار نازک استوانه ای *

تِ دل٘ل تماسى هحَسٕ هخضى ٍ هاٗغ دسٍى آى سٍضي است وِ ّ٘چ 

گًَِ تٌص تشضٖ تش اٗي جضء اثش ًوٖ وٌذ اص اٗي سٍ تٌص هح٘طٖ 

 تٌص ّإ اصلٖ ّستٌذ.     ٍ تٌص طَلٖ       

 

لشاس داسًذ تِ  Pتا صدى دٍ تشش تش هحَس ّإ طَلٖ ٍ هح٘طٖ تٌص ّا دس هخاصى استَاًِ إ جذاس ًاصن وِ تحت فطاس ثاتت 

 دست هٖ آٌٗذ.

 

 

 
 

 

∑                                                                                                   ∑                      

                                                                                                    
                  

       
  

 
                                                                                                 

  

  
                      

  میایسۀ دي رابطۀ بالا داربا مق                                                               
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 تنش برشی ماکسیمم در جذار مخسن استوانه ای: *

        
  

  
 

 

 مخازن کروی جذار نازک *

         تِ دل٘ل تماسى دس آى داسٗن  سا دس ًظش تگ٘شٗذ،  tٍ ضخاهت  rهخضًٖ تِ ضؼاع 

 

 

 

 :با سدن یک برش داریم
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 : 7.7مسئلۀ نمونۀ 

ٗه هخضى َّإ فطشدُ هطاتك ضىل تش سٍٕ دٍ پاٗٔ ًگْذاسًذُ لشاس 

دادُ ضذُ است. ٗىٖ اص پاِٗ ّا طَسٕ طشاحٖ ضذُ است وِ ّ٘چ گًَِ 

ً٘شٍٕ طَلٖ تش هخضى ٍاسد ًوٖ وٌذ.تذًٔ استَاًِ إ هخضى تِ لطش 

 اص ٍسق فَلادٕ تِ ضخاهت  in 30خاسجٖ 

 
ٍ تا جَضىاسٕ دس    

تا صفحٔ ػشضٖ هٖ ساصد، دسست ضذُ     طَل هاسپ٘چٖ وِ صاٍٗٔ 

  ٍ جذاس آًْا داسإ ضخاهت ٗىٌَاختاست.ولاّىْإ اًتْاٖٗ وشٍٕ اًذ 

  
 psi 180 فطاس داخلٖ ًسثٖاست. تشإ    

 هطلَب است:

تٌطهههْإ هَجهههَد دس دٍ   )ب( تهههٌص ػوهههَدٕ ٍ تهههٌص تشضهههٖ ههههاوضٗون دس ولاّىْهههإ وهههشٍٕ ٍ       )الیییف(

 جْت هَاصٕ تا خط هاسپ٘چٖ جَش ٍ ػوَد تش آى.

 حل(

 الفا ولاّه وشٍٕ

 

                         
 

  
                                              

       
  

  
 
                    

            
                           

ا سٍٕ هحَس افمٖ تثذٗل هٖ  A,B هٖ تٌ٘٘ن وِ تشإ تٌطْإ هَجَد دس صفحِ إ هواس تش ولاّه ، داٗشٓ هَس تِ ًمطٔ )

 Oضَد ٍ توام تٌطْإ تشضٖ دس صفحٔ هسإٍ صفشاًذ. سٍٕ سطح ولاّه سَه٘ي تٌص اصلٖ تشاتش تا صفش ٍ هتٌا ش تا ًمطٔ 

ًسثت تِ     تشضٖ هاوضٗون است، وِ سٍٕ صفحِ إ تا صاٍٗٔ ًطاًگش تٌص    ًمطٔ  AOاست. سٍٕ داٗشٓ هَسٕ تِ لطش 

 صفحٔ هواس تش ولاّه لشاس داسد.
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 با تذًٔ استَاًِ إ هخضى

 تؼ٘٘ي هٖ وٌ٘ن:سا    ٍ تٌص طَلٖ    ًخست تٌص هح٘طٖ 

                               
 

 
                                             

   
  

 
 
                    

        
           

   
 

 
            

     
 

 
       و                       

 

 
                 

 تٌص دس خط جَش:

 تا تَجِ تِ اٌٗىِ ّش دٍ تٌص هح٘طٖ ٍ طَلٖ، تٌص ّإ اصلٖ ّستٌذ، داٗشٓ هَس سا سسن هٖ وٌ٘ن.

 دس جْهت پادسهاػتگشد      تهِ اًهذاصٓ    Obتهش هحهَس    ٗه ٍجِ اص جضء هَاصٕ تها خهط جهَش اص چشخاًهذى ٍجهِ ػوهَد      

ٕ       سٍٕ داٗهشٓ ههَس ًمطهٔ    تِ دسهت ههٖ آٗهذ. تٌهاتشاٗي      تهٌص سٍٕ خهط جهَش سا تها چشخاًهذى       هتٌها ش تها هَلفهِ ّها

 دس جْت پادساػتگشد هطخص هٖ وٌ٘ن.       تِ اًذاصٓ  CBضؼاع 

 
 

 

                                 

               

                                    
 

 تواٗل تِ چشخاًذى جضء دس جْت پادساػتگشد داسد.   صٗش هحَس افمٖ ٍالغ ضذُ است،    اص آًجا وِ 
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 : تغییر هکبى تیرّب 9فصل 

 مقدمه :

 هٖ پشداصٗن. )خ٘ض( اص ًمطِ ًظش تغ٘٘ش هکاى بِ طشاحٖ ت٘شّا دس فصل ّطتن طشاحٖ ت٘شّا سا اص ًظش استحکام آهَخت٘ن ٍ دس اٗي فصل *

 ًوَد.با دس ًظش گشفتي همذاس هاکضٗون هجاص تغ٘٘ش هکاى آى ّا طشاحٖ  سا هٖ تَاى ت٘شّا *

 .آضٌا هٖ ضَٗنسٍضٖ بشإ تحل٘ل ت٘شّإ ًا هؼ٘ي استات٘کٖ  دس اٗي فصل با *

 تاا اٗاي فصال    ).( )تغ٘٘ش هکااى ًاضاٖ اص هوااى خوطاٖ سا خ٘اض گٌَٗاذ.       *

 فاصلِ اص تاس خٌثٖ بَد ٍلٖ دس اٗي فصل هٌظَس خ٘ض ت٘ش است(  

 

  : معادلۀ منحنی کشسان* 

 هؼادلٔ هٌحٌٖ است کِ ت٘ش دس صٗش باس هفشٍض  بِ آى تبذٗل هٖ ضَد

ع اًحٌإ ٗک هٌحٌٖ ٍالغ دس اص سٗاض٘ات داسٗن: ضؼا

   ٗل بذست هٖ آٗذ:رهٌحٌٖ اص سابطٔ   Q(x,y)دس ًمطٔصفحِ  

 

 
 

   

   

(  (
  

  
)
 

)

 
 ⁄

 

 هطتك ّإ اٍل ٍ دٍم تابغ ( ) اًذ کِ بِ ٍس٘لٔ هٌحٌٖ هزکَس ًطاى دادُ ضًَذ)
   

   
 ٍ 
  

  
) 

(ض٘ب ت٘ش) بس٘اس کَچک است  پس هٖ تَاى اص تَاى    آى دس همابل ػذد   صشف ًظش ًوَد
  

  
 دس هٌحٌٖ کطساى ت٘ش  

 

        در نتیجه خواهیم داشت     
 

 
 
   

   
          ( ) 

 

      دس هماٍهت   بشإ ضؼاع اًحٌاء ت٘ش بش اثش خوص بِ ٍجَد آهذُ دس آى داضت٘ن
 

 
 
 ( )

  
          ( ) 
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 دٗفشاًس٘ل خطٖ هشتبٔ دٍم است. صٗش  هؼادلٔ هؼادلٔ -
 

 حاکن بش هٌحٌٖ کطساى است. هؼادلٔ صٗش -

( ) ٍ ( )         
   

   
 
 ( )

  
 

       
   

   
  ( )                     

 : هواى اٌٗشسٖ همطغ ت٘ش حَل تاس خٌثٖ  : صلابت خوطٖ                                        (N.M)هواى خوص   : ( ) 

 

 : تغییر مکان تیرها به روش انتگرال گیری به دست آوردن  - 

          با اًتگشال گ٘شٕ بش حسب   اص    
  

  
 ∫  ( )     

 

 

                

 (rad)با اهتذاد افك  Qصاٍٗٔ ب٘ي خط هواس بش هٌحٌٖ دس ًمطٔ  : ( ) 

  

  
       ( ) 

        ( )  ∫  ( )     

 

 

                       

∫          با اًتگشال گ٘شٕ هجذد اص     بش حسب   *∫  ( )     
 

 

+
 

 

      

          ∫   
 

 

∫  ( )         

 

 

                     

 :قرارداد

 پادساػتگشد هثبت است ض٘ب دس جْت. 

 اگش جابجاٖٗ ًمطِ بِ سوت پاٗ٘ي باضذ داسإ خ٘ض هٌفٖ است. 
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 Qهؼ٘ي کٌٌذٓ ض٘ب ت٘ش دس ًمطٔ              3.9سابطٔ  

 Qهؼ٘ي کٌٌذٓ خ٘ض  ت٘ش دس ًمطٔ              4.9سابطٔ  

 اص ضشاٗط هشصٕ ) تکِ٘ گاّْا ( بِ دست هٖ آٌٗذ.     ٍ   ثابت ّإ   *

 شرایط مرزی  تیرها : -

{
    
     

        ٍ    {
    
     

 

 

 

 

{
    
    
   

                ٍ               {

                  
                   

        ٍ      
 

 

 

 

 تغییر هکبى تیرّب بِ رٍش اًتگرال گیری:

 رٍش هستقین                                    تیر ّبی هعیي استبتیکی    -1

  

 رٍش بر ّن ًْی )جوع آثبر(  ة(رٍش هستقین             الف(                              تیرّبی ًبهعیي استبتیکی    -2
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 : 1.9هثبل 

 با سطح همطغ ٗکٌَاخت  ABت٘ش ٗک سش گ٘شداس  Aبش اًتْإ آصاد 

 ٍاسد هٖ ضَد. Pباس  

 Aؼادلٔ هٌحٌٖ کطسااًٖ ٍ تغ٘٘اش هکااى )خ٘اض( ٍ ضا٘ب دس ًمطأ       ه -

 سا هؼ٘ي کٌ٘ذ.

 

 حل(

بشش ∑                             

       جاٗگضٌٖٗ دس سابطٔ     
   

   
  ( )       

      ٗکباس اًتگشال گ٘شٕ بش حسب  
  

  
  
 

 
       

                 
  

  
              

 

 
             

 

 

         
  

  
  
 

 
    

 

 
           

          اًتگشال گ٘شٕ اص   
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(            )             

          اص سابطٔ    ٍ               
   

   
            ٍ             (

  

  
)
 
 
   

   
 

 

 

 ( تغییر مکان و شیة تیرهای مهم آورده شده است. 864در جدول پیوست )د( ، صفحۀ )  :توجه 

 

دس هثال لبل با ٗک بشش هوااى خواص دس کال ت٘اش باِ دسات آهاذ. حاال دس صاَست ٍجاَد چٌاذ بااس ًمطاِ إ ٍ ٗاا                 *

ًطااى دادُ ضاذُ ٍ ّاش     ( )  خوطاٖ ّاش لساوت ت٘اش باا تاابغ هتفااٍت       ًاپَ٘ستگٖ دس باس گساتشدُ هاٖ باٗسات گطاتاٍس     

 بِ سابطٔ جذاگاًِ إ بشإ ض٘ب ٍ خ٘ض هٌتْٖ گشدد. ( ) تابغ 

 

 ًکتۀ❶ 

ً٘شٍٕ بشضٖ ٍ گطتاٍس خوطٖ هٖ تَاًٌذ دس طَل ت٘ش ًاپَ٘ستِ باضٌذ ٍلٖ خ٘ض ٍ ض٘ب ت٘ش دس ّ٘چ ًمطِ إ اص ت٘ش ًوٖ تَاًٌذ 

 ًاپَ٘ستِ باضٌذ.

 

 ًکتۀ❷ 

 )بِ استثٌاء اًتْإ ت٘ش ٗک سش گ٘ش داس(خ٘ض هاکضٗون دس جاٖٗ کِ ض٘ب ت٘ش صفش است سخ هٖ دّذ.

 

 ًکتۀ❸ 

ذ خ٘ااض هاااکضٗون دس ٍسااط ت٘ااش سخ هااٖ دّااذ ٍلااٖ دس باسگاازاسٕ ًااا هتماااسى هکاااى        اگااش باسگاازاسٕ هتماااسى باضاا  

 خ٘ض هاکضٗون هطخص ً٘ست.
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 : 3.9هثبل 

 بِ دست آٍسٗذ. Dخ٘ض ٍ ض٘ب ت٘ش سا دس ًمطٔ 

 

 حل(

 تمس٘ن هٖ کٌ٘ن: AD  ٍDBبشإ حل ت٘ش سا بِ دٍ دّأً 

  ) اص   تا  
 

 
)   

 

 

 

 

   
 

 
    

     
    
   
 
 

 
    

     ٗکباس اًتگشال گ٘شٕ
   
  
       

 

 
                          

         اًتگشال گ٘شٕ هجذد
 

 
                                    

  )  اص   تا  
 

 
)   
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     (  

 

 
)   

 

 
    

 

 
   

   
    
   
  
 

 
    

 

 
   

       با ٗکباس اًتگشال گ٘شٕ
   
  
        

 

 
    

 

 
                        

             اًتگشال گ٘شٕ هجذد
 

  
     

 

 
                               

 

 

 

 

 

 

                                 

                              
 

  
            

        
 

 
                  ٍ        

 

   
       

 

   
       

        
 

 
                  ٍ       

   

   
    

 

 
 
     

    
   
 

 
    

 

 با حل ّوضهاى هؼادلات فَق داسٗن :

    
    

   
                                                         

     

   
                             

   

   
 

  

 



 

   02  هٌْدس هحودی  - 2هقبٍهت هصبلح

 

  ❶ ٍ ❷   دس هؼادلات     ٍ    با لشاس دادى 

      
 

 
    

    

   
          

 

 
         

   

    
 

      
 

 
    

    

   
       

 

 
        

    

     
 

 

 

 تیرهای نامعین استاتیکی  *

 : 9.9هثبل 

 ػکس الؼول تکِ٘ گاّْا سا بِ دست آٍسٗذ؟

 روش حل می گردد.( 5توجه : به جهت یادگیری روشهای حل تیرهای وامعیه استاتیکی ایه مثال در ادامه به )

 حل(

 

 

 

 

 

∑                                                  

∑                                  

∑              
   

 
           

 هٖ بٌ٘٘ن  پس ٗک دسجِ ًا هؼٌٖ٘ داسد. هجَْل 4هؼادلِ ٍ  3دس بالا 
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∑            
   

 
          

         بش اساس   هشتب هٖ کٌ٘ن
   

 
        

        حال داسٗن
   

   
  
   

 
        

              اًتگشال گ٘شٕ
  

  
  
 

 
    

 

 
   

         

      
 

  
    

 

 
   

  
 

 
   

         

 

                               

                                

 

         
 

  
    

 

 
   

  
 

 
   

  

                                   
 

  
    

 

 
   

  
 

 
   

  

             بش      تمس٘ن  هٖ کٌ٘ن
   

 
                          

 : معادله خواهیم داشت 4با حل همزمان 
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 : 3.9هسئلۀ ًوًَۀ 

سا تؼ٘ا٘ي   Aػکاس الؼوال دس    )الف((  ABبشإ ت٘اش ٗکٌَاخات   

  ٍ هؼادلاأ هٌحٌااٖ کطساااًٖ سا بااِ دساات آٍسٗااذ   )ب(کٌ٘ااذ  

سا هؼاا٘ي کٌ٘ذ.)تَجااِ کٌ٘ااذ کااِ ت٘ااش اص   Aضاا٘ب دس ًمطاأ  )ج(

 ًظش استات٘کٖ ٗک دسجِ ًا هؼ٘ي است.(

 

 حل(

 

 

 

 

 گطتاٍس خوطٖ :

    ∑            
 

 
(
   

 

 
)
 

 
                       

   
 

  
 

 هؼادلٔ دٗفشاًس٘ل هٌحٌٖ کطساًٖ :

  
   

   
     

   
 

  
 

 ثابت است  با دٍ باس اًتگشال گ٘شٕ چٌ٘ي بِ دست هٖ آٗذ   با تَجِ بِ اٌٗکِ صلابت خوطٖ 

  
  

  
      

 

 
   

  
   

 

   
                      

           اًتگشال گ٘شٕ هجذد
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اص هؼادلأ باِ دسات آهاذُ  ٍ دس      ❺ٍ کان کاشدى جولاِ باِ جولأ هؼادلأ          دس   ❹ضاش  کاشدى هؼادلأ     باا   (ال(

 داسٗن :     ًظش گشفتي  

 

 
   

  
 

  
   

                    
 

  
      

      با لشاس دادى همذاس    دس هؼادلٔ  
 

 
(
 

  
    )  

  
   

 

  
                 

 

   
   

   

 داسٗن :  ❷دس هؼادلٔ            ٍ    با جاٗگزاسٕ  : معادلۀ منحنی کشسانی ب(

     
 

 
(
 

  
    )  

  
   

 

    
 (
 

   
   

 )     

        
  
      

(             ) 

 : Aج( شیة در 

  
  

  
 
  
      

(             ) 

             با گذاشتن     ، داریم
   

 

     
             یا           
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  روش بر هم نهی *

آسااًتش اسات ضا٘ب ٍ تغ٘٘اش هکااى ًاضاٖ اص       ٍلتٖ ت٘شٕ دس هؼشض چٌذ بااس هتوشکاض ٗاا گساتشدُ لاشاس هاٖ گ٘اشد  ا لاب         

ّش کذام اص باسّإ هفشٍض سا جذاگاًِ هحاسبِ ًوَد ساسس ًتااٗر سا باا اساتفادُ اص اصال باش ّان ًْاٖ باا ٗکاذٗگش جواغ            

(. دس ت٘شّاااٖٗ کااِ اص ًظااش اسااتات٘کٖ ًااا هؼا٘ي ّسااتٌذ هااٖ تااَاى ٗکااٖ اص ػکااس الؼولْااا سا ً٘ااشٍٕ  2ٍ  1ّااإ ت٘شًواَد ) 

 (4ٍ  3)ت٘شّإ تأث٘ش آى هٖ باٗست با تکِ٘ گاُ اٍلِ٘ ساصگاس باضذ. اضافٖ فشض ًوَد کِ
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  : 9.9هثبل 

رٗاال سا بااِ دساات بااا اسااتفادُ اص سٍش بااش ّاان ًْااٖ ػکااس الؼواال ت٘ااش 

 آٍسٗذ؟ ت٘ش ٗک دسجِ ًاهؼٌٖ٘ داسد.

 

 حل(

 سا ٗک ً٘شٍٕ اضافٖ فشض هٖ ًواٗ٘ن. Bػکس الؼول دس 

 

(  )   
   

   
             (  )   

   
 

   
 با استفاده از جدول       داریم            

 

   (  )  (  )    

 

       
   

   
 
   
 

   
                

 

 
     

 

 

 

 

 

∑                                        
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∑                  (
 

 
)    

 

            (
 

 
)         

 

 
    

   

 
            

 

 
       

 

 راُ دٍم :

 باٗذ صفش ضَد. Aباس اضافٖ است ٍلٖ با اٗي ضشط کِ ض٘ب ت٘ش دس  Aفشض کٌ٘ن کَپل ٍاسد بش اًتْإ 

 

 با استفادُ اص جذٍل داسٗن :

(  )   
   

    
                        (  )  

    

   
 

 

   (  )  (  )    

 

    
   

    
 
   

   
                   

 

 
       

 

 ً٘ض بِ دست هٖ آٌٗذ.   ٍ    با استفادُ اص دٗاگشام آصاد ٍ ًَضتي هؼادلات تؼادل 
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 : 9.9هسئلۀ ًوًَۀ 

بشإ ت٘ش ٍ باسگزاسٕ ًطااى دادُ ضاذُ  ػکاس الؼوال دس تک٘اِ گااُ ثابات        

C .سا تؼ٘٘ي کٌ٘ذ 

 

 حل(

 دٍ دسجِ ًا هؼٌٖ٘ داسد.  ABCت٘ش    با فشض اٌٗکِ ً٘شٍٕ هحَسٕ دس ت٘ش صفش است  

 سا بِ صَست دٍ ً٘شٍٕ خاسجٖ دس ًظش هٖ گ٘شٗن:      ٍ      *

 

باس       

هٖ داً٘ن   (  )  (  )   
   

   
  با استفادُ اص جذٍل                                    

(  )  (  )  (  )     
   

   
 
   

   
    

   

   
(     ) 

ً٘شٍٕ        

(  )  
    

 

   
          ػلاهت  پاد ساػتگشد                  

(  )   
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کَپل        

(  )   
   

  
          ػلاهت  پاد ساػتگشد            

(  )   
   

 

   
 

  (  )  (  )  (  )                                       ضشاٗط هشصٕ

       
   

   
 
   

 

   
 
   

  
                      

                                   (  )  (  )  (  )  

       
   

   
(     )  

   
 

   
 
   

 

   
              

             با حل ّوضهاى        داسٗن
   

  
(    )     
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  ريش گشتاير سطح *

 قضیه ايل گشتاير سطح : 

 :  تیش سٍتِ سٍ تا تاسگزاسی دلخَاُ سا دس ًظش هی گیشین

 

  

 

  

  
 
   

   
 
 

  
 

 

   
 

  
    

 

∫   
  

  

 ∫
 

  
   

  

  

 

 

      ∫
 

  
   

  

  

 

 

 : قضیۀ اٍل گطتاٍس سطح

 

          ⁄  
 

  
سطح صیش ًوَداس دس فاصلِ تیي   ٍ         

 

 قزارداد

  حشکت هی کٌین.  تِ   چشخص پادساعتگشد هواس تش هٌحٌی کطساًی ٍقتی اص    (  سطح هثثت )تالای هحَس 

 

  حشکت هی کٌین.  تِ   د هواس تش هٌحٌی کطساًی ٍقتی اص چشخص ساعتگش   (  سطح هٌفی )پاییي هحَس 

 



 

   71  مهىدس محمدی – 2مقايمت مصالح 

 

 سطح : گشتاير قضیه ديم 

 دس ًظش هی گیشین :  ٍ   تیي    سا تِ فاصلۀ    ٍ   حال دٍ ًقطۀ 

 

 ّش دٍ کَچکٌذ پس داسین :   ٍ صاٍیۀ   دس   چَى ضیة 

                             
 

  
    

 

⁄        اًتگشال گیشی  ∫    
 

  
   

  

  

   ∫
 

  
   

  

  

 

 

) تیي   ٍ   ًسثت تِ هحَس عوَدی گزسًذُ اص  
 

  
)  اًحشاف هواسی   ًسثت تِ   هساٍی است تا گطتاٍس اٍل سطح صیش ًوَداس 

 

   ⁄  (
 

  
(هساحت تیي   ٍ   دس ًوَداس     

 

  تا خظ هواس تش هٌحٌی کطساى دس ًقطۀ   فاصلِ عوَدی اص              ⁄       

 

  تا خظ هواس تش هٌحٌی کطساى دس ًقطۀ   فاصلِ عوَدی اص             ⁄        
 

   ⁄  (
 

  
(هساحت تیي   ٍ   دس ًوَداس     
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 مماس مزجع *

 

   : ( مماس در انتهای گیزدار )ثابت(1

 

 

            ⁄  قضیِ  1    
 

            ⁄  قضیِ  2      

 

 

  ( تیزهایی با بارگذاری متقارن :2

 

 

 
 

 

              ⁄  قضیِ  1      
 

 

      | |       ⁄  قضیِ  2   

 
 

 شیب در هر نقطۀ دیگر :

                ⁄  

 

 هر نقطۀ دیگر :خیز 

      ⁄     ⁄  
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           ِطض  اسطتفادُ گطشدد.    دس حل هسائل تِ سٍش گطتاٍس سططح تَصطیِ هطی ضطَد تطشای ساحتطی کطاس اص سٍش  طض  تط 

 اضاسُ هی گشدد: دس ریل تِ ّویي هٌظَس تِ هساحت ّا ٍ هشکض  شم ّای چٌذ ضکل هتذاٍل
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  : 9.01مثال 

چٌاًچطططِ صططط تت   Bهطلَتسطططت ضطططیة ٍ خیطططض تیطططش دس اًتْطططای   

 تاضذ.              ،خوطی

 

 

 حل(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

قضیِ اٍل گطتاٍس سطح                        
 ⁄
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قضیِ گطتاٍس دٍم سطح             
 ⁄
                         

                      

 

                       
 

نکتۀ 

 .دس عول ساحت تش است دٍ ًوَداس سٍی یک ًوَداس سسن گشدد
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 : 9.01مسئله نمونه  

تِ یکذیگش  َش دادُ ضذُ اًذ ٍ اص آًْا    ٍ    هیلِ ّای هٌطَسی 

ساختِ ضذُ است. هی داًین کِ ص تت     شداس تیش یک سش گی

تشاتش    ٍ دس قسوت    تیش تشاتش است تا    خوطی دس قسوت 

. تشای تاس گزاسی ًطاى دادُ ضذُ، ضیة ٍ تغییش هکاى سا دس    است تا 

 تعییي کٌیذ.  اًتْای 

 

 حل(

⁄    ومًدار  ٍ هی کٌین  . ًخست ًوَداس گطتاٍس خوطی تیش سا سسن 

⁄    سپس ًوَداس  دس ّش ًقطۀ تیش تش هقذاس   سا تا تقسین هقذاس   

 هتٌاظش ص تت خوطی تِ دست هی آٍسین.

 

 ، هی تیٌین کِ:     ٍ      سا هواس هش ع اًتخاب هی کٌین. چَى   هواس افقی دس اًتْای گیش داس . مماس مزجع

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⁄    تا تقسین ًوَداس  :   در نقطۀشیب   ض  هثلثی هطاتق ضکل، هی ًَیسینتِ سِ    
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 داسین ،سطحاستفادُ اص قضیۀ اٍل گطتاٍس تا 

   ⁄            
   

   
 
   

   
 
    

   
  
    

   
 

 

       ⁄   
    

   
                         

    

   
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اص قضیۀ دٍم گطتاٍس سطح، داسین  تا استفادُ :    در مکانتغییر 

 

      ⁄    (
 

 
 )    (

 

 
 )    (

 

 
 )  ( 

   

   
)
  

 
 ( 

   

   
)
  

 
 ( 

    

   
) 
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 زد قضایای گشتاير سطح بزای تیزهایی با بارگذاری وا متقارنکارب *

دس حل ایٌگًَِ تیشّا تِ ساحتی ًوطی تطَاى ًقططِ ای اص تیطش سا کطِ هوطاس دس آى ًقططِ افقطی تاضطذ هعطیي تطِ ّوطیي دلیطل              

دس  هوطاس  صیطش پیطٌْاد هی گشدد هواس هش ع سا دس یکی اص تکیطِ گاّْطای تیطش اًتخطاب ًوطَد تطش ایطي اسطاس تطشای تیطش           

  :سا دس ًظش هی گیشین Aتکیِ گاُ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          ⁄        
   ⁄

 
 

 

در ختتتلاه جهتتت  ق بتتت  عه هتتتس عتتت ع     ، در جهتتت  عه هتتتس عتتت ع متتت ع    علامتتت       علامتتت 

 .م ع  ف ض می شود

 

 َاى هطخص ًوَد.سا هی ت Dحال تا داًستي ضیة هواس هش ع، ضیة ّش ًقطِ اص تیش هثل  -

             توجه    
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      ⁄                           ⁄  

 

 .هجَْل است   ّش دٍ هعلَم ٍ   ⁄     ٍ    

 

 

 

 

 

 تا استفادُ اص ضکل صفحۀ قثل داسین.) قضیۀ تالس(: ّوچٌیي 

     

   ⁄
 
   

  
 
 

 
                 (

 

 
)    ⁄   

     
     ⁄   

        ⁄  (
 

 
)    ⁄  

                  ⁄  (
 

 
)    ⁄  

 

نکتۀ 

تططشای تعیططیي خیططض هططاکضیون دس تیشّططایی تططا تاسگططزاسی ًاهتقططاسى هططی تایسططت ًقطططِ ای کططِ دس آًجططا هوططاس              

افقطططی اسطططت سا پیطططذا کطططشدُ ٍ تغییطططش هکطططاى آى ًقططططِ سا تعیطططیي ًوطططایین.                 دس هثطططال تَ طططیح تیططططتشی  

 دادُ هی ضَد.                   
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 : 9.01 مشابه مثال

 ثاتت .   ؟   Dتشای تیش هقاتل هطلَتست خیض ٍ ضیة دس ًقطۀ 

 

 

 حل(

 

 

               و                                   ∑
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 : D شیب 

 

 

   ⁄  (
  

  
 
 

 
) (
 

 
    )  (

  

  
 
 

 
) (
 

 
  )  

   

  
 

    
   ⁄

 
 
 
   

  

 
  
  

  
 

   ⁄     (
  

  
 
 

 
)  
  

  
 

⁄               هی داًین     
  

  
 
  

  
  
  

  
                

  

  
 

 

 

 : D خیز 

     

   ⁄
 
 

 
 
 

 
            

 

 
   ⁄  

 

 
 
   

  
 
   

  
 

 

      ⁄  (
  

  
 
 

 
) (
 

 
  )  

  

  
 

 

     
     ⁄   
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 : خیز ماکزیمم *

 کِ دس آى ضیة صفش است : Kتعییي ًقطۀ 

 .هی تاضذ B ٍ  Dتیي ًقاط  Kًقطۀ            و        

 گشدد.استثاط دّین تا هحاسثات آساًتش  Bتِ ضیة دس  Aسا تِ  ای ضیة دس  Kتْتش است ضیة دس 

   ⁄                        ⁄   
  

  
       

    
  

  
 (
  

  
 
 

 
)  (
  

  
 
 

 
)  
  

  
                       

 

 

 

 

 

از روی نمودار بالا داریم       
 

 
  
  

  
   

   

   
                 

  

 

  

 

 

  
 ⁄
                          

 ⁄
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           √

   

 
 √                          

 

⁄       | |       قضیِ دٍم گطتاٍس سطح    (
 

 
  )  

   

   
(
 

 
  )  

   

   
 

 

| |    
      

   
 
   

  
                       | |     
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 قضایای گشتاير ايل سطح بزای تیزهای وامعیه استاتیکی *

ّواًٌطذ سٍش اًتگطشال گیطشی هطی تاضطذ یعٌطی تطذیي تشتیطة کطِ تطِ تعطذاد دس طِ              سٍش حل تیشّطای ًطاهعیي اسطتاتیکی   

ًاهعیٌی، عکس العولْا سا تاس هجْطَل دس ًظطش گشفتطِ کطِ ّوطشاُ تطا دیگطش تاسّطای خطاس ی هطی تایسطت تغییطش ضطکلْایی              

 جاد کٌذ کِ تا تکیِ گاّْای اصلی ساصگاس تاضذ.ای

 

 : 9.01مثال 

 

 

 

 حل(

 تیش یک دس ِ ًاهعیٌی داسد لزا یکی اص عکس العولْای تکیِ گاّی سا تِ صَست تاس خاس ی دس ًظش هی گیشین:
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(   ⁄ )    (
 

 
 )  ( 

 

 
   
  
  
) (
 

 
 )  
   

 

   
 

         ⁄  (   ⁄ )  (   ⁄ )    
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 ∑       

 

∑     

∑      

 پس مسئله درست حل شده است                        
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   25  هندس محمدیم  – 2مقاومت مصالح 

 

 " روش های انزژی":  11فصل 
 

دس فصل ّإ گزشتِ، تا سٍاتط هَجَد ت٘ي ً٘شٍّا ٍ تغ٘٘ش شکلْإ حاصل اص ششاٗط تاسگزاسٕ هختلف ػش ٍ کاس  مقذمه:

هفَْم کشًش قشاس داشت. حال ػَه٘ي هفَْم هْن ٗعٌٖ  ②هفَْم تٌش  ①داشت٘ن. تحل٘ل ها تش پاِٗ دٍ هفَْم تٌ٘ادٕ، ٗعٌٖ 

 سا ت٘اى هٖ کٌ٘ن. اًشطٕ کشًشهفَْم 

 

 

 

 

 انزژی کزنص :

سا دسًظش تگ٘شٗذ، کِ دس   ٍ هؼاحت ػطح هقطع ٗکٌَاخت   تِ طَل    ه٘لِ 

قشاس داسد   دس هعشض تاس هحَسٕ   تِ تکِ٘ گاُ ثاتتٖ هتصل اػت ٍ دس   ًقطِ 

 کِ تِ آّؼتگٖ افضاٗش هٖ ٗاتذ.

 

 

 

 

 افضاٗش هٖ ٗاتذ دس ًظش هٖ گ٘شٗن :   ِ تِ هقذاس کَچک سا ٍقتٖ طَل ه٘ل  کاس اًجام شذُ تَػط تاس  -

 

 

 

∫   ∫       
کل کاس
⇒       ∫     
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ٍقتااٖ تااِ صااَسه آّؼااتِ تااِ ه٘لااِ ٍاسد هااٖ شااَد تاٗااذ تااا افااضاٗش اًااشطٕ            کاااس اًجااام شااذُ تَػااط تاااس    

 ه٘لِ هٖ ًاه٘ن. اًشطٕ کشًشهٌجش شَد. اٗي اًشطٕ سا هشتَط تِ تغ٘٘ش شکل ه٘لِ 

 

           

               یا       
 

 خطٖ اػت پغ :  ٍ   اگش تغ٘٘شاه دس ًاحِ٘ الاػت٘ک تاشذ چَى ساتطِ  نکته :

 

 

                 ∫       
 

 
   
 

  

 

 

ثهثل                       هؼاحت 
 

 
    

  

 

 

 هفَْم اًشطٕ کشًش تِ ٍٗظُ دس تع٘٘ي اثش تاسگزاسٕ ظشتِ إ سٍٕ ػاصُ ّا ٗا اجضاء هاش٘ي هف٘ذ اػت. -

 

 

 کزنص : انزژیچگالی 

لِ تؼتگٖ داسد. تِ ً٘ض تِ اتعاد ه٘ (     تِ طَل ٍ اتعاد ػطح هقطع ه٘لِ ٍاتؼتِ اػت ٍ اًشطٕ کشًش )ساتطِ     ًوَداس 

 هٌظَس حزف اثش اتعاد ه٘لِ ٍ تَجِ هحط تِ خَاص هادُ، اًشطٕ کشًش دس ٍاحذ حجن سا دس ًظش هٖ گ٘شٗن :

 

 

 
 ∫  

   

 

  

 

 ∫
 

 
 
  

 

  

 

 ∫       

  

 

 

 

         حجن ه٘لِ
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   تِ اًذاصُ ظش تا افضاٗش طَل هقذاس کشًش هتٌا     

  
 

 
 ًشاى هٖ دّ٘ن :  چگالٖ اًشطٕ کشًش هٖ ًاه٘ن ٍ تا حشف کَچک  

  ∫      

  

 

                        

 

 

 

  احذ حجن اػت کِ کشًش ٍ ًشاى دٌّذٓ هقذاس اًشطٕ دس ٍ –هذٍل چغشهگٖ تشاتش اػت تا ػطح کل صٗش ًوَداس تٌش

 .تشإ اٗجاد گؼ٘ختگٖ هادُ لاصم اػت. چغشهگٖ ّش هادُ تِ شکل پزٗشٕ آى ٍ ً٘ض تِ اػتحکام ًْاٖٗ آى تؼتگٖ داسد

 

  ∫       

  

 

 ∫        

  

 

 
   
 

 
            

  
 

  
 

 

 تِ اٗي ظشٗة تؼتگٖ داسد. تذٍى تغ٘٘ش شکل هاًذگاس س تحول تاس ظشتِ إظشف٘ت ّش ػاصُ د 

   
  
 

  
 

 

 



 

   22  هندس محمدیم  – 2مقاومت مصالح 

 

 انزژی کزنص کطسان بزای حالت تنص های عمودی :  (1 *

(a   محوری                              گذاری انزژی کزنص ناضی اس بار(b  انزژی کزنص ناضی اس گطتاور خمطی 

 بزضی : زژی کزنص کطسان بزای حالت تنص هایان  (2 *

(c  انزژی کزنص ناضی اس گطتاور پیچطی                                     (d انزژی کزنص ناضی اس بار بزضی 

 

 

 

 

 انزژی کزنص کطسان بزای حالت تنص های عمودی -1

 قشاس تگ٘شد :   تٌش ّإ گؼتشدُ ٗکٌَاخت   اگش ه٘لِ هَسد ًظش دس تخش قثل دس هعشض

هٖ داً٘ن         
  

  
          

 

∫        ٍ ً٘ض        
  

 

   دس ًاحِ٘ الاػت٘ک داسٗن        
         
⇒            ∫         

  

 

  

 

      
 

 
   
  
 

 
       

 

 

  
 

 
                      

 

 

  
 

 
                       

 

       تا اػتفادُ اص  
  

  
 
  
 

  
      ∫   ∫

  
 

  
    

 

(تشإ تغ٘٘٘ش شکلْإ کشؼاى) ∫          اًشطٕ کشًش کشؼاى  
  
 

  
                    

 

 ً٘ض هَجَد تاشٌذ دس اٗي صَسه چگالٖ اًشطٕ کشًش تشاتش اػت تا :   ٍ    ، تٌش ّإ    اگش علاٍُ تش  نکته :

 

  
 

 
(              )                    



 

   25  هندس محمدیم  – 2مقاومت مصالح 

 

 ػاع قاًَى َّک هٖ تَاى هقادٗش کشًش ّا سا تش حؼة تٌش ّا ًَشت لزا داسٗن :تشا

 

  
 

  
(     

 
   

 
    (              ))                          

 

(a  محوری گذاری انزژی کزنص ناضی اس بار : 

دس ّش هقطع عشظٖ    قشاس هٖ گ٘شد هٖ تَاى فشض کشد کِ تٌش ّإ عوَدٕ  هشکضٕ٘لِ إ تحت تاس هحَسٕ ٍقتٖ ه

 داسإ تَصٗع ٗکٌَاخت ّؼتٌذ.

 

                
 

 
    
    
⇒        ∫

  

    
    

 

                   ∫
      

   

 

 

                     

 

در موودرد مه ووه ا  طووم طوویک مقیووک  درداووون هووه در در اعرضووم  ووودد در م وو   عه ر ووم            نکتههه :

 ق ار دارد می تدان عدضن :  مسمر  ر مخملف طه مقذار 

  
     

    
                               

 

b(  اور خمطیانزژی کزنص ناضی اس گطت : 

سا تحت تاسگزاسٕ هفشٍض دس ًظش هٖ گ٘شٗن ٍ فشض هٖ کٌ٘ن    ت٘ش 

 تاشذ.  اص اًتْإ   گشتاٍس خوشٖ دس فاصلِ   

 

 تا صشف ًظش کشدى اثش ً٘شٍّإ تششٖ داسٗن :

   
   

 
 

 



 

   25  هندس محمدیم  – 2مقاومت مصالح 

 

∫           تا قشاس دادى عثاسه تالا دس ساتطِ      
  
 

  
    ∫

     

    
    

 

                 ∫
   

    
(∫     *    

 

 

 

 

 (     )      هواى اٌٗشػٖ ػطح هقطع حَل تاس خٌثٖ 

 

  ∫
   

   
   

 

 

                          

 

 

 بزضیانزژی کزنص کطسان بزای حالت تنص های  -2

قشاس داسد، چگالٖ اًشطٕ کشًش دس ًقطِ إ دلخَاُ اص هادُ سا     تٌشْإ تششٖ صفحِ إ  ٍقتٖ جؼوٖ الاػت٘ک تحت اثش

 هٖ تَاى چٌ٘ي ت٘اى کشد.
 

  ∫         

   

 

                 

 

      اطن.        ررمظ  طمه عص ط ضی م 

     می طمضذ.        مسمحن ز   مرحری 

 

 

                           دس ًاحِ٘ الاػت٘ک            

 

 

 

 



 

   25  هندس محمدیم  – 2مقاومت مصالح 

 

 

 

          تا جاٗگزاسٕ   دس ساتطِ   ٍ اًتگشال گ٘شٕ   
 

 
    

  
 

 

 

        هجذدا  تا اػتفادُ اص ساتطِ   
 

 
         

 

            تا ًَشتي      تش حؼة     
    

  
                          

 

      هٖ داً٘ن
  

  
      
     
⇒        

  

  
 
    

  
            ∫   ∫

    

  
    

 

         ∫
    

  
حجن جؼن اػت                                                                

 

  در صورت وجود تنش های برشی دیگر : *

  
 

  
(      

 
    

 
  )                             

 

 

 

 



 

   25  هندس محمدیم  – 2مقاومت مصالح 

 

(c   پیچطی کوپلانزژی کزنص ناضی اس : 

کِ تحت تاث٘ش گشتاٍس پ٘چشٖ قشاس داسد سا دس ًظش   تِ طَل    ه٘ل گشداى 

تگ٘شٗذ. هٖ داً٘ن تٌش تششٖ ًاشٖ اص اٗي گشتاٍس دس ّش هقطع اص ه٘ل گشداى اص 

 ساتطٔ رٗل تِ دػت هٖ آٗذ.

 

                              
   

 
 

 

∫          تا جاٗگزاسٕ دس ساتطِ       
    

  
    ∫

     

    
    

 

                  ∫
  

     
(∫     
⏞      

 

)    
 

 

  

 

        ∫
  

    
  

 

 

                      

 

مسوومر   در هدپووگدر م وو   ص طووم طوویک مقیووک  درداووون هووه در اعرضووم    مهووگ د داعوویدر موودرد  نکتههه :

 می تدان عدضن : ،ق ار دارد   ر مخملف طه مقذار 

 

  
     

    
                              

 

 



 

   56  هندس محمدیم  – 2مقاومت مصالح 

 

d(  ی اس بار بزضیانزژی کزنص ناض : 

 : هثلا تشإ هقطع هؼتط٘ل شکل سٍتِ سٍ داسٗن الف( ط ش وملص

 

                             
   

   
 

 

             تا جاٗگزاسٕ دس ساتطِ       
     

    
                          

 

 .ثثاه شذُ اػتکتاب ا 014ساتطٔ فَق دس صفحٔ  -

 

 ع ضی)مردطط( :( ط ش ب

           هٖ داً٘ن  
 

 
 

 

∫            تا اػتفادُ اص ساتطِ       
  
 

    
  

 

 

ً٘شٍٕ تششٖ دس جْت                                             

 

 نکته :   

 

       دس ت٘ش ّإ تاسٗک             
 

 
 
 

  
  

 

 

اثوو  طوو ش در محمطووشه هوو عص موو و عچوو  مووی ضوودد توودن مقووذار  ن عسووشن طووه اثوو  و ووص       

 وه ی هدتک اطن.



 

   56  هندس محمدیم  – 2مقاومت مصالح 

 

 انزژی کزنص بزای حالت کلی تنص :

                                          مطخص می ضدد. (                    )حملن ه ی ترص طه رطه ۀ ضص مدلفه ترص

 اػتفادُ اص هطالة گفتِ شذُ داسٗن :تا 

 

  
 

 
(                                   ) 

 

اػتفادُ اص تعوا٘ن قااًَى ّاَک ٍ جااٗگضٌٖٗ کاشًش دس هعادلاِ تاالا دس کلاٖ تاشٗي حالات تاٌش دس ًقطاِ إ هفاشٍض              تا 

 داسٗن : اص ٗک جؼن ّوؼاًگشد کشؼاى

 

  
 

  
(     

 
   

 
    (              ))  

 

  
(      

 
    

 
  )             

 

هحَسّإ اصلٖ سا دس ًقطِ إ هفشٍض، هحَسّإ هختصاه تگ٘شٗن، تٌش ّإ تششٖ صفش هٖ شًَذ لزا هعادلِ تالا تِ اگش 

 صَسه رٗل خلاصِ هٖ شَد.

 

  
 

  
(     

 
   

 
    (              ))                         

 

 ترص  م  ام ی در عقیه مف ر   سررذ.      ر      ر      هه




















