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۴ فصل

لاپلاس تبدیل

مقدمه ١ -۴

استفاده به را ما که است لاپلاس تبدیل روش از مقدار آن درست توسعه و بحث فصل، این از هدف

فامیل (با لاپلاس تبدیل می سازد. قادر زمان، با تغییرناپذیر خطی شبکه های مطالعه در روش این از

است. بازمان تغییرناپذیر خطی سیستم های مطالعه برای اساسی وسیله یک فوریه) تبدیل نزدیکش،

الکترومغناطیسی مبدل های بلندگوها، (میکروفون ها، الکترومکانیکی سیستم های در مثال، عنوان به

محیط های و آنتن ها شبکه ها، پیوستن هم به خواص آن جا در که ارتباطی، سیستم های در یا غیره) و

ما کنونی منظور که داد خواهیم توسعه را لاپلاس تبدیل خواص آن تنها می کنیم. مطالعه را انتشار

و شده آشنا لاپلاس تبدیل دیگر جنبه های با خود، درس های سایر در دانشجویان لیکن برمی اورد، را

.[١] آورد خواهند دست به موضوع، این عمیق درک برای فرصتی

شبکه های مطالعه برای موثر روش یک و مهم بسیار وسیله یک لاپلاسريال تبدیل که شود تاکید باید

بی فایده تقریبا غیرخطی، یا و بازمان تغییرپذیر شبکه های مورد در اما می باشد، بازمان تغییرناپذیر خطی

.[١] است

می دهد. کاهش خطی جبری معادلات حل به را خطی دیفرانسیل معادلات حل لاپلاس، تبدیل

صفحه در که را دیگری تابع لاپلاس، تبدیل می گردد، تعریف [٠,∞) فاصله در که زمانی تابع یک برای

.[١] می دهد ارتباط می شود تعریف ،s صفحه یعنی مختلط، فرکانس

تابع مفهوم لاپلاس تبدیل نظریه (١) می شود: ناشی نیز دیگری حقایق از لاپلاس، تبدیل اهمیت

دایمی حالت سنجش با تجربی طور به می توان را شبکه توابع که آنجایی از می برد. بکار را شبکه

برحسب را مسائل که می کند کمک ما به لاپلاس تبدیل آورد، بدست زیاد) بسیار دقت (با سینوسی

٨۴



٨۵ لاپلاس تبدیل قضیه های و روابط تعاریف، .٢ -۴

کنیم. تصور می باشد، ضربه پاسخ های با کردن کار از راحت تر اغلب آن ها با کردن کار که شبکه توابع

روی شکل موج های مانند (مثلا شبکه زمانی حوزه رفتار میان که را نزدیکی رابطه لاپلاس تبدیل (٢)

.[١] می دهد نمایش دارد، وجود آن سینوسی دایمی حالت رفتار و اسیلوسکوپ)

لاپلاس تبدیل قضیه های و روابط تعاریف، ٢ -۴

که f زمانی تابع یک مقایل در که است این در لاپلاس تبدیل اصلی ایده شد، گفته قبلا چنانچه

این می سازد. مربوط را s مختلط فرکانس صفحه از F تابع می شود، تعریف [٠,∞) زمانی فاصله در

بدست تابع از و می کنیم ضرب e−st عبارت در را f(t) ابتدا می شود: ساخته زیر طریق به تبدیل

:[١] می آوریم بدست چنین و می گیریم انتگرال ∞ تا ٠ فاصله در ،f(t)e−st یعنی ،t برحسب آمده

L[f(t)] = F (s) ≜
∫ +∞

٠
f(t)e−stdt (١ -۴)

.[١] می نامند مختلط فرکانس را s متغیر و f(t) لاپلاس تبدیل را F (s)

بنابراین، برد. خواهیم کار به را بزرگ حروف همه جا در لاپلاس، تبدیل های دادن نشان برای

می باشند. J(s) و V (s) ترتیب به j(t) و v(t) لاپلاس تبدیل های

آورید . بدست را f(t) = ١ لاپلاس تبدیل ١ -۴ مثال

داریم: حل-

L{١} =

∫ ∞

٠
١ × e−stdt =

[e−st

−s

]∞
٠

=
١
s

در است. شده آورده شد خواهد نباز موردن درس این در که مهمی لاپلاس های تبدیل ،١ -۴ جدول در

است. شده بیان لاپلاس تبدیل اساسی و مهم خواص برخی ،٢ -۴ جدول

t4-1 مهم لاپلاس های تبدیل :١ -۴ جدول

F (s) f(t) ردیف

 a
s

a ١

 ١
s− a

eat ٢



لاپلاس تبدیل .۴ فصل ٨۶

 ω

s٢ + ω٢ sinωt ٣

 s

s٢ + ω٢ cosωt ۴

 n!
sn+١ tn ۵

 ١
s

u(t) ۶

 ١ δ(t) ٧

ω

(s+ a)٢ + ω٢ e−at sinωt ٨

s+ a

(s+ a)٢ + ω٢ e−at cosωt ٩

n!

(s+ a)n+١ tne−at ١٠

آن ها لاپلاس تبدیل که باشند تابع دو f٢(t) و f١(t) کنید فرض بودن)- خطی (خاصیت ١ -۴ قضیه

:[٣] آنگاه  باشند، دلخواه ثابت دو c٢ و c١ اگر است. موجود

L{c١f١(t) + c٢f٢(t)} = c١L{f١(t)}+ c٢L{f٢(t)}

f(t) = ۴t٢ − ٣ cos ٢t+ ۵e−t .[٣] آورید  بدست را مقابل عبارت لاپلاس ٢ -۴ مثال

داریم: حل-

L{۴t٣−٢ cos ٢t+۵e−t} = ۴L{t٢}−٣L{cos ٢t}+۵L{e−t} =
٨
s٣ −

٣s
s٢ + ۴

+
۵

s+ ١

آنگاه: L{f(t)} = F (s) اگر انتقال) اول (قضیه ٢ -۴ قضیه

L{eatf(t)} = F (s− a)

f(t) = e−t cos ٢t .[٣] کنید  حساب را زیر عبارت لاپلاس ٣ -۴ مثال

پس: L{cos ٢t} =
s

s٢ + ۴
می دانیم: حل-

L{e−t cos ٢t} =
s+ ١

(s+ ٢(١ + ۴



٨٧ لاپلاس تبدیل قضیه های و روابط تعاریف، .٢ -۴

f(t) = t٢e٣t .[٣] کنید  حساب را زیر عبارت لاپلاس ۴ -۴ مثال

پس: L{t٢} =
٢
s٣ می دانیم: حل-

L{t٢e٣t} =
٢

(s− ٣(٣

t ⩾ ٠ برای f ′(t) و پیوسته t ⩾ ٠ برای f(t) کنید فرض مشتق)- لاپلاس (تبدیل ٣ -۴ قضیه

مفروض عددی s٠ که باشند موجود s > s٠ برای تابع دو هر لاپلاس تبدیل و باشد قطعه ای پیوسته

صورت: این است.در

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(٠−)

داریم: همچنین

L{f ′′(t)} = s٢L{f(t)} − sf(٠−)− f ′(٠−)

L{f (n)(t)} = snL{f(t)} − sn−١f(٠−)− sn−٢f ′(٠−)− · · · − f (n−١)(٠−)

کنید. محاسبه را زیر عبارات لاپلاس ۵ -۴ مثال

i = ٢
dv

dt
, v = ٠٫۵

di

dt
(٢ -۴)

داریم: حل-

L{i = ٢
dv

dt
} ⇒ I = ٢

(
sV − v(٠−)

)
= ٢sV − ٢v(٠−)

L{v = ٠٫۵
dv

dt
} ⇒ V = ٠٫۵

(
sI − i(٠−)

)
= ٠٫۵sI − ٠٫۵i(٠−)

است. شده بیان لاپلاس تبدیل دیگر اساسی و مهم خواص برخی ،٢ -۴ جدول در

t4-2 لاپلاس تبدیل مهم خواص :٢ -۴ جدول

لاپلاس حوزه زمان حوزه خاصیت ردیف

e−t٠sF (s) f(t− t٠) زمان حوزه انتقال ١

F (s− s٠) es٠tf(t) s حوزه انتقال ٢

١
|a|

F (
s

a
) f(at) ٣

F (s)

s

∫ t

٠ f(τ)dτ انتگرال گیری ۴



لاپلاس تبدیل .۴ فصل ٨٨

لاپلاس حوزه در الکتریکی مدار عناصر مدل سازی ٣ -۴

منابع ٣- ١ -۴

مستقل منابع ٣- ١- ١ -۴

لاپلاس حوزه به را منابع این مقدار لاپلاس، حوزه به مستقل منابع انتقال برای کلی، حالت در

مدل ٢
s

مستقل ولتاژ منبع با لاپلاس حوزه در ٢ V مستقل ولتاژ منبع مثال، عنوان به می دهید. انتقال

خواهد مدل ٣s
s٢ + ۴

مستقل جریان منبع با لاپلاس حوزه در ٣ cos ٢t مستقل جریان منبع می شود.

شد.

زمان حوزه لاپلاس حوزه

−
+vs(t) is(t)

⇒
−
+Vs Is

مستقل منابع لاپلاس تبدیل :١ -۴  fig4-1شکل

وابسته منابع ٣- ١- ٢ -۴

آن ها نمایش برای بزرگ حروف از فقط می مانند. باقی تغییر بدون لاپلاس حوزه در منابع این

می کنیم. استفاده

k
+ −Vk

Jk

ولتاژ به وابسته جریان منبع

dVk

جریان به وابسته جریان منبع

cJk

جریان به وابسته ولتاژ منبع

−+

bJk

ولتاژ به وابسته ولتاژ منبع

−+

aVk

وابسته منابع لاپلاس تبدیل :٢ -۴  fig4-2شکل



٨٩ لاپلاس حوزه در الکتریکی مدار عناصر مدل سازی .٣ -۴

خازن و سلف مقاومت، ٣- ٢ -۴
مقاومت ٣- ٢- ١ -۴

می شود. داده نمایش R امپدانس با لاپلاس حوزه در R مقاومت زیر، رابطه طبق

L [vR = RiR] ⇒ VR = RIR (٣ -۴)

زمان حوزه لاپلاس حوزه

R

+ −vR

iR
R

+ −VR

IR

vR = RiR ⇒ VR = RIR

لاپلاس و زمان حوزه در مقاومت :٣ -۴  fig4-3شکل

خازن ٣- ٢- ٢ -۴

CvC(٠−) جریان منبع با موازی ١
Cs

امپدانس با لاپلاس حوزه در را C خازن زیر، رابطه طبق
١
Cs

امپدانس صورت به تنها خازن آنگاه باشد، صفر خازن اولیه ولتاژ که صورتی در می کنیم. مدل

می گردد. ظاهر

L
[
iC = C

dvC
dt

]
⇒ IC = CsVC − CvC(٠−) (۴ -۴) eq4-3 

صورت دو به می توان را خازن لاپلاس حوزه در است، شده داده نشان ۴ -۴ شکل در که همانطور

هر در که آنجایی از کنید. توجه خازن لاپلاس مدل های در جریان و ولتاژ منبع جهت به نمود. مدل

شده ارائه مدل دو هر از که بود. خواهد ١
Cs

آن مقدار است، بوده نظر مد خازن امپدانس مدل، دو

آورد. بدست (۴ -۴) رابطه از VC محاسبه با می توان را راست سمت مدل آمد. خواهد بدست

سلف ٣- ٢- ٣ -۴

LiL(٠−) ولتاژ منبع با سری Ls امپدانس یک با لاپلاس حوزه در را L سلف زیر، رابطه طبق

امپدانس یک صورت به تنها سلف آنگاه باشد، صفر سلف اولیه جریان که صورتی در می کنیم. مدل

می گردد. ظاهر Ls

L
[
vL = L

diL
dt

]
⇒ VL = LsIL − LiL(٠−) (۵ -۴) eq4-4 



لاپلاس تبدیل .۴ فصل ٩٠

زمان حوزه لاپلاس حوزه

C

−+

vC

iC ١
Cs

−+

VC

CvC(٠−)

IC

iC = C
dvC

dt
⇒

IC = CsVs − CsvC(٠−)

یا

١
Cs

IC

−+

١
s
vC(٠−)

+ −
VC

VC =
١
Cs

IC +
١
s
vC(٠−)

لاپلاس و زمان حوزه در خازن :۴ -۴  fig4-4شکل

زمان حوزه لاپلاس حوزه

L

+ −vL

iL Ls
− +

LiL(٠−)

IL

vL = L
diL

dt
⇒ VL = LsIL − LiL(٠−)

+ −VL

یا

Ls

١
L
iL(٠−)

IL

+ −VL

IL =
١
Ls

VL +
١
L
iL(٠−)

لاپلاس و زمان حوزه در سلف :۵ -۴  fig4-5شکل

صورت دو به می توان را سلف لاپلاس حوزه در است، شده داده نشان ۵ -۴ شکل در که همانطور

دو هر در که آنجایی از کنید. توجه سلف لاپلاس مدل های در جریان و ولتاژ منبع جهت به نمود. مدل

بدست شده ارائه مدل دو هر از که بود، خواهد Ls آن مقدار است، بوده نظر مد سلف امپدانس مدل،

آورد. بدست (۵ -۴) رابطه از IL محاسبه با می توان را راست سمت مدل آمد. خواهد

لاپلاس تبدیل روش به الکتریکی مدارهای تحلیل ۴ -۴

ثابت ضرایب با خطی دیفرانسیل انتگرال معادلات حل لاپلاس، تبدیل اصلی استفاده های از یکی

این از سپس، و بنویسید زمان حوزه در را مدار معادلات باید ابتدا الکتریکی، مدارهای در .[١] است

از حاصل خطی دیفرانسیل معادلات حل طریق این از درواقع، شود. گرفته لاپلاس تبدیل معادلات

نمی کنیم. استفاده روش این از ما جزوه این در اما بود. خواهد آسان بسیار الکتریکی مدارهای

است: زیر صورت به الکتریکی مدارهای حل برای لاپلاس تبدیلات از استفاده دیگر روش



٩١ لاپلاس تبدیل روش به الکتریکی مدارهای تحلیل .۴ -۴

،۴ -۴ و ٣ -۴ ،٢ -۴ ،١ -۴ شکل های، طبق آن ها لاپلاس حوزه با مدار المان های جایگذاری با -١

می کنیم. منتقل لاپلاس حوزه به زمان حوزه از را مدار

می نویسیم. لاپلاس حوزه در را مدار معادلات -٢

متغیر زمانی حوزه معادل لاپلاس، تبدیل عکس از استفاده با نظر، مورد پاسخ محاسبه از پس -٣

می آوریم. بدست را نظر مورد

نکته

می نامند. پله پاسخ اصطلاحا را (u(t)) واحد پله ورودی به مدار صفر حالت پاسخ پله: پاسخ

ضربه پاسخ اصطلاحا را (δ(t)) واحد ضربه ورودی به مدار صفر حالت پاسخ ضربه: پاسخ

می نامند.

داریم: شد، ذکر سوال در ضربه پاسخ یا پله پاسخ صفر، حالت پاسخ اصطلاحات اگر بنابراین،

iL(٠−) = vC(٠−) = ٠

گره تحلیل روش (از کنید تعیین t ⩾ ٠ در را vo(t) ضربه پاسخ ۶ -۴ شکل مدار در ۶ -۴ مثال ex4-3 

کنید). استفاده

is(t) ١ F ١Ω

١ F

١ F ١Ω

+

−

vo(t)

۶ -۴ مثال مدار :۶ -۴  fig4-8شکل

بود: خواهد صفر خازن ها اولیه ولتاژهای است شده خواسته ضربه پاسخ که آنجایی از حل:

vc(٠)١ = vc(٠)٢ = vc(٠)٣ = ٠, is(t) = δ(t)

شده داده نشان ٧ -۴ شکل در لاپلاس حوزه در مدار می کنیم. رسم لاپلاس حوزه در را مدار ادامه در

است.



لاپلاس تبدیل .۴ فصل ٩٢

١
١
s

١

١
s

١
s

١

+

−

Vo

E١ E٢

لاپلاس حوزه در ۶ -۴ مثال مدار :٧ -۴  fig4-9شکل

داریم: گره روش معادلات به توجه با

YnE = Is ⇒
[
٢s+ ١ −s
−s ٢s+ ١

] [
E١
E٢

]
=

[
١
٠

]

Vo = E٢ =

∣∣∣∣٢s+ ١ ١
−s ٠

∣∣∣∣∣∣∣∣٢s+ ١ −s
−s ٢s+ ١

∣∣∣∣ =
s

(٢s+ ٢)(١s+ ١)− (−s)(−s)

=
s

۴s٢ + ۴s+ ١ − s٢ =
s

٣s٢ + ۴s+ ١

و صورت باید بنابراین، نیست. یک است، s٢ توان بزرگترین اینجا در ،s توان بزرگترین ضریب

داریم: پس است. −١
٣

و −١ ریشه دو دارای مخرج همچنین، کنیم. تقسیم ،٣ یعنی آن، بر مخرج

Vo(s) =

s

٣

s٢ +
۴
٣
s+

١
٣

=

s

٣

(s+ ١)(s+
١
٣
)
=

A

s+ ١
+

B

s+
١
٣

می کنیم: محاسبه زیر صورت به را B و A مقادیر ۵ -۴ بخش در شده ارائه روش های با

A = (s+ ١)Vo(s)

∣∣∣∣∣
s=−١

=

s

٣

s+
١
٣

∣∣∣∣∣
s=−١

=
−١

٣

−٢
٣

=
١
٢

B = (s+
١
٣
)Vo(s)

∣∣∣∣∣
s=−

١
٣

=

s

٣
s+ ١

∣∣∣∣∣
s=−

١
٣

=
−١

٩
٢
٣

= −١
۶
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بود: خواهد زیر صورت به جزئی کسرهای صورت به Vo(s) یافته گسترش بنابراین،

Vo(s) =
١
٢

١
s+ ١

− ١
۶

١

s+
١
٣

بود: خواهد زیر صورت به زمان حوزه در خروجی ولتاژ ضربه پاسخ

vo(t) = L−١

١
٢

١
s+ ١

− ١
۶

١

s+
١
٣

 =
١
٢
e−t − ١

۶
e
−

١
٣
t
, t ⩾ ٠ برای

iL١(t) پاسخ های ،iL(−٠)٢ = ١١ A و iL(−٠)١ = ١١ A فرض با زیر شکل مدار در ٧ -۴ مثال ex4-4 

کنید). استفاده پاسخ ها آوردن بدست برای مش روش (از کنید تعیین t ⩾ ٠ در را iL٢(t) و

٢ H

iL١

١Ω

٣ H

iL٢

٢Ω

٧ -۴ مثال مدار :٨ -۴  fig4-10شکل

شود، استفاده باید مش روش که آنجایی از کنیم. رسم لاپلاس حوزه در را مدار باید ابتدا حل:

شکل در مدار این است. شده استفاده است، LiL(٠−) آن مقدار که سری، ولتاژ منبع با سلف مدل

است. شده رسم ٩ -۴
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٢s

IL١

−
+٢٢

١

٣s

IL٢

−
+ ٣٣

٢I١ I٢

لاپلاس حوزه در ٧ -۴ مثال مدار :٩ -۴  fig4-11شکل

می آوریم: بدست را مش ها جریان و می کنیم استفاده مش روابط از

ZmI = Vs ⇒
[
۵s+ ١ −٣s
−٣s ٣s+ ٢

] [
I١
I٢

]
=

[
٣٣ − ٢٢
−٣٣

]

I١ =

∣∣∣∣ ١١ −٣s
−٣٣ ٣s+ ٢

∣∣∣∣∣∣∣∣۵s+ ١ −٣s
−٣s ٣s+ ٢

∣∣∣∣ =
٣)١١s+ ٢)− (−٣s)(−٣٣)

(۵s+ ٣)(١s+ ١)− (−٣s)(−٣s)

=
٣٣s+ ٢٢ − ٩٩s

١۵s٢ + ١٠s+ ٣s+ ٢ − ٩s٢ =
−۶۶s+ ٢٢

۶s٢ + ١٣s+ ٢

I٢ =

∣∣∣∣۵s+ ١ ١١
−٣s −٣٣

∣∣∣∣∣∣∣∣۵s+ ١ −٣s
−٣s ٣s+ ٢

∣∣∣∣ =
(۵s+ (٣٣−)(١− (−٣s)(١١)

۶s٢ + ١٣s+ ٢
=

−١۶۵s− ٣٣ + ٣٣s
۶s٢ + ١٣s+ ٢

=
−١٣٢s− ٣٣

۶s٢ + ١٣s+ ٢

جریان آورد. بدست مش جریان برحسب را شده خواسته جریان های می توان مدار شکل به توجه با
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بود: خواهد زیر صورت به IL١

IL١(s) = −I١ =
۶۶s− ٢٢

۶s٢ + ١٣s+ ٢
=

١١s− ٢٢
۶

s٢ +
١٣
۶
s+

٢
۶

⇒ IL١ =
١١s− ٢٢

۶

(s+ ٢)(s+
١
۶
)
=

A

s+ ٢
+

B

s+
١
۶

A = (s+ ٢)IL١

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
١١s− ٢٢

۶

(s+
١
۶
)

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
−٢٢ − ٢٢

۶

−٢ +
١
۶

=
−١٣٢ − ٢٢
−١٢ + ١

=
١۵۴
١١

= ١۴

B = (s+
١
۶
)IL١

∣∣∣∣∣
s=−

١
۶

=
١١s− ٢٢

۶
(s+ ٢)

∣∣∣∣∣
s=−

١
۶

=
−١١

۶
− ٢٢

۶

−١
۶
+ ٢

=
−٣٣
١١

= −٣

⇒ IL١(s) =
١۴

s+ ٢
+

−٣

s+
١
۶

داریم: IL٢(s) محاسبه برای

IL٢(s) = I١ − I٢ =
−۶۶s+ ٢٢ + ١٣٢s+ ٣٣

۶s٢ + ١٣s+ ٢
=

۶۶s+ ۵۵
۶s٢ + ١٣s+ ٢

=
١١s+

۵۵
۶

s٢ +
١٣
۶
s+

٢
۶

⇒ IL٢ =
١١s+

۵۵
۶

(s+ ٢)(s+
١
۶
)
=

C

s+ ٢
+

D

s+
١
۶

A = (s+ ٢)IL٢

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
١١s+

۵۵
۶

s+
١
۶

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
−٢٢ +

۵۵
۶

−٢ +
١
۶

=
−١٣٢ + ۵۵
−١٢ + ١

=
٧٧
١١

= ٧

B = B = (s+
١
۶
)IL٢

∣∣∣∣∣
s=−

١
۶

=
١١s+

۵۵
۶

s+ ٢

∣∣∣∣∣
s=−

١
۶

=
−١١

۶
+

۵۵
۶

−١
۶
+ ٢

=
۴۴
١١

= ۴

⇒ IL٢(s) =
٧

s+ ٢
+

۴

s+
١
۶
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داریم: زمان حوزه در جریان دو این آوردن بدست برای

iL١(t) = L−١

 ١۴
s+ ٢

+
−٣

s+
١
۶

 = ١۴e−٢t − ٣e
−

١
۶
t

t ⩾ ٠

iL٢(t) = L−١

 ٧
s+ ٢

+
۴

s+
١
۶

 = ٧e−٢t + ۴e
−

١
۶
t

t ⩾ ٠

بدست t > ٠ برای را i(t) و کنید حل لاپلاس تبدیل روش با را ١٠ -۴ شکل مدار ٨ -۴ مثال ex4-2 

.[١] آورید

١٠ A

٩Ω

٣ H

١
۶

F

−
+ ٢ sin ٣t

i

٨ -۴ مثال مدار :١٠ -۴  fig4-6شکل

که آنجایی از شود، دقت می کنیم. رسم ،١١ -۴ شکل را، لاپلاس حوزه در مدار شکل ابتدا حل:

سوال صورت در نه و دارد وجود مدار در کلید (نه خازن و سلف اولیه مقادیر مورد در اطلاعاتی هیچ

معادله ١ مش برای سپس، می گیریم. نظر در صفر را آن ها مقادیر ندارد، وجود است) شده داده مقادیر

می نویسیم. را KVL

(٣s+ ٩)
(
I(s) +

١٠
s

)
+

۶
s
I(s) +

۶
s٢ + ٩

= ٠
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١٠
s

٩

٣s

۶
s

−
+ ۶

s٢ + ٩

I

١

٨ -۴ مثال برای لاپلاس حوزه در مدار :١١ -۴  fig4-7شکل

می آوریم: بدست را I(s) آمده، بدست KVL رابطه از )حال
٣s+ ٩ +

۶
٣s

)
I(s) = −(٣s+ ٩)

١٠
s

− ۶
s٢ + ٩

⇒
(

٣s٢ + ٩s+ ۶
s

)
I(s) =

−٣)١٠s+ ٩)(s٢ + ٩)− ۶s
s(s٢ + ٩)

⇒ ٣(s+ ١)(s+ ٢)I(s) =
−٣٠s٣ − ٩٠s٢ − ٢٧۶s− ٨١٠

s٢ + ٩

⇒ I(s) =
−١٠s٣ − ٣٠s٢ − ٩٢s− ٢٧٠
(s+ ١)(s+ ٢)(s٢ + ٩)

به تجزیه کنید). مراجعه ۵ -۴ بخش (به کنیم محاسبه را I(s) گویا تابع معکوس لاپلاس باید  حال

بود: خواهد زیر صورت به جزئی کسرهای

I(s) =
−١٠s٣ − ٣٠s٢ − ٩٢s− ٢٧٠
(s+ ١)(s+ ٢)(s٢ + ٩)

=
A

s+ ١
+

B

s+ ٢
+

Cs+D

s٢ + ٩

می کنیم: محاسبه زیر صورت به را B و A ضرایب

A = (s+ ١)I(s)

∣∣∣∣∣
s=−١

=
−١٠s٣ − ٣٠s٢ − ٩٢s− ٢٧٠

(s+ ٢)(s٢ + ٩)

∣∣∣∣∣
s=−١

=
١٠ − ٣٠ + ٩٢ − ٢٧٠

(١)(١٠)

=
−١٩٨

١٠
= −٩٩

۵

B = (s+ ٢)I(s)

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
−١٠s٣ − ٣٠s٢ − ٩٢s− ٢٧٠

(s+ ١)(s٢ + ٩)

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
−(٨−)١٠− ٣٠(۴)− (٢−)٩٢− ٢٧٠

(−١)(١٣)
=

٨٠ − ١٢٠ + ١٨۴ − ٢٧٠
−١٣

=
١٢۶
١٣
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می کنیم: عمل زیر صورت به D و C آوردن بدست برای

s=٠
==⇒ −٢٧٠ = −٩٩

۵
(٢)(٩) +

١٢۶
١٣

(١)(٩) +D(١)(٢) ⇒ ٢D = −٢٧٠ +
١٧٨٢

۵
− ١١٣۴

١٣

٢D =
−١٧۵۵٠ + ٢٣١۶۶ − ۵۶٧٠

۶۵
⇒ D = −٢٧

۶۵
s=١
==⇒ −١٠ − ٣٠ − ٩٢ − ٢٧٠ = −٩٩

۵
(٣)(١٠) +

١٢۶
١٣

(٢)(١٠) +
(
C − ٢٧

۶۵

)
(٢)(٣)

− ۴٠٢ + ۵٩۴ − ٢۵٢٠
١٣

+
١۶٢
۶۵

= ۶C ⇒ ۶C =
١٢۴٨٠ − ١٢۶٠٠ + ١۶٢

۶۵
⇒ C =

٧
۶۵

بود: خواهد زیر صورت به جزئی کسرهای به I(s) گسترش نتیجه، در

I(s) =
−١٠s٣ − ٣٠s٢ − ٩٢s− ٢٧٠
(s+ ١)(s+ ٢)(s٢ + ٩)

= −٩٩
۵

١
s+ ١

+
١٢۶
١٣

١
s+ ٢

+
١
۶۵

٧s− ٢٧
s٢ + ٩

زیر صورت به را آن باید و نیست مشخص لاپلاس تبدیلات در آخر کسر لاپلاس معکوس هم باز اما

داد: تغییر

I(s) == −٩٩
۵

١
s+ ١

+
١٢۶
١٣

١
s+ ٢

+
٧
۶۵

s

s٢ + ٩
− ٩

۶۵
٣

s٢ + ٩

بود: خواهد زیر صورت به جریان زمانی تابع

i(t) = −٩٩
۵
e−t +

١٢۶
١٣

e−٢t +
٧
۶۵

cos ٣t− ٩
۶۵

sin ٣t t ⩾ ٠ برای

معکوس لاپلاس ۵ -۴
se5

یعنی باشد، F تابع و موجود f تابع لاپلاس تبدیل کنید فرض ١ -۴ تعریف

L{f(t)} = F (s) (۶ -۴)

می نویسیم: و می نامیم F معکوس تبدیل را f صورت این در

f(t) = L−١{F (s)} (٧ -۴)

تبدیل خواص و لاپلاس تبدیل جدول از استفاده لاپلاس، تبدیل عکس یافتن برای مناسب روش

آن بتوان که باشد شکلی به باید لاپلاس تبدیل کار این برای است. (٢ -۴ و ١ -۴ (جدول های لاپلاس

را آن بتوان که نیست شکلی به نظر مورد تابع غالبا کرد. پیدا شده ذکر جدول های در سرعت به را

صورت به را آن باید نباشد، جدول در F (s) لاپلاس تبدیل اگر کرد. پیدا دسترس در جدول های در
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معمولا بنویسیم. موجودند، جدول در که ساده ای توابع برحسب را F (s) و دهیم بسط جزئی کسرهای

می باشد: زیر کلی صورت به s برحسب چندجمله ای دو نسبت صورت به F (s) تابع

F (s) =
s برحسب صورت چندجمله ای
s برحسب مخرج چندجمله ای =

P (s)

Q(s)
=

bmsm + bm−١s
m−١ + · · ·+ b١s+ b٠

ansn + an−١sn−١ + · · ·+ a١s+ a٠

،a٠ ضرایب و بوده s مختلط فرکانس متغیر برحسب چندجمله ای هایی ،Q(s) و P (s) اینجا در

ضرایب از دسته دو وسیله به گویا، تابع یک هستند. حقیقی اعداد bm ،· · · ،b١ ،b٠ و an ،· · · ،a١

دیگر، طرف از می شود. مشخص کاملا می کنند، تعریف را مخرج و صورت چندجمله ای های که حقیقی

بنابراین، کرد. بیان نیز آن ها صفرهای برحسب شده تجزیه عوامل صورت به می توان را چندجمله ای ها

:[١] می شود داده زیر صورت به F (s) دیگر نمایش طرز یک

F (s) = K

m∏
i=١

(s− zi)

n∏
j=١

(s− pj)
(٨ -۴)

،j = ١, ٢, · · · , n ،pj و P (s) صورت چندجمله ای صفرهای ،i = ١, ٢, · · · ,m ،zi اینجا در که
می نامند١ گویا تابع قطب های را pjها و صفرها را ziها می باشند. Q(s) مخرج چندجمله ای صفرهای

.[١]

گویا تابع صفرهای و قطب ها می توان مخرج، و صورت چندجمله ای های قراردادن صفر مساوی با

آورد: بدست را F (s)

P (s) = ٠ ⇒ s = z١, z٢, z٣, · · · , zm صفرها

Q(s) = ٠ ⇒ s = p١, p٢, p٣, · · · , pn قطب ها

یک است. مناسب صورت یک به گویا تابع نوشتن جزئی، کسرهای صورت به گسترش در گام اولین

.[١] باشد کمتر مخرج چندجمله ای درجه از صورت چندجمله ای درجه اگر گویند مناسب را گویا تابع

کوچک تر مخرج چندجمله ای در s توان بالاترین از باید صورت چندجمله ای در s توان بالاترین یعنی،

نمود: تقسیم مخرج بر را صورت باید صورت این غیر در باشد.

F (s) =
٣s٣ + ۴

s٢ − ۵s+ ١
= ٣s+ ١۵ +

٧٢s− ١١
s٢ − ۵s+ ١

آوردن بدست و Q(s) مخرج چندجمله ای تجزیه جزئی، کسرهای صورت به گسترش دوم گام

مکرر) یا ساده (قطب های اول عوامل به را مخرج چندجمله ای یعنی، .[١] گویاست تابع قطب های
ندارند. مشترکی ضرب عامل مخرج، و صورت چندجمله ای های که می کنیم ١فرض
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از بعد بنابراین، کرد. تجزیه مختلط) مزدوج (قطب های صفر از کوچک تر دلتای با دوم عوامل یا و

داشت. خواهد وجود مختلط قطب های و مکرر قطب های ساده، قطب های حالت، سه مخرج تجزیه

یک، از غیر ضریبی داشتن صورت در باشد یک مخرج در s توان بزرگترین ضریب باید گام، این در

می کنیم. تقسیم عدد آن بر را مخرج و صورت جملات تمام

ساده قطب های ١ -۵ -۴

مثال یک با را خود بحث دارد. s− ١ مانند حقیقی و ساده قطب های تنها F (s) حالت این در

می کنیم: شروع زیر صورت به ساده

F (s) =
P (s)

Q(s)
=

s٢ + ٣s+ ۵
(s+ ١)(s+ ٢)(s+ ٣)

:[١] داریم s تمام برای که قسمی به دارند، وجود K٣ و K٢ ،K١ مانند ثابت هایی که می کنیم بیان

F (s) =
s٢ + ٣s+ ۵

(s+ ١)(s+ ٢)(s+ ٣)
=

K١

s+ ١
+

K٢

s+ ٢
+

K٣

s+ ٣

آن در که دارد وجود فرمولی آن، ساده قطب یک در F (s) دلخواه گویای تابع یک مانده محاسبه برای

:[١] می کنند محاسبه زیر صورت به را pj قطب برای Kj مانده

Kj = (s− pj)F (s)

∣∣∣∣∣
s=pj

(٩ -۴)

کنیم، حساب را آن مانده می خواهیم که ساده ای قطب در را F (s) آمده بدست گویای تابع یعنی،

برای شده، ذکر مثال در می دهیم. قرار را pj یعنی قطب مقدار ،s جای به سپس می کنیم. ضرب

کرد: خواهیم عمل زیر صورت به مانده ها محاسبه

K١ = (s+ ١)F (s)

∣∣∣∣∣
s=−١

=
s٢ + ٣s+ ۵

(s+ ٢)(s+ ٣)

∣∣∣∣∣
s=−١

=
(−١)٢ + ٣ × (−١) + ۵
(−١ + ١−)(٢ + ٣)

=
١ +−٣ + ۵

١ × ٢
=

٣
٢
= ١٫۵

کرد: خواهیم عمل صورت همین به نیز باقی مانده ها دیگر برای

K٢ = (s+ ٢)F (s)

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
s٢ + ٣s+ ۵

(s+ ١)(s+ ٣)

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
٣
−١

= −٣

K٣ == (s+ ٣)F (s)

∣∣∣∣∣
s=−٣

=
s٢ + ٣s+ ۵

(s+ ١)(s+ ٢)

∣∣∣∣∣
s=−٣

=
۵
٢
= ٢٫۵
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بود: خواهد زیر صورت به F (s) معکوس لاپلاس نتیجه، در

f(t) = L−١
[

s٢ + ٣s+ ۵
(s+ ١)(s+ ٢)(s+ ٣)

]
= L−١

[
١٫۵

s+ ١
+

−٣
s+ ٢

+
٢٫۵

s+ ٣

]
= ١٫۵e−t − ٣e−٢t + ٢٫۵e−٣t

مکرر قطب های ٢ -۵ -۴

:[١] است شده داده زیر تابع کنید فرض

F (s) =
s٢ + ٣s+ ۵

(s+ ٢(١(s+ ٢)

داریم: s مقادیر تمام برای که قسمی به دارند، وجود C و B ،A مانند ثابت هایی که می کنیم فرض

F (s) =
s٢ + ٣s+ ۵

(s+ ٢(١(s+ ٢)
=

A

(s+ ٢(١ +
B

s+ ١
+

C

s+ ٢

روش همان از ساده) (قطب C و مکرر) قطب توان (بزرگترین A ضرایب آوردن بدست برای

می کنیم: استفاده قبل مرحله

A = (s+ ٢(١F (s)

∣∣∣∣∣
s=−١

=
s٢ + ٣s+ ۵

s+ ٢

∣∣∣∣∣
s=−١

=
٣
١
= ٣

C = (s+ ٢)F (s)

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
s٢ + ٣s+ ۵
(s+ ٢(١

∣∣∣∣∣
s=−٢

=
٣
١
= ٣

مقدار انتخاب با سپس، و می کنیم ضرب چپ سمت مخرج در را تساوی طرف دو B کردن پیدا برای

می آوریم: بدست s = ٠ گرفتن با مثال این در می آید. بدست B به نسبت معادله ای ،s برای مناسبی

s٢ + ٣s+ ۵ = A(s+ ٢) +B(s+ ١)(s+ ٢) + C(s+ ٢(١

s=٠
=====⇒
A=C=٣

۵ = ٢ × ٣ +B + ٣ × ١ ⇒ B = −٢

بنابراین:

f(t) = L−١
[

s٢ + ٣s+ ۵
(s+ ٢(١(s+ ٢)

]
= L−١

[
٣

(s+ ٢(١ +
−٢
s+ ١

+
٣

s+ ٢

]
= ٣te−t − ٢e−t + ٣e−٢t
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قطب های وقتی اما است. مناسب دوم) توان با (قطب ٢ درجه از مکرر قطب های برای بالا روش

تبدیل و گویا تابع کنید فرض کنید. عمل زیر صورت به است بهتر هستند، ٢ از بالاتر درجه از مکرر

باشیم: داشته را زیر کسرهای به آن

F (s) =
١

(s+ ٣(١s٢ =
K١

s+ ١
+

K٢

(s+ ٢(١ +
K٣

(s+ ٣(١ +
K۴

s
+

K۵

s٢

حاصل زیر مقدار تا می کنیم ضرب (s + ٣(١ در را F (s) ابتدا ،K٣ و K٢ ،K١ محاسبه برای

شود:

(s+ ٣(١F (s) =
١
s٢

می آوریم: بدست را ضرایب زیر روابط به توجه با حال

K١ =
١
s٢

∣∣∣∣∣
s=−١

= ١

K٢ =
d

dt

١
s٢

∣∣∣∣∣
s=−١

=
−٢
s٢

∣∣∣∣∣
s=−١

= ٢

K٣ =
١
٢!

d٢

dt٢
١
s٢

∣∣∣∣∣
s=−١

=
١
٢

۶
s٢

∣∣∣∣∣
s=−١

= ٣

می آوریم: بدست تا می کنیم ضرب s٢ در را F (s) ابتدا ،K۵ و K۴ محاسبه برای مشابه، طریق به

s٢F (s) =
١

(s+ ٢(١

می آوریم: بدست را ضرایب مشابه طریق به

K۴ =
١

(s+ ٣(١

∣∣∣∣∣
s=٠

= ١

K۵ =
d

dt

١
(s+ ١٣)

∣∣∣∣∣
s=٠

=
−٣(s+ ٢(١

(s+ ٣(١

∣∣∣∣∣
s=٠

= − ٣
s+ ١

∣∣∣∣∣
s=٠

= −٣

است: چنین جزئی کسرهای به F (s) گسترش نتیجه، در

F (s) =
١

(s+ ٣(١s٢ =
٣

s+ ١
+

٢
(s+ ٢(١ +

١
(s+ ٣(١ − ٣

s
+

١
s٢

از: است عبارت آن متناظر زمانی تابع

f(t) = L−١
[

١
(s+ ٣(١s٢

]
= ٣e−t + ٢te−t +

١
٢
t٢e−t − ٣ + t, t ⩾ ٠ برای
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مختلط قطب های ٣ -۵ -۴

مختلط قطب های دارای که وقتی گویا تابع یک معکوس آوردن بدست برای سریع و ساده روش

درجه یک را شده تجزیه کسر صورت که است این باشد، ( s = p = α ± jβ شکل به (یعنی

صورت به می توان را صورت نتیجه در است، دو درجه کسر مخرج معمولا می گیریم. مخرج از کمتر

دو ازای به را تساوی طرف دو است کافی تنها B و A آوردن بدست برای گرفت. نظر در As+B

مختلط قطب دو دارای که بگیرید نظر در را زیر گویا تابع مثال عنوان به دهیم. قرار مساوی s مقدار

است: p٣ = −١ ساده قطب یک و p١,٢ = −١ ± j١

F (s) =
٣s+ ۵

(s+ ١)(s٢ + ٢s+ ٢)
=

A

s+ ١
+

Bs+ C

s٢ + ٢s+ ٢

می کنیم: عمل قبل مانند A محاسبه برای

(s+ ١)F (s)

∣∣∣∣∣
s=−١

=
٣s+ ۵

s٢ + ٢s+ ٢

∣∣∣∣∣
s=−١

=
٢
١
= ٢

بدست طرفین و می کنیم ضرب مخرج در را معادله سمت دو ،C و B ثابت های آوردن بدست برای

خواهیم مجهولی دو معادله دو دستگاه یک می دهیم. قرار یکدیگر مساوی دلخواه s مقدار دو در را آمده

می کنیم. حل را آن و داشت

٣s+ ۵ = A(s٢ + ٢s+ ٢) + (Bs+ C)(s+ ١)

A=٢
==⇒ ٣s+ ۵ = ٢(s٢ + ٢s+ ٢) + (Bs+ C)(s+ ١)

s=٠
==⇒ ۵ = ۴ + C ⇒ C = ١

s=١
==⇒ ٨ = ٢(۵) + (B + C)(٢) C=١

==⇒ B = −٢

است مختلط قطب های دارای که کسری مخرج و صورت هنوز اما است شده محاسبه ضرایب اینکه با

داد: تغییر زیر صورت به را مخرج و صورت باید نیست. معلوم لاپلاس های تبدیل از هیچ کدام شبیه

−٢s+ ١
s٢ + ٢s+ ٢

=
−٢(s+ ١) + ٣
(s+ ٢(١ + ١٢

است: چنین جزئی کسرهای به F (s) گسترش نتیجه در

F (s) =
٣s+ ۵

(s+ ١)(s٢ + ٢s+ ٢)
=

٢
s+ ١

+
−٢(s+ ١)

(s+ ٢(١ + ١٢ +
٣

(s+ ٢(١ + ١٢

از: است عبارت آن متناظر زمانی تابع

f(t) = (٢e−t − ٢e−t cos t+ ٣e−t sin t)u(t)
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