
 

 



 

 

  
  
  
  
  

  مختصاتدستگاه 
  :ـ تصوير1

A(aي   نقطهتصوير ,a ,a )1 2   ...............  بر روي 3
Aها به صورت xمحور *  (a , , ) 1 0   . است0
Aها به صورت yمحور *  ( ,a , ) 20   .  است0
Aها به صورت zمحور *  ( , ,a ) 30   .  است0
A به صورت xoyي  صفحه*  (a ,a , ) 1 2   .  است0
A به صورت yozي  صفحه*  ( ,a ,a ) 2   .  است30
A به صورت zoxي  صفحه*  (a , ,a ) 1   .  است30
  :ـ قرينه2

A(aي  ي نقطه قرينه ,a ,a )1 2    ...............  نسبت به 3
Aبه صورت ها xمحور *  (a , a , a )  1 2   .  است3
A به صورت xoyي  صفحه*  (a ,a , a ) 1 2   .  است3
Aت رمبدأ مختصات به صو*  ( a , a , a )   1 2   .  است3
  :فاصلهـ 3

A(aي  ي نقطه فاصله ,a ,a )1 2   ...............  از 3
AA: ها برابر است باxمحور *  a a  2 2

2 3   
AA:  برابر است باxoyي  صفحه*  a  3   

OA: مبدأ مختصات برابر است با*  a a a  2 2 2
1 2 3   

A(mي  ي نقطه قرينه . 1 n ,m n , )  Aي   ها نقطهy نسبت به محور 2 ( , , p) 0 4 m است، حاصل 1 n p 2كدام است؟  
1 (9  2 (7  3 (5  4 (3  

  

  y
m n (m n)

A m n A m n
  

  


ــور   ــه مح ــبت ب ــه نس  قرين

2 2
  

Aي   با نقطهAي  هاي نقطه با متحد قرار دادن مؤلفه ( , , p) 0 4   :آيند  به دست مي p و n و m ، مقادير 1

  
(m n) m

m n n m n p
p p

    
             
     

0 2
4 2 2 2 2 2 3 9

2 1 3
  

     
OAبردار تصوير  . 2


OB بر صفحات مختصات به ترتيب 


 ، OC


OD و 


OB است و  OC OD kOA  

   
  كدام است؟k ، عدد 

1 (4
3

  2 (3
2

  3 (1  4 (2  

OAبردار 


OA را به صورت  (a ,a ,a )


1 2 OBبا توجه به صورت تست بردارهاي . گيريم  درنظر مي3


 ، OC


 و 
OD


  : به صورت زير هستند
  : OB (a ,a , )


1 2 OA تصوير 0


  xoyي   روي صفحه

  : OC ( ,a ,a )


2 OA تصوير 30


  yozي   روي صفحه
  : OD (a , ,a )


1 OA تصوير 30


  zoxي   روي صفحه

OB  :حالا داريم OC OD (a ,a , ) ( ,a ,a ) (a , ,a ) ( a , a , a ) OA      1 2 2 3 1 3 1 2 30 0 0 2 2 2 2
   

  
    







 اولفصل  هابردار



  
 

 

 

 8   تحليليچكيده هندسه
  ها خط و مركز ثقل چندضلعي مختصات وسط پاره

A كه در آن ABخط  ـ مختصات وسط پاره1 A AA(x , y , z B و ( B BB(x , y ,z   : است، برابر است با(

  A B A B A Bx x y y z zA BM M , ,         2 2 2 2
    

A با رئوس ABCـ مختصات مركز ثقل مثلث 2 A AA(x , y , z B و ( B BB(x , y ,z C و ( C CC(x , y ,z   :  برابر است با(
  

   A B C A B C A B Cx x x y y x z z xA B CG G , ,            
 3 3 3 3

  

  
  : برابر است باABCDالاضلاع  ـ مختصات مركز ثقل متوازي3

  

A C A B C DB D
O

A C A B C DB D
O

A C A B C DB D
O

x x x x x xx xx

y y y y y yy yy

z z z z z zz zz

   
  

   
  

   
  

2 2 4

2 2 4

2 2 4

  

  :الاضلاع روابط زير برقرار هستند بنابراين در متوازي

  
A C B D

A C B D

A C B D

x x x x
y y y y
z z z z

  
  
  

  

  

A به مختصات رئـوس      ABCDالاضلاع     متوازي .3 ( , , )1 2 3   ، B ( , , )1 1 )C و   2 , , )1 4  در  Dي     مفـروض اسـت، مختـصات نقطـه        1
 الاضلاع كدام است؟ متوازي

1 (D( , , )3 3 4  2 (D( , , )1 1 0  3 (D( , , )1 7 2  4 (D( , , ) 2 5 2  
  

  
A C B D D D

A C B D D D

A C B D D D

x x x x ( ) x x
y y y y y y D( , , )
z z z z z z

           
             
          

1 1 1 1
2 4 1 7 1 7 2
3 1 2 2

  

  
    

  

  ها چند ويژگي پيكان
1 (AB BA

 
  2 (AB 


0  

3 (AB BA 
 

  4 (AB BC AC 
  

  
AC:  داريمCي دلخواه   براي نقطه)5 BC AB AC BC   

    
  ) نامساوي مثلثي (

  
  
  : ميانه باشد، داريمAMاگر ) 6

      AB AC AM 
  

2  
  
  
  



 
  

 

 

 هابردار  9
صل 

ف
1  

ABضلعي منتظم مقابل حاصل   در هشت .4 AC AF AG  
   

  كدام است؟

1 (AE


2  
2 (AD


2  

3 (AD AE
 

  
4 (HD


2  

   
AE AE

AB AC AF AG (AB AF) (AC AG) AE       
 

        
  2  

    
CA حاصل ABCDدر مستطيل  .5 DB

 
  )76آزاد ـ (   كدام است؟

1 (AC


2  
2 (O


  

3 (DA


2    
4 (AB


2  

   AB CDDB DA AB
DB CA DA AB CD DB CA DA

CA CD DA
         

  

   
       

   2 2  

    
BCاگر داشته باشيم  .6  4


AC و   2


AB تواند نميگاه كدام گزينه   آن


  باشد؟ 

1 (1  2 (3  3 (4  4 (6  
    :توجه به نامساوي مثلثي داريمبا 

  AC BC AB AC BC AB AB           
      

2 4 2 4 2 6  

ABي به دست آمده،  با توجه به بازه


  . باشد1تواند   نمي
     

  خواص بردارها
aاگر 


 ، b


 ، c


o و 


o( چهار بردار 


  : اعداد حقيقي باشند، داريمn و mو .)  بردار صفر است
1 (a b b a  

   
  2 (a (b c) (a b) c    

     
  

3 (a o o a a   
    

  4 (a ( a) ( a) a o     
    

  
5 (m(a b) ma mb  

   
  6 ((m n)a ma na  

  
  

7 ((mn)a m(na)
 

  8 (a a
 

1  
9 (a o

 
0    10 (mo o

 
  

11 (ma m a
 

  

V اگر  .7 i j k  1 2 3


V و  i j k  2


 حاصل 
V V

V V





1 2

1 2

2
2

 

 81آزاد ـ (   كدام است؟( 

1 (1  2 (6  3 (6
6

  4 (2
2

  

   
V VV V ( , , ) ( )
V VV V ( , , )

          
   

  
  

2 2 21 21 2
2 2 21 21 2

22 0 5 1 0 5 1 26 1
2622 4 1 3 4 1 3

  

     
  



  
 

 

 

 10   تحليليچكيده هندسه
  جهت بودن دو بردار راستا و هم هم

  :جهت بودن دو بردار هستند استا بودن و همر سه شكل زير گوياي هم
  
  
  

m)تعبير هندسي  )ma


   
aاگر  (a ,a ,a )


1 2 ma  : گاه داريم  باشد، آنm و 3 m(a ,a ,a ) (ma ,ma ,ma ) 


1 2 3 1 2 3  

  : وجود دارد، داريمmبا توجه به حالات مختلفي كه براي 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  است؟نادرست كدام گزينه  .8

اگر ) 1 0گاه   باشد، آنa


aجهت با  راستا و هم  برداري است هم


a و به طول 


.  

اگر ) 2 0گاه   باشد، آنa


aجهت با  همغيرراستا و   برداري است هم


a و به طول 


.  

اگر ) 3 0گاه   باشد، آنa


  . بردار صفر خواهد بود
اگر ) 4 0گاه   باشد، آنa


aراستا با   برداري است هم


a و به طول 


.  

a مقداري منفي است پس كه   با توجه به اين2ي  در گزينه


 خواهد بود و اين در حالي است  نيز مقداري منفي
  .  داخل علامت قدرمطلق قرار گيردي يك بردار مقداري نامنفي است پس بايد  دانيم اندازه كه مي

    

  موازي بودن دو بردار
aدو بردار  (a ,a ,a )


1 2 b و 3 (b ,b ,b )


1 2 aاگر و تنها اگر اند،   با هم موازي3 b 

 
 ، ( )تر، بردارها،  به بيان ساده  

  . مضربي از هم باشند

      a a aa b (a ,a ,a ) ( b , b , b )
b b b

           
  1 2 3

1 2 3 1 2 3
1 2 3

  

aاگر  نكته:  b
 
هاي بردار  باشد و يكي از مؤلفهa


bي نظير آن در بردار   صفر باشد، بايد مؤلفه


  .  برابر با صفر باشد

aاگر : مثال ( m , , )  2 1 1 2


b با  ( , , ) 0 2 4


  . را به دست آوريدm موازي باشد، 

      ma b m m 
       



 
 2 1 1 2 12 1 0

0 2 4 2
  

aاگر  نكته:  b
 
  ي بردار  دو مؤلفهباشد وa


bهاي نظيرش در بردار   صفر باشد، مؤلفه


  .  نيز صفر خواهد شد

  

mاگر    )1( 1باشد   
  

ma a
 

  

mاگر   )2( 0    باشد1
   

ma a
 

  

mاگر   )3(  1    باشد 0
 

ma a
 

  

mاگر   )4(  1 باشد   
 

ma a
 

  

mاگر   )5(  1باشد   
 

a a 
 

  

 



 
  

 

 

 هابردار  11
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ف
1  

aاگر : مثال ( m , , n)  12 0 12


b و  ( , p , ) 1 2 1 0


  .  را به دست آوريدp و m ، nادير  با هم موازي باشند، مق

      

p p
m na b n n

p
m

      
        

 


 




12 1 01 20 12 1 0 1
1 2 1 0

  

  بردار يكّه و بردار جهت
iمثلاً . ي آن برابر با يك باشد، بردار يكهّ است  هر برداري كه اندازه:بردار يكهّ


 ، j


k و 


  ي محورهاي مختصات  ارهاي يكهّ برد

aبنابراين بردارهاي . هستند
a



a و 1

a




  . ها برابر با يك است ي آن  ، يكهّ هستند، چون اندازه1

  
  
  

aراستا با بردار      جهت و هم    اي كه هم     بردار يكهّ  :بردار جهت 


aي  ا بردار يكهّ باشد ر 


a يا بردار جهت 


aeگوييم و آن را با علامـت    مي


 نـشان  

ae        :دهيم مي a
a





1  

aeنكته: 


a جهت بردار    


aتوانيم بردار  كند و مي ي آن، مشخص مي    را مستقل از اندازه    


ي آن  ي آن در بردار يكّـه  ضرب اندازه  را از حاصل

aa        :به دست آوريم a e
  

  
a بردار نكته:  (a ,a ,a )


1 2   :هاي محورهاي مختصات بنويسيم توانيم برحسب يكهّ  مي را3

        a (a ,a ,a ) a i a j a k   


1 2 3 1 2 3  

a اگر  . 9 (m, m, m) 2 2


  چند است؟m بردار يكهّ باشد، 

1 (1  2 ( 3
3

  3 ( 3  4 ( 1
3

  

  a m ( m) ( m) m m          
 2 2 2 2 11 2 2 1 9 1

3
  

    

  ي بين دو بردار تشخيص زاويه
  :در سه شكل زير، حالات مختلف، بررسي شده است

  

aتعبير هندسي بردارهاي  b و a b  
ها برداري است كه ابتداي اولـين بـردار را    گاه برآيند آن اي باشند كه انتهاي اولي به ابتداي دومي وصل شده باشد، آن         ـ اگر چند بردار به گونه     1

  . كند به انتهاي آخرين بردار وصل مي

  
  



  
 

 

 

 12   تحليليچكيده هندسه
aالاضلاع ساخت كه قطرهاي آن    توان يك متوازي     مي b و   aـ بر روي بردارهاي     2 b و a bي بـين بردارهـاي    براي زاويه. باشد  ميa و b 

  :داريم

  
( ) a b a b

( ) a b a b

( ) a b a b

      

     

      

1 0 90
2 90
3 90 180

  

  .شود و بالعكس الاضلاع تبديل به مستطيل مي گاه متوازي الاضلاع با هم برابر باشند، آن ـ اگر قطرهاي يك متوازي3
 a b a b a b      

  :گاه داريم  اعداد حقيقي باشند، آنn و  mدر حالت كلي اگر 
  ma nb ma nb a b      

  . اندازه نيستند ـ در لوزي، قطرها بر هم عمودند، اما قطرها هم4
  (a b) (a b) a b      

  .در لوزي قطرها، نيمسازند

  
(a b)

a b
(a b)


  
  

  .اندازه هستند و همچنين قطرها بر هم عمودند ـ در مربع، قطرها هم5
  (a b) (a b) , a b a b a b , a b          

aتوان يك مثلث ساخت كه ضلع سوم آن بردار   ميb و  aبردارهاي ـ بر روي 6 bاست  .  
aـ اگر 7 b a b  الاضلاع است گاه مثلث، متساوي  باشد، آن .  
aـ اگر 8 b a b  2 2   .  ، قائمه استb و aي بين بردارهاي  گاه زاويه  باشد، آن2
aـ اگر 9 b a b  ي بين بردارهاي  گاه، زاويه  باشد، آنa و b برابر با 120است  .  

) با تصويرهاي    b و   a دو بردار    .10 , , )  1 1 ) و   2 , , )2 0 a بردارهـاي    اند، به ازاي كدام مقـادير          مفروض 1 b  و a b  عمـود 
   اند؟ برهم

 )89سراسري ـ (  
  1 و 6/0) 4  1 و 4/0) 3  1 و 1  2 (6/0 و 4/0) 1

  ( ) ( )                2 2 2 2 2 21 1 4 2 0 1 5 2 3 0(a b) (a b) a b      
  , /  1 0 6  

    

  ي بين دو بردار نيمساز زاويه
aگاه بردار  دو بردار باشند آنb و aاگر  be eنيمساز داخلي و بردار a be eهاي  ي بين بردار  نيمساز خارجي زاويهa و b   

  . هستند

      
a b

a b

( a b )a be e b a a b
a b

( a b )a be e b a a b
a b


   


   

ــاز داخلــي   نيمس

 نيمســاز خــارجي

 

 

ــاز داخلــي  نيمس

نيمســاز خــارجي

  

  

      a b

a b

e e
tan

e e
 
2

   

  
  

  استb وaنيمساز داخلي
  استb وaنيمساز خارجي



 
  

 

 

 هابردار  13
صل 

ف
1  

aي بين  اگر زاويه . 11 b b a و بردار a برابر با 1 aي بين   باشد، زاويه00 b b a و بردار b كدام است؟  
1 (10  2 (15  3 (20  4 (25  

aبردار  b b aي بين   نيمساز زاويهa و b است و BC a b b a 


 
aبرداري است عمود بر  b b aكه در شكل رسم شده است  .  

AB)ين است، الساق  متساويABCمثلث  AC)بنابراين داريم :  
    B C A ( )          1 1 80 180 80 80 20  

aي بين بردارهاي  پس، زاويه b b a و bبرابر است با :
A  10
2

  

  
     

a اگر  . 12  b و 4 ( , , ) 2 3 a:  و داشته باشيم باشند5 b a b  2 3 2 3   كدام است؟b و aي بين بردارهاي   ، زاويه2

1 (30  2 (60  3 (Arc tan ( )1
2

  4 (Arc tan ( )12
2

  

bكنيد طور كه ملاحظه مي همان  a:باشد و داريم  مي6 b3 2 
دو بردار اين اندازه هستند، اگر روي   همb2 و a3بنابراين، بردارهاي 

aيك لوزي درست كنيم، بردارهاي  b3 a و 2 b3 هاي آن  قطر2
  :هستند كه بر هم عمودند، پس داريم

a b
tan Arc tan ( ) Arc tan( )

a b
       


3 2 1 1 12
2 3 2 2 2 2 2

  

     
  

  ضرب داخلي
aضرب داخلي دو بردار 


b و 


a.b به صورت  a b cos 
   

  بنابراين ضرب .  دو بردار استي بين  زاويهشود كه   تعريف مي
  . داخلي دو بردار يك عدد حقيقي است

aاگر  (a ,a ,a )


1 2 b و 3 (b ,b ,b )


1 2 a.b  :گاه  باشد، آن3 a b a b a b  
 

1 1 2 2 3 3  
  

 )83آزاد ـ (  تر است؟  با توجه به شكل كدام گزينه عددي بزرگ .13

1 (AB.AD
 

  
2 (AB.AE

 
  

3 (AB.AC
 

  
  .هر سه يكسان هستند) 4
  
  

  : AB.AD AB AD cos AB AD  
     

  1ي   گزينه0

   : AB.AE AB AE cos AB AH  
     

  2ي   گزينه

  : AB.AC AB AC cos AB AH   
     

  3ي  گزينه 

AHكه  با توجه به اين AD AH  
  

  :ت داريم اس
  3 گزينه 1 گزينه 2گزينه   

     
 



  
 

 

 

 14   تحليليچكيده هندسه
  ي بين دو بردار ي زاويه اندازه

aي بين دو بردار  زاويه (a ,a ,a )


1 2 b و 3 (b ,b ,b )


1 2   : برابر است با3

      a b a b a ba.bcos
a b a a a b b b

 
  

   

 
  1 1 2 2 3 3

2 2 3 2 2 2
1 2 3 1 2 3

  

a اگر  . 14 i j k  2 b و 3 i j k  ي بين دو بردار  گاه كسينوس زاويه  آنa b و b81سراسري ـ (   كدام است؟( 

1 ( 3
17

  2 ( 5
17

  3 (3
17

  4 (5
17

  

  a b ( , , ) ( , , ) ( , , )    2 3 1 1 1 1 1 4 0  

  (a b).b ( )cos
a b b ( )

       
     

     2 2 2 2 2 2
1 1 4 1 0 1 3 3

1717 31 4 0 1 1 1
  

     
  نكته: 

a.b حاده است اگر و تنها اگر b و aي بين دو بردار  زاويه) 1 0باشد  .  
a.b بر هم عمود هستند اگر و تنها اگر b و aبردارهاي ) 2 0باشد  .  
a.b منفرجه است اگر و تنها اگر b و aي بين دو بردار  زاويه) 3 0باشد .  

  هاي ضرب داخلي دو بردار ويژگي
1 (a.b b.a) جايي خاصيت جابه(   
2 (ra.b r(a.b) a.rb  كه در آن a و b و  دو بردارrعدد حقيقي است  .  

3 (a.a a : بنابراين داريم. 2
a.a a o
a.a a o

   
   

0
0

  

a.(b:پذيري دارد ضرب داخلي بردارها، خاصيت توزيع) 4 c) a.b a.c    
  .دو بردار نسبت به ضرب داخلي، بسته نيستند، زيرا ضرب داخلي دو بردار يك عدد حقيقي است) 5

6 (
a b a.c b.c

a .c b.c

  

 a b




a.cي   از رابطه b.cتوان نتيجه گرفت كه   هميشه نميa bآيد هاي خاص زير به وجود مي  است و حالت:  

    
a b o

b.c a .c a .c b.c (a b).c a b c cos (a b) c
c o

 
             
 

0 0 0  

aضرب عددي بردار غيرصفر   در كدام حالت حاصل .15


x در مجموع دو بردار غيرصفر 


y و 


 )86سراسري ـ (  ؟شود نمي صفر 

xبردار ) 1


yي بردار   قرينه


aبردار ) 2    


xر  فقط بر يكي از دو بردا


y و 


   عمود
aبردار ) 4    سه بردار دو به دو عمود بر هم ) 3


xي دو بردار   بر صفحه


y و 


   عمود
  

  :كنيم  بررسي مياها ر گزينه
xاگر : 1ي  گزينه y 

 
a.(x  :گاه  باشد آن y) a.(o)  

    
0  

aكنيم  فرض مي: 2ي  گزينه


x فقط بر 


a.(x  : عمود باشد y) a.x a.y a .y   
        

0
  

a.(x  : 3ي  گزينه y) a.x a.y     
      

0 0 0  
aاگر : 4ي  گزينه


xي دو بردار   بر صفحه


y و 


 باز هم 3ي  ها عمود است، پس طبق گزينه  عمود باشد، بر هر دوي آن
a.(xحاصل  y)

  
  .  برابر با صفر خواهد بود

    



 
  

 

 

 هابردار  15
صل 

ف
1  

aاگر  .16  2


b و   3


a و  .b  4
 

a)ضرب داخلي   باشند، حاصل b) .( a b) 2 3
   

 )89آزاد ـ (   چقدر است؟

1 (28  2 (58  3 (30  4 (50  

   (a b).( a b) a a.b b.a b            2 2 2 22 3 3 6 2 3 2 7 4 2 3 58  
    

  ي محورهاي مختصات بردارهاي يكّهضرب داخلي 
aهاي محورهاي مختصات باشند و   يكهkّ  و i ، jاگر  (a ,a ,a )


1 2   :گاه داريم  باشد، آن3

1 (i.i j.j k.k  1            2 (i.j j.k k.i  0              3 (a.i a , a .j a , a .k a  1 2 3  

  هاي هادي زواياي هادي و كسينوس
aبردار  (a ,a ,a )


1 2   دهد كه به اين   تشكيل مي و  ،  ها به ترتيب زواياي z ها و y ها، x با قسمت مثبت محور 3

  هاي هادي به دست آوردن كسينوسبراي . گويند هاي هادي مي زوايا، اصطلاحاً زواياي هادي و به كسينوس اين زوايا، كسينوس
  :كنيم  به صورت زير عمل مي

    aa.i: cos
a i a

   aي   زاويه1


  هاx با محور 

  

        aa.j: cos
a j a

   aي   زاويه2


  هاy با محور 

        aa.k: cos
a k a

   aي   زاويه3


  هاz با محور 

cos         :1ي  نتيجه cos cos     2 2 2 1  

sin         :2ي  نتيجه sin sin     2 2 2 2  
a        :3ي  نتيجه a cos a a cos a a cos     1 2 3  
aهاي بردار   اگر به جاي مؤلفه:4ي  نتيجه (a ,a ,a )


1 2   :هاي هادي قرار دهيم، داريم سينوسها را برحسب ك  ، معادل آن3

    
ae

a (a ,a ,a ) ( a cos , b cos , a cos ) a (cos , cos , cos )        1 2 3  

ae: بنابراين (cos ,cos ,cos )   


a  يكّه بردار ، 


   .است 

 كدام aهاي اول و سوم بردار   بسازد، مجموع مربعات مؤلفه45 و 60 ها به ترتيب زواياي y ها و x با محور 2 به طول a اگر بردار  . 17
 است؟

1 (1  2 (2  3 (4  4 (3  
  cos cos cos cos cos cos            2 2 2 2 2 21 60 45 1  

  cos cos cos           2 21 1 1 11
4 2 4 2

  
  :شود هاي هادي بردار، به صورت زير نوشته مي  برحسب كسينوسaبردار 

  a a (cos ,cos ,cos ) a (cos ,cos , )         12 30 45
2

  

  a ( , , ) ( , , )    3 2 12 3 2 1
2 2 2

  

a  :برابر است با aبردار هاي اول و سوم  بنابراين مجموع مربعات مؤلفه a ( ) ( )    2 2 2 2
1 3 3 1 4  

    
   نكته: 

  ي سوم حتماً برابر با گاه زاويه  باشد، آن270يا  90زواياي هادي يك بردار برابر با اگر مجموع و يا تفاضل دو زاويه از 
 90است  .                90   يــا 270 90  
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