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 :دیکن  یبند  تهسدرا    ریمرتبه دوم ز  یجزئ  لیفرانسیمعادلات د

1.1- 3
𝜕2∅

𝜕𝑥2
+

𝜕2∅

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 2

𝜕2∅

𝜕𝑦2
= 0 

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 1 − 24 = −23 < 0 →  بیضوی 

1.4- 4
𝜕2∅

𝜕𝑥2
+ 𝑦2

𝜕∅

𝜕𝑥
+ 𝑥

𝜕∅

𝜕𝑥
+
𝜕2∅

𝜕𝑦2
+ 4

𝜕2∅

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 4𝑥𝑦 = 0 

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 16 − 16 = 0 →  سهموی 

 :ن کنیدتعیی  yو    xنوع معادلات زیر را بر اساس مقادیر مختلف  

1.7- 𝑥2𝑦
𝜕2∅

𝜕𝑥2
+ 𝑥𝑦

𝜕2∅

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝑦2

𝜕2∅

𝜕𝑦2
= 0 

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = (𝑥𝑦)2 + 4𝑥2𝑦3 = 𝑥2𝑦2(1 + 4𝑦) 

{
 
 

 
 𝑦 > −

1

4
→ هذلولوی 

𝑦 = −
1

4
 → سهموی 

𝑦 < −
1

4
→ { بیضی

 
 

 
 

 

، برای روی خود نمودار  برای قسمت بالای نمودار معادله هذلولوی

 سهموی وبرای قسمت پایین نمودار بیضوی خواهد بود. 

1.8- sin𝑥
𝜕2∅

𝜕𝑥2
+ 2cos 𝑥

𝜕2∅

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ sin 𝑥

𝜕2∅

𝜕𝑦2
= 0 

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = (2 cos 𝑥)2 − 4 sin2 𝑥 =  4 cos 2𝑥 

  

در ناحیه چهارم و اول مثبت )هذلولوی( و در دوم و    سینوسمقدار ک

سوم منفی )بیضوی( و در مرز نواحی اول و دوم و همچنین مرز نواحی  

عددی    kاگر  سوم و چهارم مقدار کسینوس صفر )سهموی( است، یعنی  

 صحیح باشد خواهیم داشت: 

{
 
 

 
 𝑘𝜋 −

𝜋

4
< 𝑥 < 𝑘𝜋 +

𝜋

4
→ هذلولوی 

𝑥 = 𝑘𝜋 ±
𝜋

4
 → سهموی 

𝑘𝜋 +
𝜋

4
< 𝑥 < 𝑘𝜋 +

3𝜋

4
→ { بیضی

 
 

 
 

 

 

 : دیکن  یرا طبقه بند  ریز   سیستم معادلات  -9-1
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑏

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 

 داشتیم، خواهیم داشت:   طبق آنچه در درسنامه

[𝐴]
𝜕∅

𝜕𝑥
+ [𝐵]

𝜕∅

𝜕𝑦
+ 𝜑 = 0 

∅ = |
𝑢
𝑣
|    , [𝐴] = [

𝑎 𝑏
𝑏 𝑎

]  ,    [𝐵] = 0   ,   𝜑 = 0 

| 
𝑎 − 𝜆 𝑏
𝑏 𝑎 − 𝜆

| = (𝑎 − 𝜆)2 − 𝑏2 = 0 → 𝑏 = ±(𝑎 − 𝜆) → 𝜆 = 𝑎 ± 𝑏 

 . است   یاست لذا هذلولو   یمقدار حقیق  دو  یدارا  معادله

 .دیکن  یطبقه بندبا مقادیر داده شده  را    ریز  سیستم معادلات با مشتقات جزئی  -12-1

𝑎1
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑎2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑔1 

𝑏1
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑏2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑔2 

𝑎) 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑎2 = 𝑏2 = 1 

𝑏) 𝑎1 = 𝑏2 = 1 , 𝑏1 = 0 ,   𝑎2 = −1 

𝑐) 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑏2 = 1 , 𝑎2 = −1 

 حل: 

 طبق آنچه در درسنامه هافمن داشتیم، خواهیم داشت:  روش اول: 

[𝐴]
𝜕∅

𝜕𝑥
+ [𝐵]

𝜕∅

𝜕𝑦
+ 𝜑 = 0 

∅ = |
𝑢
𝑣
|    , [𝐴] = [

𝑎1 0
0 𝑏1

]  ,    [𝐵] = [
0 𝑎2
𝑏2 0

]    ,   𝜑 = [
−𝑔1
−𝑔2

] 

𝑃 = |𝐴| = 𝑎1𝑏1  , 𝑄 = |𝐵| = −𝑎2𝑏2 , 𝑅 = |
𝑎1 𝑎2
0 0

| + |
0 0
𝑏2 𝑏1

| = 0 

𝐻 = 𝑅2 − 4𝑃𝑄 = 4𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 

 داشتیم، خواهیم داشت:  )راه تحلیلی(  طبق آنچه در جزوه :دوم روش  

𝑎1
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑎2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑔1 , 𝑑𝑢 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 
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𝑏1
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑏2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑔2 ,        𝑑𝑣 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

[

𝑎1 0
0 𝑏2

0 𝑎2
𝑏1 0

𝑑𝑥 𝑑𝑦
0 0

0 0
𝑑𝑥 𝑑𝑦

]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦]
 
 
 
 
 
 
 
 

= [

𝑔1
𝑔2
𝑑𝑢
𝑑𝑣

] 

اگر در این دستگاه معادلات بخواهیم مقدار  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 :را تعیین کنیم. لذا با استفاده از قاعده کرامر خواهیم داشت  

𝐴 = [

𝑎1 0
0 𝑏2

0 𝑎2
𝑏1 0

𝑑𝑥 𝑑𝑦
0 0

0 0
𝑑𝑥 𝑑𝑦

] , 𝐵 = [

𝑔1 0
𝑔2 𝑏2

0 𝑎2
𝑏1 0

𝑑𝑢 𝑑𝑦
𝑑𝑣 0

0 0
𝑑𝑥 𝑑𝑦

] ,    
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
|𝐵|

|𝐴|
 

|𝐴| = 0 → (𝑎1𝑏1 − 0)(𝑑𝑦)
2 − (0 − 0 + 0 − 0)𝑑𝑥𝑑𝑦 + (0 − 𝑏2𝑎2)(𝑑𝑥)

2 

𝑎 = 𝑎1𝑏1 ,   𝑏 = 0 ,    𝑐 = −𝑏2𝑎2    → 𝐻 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 4𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 

 𝑎حالت  

 ستند. ه  هذلولویبرابر مثبت چهار بوده و معادلات    Hدر این حالت مقدار  

 𝑏حالت  

 ستند. ه  سهمویبوده و معادلات    برابر صفر  Hدر این حالت مقدار  

 𝑐حالت  

 ستند. ه  بیضویچهار بوده و معادلات    نفیبرابر م  Hدر این حالت مقدار  

 

 :دیکن  یرا طبقه بند  ریز   سیستم معادلات  -15-1

(𝑎)

{
 
 

 
 (𝑥 + 𝑦)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

(𝑥 − 𝑦)
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0

}
 
 

 
 

 

 حل: 

 همانند مثال قبل خواهیم داشت: 
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(𝑥 + 𝑦)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑔1 , 𝑑𝑢 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

(𝑥 − 𝑦)
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑔2 ,        𝑑𝑣 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

 

[

𝑥 + 𝑦 0
0 1

0 1
𝑥 − 𝑦 0

𝑑𝑥 𝑑𝑦
0 0

0 0
𝑑𝑥 𝑑𝑦

]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦]
 
 
 
 
 
 
 
 

= [

0
0
𝑑𝑢
𝑑𝑣

] 

اگر در این دستگاه معادلات بخواهیم مقدار  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 :را تعیین کنیم. لذا با استفاده از قاعده کرامر خواهیم داشت  

𝐴 = [

𝑥 + 𝑦 0
0 1

0 1
𝑥 − 𝑦 0

𝑑𝑥 𝑑𝑦
0 0

0 0
𝑑𝑥 𝑑𝑦

] , 𝐵 = [

0 0
0 𝑏2

0 𝑎2
𝑏1 0

𝑑𝑢 𝑑𝑦
𝑑𝑣 0

0 0
𝑑𝑥 𝑑𝑦

] ,    
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
|𝐵|

|𝐴|
 

|𝐴| = 0 → ( 𝑥2 − 𝑦2 − 0)(𝑑𝑦)2 − (0 − 0 + 0 − 0)𝑑𝑥𝑑𝑦 + (0 − 1)(𝑑𝑥)2 

𝑎 = 𝑥2 − 𝑦2 ,   𝑏 = 0 ,    𝑐 = −1   → 𝐻 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 4(𝑥2 − 𝑦2) 

 

{
 
 

 
 |𝑥| > |𝑦| → هذلولوی 

𝑦 = ±𝑥 → سهموی 

|𝑥| < |𝑦| → بیضوی 
}
 
 

 
 

 

هموی  سهای آبی رنگ بیضوی و روی نمودارها هم  متس بز رنگ هذلولوی و قسهای  متسق

 باشند. می

 

(𝑏)

{
  
 

  
 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
−
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝜔

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
𝜕𝑣

𝜕𝑦
−
𝜕𝜔

𝜕𝑦
= 0

𝜕𝑣

𝜕𝑦
−
𝜕𝜔

𝜕𝑥
= 0

}
  
 

  
 

 

 حل: 

 نامه آموختیم داریم:سمطابق آنچه در در
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𝑄 = [
𝑢
𝑣
𝜔
] , 𝐴

𝜕𝑄

𝜕𝑥
+ 𝐵

𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 0 

 

𝐴 = [
0 −1 −1
1 0 0
0 0 −1

]   ,  𝐵 = [
1 0 0
0 −1 −1
0 1 0

] , 𝑇 = [𝐴]𝑛𝑥 + [𝐵]𝑛𝑦 = [

𝑛𝑦 −𝑛𝑥 −𝑛𝑥
𝑛𝑥 −𝑛𝑦 −𝑛𝑦
0 𝑛𝑦 −𝑛𝑥

] 

  

|𝑇| = 𝑛𝑦(𝑛𝑦𝑛𝑥 + 𝑛𝑦
2) − 𝑛𝑥(𝑛𝑥

2 + 𝑛𝑥𝑛𝑦) = 𝑛𝑦
3 − 𝑛𝑥

3 + 𝑛𝑦𝑛𝑥(𝑛𝑦 − 𝑛𝑥) = (𝑛𝑦 − 𝑛𝑥)(𝑛𝑦
2 + 𝑛𝑥

2 + 2𝑛𝑦𝑛𝑥) 

= (𝑛𝑦 − 𝑛𝑥)(𝑛𝑦 + 𝑛𝑥)
2
 

و اگر همه    یهذلولو  معادلات باشد دستگاه   یشود. اگر همه مقادیر حقیق  یمحاسبه م n بردار  یراستا  ییعن nx/ny حال از معادله فوق نسبت

دیگر مختلط هستند و در این صورت دستگاه    یو برخ  یحقیق از مقادیر ویژه   یاست. برخ  یباشد، دستگاه معادلات بیضو  یمقادیر موهوم

گاه معادلات مورد نظر  تباشند، دس   یاما بعضا تکرار   یحقیق  یهمگ  nx/ny مقادیر  گر. امخلوط داشته باشد  یمعادلات ممکن است رفتار 

 هموی را شاهد خواهیم بود. سحقیقی بودن ریشه منفی یک رفتاری    ر اینجا با توجه مضاعف ود  .است  یسهمو 

{
 

 𝑛𝑦 = 𝑛𝑥 →
𝑛𝑥
𝑛𝑦
= 1 → حقیقی

𝑛𝑦 = −𝑛𝑥 →
𝑛𝑥
𝑛𝑦
= −1 → سهموی 

}
 

 
 


