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 سومفصل
.است شدهميتقد2ياضير3و2يها فصليمهيضمبه قبلاً،3ياضير2 فصل

:	�و�����
aaبه سمت به سمتxxميل كردن ميل كردن

ميهمان و چپ بسيار نزديك به نقطهxاي به طول بينيم وقتي نقطهطور كه در شكل ميaاز راست aبـه نقطـهxگـوييم گردد،
ميميل مي و xنويسيم كند a→

ازaبهaاز سمت راست نقطهxاگر بهxگوييممي،نزديك شودaبهaنزديك شود يعني با مقادير بيشتر -ميل مـيaاز راست

و مي xنويسيم كند a+→و اگرxاز سمت چپ نقطهaبهaاز شوaبهaنزديك شود يعني با مقادير كمتر گوييممي،دنزديك

xبه ميaاز چپ ميميل و xنويسيم كند a−→

∞±به سمت به سمتxxميل كردن ميل كردن

و مي∞+بهxگويندمي شوداز هر عدد بسيار بزرگ مثبتي بزرگترxهرگاه متغير xنويسيم ميل كرده است → و اگر متغير∞+

و مي∞−بهxگويندمي شوداز هر عدد منفي بسيار كوچكي، كوچكتر xنويسيم ميل كرده است → −∞

و حد و حدنمودار  نمودار

x a
lim f (x) L
→

=

fگوييم حد تابع وقتي مي (x)وقتي x a→برابرL،يعني هرگاه استxو نيز از سمت چپ بسيار بـه نقطـه aاز سمت راست
fمقدار تابع يعني،نزديك شود (x)ي بسيار به نقطهL.نزديك خواهد شد 

ونميaي به نقطهxگاه هيچدر مفهوم ميل كردن توجه داشته باشيد كه fنيز هيچگاه رسد (x)بهLبيرسدنمي نهايـت بـه بلكه

مي آن  شوند.ها نزديك

و چپ: و چپ:حد راست  حد راست

x a
lim f(x) L

−→
=

x a
lim f(x) L

+→
=

yتذكر: تابع f (x)=ي در نقطهx a=برابر داراي حديLهرگاه:،است 

x a x a
lim f (x) lim f (x) L

− +→ →
= =

آن(به ي تابع باشد.) در دامنهaي نقطههر دو طرفكه شرط

را در دامنه3توجه داشته باشيد در كتاب رياضي ي تابع مورد بررسي قرار همواره حد

21fدهيم. مثلاً اگر صحبت از حد تابع مي (x) x= 1xي در نقطه− به ميان آوريم،=

 در واقع منظورمان حد چپ تابع است.

2

1
1 0

x
lim x

−→
− =

× ×x a x

∧
∧

∧
∧

xx a←→

L

∧
∧

xa

L ∧
∧

x a→

L
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را تعيين كنيد: با توجه به هر يك از نمودارهاي داده شده: مثال�  حاصل عبارات

1(
1x

lim f(x)
→

1وجود ندارد

1
1

1

2
x

x
x

lim f (x)
lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→
→

= 

⇒

= 


ا 1xي ين شكل مقدار تابع در نقطهدر 1است؛ يعني1برابر= 1f ( ) =

2(
3x

lim f(x)
→

3

3
3

2
2

2
x

x
x

lim f (x)
lim f(x)

lim f (x)

+

−

→

→
→

= 

⇒ == 



3xدر اين شكل مقدار تابع در نقطه 3يعني؛است3برابر= 3f ( ) =

3(
2x

lim f (x)
→

2

2
2

2
2

2
x

x
x

lim f (x)
lim f(x)

lim f (x)

+

−

→

→
→

= 

⇒ =

= 


2xدر اين شكل تابع در نقطه 2fيعني؛مقدار ندارد= (  وجود ندارد.(

4(
2 2

2
x x
lim f(x) lim f (x) f ( )

+ −→ →
+ −

2 2
2 2 1 3 2

x x
lim f (x) lim f (x) f ( ) ( )

+ −→ →
+ − = + − − = −

 هاي حد:هاي حد:قضيهقضيه
f: حد تابع ثابت يعني1قضيه (x) k=وقتيxبه هر عددaميل كند برابر همان مقدار ثابتk.است 

x a x a
lim f(x) lim k k
→ →

= =

 مثال:�

2 2
3 3 3

x x
f (x) lim f (x) lim

→ →
= ⇒ =  اگر=

f: حد تابع2قضيه (x) x=(تابع هماني) هنگامي كهx a→برابر باa.است 

x a x a
lim f (x) lim x a
→ →

= =

 مثال:�

5
5

x
f (x) x lim x

→
= ⇒  اگر=

2
1

1 2

4
2
1

13−

3
2
1

1 2 3 4

3
2

1
1

1−
2
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وaبهxوقتيgوf: اگر دو تابع3قضيه 1ميل كند داراي حد باشند
x a
lim f (x) L
→

2و=
x a
lim g(x) L
→

 آنگاه:،=

( ) 1 2
x a
lim f(x).g(x) L .L
→

)(ب= ) 1 2
x a
lim f(x) g(x) L L
→

± = الف ± )

nزوج ر  گ ا  
1

1 nرد ف ر  گ ا  
1

0n n
x a

L
lim f (x) L

L→

→ >= ⇒ 
→ ∈ �

1(د
2

2
0

x a

Lf (x)lim , L
g(x) L→

 
= ≠ 

 
(ج 

( ) ( )1
nn

x a
lim f(x) L
→

 هـ(=

را بدست آوريد: مثال:�  حاصل حدود زير

22

2 3 4 3 7
1

4 8 44x

x) lim
x x→

+ +
= = −

−−

25

2 1 5 2 5 1 7 2 7
2

1 75 4 5 1 79 6 2373 4x

x x) lim
xx→

 + − + −
× = × = × =  + + ++ 

 

4

43 3
3 3 3 3x

x) lim tan tan tan tan
→

π π π π   = = π + = =   
   

 

را جداگانه محاسبه كنيم:مجبوريم نكته: معمولاً در موارد زير و چپ  حد راست

ي داخل قدرمطلق ميل كند.ي سادهدار كه متغير به ريشهدر توابع كسري قدرمطلق-1

 مثال:�

2
2

1 1
21

1 1

1 1 1 21 1 1

1 1 1 1 2
1 1

x x
x

x x

x (x )(x )lim limx x (x )
lim ?

x (x ) (x )(x )lim lim
x (x )

+ +

− −

→ →

→

→ →

 − − +
= =− − −

= ⇒ 
− − − − − +

= = − − −

:مثال�

22 2
22

22 2

2 2 1
2 13 22

2 23 2 1
2 13 2

x ( ) x ( )

x

x ( ) x ( )

x (x )lim lim
(x )(x )(x x )xlim ?

x (x )x x lim lim
(x )(x )x x

+ +

− −

→ − → −

→−

→ − → −

+ + = = = − + +− + ++ = ⇒ 
+ ++ +  = = = −

 + ++ +

�
�

�
�

2 3 2 0 1 2x x x ,x+ + = ⇒ = − = −

 شود.ميي تابع عوضاي خواسته شده كه در آن نقطه ضابطهاي كه مقدار حد در نقطهدر توابع دو يا چندضابطه-2

 مثال:�

2
1

1 1

4 1 x

x ; x
f (x) lim f(x) ?

x ; x →

+ ≥= ⇒ =
− + <

وجود ندارد
1 1

2
1

1 1

1 2

4 3

x x

x
x x

limf (x) lim (x )

lim f (x)
limf (x) lim ( x )

+ +

− −

→ →

→
→ →

= + = 
 ⇒

= − + = 


1-2-x

+-
←

+

→

2 3 2x x+ +

3
π

4
3
π

3

tan
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 مثال:�

3

3
3

3
2 3 x

x
xf (x) lim f (x) ?x

x x →

 −
≠= ⇒ =−

 + =

3وجود ندارد

3 3 3

3

3
1

33
33 1

3

x

x x x

x

(x )lim
(x )x

lim f(x) lim lim f (x)
(x )x lim

(x )

+

−

→

→ → →

→

− = −− = = ⇒ ⇒ =
− −−  = −

 −

�
�

ي تابع با ضابطه،aبه ازاي كدام مجموعه مقادير مثال:�
2 1

2 1 1
(x a) ;xf (x)
x ;x

 + ≥ −= 
+ < −

1xي در نقطه =  حد دارد؟−

1({ }�2({ }23(∅4(�

 پاسخ است.3گزينه حل:�

غيرممكن→ وجود نداردaهيچ مقدار براي

2 2

1 1 2

1 1

1
1 1

2 1 1
x ( ) x ( )

x ( ) x ( )

lim f (x) lim (x a) ( a)
( a)

lim f (x) lim ( x )

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

= + = − +

⇒ − + = −
= + = −

در تابع مثال:�
1

0
;x

f (x)
;x

− ∈ −
= 

∈

� �
�

حاصل
1
2

x x ( )
lim f(x) lim f (x)

+ −→ →
+

�
 چقدر است؟

1)4-2)3-1)2 ) صفر1

 پاسخ است.3گزينه حل:�

1
2

1 1 2
x x ( )
lim f(x) lim f(x) ( ) ( )

+ −→ →
+ = − + − = −

�

�مبهم حالت
�

:

fهرگاه در محاسبه حد تابع (x)y
g(x)

xوقتي= a→حديبه حالت
حدي

�
�

و بايستي آن را رفع ابهـام كنـيم. بـه - رسيديم حد را مبهم گفته

 عنوان مثال داريم:
2

1

1 مبهم
x

xlim
x x→

−
=

−

�
�

 تذكر:
2

31

1
مبهم

1x

xlim
x→

−
=

−

�
�

حدي
مبهم

حدي
= ⇒
�
�

1( )

مطلق  
حدي

=
� �
�

2( )

حدي
ــده ــريف نش تع

مطلق
=

�
�

3( )

5
حدي

= ±∞
�2

3
2x

xlim
x→

+
=

−
عدد
حدي

= ±∞ ⇒
�

4( )

2

2
3 5x

xlim
x→

−
= =

+
� �

حدي
عدد

= ⇒
�
�5( )

3
ــده ــريف نش تع

مطلق
=
�[ ]2

1 3 3
2 2 22 2x

xlim
x+ +→

+
= = =

− −  − 

عدد
ــده ــريف نش تع

مطلق
= ⇒
�

6( )

••••• • • •
3211−2−3−4−

1−

�
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�رفع ابهام رفع ابهام
�

 ساده كردن-1

�هاي رفع ابهام راه
�

 استفاده از قاعده هوپيتال-2

هم-3 هاارزياستفاده از

 ساده كردن:ساده كردن:--11

�براي رفع ابهام
�

را از بين عوامل صفركنند،توانيم با ساده كردنمي و مخرج  بريم.به صورت

 مثال:�

2 ــه  تجزي
3 21 1

1 1 1 2
31 1 1x x

x (x )(x )lim lim
x (x )(x x )→ →

− − +
= → =

− − + +

�
�

 گويا كردن:مثال:�

مزدوج صورت
مزدوج صورت

ــام× رفع ابه

2

6
2x

x xlim
x→−

+ +
= →

+
�
�

2

2 2 2

6 6 6 2 3 5
2 2 4 46 2 6x x x

x x x x x x (x )(x )lim lim lim
x (x )( )x x (x )(x x )→− →− →−

+ + − + − − + −
⇒ × = = =

+ + −− + + − +

 فاكتورگيري: مثال:�

2

21 1 1

1 1 11 1 1 1 1 2 0 2
2 0 24 1 1 1 1 2 1 14 4 1x x x

(x )(x ) (x )x x x ( x x )lim lim lim
(x ) (x )(x ) x ( x (x ))x x+ + +→ → →

− + + −− + − − + + − +
= = = = =

+− + − + − + − +− + −

�
�

 قاعده هوپيتال:قاعده هوپيتال:--22
xحول نقطهgوfاگر a=:مشتق پذير باشند، داريم 

HOP

x a x a x a

f (x) f (x) f (x)lim lim lim
g(x) g(x) g (x)→ → →

′
= → =

′
�
�

مياز قاعدهgوfپذيري مراتب بالاتر به شرط مشتق توجه داشته باشيم  توان استفاده كرد.ي هوپيتال بيش از يك مرتبه نيز

 مثال:�

2

31 1
3 2

1 1 71 2 1 23 212 2 2
1 1 1 21

3 33

HOP

x x

x
x x x xlim lim

x
x

→ →

+ + + ++ + −
= → = = =

−

�
�

 مثال:�

2 2

0 0

3 6 1 6 1 0 1 0 1
1 1

HOP
x x

Sin x tan x CosxSinx ( tan x) ( )( ) ( )lim lim
x→ →

− − + − +
= → = = −
�
�

 مثال:�

2

221 1 1

1 1 0
2 2 211

HOP

x x x

tan x tan x ( tan x) ( )lim lim lim
xxx+ + +→ → →

π π π + π π + π
= ⇒ → = =

−−

�
�
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حاصل مثال:�
4

3 2 1
2x

xlim
x→

− +

−
 كدام است؟

1(2
3

2(3
4

3(4
3

4(3
2

 پاسخ است.3گزينه حل:�

4 4

2 10
3 2 1 42 2 1 3

1 1 32 0
42

HOP
x x

x xlim lim
x

x
→ →

− −− + += → = =
− − −

�
�

حاصل مثال:�
2

3
4

1
2x

tan xlim
Cos xπ

→

 كدام است؟−

1(2-2(1
2

3(14(2

 پاسخ است.1گزينه حل:�

2 2

3 3
4 4

1 2 1 2 1 1 1 4
2

2 2 2 2 1 2
HOP

x x

tan x ( tan x)tan x ( )( )lim lim
Cos x Sin x ( )π π

→ →

− + + −
= → = = − = −

− − −
�
�

حاصل مثال:�
1

1
2 5x

xlim
x→

−

− −
 كدام است؟

1(4-2(2-3(24(4

 پاسخ است.2گزينه حل:�

 حل اول:راه

1 1

1 1
1 0 2 2 2

1 102 5
42 5

HOP

x x

x xlim lim
x

x
→ →

− −−
= → = = −

−− − −
−

 راه حل دوم:

1 1 1 1

1 1 2 5 1 2 5 1 4 1 4 2
1 2 1 22 5 1 2 5 4 5 1x x x x

x x x ( x)( x) ( x)( ) ( x)( )lim lim lim lim
( x)( ) ( x)( )x x x ( x)( x)→ → → →

− + + − − + − − −
× × = = = = −

− + − −− − + + − − + +

::ارزيارزيهمهم--33
( چند جملهي حد در واقع جايگزيني تابع ارزي در محاسبهاستفاده از هم آن چند جملهيكاي معادل اي كه رفتارش در اطـراف

مي كه موجب سهولت در محاسبه.نقطه شبيه رفتار تابع اصلي است) به جاي تابع اصلي است  شود.ي حد

fتعريف: توابع (x)وg(x)را وقتيx a→1هم ارز يكديگر گوييم هرگاه
x a

f (x)lim
g(x)→

=

xوقتيxو Sinxبه عنوان مثال توابع → ميزيرا همان،هم ارز يكديگرند� :دانيمطور كه

قضــيه فشــردگي) )1
x

Sinxlim
x→

=
�

گوييم پس مي
x

Sinx ~ x
→�

0xيي حول نقطهحول نقطهها ها ارزيارزيترين همترين هممهممهم =::
ميارزي كوچكترين توان: توابع چندجملهالف) هم هماي وقتي متغير به سمت صفر ميل تريناي هستند كه كـوچك ارز جملهكند

را  .داردتوان
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 مثال:�

1
 هم ارزي4
1 1
2 4

1 1

0x x x x

x x x xlim lim lim lim
x x

x x
+ + + + +

→ → → →

+
= → = = = = +∞

� � � �

�
�

 مثال:�

حد وجود ندارد
�2 ــي  هم ارزيمنف

2
2

x x

x
x xlim lim

x x+ +→ →

−
−

= →
� �

�
�

يكب) هم Sinاي جملهارزي xوtan x:

m m
u u
Sinu ~ u Sin u ~ u
→ →

⇒
� �

m m
u u
tanu ~ u tan u ~ u
→ →

⇒
� �

 مثال:�

1

2 2 2 0 2
x x x

Sin x x Sin x x xlim lim lim
x Cosx x Cosx x− − −→ → →

↓ ↓
=

− − −
+ = + = + = −

�
�

� � �

� �

 مثال:�

2 2 2
11 1x x

Sinx tan x x x xlim lim
x x x x(x ) x(x )+ +→ →

+ +
= ⇒ = = =

+ + +� �

�
�

 مثال:�

 هم ارزي
3 3 غلط 

x x

tan x Sinx x xlim lim
x x→ →

− −
= → =

� �

� �
�

يكتذكر: هرگاه از هم Sinاي جملهارزي xوtan xو تفريق ساده شد مجاز به استفاده از آن و متغير با جمع استفاده كرديم

همنمي ارزيهم و بايستي يا از يك را رفـع ارزي دقيقباشيم و يا از روش ديگري مانند قاعده هوپيتـال حـد تر استفاده كنيم

 ابهام كنيم.

حاصل مثال:�
1

x

Cosx
lim

Sinx Sinx−→

−

�
 كدام است؟

1(1
2

2(1
2

−3(24(2-

 اسخ است.پ2گزينه حل:�

2 2

 هم ارزي
2 2 2

1 1
21 1 12

2x x x x

x x
Cosx Cosxlim lim lim lim

Sinx Sinx Sin x x x− − − −→ → → →

 
 − − − −  = = → = = −

− − −� � � �

�
�

Sinايارزي دوجملهج) هم xوtan x:

3

6u

uSinu ~ u
→

−
�

3

3u

utanu ~ u
→

+
�
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 مثال:�

3 3 3

 هم ارزي دوجمله اي
3 3 30 0 0

3
13 6 6
2x x x

x x x(x ) (x )tan x Sinxlim lim lim
x x x→ → →

+ − −−
= → = =
�
�

 مثال:�

3 43
2 2  هم ارزي

4 4 4 4 40 0 0 0 0

26 136
3x x x x x

x xxx (x ) (x x) xx Sin x (x Sinx)(x Sinx)lim lim lim lim lim
x x x x x→ → → → →

 
 − − + × − − +  = ⇒ → = = =

�
�

Cosد) هم ارزي x:

2
1

2u

uCosu ~
→

−
�

2
1

2
n

u

nuCos u ~
→

−
�

2
1

2
n

u

uCosu ~
n→

−
�

 مثال:�

2 2 2 2
2

 هم ارزي
2 20 0 0 0

4 31 1 22 32 2 2 2
2x x x x

x x x x( ) ( ) xCos x Cosxlim lim lim lim
xSinx x.x x x→ → → →

− − − − + −−
= → = = = −
�
�

 مثال:�

2

2  هم ارزي2
3 2 2 2 20 0 0 0

163 1 1
23 1 4 3 8 3 8

3 8 6 2
x x x x

x( x)
tan x Cos x x x xlim lim lim lim

x x x x x+ + + +→ → → →

 
 − − −  = → = = = =

+

�
�

20حاصل مثال:�

1
x

Cosxlim
Sin x→

 كدام است؟−

1(∞2(23(1
2

4(1
4

 پاسخ است.4گزينه حل:�

2 2

 هم ارزي
2 2 20 0 0

11 1
2 21 0 14

0 4x x x

x x
Cosxlim lim lim

Sin x x x→ → →

 
 − − −  = → = =

ي فشردگي:ي فشردگي:قضيهقضيه
 است داشته باشيم:aي كه شامل نقطهIي باز از بازهxفرض كنيد به ازاي هر

h(x) f (x) g(x)≤ و≥
x a x a
lim h(x) lim g(x) L
→ →

= =

در اين صورت:
x a
lim f (x) L
→

=

L

a

y g(x)=

y f (x)=

y h(x)=
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هر مثال:� 0xفرض كنيد به ازاي 2داشته باشيم≠ 23 3x f (x) x− ≤ ≤ 2آنگاه چون+ 23 3 3
x x
lim x lim x
→ →

− = + =
� �

تـوانمي،

3ي فشردگي نتيجه گرفت قضيه از
x
lim f (x)
→

=
�

1توان اثبات كرد كه تذكر: با توجه به قضيه فشردگي مي
x

Sinxlim
x→

=
�

1و نيز
x

tan xlim
x→

=
�

ــال:� ــازه مث 1ي در ب 3
2 2

, 
  

ــواره هم
1

Sin x f (x) g(x)
x
π

≤ ≤
−

و
1

0
1x

Sin xlim g(x)
x→

π − = − 
ــل حاص

1x
lim f(x)
→

ــدام ــر ك براب

)86-است؟(سراسري 

1(−π23 ) صفر(
2
π4(π

 پاسخ است.4گزينه حل:�

1 1 1 1
0

1 1 1 1
HOP

x x x x

Sin x Sin x Cos xlim g(x) lim g(x) lim lim
x x→ → → →

π π π π −π − = ⇒ = = → = = π − − − − 

�
�

پس طبق قضيه فشردگي چون
1 11x x

Sin xlim lim g(x)
x→ →

π
= = π

−
ت كه توان نتيجه گرفمي،

1x
lim f(x)
→

= π.است 

 نهايت:نهايت:حدهاي بيحدهاي بي
درaشاملIي بازرا كه در بازهfتعريف: تابع (مگـر احتمـالاً تعريف شده است

ميaخود   گيريم، آنگاه:) در نظر

بهxاست هرگاه وقتي∞+ميل كند،aبهxوقتيfالف) حد تابع aبه قدر كافي

fنزديك شود، (x)مي بزرگ،از هر عدد بسيار بزرگ مثبتي و  نويسيم:تر گردد

x a
lim f (x)
→

= +∞

ميaبهxوقتيfب) حد تابع بهxاست هرگاه وقتي∞−كند، ميل به قدر كافي

a،نزديك شودf (x)ميتر، كوچكاز هر عدد منفي كوچكي و  نويسيم:گردد

x a
lim f (x)
→

= −∞

و حد چپ تابع در تذكر: تعريف نيز درست اسـت،aهاي بالا در مورد حد راست

 عنوان مثال در شكل زير داريم:به

x a x a
lim f (x) , lim f (x)

− +→ →
= −∞ = +∞

←→ a

←→ a

←→ a
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مي* حدهاي بي كهنهايت وقتي رخ xدر توابع كسري وقتي دهند a→،و مخرج صـفر حـدي صورت كسر يك عدد غيرصفر

:يعني؛گردد

عدد غــير صــفر
ــدي حـ

= ±∞
�

 مثال:�

2

2

2 2

2

2

1 راه حل اول:

1

راه حل دوم:

x x

x

x

Sin x
Sin xCos xlim limCos x Cos xtan x Sin x) lim

Cot x
tan xlim
Cot x

+ +

+

+

+π π
→ →

π
→

−π
→



 = = = +∞

= 
 −∞
 = = +∞



�

�

1

1

1

3 4
132
3 41
1

x
x

x

xlim
xx) lim
xx lim
x

+

−

+
→

→
−

→

+ = = +∞ −+ = 
+−  = = −∞

 −

�

�

21

3 43
1x

x) lim
(x ) +→

+
= = +∞

− �

و چـپي سادهينيم اگر متغير به ريشهبتذكر: همان طور كه در دو مثال آخر مي و صورت كسر عدد شود حد راست ي مخرج ميل كند

و چپ يا شود ولي اگر متغير به ريشهمي∞−و ديگري∞+يكي - مـي∞−و يـا∞+ي مضاعف مخرج ميل كند هر دو حد راست

 گردد.

23اگر مثال:�

5
x

xlim
x ax b→

+
= +∞

+ +
aگاهآن، b+كدام است؟ 

در حل:� و چپ 3xچون هر دو حد راست و صورت به ازاي عدد∞+برابر= پسمي8برابر3شده 3xگردد ي ريشـه=

 يعني:،مضاعف مخرج است

2 2 2 6
3 6 9 3

9
a

(x ) x x x ax b a b
b
= − 

= − = − + = + + ⇒ ⇒ + = 
= 

 مخرج

 نهايت:نهايت:حد در بيحد در بي
نهايت يعني حد در بي

x
lim f(x) ?
→±∞

=

 نكات مهم:

xاي وقتي ) توابع چندجمله1 دارارز جملههم∞→ را ، يعني:داي هستند كه بيشترين توان

1n n n
x x

lim ax bx ... lim ax−
→±∞ →±∞

+ + = 

 مثال:�

1 4 1 4 3 3
2 1 9 1 2 9x x x

x x x x xlim lim lim
x x x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ + − +
= = = −

− − − − −
 

 مثال:�

3

3
1 1

24 24 1 27x x x

x x x xlim lim lim
x xx x→−∞ →−∞ →−∞

− + + − −
= = =

− −− + +
 

2
π

•
Cot

tan
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و مخرج چندجمله2  اند، داريم:اي) در توابع كسري كه صورت

 اگــر

 اگــر

 اگــر

n

m

a n m
b

n m

n m

 =

 ±∞ >

 <
�

1
1 0

1
1 0

n n
n n

m mx m m

a x a x ... a
lim n m

b x b x ... b

−
−

−→±∞ −

+ + +
=

+ + +
 

 مثال:�

4 2 4

4 3 4
3 1 1 1

3 33 5 3x x

x x xlim lim
x x x→±∞ →±∞

+ +
= =

+

 مثال:�

3 2 3

2 2
4 1

5x x x

x x xlim lim lim x
x x x→±∞ →±∞ →±∞

+ −
= ±∞ = = ±∞

+

 مثال:�

2 2

3 2 3
3 1 1

4 1x x x

x x xlim lim lim
xx x x→±∞ →±∞ →±∞

+
= = = =

∞+ +
� �

حد كسر مثال:�
3

2 1

m

n
x nx m

mx mx n

+

−
+ +

− + −
3nبا شرط x، وقتي<  كدام است؟m+nاست،-2برابر∞→

1(5/32(43(5/44(5

 پاسخ است.2گزينه حل:�

3ي مخرج از يك بيشتر است بزرگترين درجه 2 1n n> ⇒ − >  چون⇒

3 3

2 2

3 2
2 2 1

21

m m

n nx x

m n
x nx m xlim lim

mx mx n mx m

+ +

− −→∞ →∞

+ = −
+ + ⇒ = − ⇒ = − ⇒ 

= −− + − 
5

1 9 1 9
5 41 2 2 2 2

2

m n
n n m n

m

− = −
⇒ ⇒ − − = − ⇒ = ⇒ + = − + =

= −

حد كسر مثال:�
2

5 2
1

3 1

kx x
x x

+ +

+ +
x وقتي  برابر است با:∞→

1يا1) فقط3 يا صفر1يا∞±)12) فقط1
3

 ) فقط صفر4

 پاسخ است.2گزينه حل:�

1

0

±∞

5

5

5

5

5

5

5

x
k

x
k

x

xk lim
x
xk lim
x
xk lim
x

→∞

→∞

→∞

= ⇒ =

> ⇒ =

< ⇒ =

2

5 2

ر  گ ا

1
ر گ ا

3 1

ر  گ ا

k

x

x xlim
x x→∞



+ + = 

+ + 


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حد كسر مثال:�
4 4 4

3
1 2

2 1

x (x ) (x )
x( x )

+ + + +

−
xوقتي →  كدام است؟∞−

1(3
8

2(3
8

−3(34(1
8

 پاسخ است.1گزينه حل:�

4 4 4 4 4 4  هم ارزي4
3 3  بزرگـــترين تـــوان4

1 2 3 3
82 1 2 8x x x

x (x ) (x ) x x x xlim lim lim
x( x ) x( x) x→−∞ →−∞ →−∞

+ + + + + +
→ = =

−

در3 (متناوب) :∞) حد توابع نوساني

(مت بي ناوب)توابع نوساني را تا بي كنند حفظنهايت كه نوسانشان  نهايت حد ندارند.در

وجود ندارد
x

lim Cos x
→±∞

وجود ندارد
x

lim Sin x
→±∞

 كراندار كراندار

وجود ندارد
x

lim Cot x
→±∞

وجود ندارد
x

lim tan x
→±∞

 كرانبي كرانبي

وجود ندارد
0

1
x
lim Sin

x→

وجود ندارد
2

1
2x

lim Cos
x→ −

و يا در يك∞: اگر يك تابع نوساني كراندار بر يك عامل1نكته در شونده تقسيم برابـر∞عامل صفرشونده ضرب شود حدش

 گردد.صفر مي

 مثال:�

0

1 ــدار كران =
x
lim xSin

x→
= ×� �2( )

ــدار كران
1 0

x

Sinx( ) lim
x→∞

= =
∞

كــران⇒حد ندارد بــي
x

tan xlim
x→∞

=
∞

4( )1 1
0

3 3
= + =20

1
ــدار كران )+

33x

Sinx xlim xSin (
xx x x+→

+ = ×
+

�3( )

و يا تفريق گردد در∞: اگر يك تابع نوساني كراندار با يك عامل2نكته نظـر توان از آن تابع نوساني صـرف مي∞شونده جمع

 كرد.

 مثال:�

2 2

2 2
1
33 3x x

x Sinx x) lim lim
x Cosx x→∞ →∞

+
= =

−

1

1−

1

1−
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�∞×مبهم حالت)4

:  اولاً

0 حديمبهــم

 ولــي

ــق 0 مطل 0

×∞ =

×∞ =

را به صورت معكوس در مخرج كسر عامل صفرشونده قرار داده تا حد∞معمولاً عامل ثانياً براي رفع ابهام اين حالت، شونده

�به فرم 
�

و سپس حد تبد �يل شود
�

 كنيم:را رفع ابهام مي

 مثال:�

مبهم1  

0 0 0 0
مبهم   

1x x x x

x x xlim xCotx lim lim lim
tan x x

Cotx
→ → → →

= ×∞ → = = =�

∞) مبهم5 −∞

ميبراي رفع ابهام اين حالت، و تقسـيم اگر دو كسر داشتيم مخرج مشترك و اگر راديكالي بود در عامل گوياكننده ضرب گيريم

همكنيمي مي2ارزي بسيار مهمي داريم كه بعد از بيانم. البته  شود:مثال گفته

 مثال:�

22 2

ــام  رفع ابه

2 2

1 1 1 11
4 8 4 2 2 24

2 4 2 1
4 2 2 4 2 2 16

x x

x x

) lim lim
x (x ) (x )(x )x

(x ) (x )lim lim
(x )(x ) (x )(x )

→ →

→ →

− = ∞ −∞ = −
− − − +−

+ − −
→ = =

− + − +

2

2
2 ــام2 2 رفع ابه

2

2 3 1

3 1 3 1 3 1 3
3 1

2 23 1

x x

x x x

) lim x x x lim x x

x x x x (x x ) xlim x x x lim lim
x x xx x x

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞

− + + = − = ∞ −∞

 + + +  − + + − −  → − + + × = = = −  +   + + + 
 

 

21حاصل مثال:�

2
11x ( )

x xlim
xx+→ −

−
+−

 كدام است؟

1)2 ) صفر1
2

3(24(−∞

 پاسخ است.2گزينه حل:�

ــام2  رفع ابه
2 2 2 21 1 1 1

2

21 1

2 2 2 1 2
1 11 1 1 1

1 1 1
1 1 2 21

x ( ) x ( ) x ( ) x ( )

x ( ) x ( )

x x x x x x(x ) x x xlim lim lim lim
x xx x x x

x x x(x )lim lim
(x )(x )x

+ + + +

+ +

→ − → − → − → −

→ − → −

+ − + −
− = + = ∞ −∞→ =

+ +− − − −

+ + −
= = ⇒ = =

− + −−

�
�

 راديكالي بسيار مهم:راديكالي بسيار مهم:ييارزارزهمهم

1
زوج

رد ف

n
n n n

x n

ba x ; n
na

ax bx ... ~
ba x ; n

na

−

→±∞


+

+ + 
  +   
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 مثال:�

2 هم ارزي 3 3 31 3 1
2 2 2x x x x

) lim x x x lim x x lim x x lim x x
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− + + = − = ∞ −∞→ − + = − − = −

3 33 2 3

3 هم ارزي 3

2 8 4 3 8 5 1

4 0 1 1
8 8 2 2

24 24 6 3

x

x x

) lim x x x x

lim x x lim x (x)

→±∞

→±∞ →±∞

+ + − + + = ∞ −∞

     → + − + = + − =     
     

 

حاصل مثال:�
24 9

3x

x x xlim
x x→+∞

− +

+
 كدام است؟

1(1
3

−2(1
4

−3(1
3

4(2
3

 پاسخ است.1گزينه حل:�

2 24 9 2 1
3 3 3 33x x x x

x xx x x x x xlim lim lim lim
x x xx x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

−− + − −
= = = = −

+

 پيوستگي در يك نقطه:پيوستگي در يك نقطه:

yتعريف: تابع f (x)=را در نقطهx a=ه  رگاه:پيوسته گوييم،

xاولاً تابع در نقطه a=.تعريف شده باشد 

وaثانياً حد تابع در نقطه ؛ يعني: برابر مقدار تابع باشدموجود

را نداشته باشد تابع در آن نقطه ناپيوسته است.دواگر تابعي در يك نقطه حداقل يكي از  شرط بالا

زيمثال:� را در نقاط داده شده بررسي كنيد:پيوستگي هر يك از توابع ر

3 در نقطه
2

x = −

2 33
21
3

2 3
2

x x ; x
)f (x)

x ; x

 − > −= 
− + < −


3ي چون تابع در نقطه
2

x = 3تعريف نشده است يعني−
2

f  − 
 

3وجود ندارد پس تابع در
2

x = ه است.ناپيوست−

3x در نقطه =
3 3

2
2 3

x ; x
)f (x)

; x
 − ≠= 

=

3xتابع در نقطه پيوسته نيست.=
33

3 2
33 0 xx

f ( )
lim f (x) f ( )lim x →→

=  ⇒ ≠ ⇒− =


4x در نقطه =23
4

x)f (x)
x
−

=
−

4fوجود ندارد ( )

4 4

1
2 12

4 1 4
HOP

x x

x xlim lim
x→ →

−
= → =

−
�
�

4xچون تابع در 4xولي اين تابع در نقطه است،تعريف نشده است پس در اين نقطه ناپيوسته=  حد دارد.=

ا ي  
x a x a

x a

lim f (x) lim f (x) f (a)

lim f (x) f (a)

− +→ →

→

= =

=
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3x در نقطه =

1 3
1

4 2 3
5 13 3

x ; x
x

)f (x) ; x
x ; x

+ > −
= =
 − <


3 2f ( )  مقدار تابع=

3
3 3

3

1 3 1 4
2

1 3 1 2 3
5 13 15 13 2

x
x x

x

xlim
x lim f (x) lim f (x) f ( )

lim x

+

− +
−

→

→ →
→

+ + = = = − − ⇒ = =
− = − = 



حد راست

حد چپ

3xپس تابع در  پيوسته است.=

اگر تابع مثال:�

0
1 2

0

0

Sin x x
Cos x

f(x) a x

x b x

 ≤ −= =

 + >

0در نقطه 0x  كدام است؟a+bپيوسته باشد،=

0كه تابع در براي اين حل:� 0x  مقدار تابع= حد چپ = حد راست پيوسته باشد بايد=

 هم ارزي

2

0 1
01 2 2 2 241 1

2
x x x

Sin x x x xlim lim lim
Cos x x xx− − −→ → →

= → = = = −
− − 

 − − 
 

� � �
 : حد چپ 

0:f ( ) a=تابع مقدار 

0

1 2
0 2 2

22x
: lim x b b b a b a b

+→

 
+ = + = ⇒ = = − ⇒ + = − = −  

 
 حد راست 

 قضاياي پيوستگي: قضاياي پيوستگي:
xدر نقطهgوf: اگر توابع1قضيه a=آنگاه:،پيوسته باشند 

fالف) مجموع اين دو تابع يعني g+درx a=.پيوسته است 

fب) تفاضل اين دو تابع يعني g−درx a=.پيوسته است 

دوج) حاصل fتابع يعني ضرب اين .gدرx a=.پيوسته است 

fقسمت اين دو تابع يعنيد) خارج
g

0g(a)(با فرض x) در≠ a=.پيوسته است 

xرا در نقطهgوfنكته: توابع a=گيريم:درنظر مي 

به عنوان مثال: توابع
2 1
3 1

x
f (x)

x
≤

= 
>

و
3 1
2 1

x
g(x)

x
≤

= 
>

1xهر دو در و ضـرب ايـن دو ناپيوسته= اند ولي جمـع

1xتابع در نقطه   د، زيرا:باشپيوسته مي=

5 1 6 1
5 1 6 1

; x ; x
, f .g

; x ; x
≤ ≤ 

= > > 
f g+ =

f/gf.gf g±gf
پيوستهپيوستهپيوستهپيوستهپيوسته يا ناپيوسته

پيوستهناپيوستهناپيوستهپيوسته يا ناپيوستهپيوسته يا ناپيوسته

ناپيوستهپيوستهناپيوستهپيوسته يا ناپيوستهناپيوسته

ن ناپيوستهناپيوستهپيوسته يا ناپيوستهپيوسته يا ناپيوستهاپيوستهپيوسته يا
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f: اگر تابع2قضيه (x)درx=a ،تابعپسپيوسته باشد(k )kf (x)∈در�x=a .پيوسته است 

3fتابع مثال:� (x) x=پ 34fتوان گفت كه تابعمي2يوسته است آنگاه طبق قضيه در هر نقطه (x) x=شود.در هر نقطه پيوسته مي 

y: اگر تابع3قضيه f (x)=درx a=تابعپسپيوسته باشدy f (x)=درx a=.پيوسته است 

2تابع مثال:� 2f (x) x x= 2در هر نقطه پيوسته است پس تابع+ 2y f (x) x x= =  در هر نقطه پيوسته است. +

f : اگر تابع4قضيه (x)ي مقادير براي همهxو در نقطه fتابع از آن بازه پيوسته باشدaي متعلق به يك بازه مثبت (x)نيز در نقطـهa

 است. پيوسته

3fتابع مثال:� (x) x= و براي هر�در− 3xپيوسته >،0f (x) 3yاست پس تابع< x= )3ي از بـازه در هر نقطـه− , )+∞

 باشد.پيوسته مي

fو تابعaدرg(x) : اگر تابع5قضيه (x)در g(a)تابعپس،پيوسته باشدfog(x)درx a=ته است. پيوس 

2تابع مثال:�
1xg(x)

x x
−

=
+

1xدر  پيوسته است زيرا:=

21

1
0 1 0

x

xlim , g( )
x x→

−
= =

+

f تابعو (x) Sinx=0 درx 2 تابع گرفت نتيجه توانمي5 قضيه طبق پس است. پيوسته=
1xy fog(x) Sin

x x
−

= =
+

1x در  پيوسـته=

 باشد. مي

(انفصال) (انفصال)نقاط ناپيوستگي  نقاط ناپيوستگي

1nاي يعني توابعي به فرم ) توابع چندجمله1 nf (x) ax bx ...−= + و نقطهپيوسته�در هر نقطه از+ ي ناپيوستگي ندارند.اند

3مثلاً تابع 25 3 1f (x) x x x= + −  در هر نقطه پيوسته است.+

fيعني توابعي به فرم)گويا() توابع كسري2 (x)y
g(x)

2اند. مـثلاً تـابع هاي مخرج ناپيوستهدر ريشه=
3

4

xy
x
+

=
−

هـاي در ريشـه

2xمخرج يعني در نقاط  =  ناپيوسته است.±

{ }2 2,=  مجموعه نقاط ناپيوستگي−

2kyي زوج يعني توابعي به فرم ) توابع راديكالي با فرجه3 f (x)=نامنفيدر هر نقطه از دامنه تعريفشان كه مقدار زير راديكال 

(به شرط پيوسته بودن باشد پيوسته )fاند.

2مثلاً تابع 1f (x) x= 1ي در هر نقطه از بازه−
2

[ , 1از دامنه تعريفش پيوسته است چون به ازاي∞(
2

x عبارت زير راديكال≤

2ولي در تابع،شودمثبت مي
1

3

xf (x)
(x )

−
=

−
 داريم:

1ي تابع در بازه 3 3[ , ) ( , 2 پيوسته است∪∞+(

2

1 0 1 0 1
3

3 0 3

x x x
(x )

(x ) x

− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ − 


− ≠ ⇒ ≠ 

2ي فرد يعني توابعي به فرم) توابع راديكالي با فرجه4 1ky f (x)+=به شرط پيوسته بودن در هر نقطه از دامنه تعريفشان پيوسته) )fاند.

3مثلاً تابع 2 1y x=  پيوسته است.�در−

و يا چندضابطه ) در توابع5 ي بـا توجـه بـه دامنـهاي براي تعيين نقاط ناپيوستگي ابتدا بايستي نقاط ناپيوستگي هر ضابطه را دو

را در نقاطي كه ضابطه،تعيين كنيم مقابلش ميسپس پيوستگي  شود بررسي نماييم.ي تابع در آن نقاط عوض
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تابع مثال:�

1
3

2
1

3
4

;x
x

f (x)
;x

x

 > −= 
 ≤
 −

 وستگي دارد؟ي ناپيچند نقطه

1(22(43(54(3

 پاسخ است.4گزينه حل:�
ق ق غ
ق ق

4
4 0 4

4
x

x x
x
=

− = ⇒ = 
= −

ق ق
ق ق غ

2
2 0 2

2
x

x x
x
=

− = ⇒ = 
= −

3xي ناپيوستگي نقطه =

= حد راست1
3 2

1 1 = مقدار 1
3 2 3 43 4

= حد چپ1
3 4



 −

 ⇒ ≠ ⇒

− −−


 −

3x =

 ناپيوسته است.3و-2،4پس تابع در سه نقطه

ي مجموعه نقاط ناپيوستگي نمودار تابع با ضابطه مثال:�
25 4 1

2 1 1

x x ; xf (x)
x ; x

 − >= 
− ≤

 كدام است؟

1({ }1 1,−2({ }13({ }1−4(∅

 پاسخ است.3گزينه حل:�

25 4 1 1
2 1 1 1

x x ; x xf (x)
x ; x

 − < − ∨ >= 
− − ≤ ≤

2 45 4 0 5 4 0 0
5

x x x( x ) x− < ⇒ − < → ⇒ < <

40اين ضابطه در
5

x< ي مقابلش قرار ندارد قابل قبول نيست.ناپيوسته است كه چون در دامنه>

و ناپيوستگي ندارد�در 2پيوسته است 1x − ⇒

را در نقاط 1xپس فقط بايستي پيوستگي 1xو= = :بررسي كنيم−

1xدر پيوسته است=

2

1

1

5 4 5 4 1

1 2 1 1

2 1 1

x

x

lim x x

f ( )

lim ( x )

+

−

→

→

− = − =

= − =

− =

حد راســت

مقــدار

حد چپ











1x =

1xدر = ناپيوسته است−

25 4 5 4  حد چپ3
1

1 2 1 1 مقــدار3

2 1 2 1  حد راســت3
1

lim x x
x ( )

f ( )x

lim ( x )
x ( )


− = + =

− → −



− = − − = −= − 


 − = − − = −
 +→ −

4
5

�x

+-+



28

ي تابع با ضابطهمثال:�
2

2
2

2

x x ; xf (x) x
a ; x

 −
≠=  −

 =

2xدر نقطهaبه ازاي كدام مقدار  پيوسته است؟=

1(2-2(1-3(1
2

−4(1

 پاسخ است.3گزينه حل:�

2 2 2

2 11 12 0 12 2 2
2 0 1 1 2

HOP

x x x

x x xlim f (x) lim lim
x→ → →

− −−
= = → = = −

− − −
 : حد تابع

1
2

a⇒ = −2f ( ) a=مقدار : 

ي تابع با ضابطهمثال:�
1

0

0

xSin x
f (x) x

x

 ≠= 
 = �

0xي در نقطه  از نظر پيوستگي چگونه است؟=

و از راست1  ) فقط از راست پيوسته است.2 پيوسته نيست.هم ) از چپ پيوسته نيست

و هم از چپ پيوسته است.4 ) فقط از چپ پيوسته است.3  ) هم از راست

 پاسخ است.4گزينه حل:�

0

1 ــدار كران =
x
lim xSin

x→
= ×� �

0⇒تابع در صفر پيوسته است 0f ( )  مقدار تابع=

 پيوستگي در بازه:پيوستگي در بازه:

yي باز: تابع الف) پيوستگي در بازه f (x)=ي بازرا در بازه(a ,b)هرگاه در تمام نقاط اين بازه پيوسته باشد.،پيوسته گوييم 

1yمثلاً تابع
x

1ي در بازه= 4( , و يا تابع( پيوسته است
2 1

1
xy
x
+

=
−

0در بازه 2( , 1xپيوسته نيست زيرا در نقطه( كه به ايـن=

 باشد.بازه تعلق دارد پيوسته نمي

yي بسته: تابع پيوستگي در بازهب) f (x)=را در بازه بسته[ ]a ,b:پيوسته گوييم هرگاه 

 حد تابع با مقدار تابع برابر باشد. بازهدر تمام نقاط

24yمثلاً تابع x= ]ي در بازه− ]2  پيوسته است زيرا:−,2

2اولاً تابع در 2( ,  پيوسته است:−(

2 24 0 4 2 2x x x− ≥ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤

:  ثانياً

22
4 4 0

2 0

x ( )x ( )
lim lim y

f ( )

+ → −→ −
 = − = =⇒ 
 − =

2xدر = −

22
4 4 0

2 0

x ( )x ( )
lim lim y

f ( )

− → −→ −
 = − = =⇒ 
 =

2xدر =

2xدقت كنيد كه حد تابع در نقاط 2xو= = مي به− و حد راست تابع برابري  كند. ترتيب با حد چپ
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ي تابع با ضابطهمثال:�
2 4 1

5 1
x ; xf (x)

ax x a ; x

− + ≥= 
+ − <

]ي در بازهaبه ازاي كدام مجموعه مقادير ]2  پيوسته است؟−,2

1(∅2(�3({ }0 1,4({ }2 2,−

 پاسخ است.1گزينه حل:�

را در نقطه 1xكافي است پيوستگي  شود بررسي كنيم:كه ضابطه عوض مي=

2

1
4 1 4 3

x
lim ( x )

+→
− + = − +  : حد راست=

1 1 4 3: f ( ) = − +  مقدار=

1
5 5 5

x
lim (ax x a) a a

−→
+ − = + −  : حد چپ=

و مقدارa بينيم به ازاي هيچ مقدارهمان طور كه مي 1xتابع در نقطه حد راست حد چپ  شوند. با هم برابر نمي=

ي با ضابطهfتابع مثال:�
2 1

1

4 1

x xf (x) x x
ax a x

 −
>=  −

 − + ≤

 پيوسته است؟�درaبه ازاي كدام مقدار

0a) فقطa3) هر مقدار حقيقي2 ) هيچ مقدار1 4a) فقط4= =

 پاسخ است.2گزينه حل:�

را در نقطه 1xكافي است پيوستگي تابع  بررسي كنيم=

2

1 1

1 0 2 2
4

1 10 1 1
22

HOP

x x

x xlim lim
x x

x
+ +→ →

−
= → = =

− − −
 : حد راست

1 4 4f ( ) a a= − +  : مقدار تابع=

1
4 4 4

x
lim (ax a ) a a

−→
− + = − +  : حد چپ=

1x در همواره بينيممي كه طور همان  تـابعa حقيقـي مقدار هر ازاي به پس نداردa به بستگيو است راستحد=چپحد= مقدار،=

 است. پيوسته� در

تابع مثال:�
2

2 2 3 2

xf (x)
x ax a

=
− + −

 همواره پيوسته است؟aبه ازاي چه مقدار

1(1 2a< <2(3a >3(1a ≥4(1a 2aيا> >

 پاسخ است.1گزينه حل:�

2ي براي آنكه تابع همواره پيوسته باشد بايد مخرج كسر فاقد ريشه باشد يعني معادله 2 3 2 0x ax a− + − ريشـه نداشـته باشـد پـس=

 بايستي:

2 20 0 1 3 2 0 3 2 0 2 1 0b ac (a) ( )( a ) a a (a )(a )′ ′∆ < ⇒ − < ⇒ − − < ⇒ − + < ⇒ − −  مخرج>

1 2

ق ق

x
+ − +� � 

1پس بايد 2a<  باشد.>
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21تابع مثال:� 4y x x= − +  در كدام فاصله پيوسته است؟−

1(0x ≤2(1x ≥3(2x <4(1 2x≤ ≤

 است. پاسخ4گزينه حل:�

2 2
1 0 1

1 2
4 0 4 2 2 2

x x
x

x x x x

− ≥ ⇒ ≥ → ≤ ≤
− ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤ 

∩

1yتذكر مهم: تابع x= ]ي در بازه− )1 )1ي پيوسته است زيرا اولاً در بازه∞+, , و ثانياً در∞+( 1xپيوسته حد راست تـابع=

.همان حد تابع است، پس پيوسته است

•
1


