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پديده های تصادفی: به هر پديده يا آزمايشی كه از همه ی حالت های وقوع آن مطلع 

نباشيم، پديده ی تصادفی  رخ می دهد مطلع  اين كه كدام حالت قطعاً  از  اما  باشيم، 

گفته می شود. برای مثال، در پرتاب يک تاس از قبل می دانيم يكی از اعداد ۱ تا ۶ رو 

می شود، اما كدام يک رو می شود را نمی دانيم. 

: مجموعه ی شامل همه ی حالت های ممكن در به وقوع پيوستن  ( )S فضای نمونه ای

��ر ۹۳/ ��� / يک پديده ی تصادفی را فضای نمونه ای می ناميم.  

S و فضای نمونه ای پرتاب  پ}= , برای مثال، فضای نمونه ای پرتاب يک سكه{ر

S است. ={ , , , , , }1 2 3 4 5 6 يک تاس

 

n نمايش داده می شود. S( ) ۱ تعداد اعضای فضای نمونه ای با

، قابل شمارش باشد آن را يک فضای نمونه ای  S گر اعضای فضای نمونه ای ا  ۲

��ر ۹۴/ ��� / گسسته می ناميم.  

 مسائل اين بخش در دو تيپ دسته بندى مى شوند.

 

����� ������ ی ���ی ����� ای

 ���ــ� �ـــ�: بـرای يافتـن فضای نمونه ای يک پديـده ی تصادفی، بايد 

يـک مجموعـه تشـكيل داد و تمامی حالت های ممكن در رخـداد آن پديده ی 

تصادفی را در آن نوشـت. 

1

خانواده ای دارای۳ فرزند است. فضای نمونه ای جنسيت فرزندان اين خانواده را . ۱

/ دی ۹۴/ مشخص كنيد.  
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يک تاس و يک سكه را با هم پرتاب می كنيم. فضای نمونه ای اين تجربه ی تصادفی . ۲

��ر ۹۰ و دی ۹۱ و دی ۹۲/ ��� / را بنويسيد.  
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ــاس . ۳ ــک ت ــد ي ــر «رو» آم گ ــم. ا ــاب می كني ــوا پرت ــه ه ــكه را ب ــک س ي

می اندازيــم، در غيــر ايــن صــورت دو ســكه ی ديگــر پرتــاب می كنيــم. فضــای 

ــن آزمايــش را بنويســيد.  ــه ای اي نمون
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سكه ی اولپپ
رويک تاس

پشتدو سكه

���اد ا���ی ���ی ����� ای2
) داريم: (S))n  ���ـ� �ــ�: برای يافتن تعداد اعضای فضای نمونه ای

 n n سـكه به صـورت هم زمان (يا ۱) تعـداد اعضـای فضـای نمونه ای پرتاب
 n S n( ) = 2 n فرزند برابر اسـت بـا:           بـار پرتـاب يـک سـكه) يا تولد
n تـاس به صـورت هم زمان، و  ۲) تعـداد اعضـای فضـای نمونـه ای پرتاب

 n S n( ) = 6 n بار متوالی برابر است با:  يا پرتاب يک تاس،
n تاس برابر  m سكه و ۳) تعداد اعضای فضای نمونه ای پرتاب هم زمان
 n S m n( ) = ×2 6 است با: 

n نفر در: ۴) تعداد اعضای فضای نمونه ای تولد
7n است.  ا﹜︿ روزهای هفته، برابر با
12n است.  ب ماه های سال، برابر با
4n است.  ج فصل های سال، برابر با
365n است. د روزهای سال، برابر با

۵) گاهـی اوقـات بـرای يافتـن تعـداد اعضای فضـای نمونه ای لازم اسـت از 
مفاهيـم اصـل ضـرب و يا جايگشـت اسـتفاده كنيم. 

سـه سـكه را با هـم می اندازيم. فضـای نمونه ای ايـن آزمايـش تصادفی چند . ۴

/ دی ۹۲/ عضو دارد؟ 

  
 n n S n= ⇒ = = =3 2 2 83( )  

سه تاس متمايز را هم زمان پرتاب می كنيم. فضای نمونه ای اين پديده ی تصادفی . ۵

/ تمرين كتاب درسى/ چند عضو دارد؟ 

 
 n n S n= ⇒ = = =3 6 6 2163( )  

پديده ی . ۶ اين  نمونه ای  فضای  می كنيم.  پرتاب  هم زمان  را  سكه  دو  و  تاس  يک 

/ ����� دی  ۹۱/ تصادفی چند عضو دارد؟ 

 

) داريم: )m = 2 ) و دو سكه )n = 1 يک تاس

 
n
m

n S
=
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6 2 241 2( )

������ ���د�� ٢

��ر ۹۱/ ��� / هر زير مجموعه از فضای نمونه ای را، يک پيشامد تصادفی می ناميم.  

A است.  ={ , , }2 4 6 به عنوان مثال، پيشامد ظاهر شدن عدد زوج در پرتاب يک تاس

گر وقوع يک پيشامد امكان پذير  : با توجه به فضای نمونه ای ا ( )A == ∅∅ پيشامد نشدنی
نباشد، به آن پيشامد  نشدنی می گويند. به عنوان مثال در فضای نمونه ای پرتاب يک تاس، 

��ر ۹۲/ ��� / پيشامد رو شدن عددی بزرگ تر از ۶ يک پيشامد نشدنی است.  

: در صورتی كه يک پيشامد شامل تمام اعضای فضای  ( )A S== پيشامد حتمی 
نمونه ای باشد به آن پيشامد حتمی می گوييم. به عنوان مثال پيشامد رو شدن عددی 

كوچک تر از ۷ در پرتاب يک تاس يک پيشامد حتمی است. 
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هريک از اعداد زوج طبيعی كوچک تر از۲۰ را روی يک كارت نوشته و يكی از . ۷
/ دی ۹۰/ كارت ها را به تصادف بر می داريم. مطلوب است: 

الف) فضای نمونه ای اين آزمايش.
A كه در آن عدد روی كارت، اول باشد.  ب) پيشامد

  
 S ={ , , , , , , , , }2 4 6 8 10 12 14 16 18 ا﹜︿ 

S باشد، بنابراين داريم: A بايد زيرمجموعه ای از فضای نمونه ای ب پيشامد
 A ={ }2 تاسی را دوبار می اندازيم، مطلوبست:. ۸

الف) تعداد اعضای فضای نمونه ای اين آزمايش تصادفی. 
A  كه در آن عدد رو شده ی تاس اول۳ باشد.  ب) پيشامد

��ر ۹۴/ ��� / B كه در آن مجموع اعداد رو شده ی دو تاس۷ باشد.   ج) پيشامد

 
 n S( ) = =6 362 ا﹜︿ 

 A ={( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}3 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 ب  

 B ={( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 6 6 1 2 5 5 2 3 4 4 3 ج 

A رخ داده است كه نتيجه ی آزمايش تصادفی   زمانی می توان گفت پيشامد
گر عدد رو شده ی يک تاس۲ باشد، آن گاه  عضوی از اين پيشامد باشد. برای مثال ا

پيشامد اول بودن عدد رو شده رخ داده است.

A پيشامد هم جنس بودن دو فرزند اول . ۹ گر خانواده ای دارای سه فرزند است. ا
C پيشامد برابر بودن تعداد دختر و پسر در  B پيشامد وجود يک فرزند پسر و و

اين خانواده باشد،
الف) فضای نمونه ای اين آزمايش تصادفی را مشخص كنيد. 

��ر ۹۲/ ��� / C را مشخص كنيد.   B و ، A ب) پيشامدهای
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پ
پ پ پ
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A ={( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , پ{( پ پ پ پ دپ ددد د د ب 
B ={( , , ) , ( , , ) , ( , , پ{( پ دپ د د د د د

 C = ∅
از آنجايی كه اين خانواده سه فرزند دارد، بنابراين تعداد دختران و پسران نمی تواند برابر 

C يک پيشامد نشدنی است.  باشد و

ا���ل ��ی �������� ٣

A′ زمانی رخ می دهد  : پيشامد ( )′′A ۱- پيشامد متمم
A رخ ندهد.  كه پيشامد

 با توجه به تعريف متمم، نتايج زير همواره برقرار است:
۱ A A S ′ =

۲ A A ′ = ∅

۳ n A n A n S( ) ( ) ( )+ ′ =

 A B پيشامد  : ( )A B اجتماع پيشامد   -۲

B يا هر  A يا پيشامد زمانی رخ می دهد كه پيشامد

دو رخ دهند. 

 A B : پيشامد ( )A B ک اشترا پيشامد   -۳

 B A و هم پيشامد زمانی رخ می دهد كه هم پيشامد

رخ دهند. 

 A B− : پيشـامد ( )A B−− ۴- پيشـامد تفاضل

A رخ دهـد ولـی  زمانـی رخ می دهـد كـه پيشـامد

B رخ ندهـد.  پيشـامد

B را تعريف كرد.  A−  به طور مشابه می توان مجموعه ی

B برقرار است: A و  روابط زير همواره بين دو پيشامد

۱  A B A B− = ′

۲  ′ ′ = ′A B A BI U( )  

۳  ′ ′ = ′A B A BU I( )

 سوالات اين بخش در دو تيپ دسته بندى مى شوند.

���� ��دن ������ در ���دار وِن
ک، تفاضل و   ���ــ� �ـــ�: با اسـتفاده از مفاهيمی نظير اجتماع، اشـترا
متمم، مجموعه ی خواسـته شـده را يافته و در يک نمودار ون، پيشـامد مورد 

نظـر را هاشـور می زنيم. 

1

۱۰ . ( ) (B A)A B−− −− با توجه به شكل مقابل، پيشامد

/ ��داد ۹۳/ را هاشور بزنيد.  

 

B را هاشور می زنيم.  A− A و B− هر يک از دو پيشامد

 ⇔ − −( ) ( )A B B A  

) را هاشور . ۱۱ )A B−− ′′ با توجه به شكل مقابل، پيشامد
/ دی ۹۴/ بزنيد.  

 

A را تشكيل می دهيم و سپس متمم آن را مشخص می كنيم.  B− ابتدا مجموعه ی
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 ���ــ� �ـــ�: بـا اسـتفاده از مفاهيـم جبـر مجموعه ها، پيشـامد مورد 

نظـر را تشـكيل می دهيـم. لازم بـه ذكر اسـت هـرگاه در سـؤالی از واژه ی «يا» 

بين دو پيشـامد اسـتفاده شـود، منظور اجتماع آن دو پيشـامد و هرگاه واژه ی 

ک آن دو پيشـامد است.  «و» اسـتفاده شـود، منظور اشـترا

 A B ⇔⇔  B A يا ۱ پيشامد وقوع

A B ⇔⇔  B A و ۲ پيشامد وقوع

2

A′′ زمانی رخ می دهد كه………. ۱۲ A باشد، آن گاه A′′ متمم پيشامد اگر

��ر ۹۲/ ��� /  

 

A رخ ندهد.

۱۳ .. A AU K′′ == A و AI K′′ == A باشد، آن گاه A′′ متمم A و S⊆⊆ اگر

��ر ۹۰/ ��� /  

 

 A A S ′ = A و A ′ = ∅

/ دی ۹۲/. ۱۴ يک تاس و يک سكه را با هم پرتاب می كنيم. مطلوبست: 

الف) فضای نمونه ای اين آزمايش تصادفی.

A كه در آن تاس عدد فرد بيايد.  ب) پيشامد

B كه در آن سكه «رو» و تاس عدد كوچک تر از۵ بيايد.  ج)پيشامد

 

 S =
( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )
, ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , (
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 66 , )









ر ر ر ر ر ر
پ پ پ پ پ پ ا﹜︿ 

 A ={( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 1 3 3 5 ررر5 پ پ پ ب 

 B ={( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 3 ر4 ر ر ر ج 

هر يک از اعداد زوج و طبيعی كوچک تر از ۱۹ را روی يک كارت نوشته و يكی از . ۱۵

��ر ۹۳/ ��� / كارت ها را به تصادف برمی داريم. مطلوب است: 

الف) فضای نمونه ای اين آزمايش تصادفی.

A كه در آن عدد روی كارت بر۵ بخش پذير باشد.  ب) پيشامد

B كه در آن عدد روی كارت اول يا فرد باشد.  ج) پيشامد

 A B د) پيشامد

 

 S ={ , , , , , , , , }2 4 6 8 10 12 14 16 18 ا﹜︿ 

 A ={ }10 ب 

 B ={ }2 ج 

 A B = = ∅{ } { }10 2 د 

: ( ( ))P A ا����ل ر��اد �� ������ ۴

با را   A پيشامد رخداد  احتمال  باشد،   S نمونه ای فضای  از  پيشامد  يک   A گر ا
P نشان می دهيم و برای محاسبه ی آن از رابطه ی زير استفاده می كنيم.  A( )

 
P A n A

n S
( ) ( )

( )
= =

تعداد حالت های مطلوب
تعداد حالت های ممكن

 

S است. بنابراين داريم: A همواره زيرمجموعه ای از فضای نمونه ای ۱ پيشامد

 A S n A n S P A⊆ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤0 0 1( ) ( ) ( )

) و احتمال پيشامد حتمی برابر  ( ) )P ∅ = 0 ۲ احتمال پيشامد نشدنی برابر صفر
) است.  ( ) )P S = 1 يک

 مسائل اين بخش در پنج تيپ دسته بندى مى شوند.

����ب ��� �� ��ز��ان ����اده1

 ���ــ� �ـــ�: مسـائل پرتاب سـكه همانند مسـائل جنسـيت فرزندان 
خانـواده۲ حالـت دارد. در اين مسـائل ابتدا بايد فضای نمونه ای تشـكيل شـود 

و سـپس پيشـامد مورد نظـر و احتمـال آن را يافت. 

��ر ۹۱/. ۱۶ ��� / خانواده ای سه فرزند دارد: 

الف) فضای نمونه ای آن را بنويسيد. 

ب) احتمال آن كه خانواده فقط يک دختر داشته باشد را محاسبه كنيد. 

ج) احتمال آن كه خانواده حداقل۲ پسر داشته باشد را محاسبه كنيد. 

 

 S n S=








⇒ =
( , , ), ( , , ) , ( , , ) , ( , , )
, ( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )

( ) د8 د د د د د د د
ددد

پد پ پ
پ پ پ پ پ پ پ پپ ا﹜︿ 

A پيشامد فقط يک دختر است.  ب 

 A ={( , , ) , ( , , ) , ( , , د{( د پد پ پ پ پپ

 ⇒ = ⇒ = =n A P A n A
n S

( ) ( ) ( )
( )

3 3
8

B پيشامد حداقل۲ پسر است، حداقل۲ پسر يعنی يا ۲ پسر يا ۳ پسر. ج

 B ={( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , پ{( پ پ پ پ پ پ پ دپ د د

  ⇒ = ⇒ = = =n B P B n B
n S

( ) ( ) ( )
( )

4 4
8

1
2

يک سكه را سه مرتبه پرتاب می كنيم. احتمال آن كه به صورت يک در ميان «رو» . ۱۷

/ ��داد ۸۸ و ����� دی ۹۴/ و «پشت» بيايد را به دست آوريد.  

 
ابتدا فضای نمونه ای را مشخص می كنيم و سپس پيشامد مورد نظر و احتمال آن را می يابيم. 

S =








( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )
, ( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )
پ پ پ
پ

پ پ پ
پ

پ پ پ
پ

ر ر ر
ررررررر ر ر

 A ={( , , ) , ( , , پ{( پ رپ رر

 ⇒ =n S( ) 8 n و A P A n A
n

( ) ( ) ( )
(S)

= ⇒ = =2 1
4

4
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����ب ��س2

n بار  n تاس (يا  ���ــ� �ـــ�: تعـداد اعضای فضای نمونـه ای در پرتاب
6n اسـت. بـرای حل مسـائل احتمال پرتاب چند تـاس ابتدا  پرتـاب يک تاس)،
تعداد اعضای فضای نمونه ای و سـپس پيشـامد مورد نظر را می يابيم و در نهايت 

با محاسـبه ی تعداد اعضای پيشـامد، احتمال آن را محاسبه می كنيم. 

دو تاس را هم زمان پرتاب می كنيم. احتمال آن كه مجموع اعداد روشده ی دو . ۱۸

تاس۷ يا۸ باشد را بيابيد. 

 
B را پيشامد مجموع۸ در نظر می گيريم.  A را پيشامد مجموع۷ و

 n S( ) = =6 362

 A ={( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 6 6 1 2 5 5 2 3 4 4 3  

 B ={( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}2 6 6 2 3 5 5 3 4 4

A است.  B واژه ی «يا» در صورت سؤال به معنای

 A B =
( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )
, ( , ) , ( , ) , ( , ) ,
1 6 6 1 2 5 5 2 3 4 4 3
2 6 6 2 3 5 (( , ) , ( , )5 3 4 4









 ⇒ = ⇒ = =n A B P A B n A B
n S

( ) ( ) ( )
( )

 
11 11

36
تاسی را سه بار می اندازيم. مطلوب است احتمال آن كه مجموع اعداد رو شده ی . ۱۹

/ دی ۹۰/ سه تاس كوچک تر از۵ باشد.  

 
كثر اين مجموع با توجه به صورت  حداقل مجموع اعداد رو شده ی سه تاس برابر۳ و حدا

مسئله ۴ می شود. 
 n S( ) = =6 2163  

 A ={( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )}1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 1

 ⇒ = ⇒ = = =n A P A n A
n S

( ) ( ) ( )
( )

4 4
216

1
54

 ��� m n ��س و ����ب

m سـكه، تعـداد اعضـای فضـای  n تـاس و  ���ــ� �ـــ�: در پرتـاب

n S n m( ) = ×6 2 نمونه ای برابر است با: 

3

احتمال آن كه . ۲۰ پرتاب می كنيم. مطلوب است  را هم زمان  و دو سكه  تاس  يک 

سكه ی اول «رو» و تاس عدد ۴ بيايد.

 

سكه ی اول 

سكه ی دوم

A {( , , ) , ( , , )} n (A)= ⇒ =4 4 رپ2 ر ر

n S( ) = × =6 2 241 2








⇒ = = =P A n A
n S

( ) ( )
( )

2
24

1
12

����

n نفر در:  ���ـ� �ــ�: تعداد اعضای فضای نمونه ای تولد

7n است.  ۱ روزهای هفته، برابر با

365n است.  ۲ روزهای سال، برابر با

12n است.  ۳ ماه های سال، برابر با

4n است.  ۴ فصل های سال، برابر با

4

۴ نفر را در نظر می گيريم. چقدر احتمال دارد:. ۲۱

الف) هر چهار نفر در يک روز از هفته متولد شده باشند؟ 

/ دی ۹۴/ ب) هيچ دو نفری در يک روز از هفته متولد نشده باشند؟  

  

 n S n A( ) , ( )= = × × × =7 7 1 1 1 74 ا﹜︿ 

 ⇒ = = =P A n A
n S

( ) ( )
( )

7
7

1
74 3

 n S n B( ) , ( )= = × × ×7 7 6 5 44 ب 

 ⇒ = =P B n B
n S

( ) ( )
( )

120
73

چقدر احتمال دارد در يک تيم كوهنوردی۳ نفره:. ۲۲

/ ��داد ۹۳/ الف) همه در ماه تير متولد شده باشند؟ 

ب) هيچ دو نفری در يک ماه از سال متولد نشده باشند؟

 

 n S n A( ) , ( )= =12 13 ا﹜︿ 

 ⇒ = =P A n A
n S

( ) ( )
( )

1
123

 n S n( ) , (B)= = × ×12 12 11 103 ب 

 ⇒ = = × × =P B n B
n S

( ) ( )
( )

12 11 10
12

110
1443

ا����ب �� ������

n شـیء و  r شـیء از  ���ــ� �ـــ�: بـا اسـتفاده از مفاهيـم انتخـاب
يـا جايگشـت چنـد شـیء متمايز در كنـار هم سـؤالاتی در مبحـث احتمال 
مطـرح می شـود كـه لازم اسـت بـا اسـتفاده از ايـن مفاهيـم تعـداد اعضای 
فضـای نمونه ای و تعداد اعضای پيشـامد محاسـبه شـود. نـكات كاربردی زير 

را بـه خاطر بسـپاريد. 

۱  _+nr C n r n
r n r

= =
−

( , ) !
!( )!

14 n شیء)  r شیء از (انتخاب

۲  P n r n
n r

( , ) !
( )!

=
−

n شیء  متمايز)  تايی r (جايگشت های

ــن  ــه همي ــوط ب ــی مرب ــات نهاي ــده در امتحان ــرح ش ــؤالات مط ــر س كث ا
ــپ اســت. تي

5

5
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از جعبه ای كه شامل ۵ مهره ی قرمز و ۴ مهره ی آبی است، ۳ مهره به تصادف . ۲۳
��ر ۹۲/ ��� / خارج می كنيم. مطلوبست محاسبه ی احتمال آن كه: 

الف) هر سه مهره هم رنگ باشند. 
ب) دو مهره آبی و يک مهره قرمز باشد. 

  

 P A( ) =
+

= =

↑_+_+
_+

5
3

4
3

9
3

14
84

1
6

يا
هر سه مهره  قرمزهر سه مهره  آبی

ا﹜︿  

 P B( ) =
×

= =

↑_+_+
_+

4
2

5
1

9
3

30
84

5
14

و
دو مهره  آبیيک مهره  قرمز

ب  

از بين۴ دانش آموز سال سوم و۶ دانش آموز سال دوم، سه نفر را انتخاب می كنيم. . ۲۴
/ دی ۹۲/ كثر يک دانش آموز از سال سوم باشد، چقدر است؟  احتمال آن كه حدا

 
كثر يک دانش آموز از سال سوم يعنی يا صفر دانش آموز سال سومی يا يک دانش آموز سال سومی.  حدا

 

P A( ) =
× + ×

↑_+_+ _+_+
_+

4
1

6
2

4
0

6
3

10
3

� �� � � � � � �� � � � يا� يک سال سومی و دو سال دومیهر سه سال دومی

 ⇒ = + = =P A( ) 60 20
120

80
120

2
3

۵ نفر كه دو نفر آن ها خواهر يک ديگرند به تصادف در يک رديف می ايستند، . ۲۵
/ ��داد ۹۴/ چقدر احتمال دارد: 

الف) دو خواهر كنار هم قرار گرفته باشند؟ 
ب) دو خواهر در اول و آخر صف واقع شده باشند؟ 

 
ا﹜︿ دو خواهر را يكی در نظر می گيريم، در اين صورت داريم.

n
n S

P n
n S

(A) ! !
( ) !

(A) (A)
( )

! !
!

= ×
=





⇒ = = × =
4 2
5

4 2
5

2
5

جايگشت دو خواهر

ب دو خواهر در اول و آخر صف و سه نفر در ميان آن ها قرار می گيرند. بنابراين داريم:

 

جايگشت دو خواهر

n B
P B n B

n S
( ) ! !
n (S) !

( ) ( )
( )

! !
!

= ×
=





⇒ = = × =
3 2
5

3 2
5

1
10

در جعبه ای۶ لامپ سالم و۴ لامپ معيوب موجود است. سه لامپ به تصادف و . ۲۶
/  �����ر ۹۰/ هم زمان خارج می كنيم. احتمال آن كه لامپ ها از يک نوع باشند را بيابيد.  

 
احتمال آن كه لامپ ها از يک نوع باشند، يعنی سه لامپ انتخابی يا هر سه سالم باشند 

يا هر سه معيوب. 

P A( ) =
+

= =

↑_+ _+
_+

6
3

4
3

10
3

24
120

1
5

يا
هر سه سالمهر سه معيوب

می خواهيم از بين ۴ دانش آموز كلاس اول و۶ دانش آموز كلاس دوم، يک تيم۳ . ۲۷

��ر ۹۴/ ��� / نفره به تصادف انتخاب كنيم. چقدر احتمال دارد. 

الف) هيچ دانش آموز كلاس اولی در تيم نباشد؟ 

ب) تعداد دانش آموزان كلاس دوم در تيم انتخابی از تعداد دانش آموزان كلاس 

اول بيشتر باشد؟ 

  

 

هر سه از كلاس دوم

P A n A
n S

( ) ( )
( )

= = = =
_+
_+

6
3
10
3

20
120

1
6



ا﹜︿  

ب در ايـن حالـت از سـه نفـر انتخابی يا هر سـه بايد از سـال دوم باشـند يـا دو نفر 

از سـال دوم و يک نفر از سـال اول. 

 

P B n B
n S

( ) ( )
( )

= =
× + ×
↑ ↑ ↑_+_+_+_+
_+

6
3

4
0

6
2

4
1

10
3

و ياو

 P B( ) = + = =20 60
120

80
120

2
3

����ن ��� ا�����ت ۵

S باشند، آن گاه داريم: B دو پيشامد از فضای نمونه ای A و گر ا

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )U I= + −

P احتمال آن است كه حداقل يكی از دو پيشامد A B( )  در رابطه ی فوق

B هر  A و P احتمال آن است كه پيشامدهای A B( ) B رخ دهد و A يا

دو هم زمان رخ دهند.  

از مجموعه ی اعداد طبيعی كوچک تر يا مساوی۳۰، عددی انتخاب می كنيم. با . ۲۸

كدام احتمال، عدد انتخاب شده مضرب۳ يا مضرب۴ است؟

پيشامد  دو  اجتماع  از  بايد  كه  است  اين  نشان دهنده ی  سؤال  در صورت  «يا»  واژه ی 

) استفاده كنيم.  )B ) و مضرب۴ بودن )A مضرب۳ بودن

 S n S= ⇒ ={ , , , , , } ( )1 2 3 29 30 30

 A = ⇒ ={ , , , , , , , , , } n (A)3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 10

 B n B= ⇒ ={ , , , , , , } ( )4 8 12 16 20 24 28 7

 A B = ⇒ ={ , } n (A B)12 24 2

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )U I= + −

 P A B( ) = + − = =10
30

7
30

2
30

15
30

1
2

6
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��ر ۹۰/. ۲۹ ��� / يک تاس و يک سكه را با هم پرتاب می كنيم. مطلوب است: 

الف) پيشامد آن كه عدد روی تاس بزرگ تر از۵ باشد. 

ب) احتمال آن كه سكه "پشت" يا تاس ۴ بيايد. 

 A ={( , ) , ( , )}6 6 رپ ا﹜︿  

n S( ) = × =6 2 12
تعداد حالت تاستعداد حالت سكه

ب 

واژه ی «يا» به معنی اجتماع بين دو پيشامد است. 

:
( , ) , ( , ) , ( , )
( , ) , ( , ) , ( , )

( )B n B=








⇒ =
1 2 3
4 5 6

سكه "پشت"6
پ
پ

پ
پ پ

پ

: {( , ) , ( , )} (C)C n= ⇒ =4 4 تاس2۴ رپ

تاس۴ و سكه "پشت" : {( , )} ( )B C n B C = ⇒ =4 پ1

 ⇒ = + −P B C P B P C P B C( ) ( ) ( ) ( )U I

 P B C( ) = + − =6
12

2
12

1
12

7
12

S باشد، آن گاه داريم: A در فضای نمونه ای A′ متمم پيشامد گر  ا

 P A A P A P A P A A( ) ( ) ( ) ( )U I′ = + ′ − ′

 ⇒ = + ′ − ∅P S P A P( ) ( ) (A ) P( )

 ⇒ + ′ =P A P A( ) ( ) 1
 ، P A( ) احتمال مستقيم  محاسبه ی  جای  به  می توان  سؤالات  برخی  حل  در 

) را يافت و از رابطه ی فوق استفاده كرد.  ( ))P A′ احتمال متمم آن 

0 و احتمال اين كه در . ۳۰ 4/ احتمال آن كه دانش آموزی در درس رياضی قبول نشود

0 است. احتمال  5/ 0 و احتمال آن كه در هر دو درس قبول شود 7/ درس فيزيک قبول شود

/ دی ۸۹/ آن كه حداقل در يكی از دروس رياضی و فيزيک قبول شود چه قدر است؟ 

 

: پيشامد قبول شدن در درس رياضی A

: پيشامد قبول شدن در درس فيزيک B

 P A P A( ) ( )= − ′ = − =1 1 04 06/ /

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )U I= + −

 P A B( ) = + − =06 07 05 08/ / / /

P باشــد، آن گاه. ۳۱ A B( ) == 0 9/ P و B( ) == 0 7/ ، P A( )′′ == 0 3/ اگــر

/ دی ۹۲/ P را بيابيد.   A B( )

 

 P A P A( ) ( )= − ′ = − =1 1 03 07/ /

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) P (A B)U I= + −

 ⇒ = + − ⇒ =09 07 07 05/ / / /P A B P A B( ) ( ) 

��ر ��������ی ����ز ۶

A باشد، در اين  B = ∅ S باشند و B دو پيشامد از فضای نمونه ای A و گر ا

��ر۹۱ و دی ۹۲/ ��� / B را دو پيشامد ناسازگار می ناميم.   A و صورت

 ،A B ≠ ∅ ک داشـته باشـند، يعنی B اشـترا A و در صورتی كه دو پيشـامد

B سـازگارند.  A و می توانيـم بگوييم

نمودار ونِ دو پيشامد سازگار و ناسازگار مطابق شكل است:

۳۲ . A B ≠≠ ∅∅ S باشند و رابطه ی B دو پيشامد از فضای نمونه ای A و اگر

��ر ۹۴/ ��� / B ……… می باشند.   A و برقرار باشد، آن گاه دو پيشامد

 
 A B ≠ ∅ ⇒ B سازگارند. A و دو پيشامد  

A پيشامد دختر بودن دو فرزند سوم و . ۳۳ خانواده ای دارای۴ فرزند است. اگر

B پيشامد بيشتر بودن تعداد فرزندان پسر از تعداد فرزندان دختر باشد،  چهارم و

A دارای چند عضو است؟ B−− آن گاه پيشامد

  

B را با اعضايشان نشان می دهيم: A و هر يک از دو پيشامد

A ={( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )}

فرزند اول فرزند چهارم

پ پ پ دپ د د د د د د د د د د د

B = { }( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , پ( پ پ پ پ پ دپپپپپپپ د د

كی ندارند و نسبت به  B هيچ اشترا A و همان طور كه ملاحظه می شود دو پيشامد

Aهم ناسازگارند. پس داريم: B A A B A− = − =
∅

( )I
124 34
ناسازگار

A می باشد كه تعداد اعضای آن برابر۴ عضو است.  A همان پيشامد B− بنابراين پيشامد

B دو پيشامد ناسازگار باشند،  A و گر  با توجه به قانون جمع احتمالات، ا

، بنابراين خواهيم داشت: P( )∅ = A و0 B = ∅ چون

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) = +

An خواهيم  A2 و… و A1 و n پيشامد دوبه دو ناسازگار، در حالت كلی تر، برای

 P A A A P A P A P An n( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2U UKU K= + + + داشت: 

B نسبت . ۳۴ A و P باشد، آن گاه دو پيشامد A B P A P B( ) ( ) ( ) == ++ اگر

/ دی ۹۰/ به هم ………. 

 

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )U I= + ⇒ = ⇒0 ناسازگار می باشند. B A و

7
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از مجموعه ی اعداد طبيعی كوچک تر يا مساوی۳۰ عددی انتخاب می كنيم. با . ۳۵

كدام احتمال عدد انتخاب شده مضرب۴ يا اول است؟

  

B نشان می دهيم. واضح است  A و پيشامد مضرب۴ بودن را با پيشامد اول بودن را با

كه اين دو پيشامد نسبت به هم ناسازگارند. 

 S n S= ⇒ ={ , , , } ( )1 2 30 30  

 A n A= ⇒ ={ , , , , , , , , , } ( )2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 10

 B = ⇒ ={ , , , , , , } n (B)4 8 12 16 20 24 28 7

 ⇒ = + = + =P A B P A P B( ) ( ) ( )
10
30

7
30

17
30

��������ی ����� ٧

S باشند و وقوع  B دو پيشامد از فضای نمونه ای A و گر پيشامدهای مستقل: ا

يا عدم وقوع هريک در وقوع يا عدم وقوع ديگری تأثيری نداشته باشد، آن گاه اين دو 

پيشامد را مستقل از هم می ناميم. برای مثال در پرتاب يک سكه و يک تاس، پشت 

آمدن در سكه و۶ آمدن در تاس، دو پيشامد مستقل اند. 

B دو پيشامد مستقل  A و گر قانون ضرب احتمالات برای دو پيشامد مستقل: ا

P از هم باشند، آن گاه داريم: A B P A P B( ) ( ) ( ) = ×

گـر ا گفـت  می تـوان   B و  A پيشـامد دو  بـودن  مسـتقل  بررسـی  بـرای   

B مستقل اند. A و P برقرار بود، آن گاه دو پيشـامد A B P A P B( ) ( ) ( ) = ×

باشـــند، آن گاه. ۳۶ از هـــم  B دو پيشـــامد …………  A و گـــر ا

/۹۰ دی   / P خواهد بود.  A B P A P B( ) ( ) ( ) == ××

 

مستقل

در  آن . ۳۷ كه  باشد  پيشامدی   A اگر پرتاب می كنيم.  بار  را سه  سكه ی سالمی 

B پيشامد برآمدهايی باشد كه در آن فقط دو «رو» به  دومين پرتاب «رو» است و

B مستقل هستند؟ چرا؟ (���ی  A و صورت متوالی ظاهر شده است، آيا دو پيشامد

/ ��داد ۹۰/ نمونه و هر يک از پيشامدها را مشخص كنيد.) 

 
S n S=









⇒ =
( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )
, ( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )

( ) پ8 پ پ
پ پ

پ پ پ
پ

پ پ پ
ر ر رر ر

ر
ر

ر
ر ر ر

ر

 A ={( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , پ{( پ پ پ ر ر ررررر ر

 ⇒ = ⇒ =n A P A( ) ( )4 1
2

 
B {( , , ) , ( , , )} ( ) (B)= ⇒ = ⇒ =n B P2 1

پ4 رپ ر ر ر

A B ={( , , ) , ( , , پ{( رپ ر ر ر

 ⇒ = ⇒ = =n A B P A B( ) ( ) 2 2
8

1
4

B مستقل  A و P برقرار بود، دو پيشامد A B P A P B( ) ( ) ( ) = × گر رابطه ی حال ا

می شدند. 

 
P A B

P A P B
P A B P A P B

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )




=

× = × =









⇒ ≠ ×

1
4

1
2

1
4

1
8

B مستقل نمی باشند.  A و بنابراين دو پيشامد

،۴ مهره ی سفيد . ۳۸ B ،۵ مهره ی سفيد و۳ مهره ی سياه و در جعبه ی A در جعبه ی

و۲ مهره ی سياه وجود دارد. يكی از اين دو جعبه را به تصادف انتخاب كرده و يک مهره به 

��ر۹۰/ ��� / تصادف از آن خارج می كنيم. چقدر احتمال دارد اين مهره سياه باشد؟ 

 

انتخاب جعبه و انتخاب مهره های درون آن، دو پيشامد مستقل از هم هستند. بنابراين داريم:

P A( ) = × + × =1
2

3
8

1
2

2
6

17
48

A انتخاب جعبه ی B انتخاب جعبه ی

B احتمال مهره ی سياه از جعبه ی
A احتمال مهره ی سياه از جعبه ی

B دو پيشامد مستقل باشند، قانون جمع احتمالات به صورت  A و گر  ا

 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = + − × زير می باشد: 

0 است. . ۳۹ 4/ 0 و احتمال قبولی حسن در كنكور 3/ احتمال قبولی علی در كنكور

/ دی ۹۱/ احتمال آن كه حداقل يكی از اين دو نفر در كنكور قبول شوند، چقدر است؟ 

 

پيشامد قبولی علی و پيشامد قبولی حسن دو پيشامد مستقل از هم هستند. پس داريم:

 

A P A
B P B
: ( )
: ( )

⇒ =
⇒ =





03
04
/
پيشامد قبولی حسن/

پيشامد قبولی علی

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) P(A) P(B) = + − ×

 P A B( ) = + − =03 04 012 058/ / / /

او . ۴۰ اين كه  احتمال  و  باشد٪۳۰  داشته   B++ گروه خونی اين كه شخصی  احتمال 

/ ��داد ۹۴/ ناراحتی كليه داشته باشد۱۵٪ است، چقدر احتمال دارد: 

++B و ناراحتی كليه داشته باشد؟  الف) اين شخص گروه خونی

++B يا ناراحتی كليه داشته باشد؟  ب) اين شخص گروه خونی

 

داشـتن گروه خونی+B و داشـتن بيماری كليه دو پيشـامد مستقل از هم هستند، بنابراين 

B پيشـامد داشـتن ناراحتی كليه باشد، آن گاه  A پيشـامد داشـتن گروه خونی+B و گر ا
داريم:

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) = × = × =30
100

15
100

45
1000 ا﹜︿  

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) P(A B)U I= + − ب  

⇒ = + − =P A B( )
30
100

15
100

45
1000

405
1000
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a باشد، آن گاه: b< گر a و b دو عدد حقيقی و بازه: ا

نمايش هندسی بازهمجموعه ی بازهنام بازه

 ( , )a b bو a بازه ی باز { }x a x b∈ < <r\

[ , )a b } بازه ی نيم باز از راست  | }x a x b∈ ≤ <r

( , ]a b }بازه ی نيم باز از چپ | }x a x b∈ < ≤r

 [ , ]a b  bو a بازه ی بسته ی{ | }x a x b∈ ≤ ≤r

 ( , )a +∞  +∞ }بازه ی باز a و | }x x a∈ >r

 ( , )−∞ a  a ∞− و }بازه ی باز | }x x a∈ <r

 [ , )a +∞  +∞ }بازه ی نيم باز a و | }x x a∈ ≥r

 ( , ]−∞ a  a ∞− و }بازه ی نيم باز | }x x a∈ ≤r

 در نمايش هندسی بازه ها در جدول فوق، نقطه هايی كه در بازه مربوطه قرار 

ندارند، با دايره ی توخالی نمايش داده می شوند.

A مجموعه نقاطی  B گر A و B بازه هايی از اعداد حقيقی باشند، آن گاه  ا

مجموعه  نيز   A B و دارند  تعلق   B بازه ی  به  هم  و   A بازه ی  به  هم  كه  است 

گر نقاطی است كه حداقل به يكی از دو مجموعه A يا B تعلق دارند. برای مثال ا

B باشند، آن گاه: = [ , )1 4 A و = −( , ]1 3

 مسائل اين بخش در دو تيپ دسته بندى مى شوند. 

ا����ده از ��ا��� ������ �� 

ک، تفاضل و   ���ــ� �ـــ�: با اسـتفاده از مفاهيمی نظير اجتماع، اشـترا

متمـم مسـائل اين بخش حل می شـوند.

1

باشـند، . ۱  B x x== ∈∈ >>{ | }R 2 و  A x x== ∈∈ −− ≤≤ ≤≤{ | }R 2 4 گـر ا

A را به صـورت بـازه نوشـته و روی محـور اعـداد مشـخص  B A و B

/ دی ۹۰ / كنيد. 

A
B

A B
A B

= −
= + ∞





⇒
= − +∞
=





[ , ]
( , )

[ , )
( , ]

2 4
2

2
2 4

U

I

۲ . C x x== ∈∈ <<{ | }R 0 Bو x x== ∈∈ >>{ | }R 2 ،A x x== ∈∈ −− ≤≤ ≤≤{ | }R 3 3 اگر

باشد، بازه هايی كه با مجموعه های زير تعريف شده اند را مشخص كرده و روی محور 

/ تمرين كتاب درسى/   نمايش دهيد. 

ا﹜︿  ( )A B CU I

 
A B
C

A B C
U

U I
= − + ∞

= −∞




⇒ = −
[ , )

( , )
( ) [ , )

3
0

3 0

ب  ( )A C BI U

 
A C
B

A C B
I

I U U
= −

= + ∞




⇒ = − + ∞
[ , )

( , )
( ) [ , ) ( , )

3 0
2

3 0 2

ج  ( ) ( )A B A C−− −−

 
A
B
C

A B
A C

= −
= + ∞
= −∞









⇒
− = −
− =





[ , ]
( , )
( , )

[ , ]
[ , ]

3 3
2

0

3 2
0 3

 ( ) ( ) [ , ]A B A C− − = 0 2

�� �����د�ت در�� اول 2

 ���ــ� �ـــ�: جـواب حـل نامعـادلات درجه اول معمـولاً به صورت يک 

يـا اجتمـاع چنـد بـازه اسـت. بـرای يافتـن بـازه ی جـواب بايـد به ايـن نكات 

توجـه كرد:

۱) در حل نامعادلات تمامی جملات مجهول در يک طرف و تمامی جملات 

معلوم در طرف ديگر نامعادله قرار می گيرند.

۲) در صورتی كه دو طرف نامعادله در عددی منفی (مثبت) ضرب يا تقسيم 

شود، علامت نامساوی عوض می شود (نمی شود).

۳) در هنگام برخورد با نامعادلات قدرمطلقی خواهيم داشت:
ا﹜︿  | | ,u v v v u v≤ > ⇒ − ≤ ≤0

ب  | | , ,u v v u v u v≥ > ⇒ ≤ − ≥0

ج  | | | | uu v v≥
≤

⇒ ≥
≤

2 2

۳ . A x x x
== ∈∈ −− << −− <<! @R| , 1 1

3 2 B به صورت A و اگــر دو مجموعه ی

بازه  به صورت  A را  B و  A B باشند،  B x x x== ∈∈ ++ ≤≤{ | , | | }R 1 2 و

/ ��داد ۸۸/ بنويسيد . 

 A x x:− < − < − < − <1 1
3 2 3 1 63''''"×

 ''''''''''''''" − < < ⇒ = −2 7 2 7x A ( , )
جمع طرفين با ۱

 B x x x:| |+ ≤ ⇒ − ≤ + ≤ − ≤ ≤1 2 2 1 2 3 1'''''''''''''" ⋅
جمع طرفين با ۱-

⇒ = − ⇒ = − = −B [ , ] A B ( , ] , A B [ , )3 1 2 1 3 7I U
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2 را حـل كـرده و مجموعـه جـواب را روی محور . ۴ 2 1 4<< ++ <<x نامعادلـه ی

/ دی ۹۲/ اعداد حقيقی نشان دهيد. 

2 2 1 4 1 2 3 2 6< + < ⇒ < < ⇒ < <x x x    

۵ . B x x== ∈∈ −− << ≤≤{ | }R 3 7 A و x x== ∈∈ −− ≥≥ −−! @R | 2 2
3 2 اگر

��ر ۹۲/ ��� / باشد، مجموعه های زير را به وسيله بازه نمايش دهيد. 

ا﹜︿  A

 2 2
3 2 2 2 6 2 4 23x x x x− ≥ − − ≥ − ⇒ ≥ − ⇒ ≥ −''"×

⇒ = − + ∞A [ , )2

ب   B

B = −( , ]3 7  
ج  A B−−

 A B− = + ∞( , )7  

د  A B

 A B = −[ , ]2 7  

���ـــــ� ���د�ت  ٢

كسرهايی را كه صورت و مخرج آن ها چند جمله ای باشند، عبارات گويا می نامند. 
مقدار اين عبارت های گويا زمانی با معنی است كه مخرجشان مخالف صفر باشد.

= عبارت گويا ≠P x
Q x

Q x( )
( )
, ( ) 0 

معادلات گويا: معادلاتی را كه در آن ها عبارات گويا وجود داشته باشد، معادلات گويا 
می نامند. برای حل اين معادلات بايد مراحل زير طی شوند:

۱) ک.م.م مخرج كسرها را محاسبه می كنيم.
= ک.م.م مخرج كسرها عوامل مشترک با توان بيشتر ×عوامل غير مشترک

۲) طرفين معادله را در عبارت ک.م.م ضرب كرده و معادله جديد را حل می كنيم.
۳) جواب هايی قابل قبول هستند كه مخرج كسرهای معادله اوليه را صفر نكنند.

��ر ۹۳/. ۶ ��� / x را حل كنيد. 
x

x
x

−−
++

== ++
−−

3
2

1
1 معادله ی

 
ک.م.م مخرج ها را در دو طرف معادله ضرب می كنيم.

= ک.م.م + −( )( )x x2 1

 ⇒ + − −
+

= + − +
−

( )( ) ( )( )x x x
x

x x x
x

2 1 3
2 2 1 1

1× ×

 ⇒ − + = + + ⇒ = ⇒ =x x x x x x2 24 3 3 2 7 1 1
7

جواب به دست آمده مخرج هيچ يک از كسرها را صفر نمی كند، پس قابل قبول است.

۷ . x == 1 دارای جواب  1
2

8 3
2x k
x

x−−
++ ==

++
معادله ی  k مقدار به ازای چه 

��ر ۹۲/ ��� / است؟ 

جواب هر معادله همواره در آن معادله صدق می كند، بنابراين:

 x
k

k= ⇒
−

+ = ⇒ =1 1
1 2

8 3
3 4

��ر ۹۰ و ۹۱/. ۸ ��� / x را حل كنيد. 
x x

x
x−−

++
−−

== −−
++1

3
1

2
12 معادله ی

 

ک.م.م مخرج ها را در طرفين معادله ضرب می كنيم.
= ک.م.م − +( )( )x x1 1

 ⇒ − +
−

+
−

= − + −
+

( )( ) ( )( )x x x
x x

x x x
x

1 1 1
3
1

1 1 2
12

( ) ( )
 ⇒ + + = − + ⇒ = − ⇒ = −x x x x x x2 23 3 2 4 1 1

4
جواب به دست آمده مخرج هيچ يک از كسرها را صفر نمی كند، پس قابل قبول است.

�ــ��ــ� ����ــ�د�ت  ٣

نامعادله هايی را كه در آن ها عبارات گويا وجود داشته باشند، نامعادلات گويا می نامند. 

برای حل اين معادلات بايد مراحل زير طی شوند:

۱) همه ی عبارات جبری را به يک طرف نامعادله منتقل می كنيم.

كسر يک  به   را  حاصل  جبری  عبارات  كردن،  ساده  و  مشترک گيری  مخرج  با   (۲

P تبديل می كنيم. x
Q
( )
(x)

 x را در يک جدول، تعيين علامت می كنيم و مجموعه مقادير P x
Q
( )
(x)

۳) عبارت

قابل قبول را می يابيم.

2 را حل كرده و جواب را روی محور نشان دهيد.. ۹ 16
3 2

1
2

2
x

x x
−−

++ ++
<< نامعادله ی

/ دی ۸۹/

 2 16
3 2

1 0 3 18
3 2

0
2

2

2

2
x

x x
x x
x x

−
+ +

− < ⇒ − −
+ +

<  

 ⇒
− − =

+ + =







x x

x x

2

2
3 18 0

3 2 0
⇒

− + = ⇒ = − =
+ + = ⇒ = − = −





( )( ) ,
( )( ) x , x
x x x x
x x

6 3 0 3 6
1 2 0 1 2

حال جدول تعيين علامت را كشيده و كسر فوق را تعيين علامت می كنيم.

كسر
تعريف
نشده

تعريف
نشده

x
x x
x x

− − −
− − + − − − +
+ + + + − + +

+ − + − +

3 2 1 6
3 18 0 0
3 2 0 0

0 0

2

2

⇒مجموعه جواب
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/ دی ۹۰/. ۱۰ 3 را حل كنيد. 
4

5
4

8
162x x x−−

++
++

>>
−−

نامعادله ی

 3
4

5
4

8
4 4 0

x x x x−
+

+
−

− +
>

( )( )

 ⇒ + + − −
− +

>3 4 5 4 8
4 4 0( ) ( )

( )( )
x x
x x

⇒ + + − −
− +

>3 12 5 20 8
4 4 0x x

x x( )( )

 ⇒ = −
− +

> ⇒P x
x x
8 16
4 4 0

( )( )
 ريشه ها

x
x

=
= ±





2
4

x
x

x x
P

−
− − − + +

− + + − − +
− + − +

4 2 4
8 16 0
4 4 0 0

0
( )( )

تعريف
نشده

تعريف
نشده

= جواب ∈ − < < >{ | }x x xr 4 2 4

6 را حل كنيد و مجموعه جواب را به صورت بازه نشان . ۱۱ 1
2−− >>x

x نامعادله ی
��ر ۹۴ و تمرين كتاب درسى/ ��� / دهيد. 

 6 1 0 6 0 2 3 0
2 2− − > ⇒ − − > ⇒ = − + >x

x
x x
x

P x x
x

( )( )

تعريف
نشده

x
x x
x
P

−
− − − + + −

− − + +
+ − + −

3 0 2
6 0 0

0
0 0

2

= مجموعه جواب −∞ −( , ) ( , )3 0 2

�����ت ۴

دايـره مثلثاتـی: دايـره ای اسـت بـه مركـز مبـدأ 
، sinمحورهـای كـه  واحـد  شـعاع  و  مختصـات 
cot مطابق شـكل روبـه  رو تعريف  tan و ، cos
cos دايره ی مثلثاتی  می شـوند. محورهایsin و

را بـه چهـار ناحيـه تقسـيم می كنند.
، از محل برخورد  cos نسبت های مثلثاتی: برای تعيين نسبت های مثلثاتیsin و
′AH را به ترتيب بر محورهایsin و AH و α با دايره ی مثلثاتی، دو عمود زاويه
α را امتداد می دهيم  cot نيز زاويه cos رسم می كنيم. برای تعيين نسبت هایtan و
: (| | )OA = 1 C′ قطع كند. آنگاه داريم B′ و cot را در نقاط تا محورهایtan و

       

sin
cos

tan
cot

α
α

α
α

=
= ′





= ′

= ′




OH
OH

BB
CC

نسبت های مثلثاتی برخی زاويه ها :

 60 3
 == ππ 45 4

 == ππ30 6
 == ππ0

زاويه
  نسبت
 مثلثاتی

3
2 2

2
1
2۰sin

 12 2
2

 3
2

۱cos

 3۱ 3
3

۰tan

 3
3

۱ 3
تعريف 
cot نشده

 270 3
2

 == ππ 180 == ππ 90 2
 == ππ

  زاويه
نسبت
  مثلثاتی

-۱۰۱sin

۰-۱۰cos

tanتعريف نشده۰تعريف نشده

cot ۰تعريف نشده۰

ــق  ) مطاب )π α± و ( )π α2 ± ، ( )−α ــای ــی زواي ــبت های مثلثات  نس
ــد.  ــت می آين ــدول به دس ج

π α2 +π α2 −π α+π α−−α

 زاويه

نسبت
 مثلثاتی

cosαcosα− sinαsinα− sinαsin

− sinαsinα− cosα− cosαcosαcos

− cotαcotαtanα− tanα− tanαtan

− tanαtanαcotα− cotα− cotα cot

روابط مقدماتی مثلثات:

۱ sin cos
sin cos

cos sin
2 2

2 2

2 2
1

1

1
α α

α α

α α
+ = ⇒

= −

= −







۲ tan sin
cos

α α
α

=

۳ cot cos
sin

α α
α

=

۴ tan .cot tan
cot

α α α
α

= ⇒ =1 1

۵ 1 12
2+ =tan

cos
α

α

۶ 1 12
2+ =cot

sin
α

α
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: ( )αα ββ±± نسبت های مثلثاتی

β، می تــوان نســبت های مثلثاتــی  αو بــا دانســتن نســبت های مثلثاتــی دو زاويــه

مجمــوع و تفاضــل ايــن دو زاويــه را بــا اســتفاده از روابــط زيــر به دســت آورد. 

۱ sin ( ) sin cos cos sinα β α β α β+ = +

۲ sin ( ) sin cos cos sinα β α β α β− = −

۳ cos( ) cos cos sin sinα β α β α β+ = −

۴ cos( ) cos cos sin sinα β α β α β− = +

۵ tan ( ) tan tan
tan tan

α β α β
α β

+ = +
−1

۶ tan ( ) tan tan
tan tan

α β α β
α β

− = −
+1

گــر دو زاويــه  β ا α و  در روابــط نســبت های مثلثاتــی مجمــوع دو زاويــه

، نتايج زير حاصل می شوند. ( )α β= را برابر بگيريم

۱ sin sin cos2 2α α α=

۲ cos cos sin cos sin2 2 1 1 22 2 2 2α α α α α= − = − = −

 :روابط طلايی
sin cos

cos cos

2

2

1 2
2

1 2
2

α α

α α

= −

= +








۳ tan tan
tan

2 2
1 2α α

α
=

−

 مسائل اين بخش در سه تيپ دسته بندى مى شوند.

���� ��ی ������� زوا��ی ��� ���وف 1

 ���ــ� �ـــ�: بـرای به دسـت آوردن نسـبت های مثلثاتـی زاويه هايـی 

67 و ... بايـد ابتدا زاويه  ی موردنظر را با اسـتفاده از دو  5/  ، 75 ،15 نظيـر

60 و ...) بسـازيم، سـپس از روابط گفته شـده  ، 45 ، 30 زاويـه ی معـروف (

اسـتفاده نماييم.

��ر۹۴/. ۱۲ ��� / )sin را محاسبه كنيد.  )15

 15 45 30  = −  

sin sin( ) sin cos cos sin15 45 30 45 30 45 30      = − = −  

  = − = −( )( ) ( )( )2
2

3
2

2
2

1
2

6 2
4  

45
2 22 5


= )/  بــرای به دســت  آوردن نســبت های مثلثاتــی نيم قــوس 

) بهتر است از روابط طلايی استفاده كنيم. 135
2 67 5


= / يا

/ تمرين كتاب درسى/. ۱۳ نسبت های مثلثاتی زير را بيابيد. 

 cos67 5/  ب)    sin22 5/  الف) 

sin داريم: cos2 1 2
2α α= − ا﹜︿ با استفاده از رابطه ی طلايی

 α = ⇒ = −22 5 22 5 1 45
2

2/ / 


sin cos

⇒ = −sin2 22 5 2 2
4

/ 

22 در ناحيه ی اول است و تمامی نسبت های مثلثاتی آن هم مثبت است. 5/ 

 ⇒ = −sin22 5 2 2
2

/ 

cos داريم: cos2 1 2
2α α= + ب با استفاده از رابطه ی طلايی

 α = ⇒ = +67 5 67 5 1 135
2

2/ / 


cos cos

 cos cos( ) cos135 180 45 45 2
2

   = − = − = −

 ⇒ = − ⇒ = −cos cos2 67 5 2 2
4 67 5 2 2

2
/ / 

�� د�� آوردن �� ���� ������� از روی ���� ���� ��ی ������� 
 ���ــ� �ـــ�: در ايـن تيـپ از سـؤالات بايـد بـر روی روابـط مقدماتـی 

مثلثات تسـلط كافی داشـته باشـيد.

2

حاصل. ۱۴ باشد،  حاده   ββ و منفرجه   αα و  cosββ == 5
13 و  sinαα == 3

5 اگر

/ دی ۹۲/ )sin را بيابيد.  )αα ββ++

 sin cos sinα α α= ⇒ = − = − =3
5 1 1 9

25
16
25

2 2

 ⇒ = −cosα 4
5 α منفرجه است، پسcos آن منفی می شود. 

 cos sin cosβ β β= ⇒ = − = − =5
13 1 1 25

169
144
169

2 2

β حاده است، پسsin آن مثبت است.
 sin sin2 144

169
12
13β β= ⇒ =

 sin( ) sin .cos cos .sinα β α β α β+ = +

 sin( )α β+ = + − = −( )( ) ( )( )3
5

5
13

4
5

12
13

33
65

αα زاويه ای منفرجه باشد، حاصلsin2αα را به دست . ۱۵ tanαα و == −−3
4

اگر

/ ����� ��داد ۹۳/ آوريد. 

 1 1 1 9
16

12
2 2+ = ⇒ + =tan

cos cos
α

α α

 ⇒ = ⇒ = −cos cos2 16
25

4
5α α

 sinα > cosα و0 < α زاويه ای منفرجه است. پس0

 sin cos sin sin2 2 21 9
25

3
5α α α α= − ⇒ = ⇒ =

 sin sin cos2 2 2 3
5

4
5

24
25α α α= = − −( )( ) =

12
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αα حاده باشد، حاصلcot2αα را بيابيد.. ۱۶ sinαα و زاويه ی == 5
13 اگر

 

بــرایcot2α رابطــه  ای مســتقيم در كتــاب درســی نيامــده اســت، امــا می دانيــم

cot می باشــد، پــس بهتــر اســتtan2α را يافتــه و آن را معكوس كنيم. .tan2 2 1α α =

 sin cos sinα α α= ⇒ = − = − =5
13 1 1 25

169
144
169

2 2

''''''''''''"
α

α
α α α

αcos
cos tan sin

cos>
= ⇒ = =

0
12
13

5
12

حاده

 ⇒ =
−

=
−

=tan tan
tan

2 2
1

2 5
12

1 25
144

120
1192α α

α

×

 cot
tan

2 1
2

119
120α

α
= =

���وی ��ی ������� 

 ���ــ� �ـــ�: در اين تيپ سـؤالات با اسـتفاده از تمامی روابط مثلثاتی 

بايد درسـتی يک تسـاوی را اثبات كنيم.

3

 درستی تساوی های زير را ثابت كنيد. . ۱۷

۱ cos sin cos4 4 2x x x−− == /تمرين كتاب درسى و دی ۹۴/ 

 

با استفاده از اتحاد مزدوج داريم:

 cos sin (cos sin )(cos sin )4 4 2 2 2 2x x x x x x− = − +

 = =(cos ) cos2 1 2x x×

۲ sin
cos tanx
x

x
1 2++

== ��ر ۹۲ و ��داد ۹۴/  ��� /

 sin
cos

sin cos

cos

sin

cos
tanx

x

x x

x

x

x
x

1
2 2 2
2 2

2

2
22+

= = =

۳ cos( ) cos( ) sin sinαα ββ αα ββ αα ββ−− −− ++ ==2 /تمرين كتاب درسى/ 

 cos( ) cos( ) [cos cos sin sin ]α β α β α β α β− − + = +

 − − =[cos cos sin sin ] sin sinα β α β α β2

۴ tan cot sinαα αα
αα

++ == 2
2 /تمرين كتاب درسى/ 

 tan cot sin
cos

cos
sin

sin cos
sin cos

α α α
α

α
α

α α
α α

+ = + = +2 2

= =1 2
2

2
2

2

sin cos sin cos sin
( )

α α α α α
'''''''''''''''''''"

× صورت و مخرج

 ۵ cot tan cotαα αα αα−− == 2 2 /تمرين كتاب درسى/ 

 cot tan cos
sin

sin
cos

cos sin
sin cos

α α α
α

α
α

α α
α α

− = − = −2 2

 = =cos

sin
cot2

1
2 2

2 2α

α
α

۶ 2
1

22
tan
tan

sinx
x

x
++

== / تمرين كتاب درسى/ 

 2
1

2
1 22
2

2tan
tan

tan

cos

tan .cosx
x

x

x

x x
+

= =

 = =2 2sin .cos sinx x x

���� ۵

تابع از ديدگاه زوج مرتب: مجموعه ای از زوج های مرتب كه در آن هيچ دو زوج 
به عبارت ديگر در  تابع است.  نباشند،  اول يكسان  مرتب متمايزی دارای مؤلفه ی 
گر دو زوج مرتب مؤلفه ی اول برابر داشته باشند، بايد  يک مجموعه زوج های مرتب، ا

مؤلفه ی دومشان نيز برابر باشد.
f == {(a, ), (a, ), (b, ), (c, )}1 2 3 3

( , )a 2 ) و , )a 1 تابع نيست، زيرا دو زوج مرتب متمايز f
مؤلفه ی اول برابر دارند. 

 g a b== {( , ), ( , ), (c, )}1 1 2

تابع است، زيرا در آن هيچ دو زوج مرتب متمايزی مؤلفه ی اول  g
برابر ندارند.

و  مستقل  متغير   x آن در  كه   y f x= ( ضابطه ی( ضابطه:  ديدگاه  از  تابع 
y متغير وابسته است، در صورتی ضابطه ی يک تابع است كه به ازای هر x از دامنه 
آن گاه باشد،   x x1 2= گر ا ديگر  عبارتی  به  آيد.  به دست   y برای  مقدار  يک  تنها 

f شود. x f x( ) ( )1 2=

y تابع است، زيرا: f x= = −(x) x2 برای مثال ضابطه ی

 
x x

x x
x x

x x x x1 2
1
2

2
2

1 2
1
2

1 2
2

2= ⇒
=

=






− = −''''''"

تفاضل

 ⇒ = ⇒f x f x( ) ( )1 2 تابع است.

 y = ±2 مقدار x دو  = به ازای1 زيرا  نيست،   تابع   x y2 2 5+ = ضابطه ی و 
به دست می آيد.

تابع از ديدگاه نمودار: يک منحنی زمانی می تواند نمودار يک تابع باشد كه در دستگاه 
كثر در يک نقطه قطع كند. ها، نمودار منحنی را حدا y مختصات، هر خط موازی محور
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تابع چند ضابطه ای: هرگاه دامنه ی يک تابع را به چند مجموعه ی جدا از هم تقسيم 
كنيم، به طوری كه اجتماع آن مجموعه ها برابر با دامنه ی تابع باشد و روی هر مجموعه 

تابعی متمايز  تعريف كنيم، يک تابع چند ضابطه ای به دست می آيد.

 y

f x x D
f x x D

f x x Dn n

=

∈

∈

∈













1 1

2 2

( )
( )

( )


شرط آن كه يک رابطه ی چند ضابطه ای تابع باشد، آن است كه:
۱ هر يک از ضابطه ها در دامنه ی تعريف خود، تابع باشد.

ک داشتند، مقادير ضابطه ها به ازای نقاط مشترک برابر باشند. گر دامنه ها اشترا ۲ ا
 دامنه ی تابع چند ضابطه ای، اجتماع دامنه ی تک تک ضابطه ها است.

 D D D Df n= 1 2  ...

 مسائل اين بخش در سه تيپ دسته بندى مى شوند.

��ر�� ���� ��دن �� را��� 
 ���ــ� �ـــ�: بـرای بررسـی تابع بـودن يک رابطه،  بايـد از مفاهيم تابع 

كه اشـاره نموديم اسـتفاده شود.

1

/ ��داد ۹۰/. ۱۸ b را چنان بيابيد كه مجموعه ی زير  يک تابع باشد.  a و  مقادير

g b a a== −− ++ −− −−{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 3 7 1 1 4 7
 

هيچ دو زوج مرتبی نبايد مؤلفه ی اول برابر داشته باشند، مگر آن كه مؤلفه ی دومشان 

نيز برابر باشد.
 ( , ), ( , )7 1 7 1a a⇒ =

 ⇒ − + − ⇒ + = ⇒ =( , ) , ( , )1 3 1 3 3 3 0b b b

به ازای . ۱۹  R m m m m== −− ++{( , ), ( , ) , ( , ), ( , ), ( , )}3 2 1 2 3 2 42 رابطه ی  
، يک تابع است؟ m چه مقاديری از

 

هيچ دو زوج مرتبی نبايد مؤلفه ی اول برابر داشته باشند، مگر آن كه مؤلفه ی دومشان نيز 
) برابر باشد. , ), ( , ) ,3 3 2 2 1 22 2m m m m m m+ ⇒ = + ⇒ = − =

 m R= − ⇒ = − − −1 3 1 2 1 2 1 3 1 1 4{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )} 

 m R= ⇒ = −2 3 4 2 1 2 2 3 4 2 4{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )} 

R تابع می شود. m رابطه ی = همانطور كه ملاحظه می شود، تنها به ازای1−

����� ��را�����ی ����ل 
y صدق  f x= (  ���ـ� �ــ�: هر نقطه كه مختصاتش در معادله ی(

f قرار دارد و برعكس. ) كند بر نمودار تابع , ) ( )x y f y f x∈ ⇔ =

در سؤالات اين تيپ ضابطه ی تابع f با يک يا چند پارامتر مجهول داده می شود 
كه با صدق دادن نقاط در ضابطه ی تابع، می توان پارامترهای مجهول را يافت.

 از ايـن تيـپ مسـائل معمـولاً در تمامـی دروه هـای امتحانـات نهايی 
سـؤال آمده اسـت.

2

c را طوری تعيين كنيد كه . ۲۰ b و ، a f باشد، مقادير x ax bx c( ) == ++ ++2 اگر

ها را در نقطه ای به طول ۱ و محور عرض ها را در نقطه ای به عرض  x اين سهمی محور

��ر ۹۴/ ��� / ) نيز بگذرد.  , )−−2 3 1−− قطع كند و از نقطه ی

 f x ax bx c( ) = + +2 تابع معادله ی  بايد در   ( , )−2 3 و  ( , )0 1− و  ( , )10 نقاط

صدق كنند.
 ( , ) ( )0 1 0 1 1− ∈ ⇒ = − ⇒ = −f f c

 ( , ) ( )10 1 0 0 1∈ ⇒ = ⇒ + + = ⇒ + =f f a b c a b

( , ) ( )− ∈ ⇒ − = ⇒ − + = ⇒ − =2 3 2 3 4 2 3 4 2 4f f a b c a b

  
a b
a b

a b f x x
+ =
− =





⇒ = = ⇒ = −
1

4 2 4
1 0 12, ( )

y مفروضند. a و b را طوری بيابيد . ۲۱ x b== ++ 2 y و x ax b== ++ ++2 دو تابع

كه نمودارهای اين دو تابع روی محورxها در نقطه ای به طول ۲ يک ديگر را قطع كنند.

/ ��داد ۸۸/  

) بايد در ضابطه ی هر دو تابع صدق كند، بنابراين داريم: , )2 0  نقطه ی

 y x ax b a b
f

= + + + + =
∈2 2 0

2 4 0'''''''"
( , )

 y x b b b
f

= + + = ⇒ = −
∈

2 2 2 0 1
2 0
'''''''''"
( , )

 2 4 0 3
2

1
a b a

b
+ + = = −

=−'''''''"

���د�� ���� و ر�� ���دار 3

x برابر  x=  ���ــ� �ـــ�: مقـدار تابـع در نقطه ای از دامنـه به طول0

. يعنی بـرای يافتـن مقدار تابـع در نقطه یx0 كافی اسـت f x( )0 اسـت بـا

f را بيابيم. (x )0 x0 را در ضابطـه ی تابـع قرار داده و مقـدار

f بايد توجه كـرد كه هر ضابطه  x( برای رسـم نمـودار توابع چند ضابطـه ای(

را در دامنه ی مشـخص شـده رسم كنيم.

از ايـن تيـپ مسـائل نيز معمـولاً در تمامی دوره هـای امتحانات نهايی سـؤال 

آمده اسـت.

تساوی. ۲۲ درستی  و  آوريد  به دست  را   f x( )−− 4 باشد،  f x x
x( ) == −−

++
2
2 اگر

/ ��داد ۸۹/   ( , )x ≠≠ ±±0 2 f را بررسی نماييد. x f x( ) × ( )−− == −−4 1

 f
x

x

x

x
x

x
x

( )− =
− −

− +
= − −

− +
= +

− +
4

4 2
4 2

4 2
4 2

2
2

 ⇒ − = −
+

+
− −

= −f x f
x

x
x

x
x

( )
( )

× ×( )4 2
2

2
2 1

14
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��ر ۹۴/. ۲۳ ��� / f داده شده است.  x x x x
x x

( ) ;
;

== −− <<
−− ++ ≥≥







2 2 2
2 1 2

تابع

f را رسم كنيد. الف) نمودار تابع

f را محاسبه كنيد. f( ( ))3 ب) مقدار

هر  بايد  و  است  ضابطه ای  دو  تابعی  فوق  تابع  ا﹜︿

ضابطه را در دامنه ی خودش رسم كرد.

f را می يابيم. ( )3 f ابتدا (f ( ))3 ب برای يافتن

 x f= ⇒ = − + = −3 3 2 3 1 5( ) ( )

 x f f f= = − ⇒ = − − − =( ) ( ( )) ( ) ( )3 5 3 5 2 5 352

/  دی ۹۲/. ۲۴ f را در نظر بگيريد.   x
x x

x x
( ) ==

++ << −−

≥≥ −−







1 1

12 تابع

الف) نمودار تابع f را رسم كنيد.

ب) دامنه ی تابع f را به دست آوريد.

ا﹜︿ تابع موردنظر دو ضابطه ای است و بايد هر ضابطه 
را در دامنه ی مشخص شده اش رسم كرد.

ب دامنه ی تابع f از اجتماع دامنه ی ضابطه ها به دست می آيد.

 Df = −∞ − − +∞ =( , ) [ , )1 1 r

دا��� ی ���� ۶

r است. ۱ دامنه ی توابع چندجمله ای،

 q x( ) p و x( ) f كه در آن x x
q x

( ) p( )
( )

= ۲ دامنه ی توابع كسری گويا به شكل

q است. x( چندجمله ای هستند، مجموعه ی همه ی اعداد حقيقی به غير از ريشه های(

f است به شرطی  x( y همان دامنه ی( f xn= ( )2 ۳ دامنه ی توابع به شكل

. f x( ) ≥ كه0

، y = sin (f (x)) ، y f xn= + ( )2 1 شـــكل بـــه  توابـــع  دامنـــه ی   ۴

f می باشـــد. x( f] همـــان دامنـــه ی( (x)] | و f (x)| ، y f x= cos ( ( ))

r است  ، زيرمجموعه ای از y f xg x= log ( )( ) ۶  دامنه ی توابع لگاريتمی به شكل

g در آن تعريف شده باشند و ثانياً اين سه نامعادله نيز برقرار باشند. x( ) f و x( ) كه اولاً

 f x g x g x( ) , ( ) , ( )> > ≠0 0 1

f است  x( ) ، زيرمجموعه ای از دامنه ی تابع y f x= tan ( ( )) ۷ دامنه ی تابع

 (k )∈z f باشد. x k( ) ≠ +π π
2 كه در آن

f است  x( ) ، زيرمجموعه ای از دامنه ی تابع y f x= cot ( ( )) ۸ دامنه ی تابع
 (k )∈z f باشد. x k( ) ≠ π كه در آن

دامنه ی توابع زير را بيابيد.  . ۲۵

۱ f x x
x( ) sin==

−−( )2 ��ر ۹۳/   ��� /

 x x Df− ≠ ⇒ ≠ ⇒ = −2 0 2 2r { }

۲ f x x
x

( ) ==
−−2 1

��ر ۹۰/  ��� /

عبارت زير راديكال، داخل مخرج نيز می باشد. بنابراين عبارت زير راديكال تنها می تواند 
بزرگ تر از صفر باشد.

 2 1 0 1
2

1
2x x Df− > ⇒ > ⇒ = +∞( ),

۳ f x x( ) tan== ++( )ππ
3 / ��داد ۹۰/ 

 x k x k+ ≠ + ⇒ ≠ +π π π π π
3 2 6

 D kf = − = + ∈r# $zx | x k ,π π
6

۴ f x x( ) cot== −−( )2 2
ππ ��ر ۸۹/  ��� /

 2 2 2 4x k x k− ≠ ⇒ ≠ +π π π π

 ⇒ = − = + ∈D x x k kf r# $z| ,π π
2 4

۵ f x( ) log(x x )== −− −−2 2 3 ��ر ۹۰/  ��� /

 x x2 2 3 0 1 3 0− − > ⇒ + − >(x )(x )

⇒
< −

>









⇒ = −∞ − +∞
x

x
Df

1

3
1 3( , ) ( , )يا

ــد  ــا از چن ــت ت ــات لازم اس ــی اوق ــه، گاه ــن دامن ــائل تعيي ــل مس  در ح

قانــون بــرای تعييــن دامنــه اســتفاده شــود. در ايــن صــورت بــه ازای هــر قانــون يــک 

ــد  ــع باي ــرای تعييــن دامنــه ی تاب ــت ب ــد. در نهاي مجموعــه جــواب به دســت می آي

ــود. ــه ش ک گرفت ــترا ــده اش ــت آم ــای به دس ــه جواب ه ــن مجموع بي

دامنه ی توابع زير را بيابيد.. ۲۶

۱ f x x( ) log ( x )== −−1 2 ��ر ۸۸/  ��� /

: شرط ۱ | |1 0 1 1 1 12 2− > ⇒ < ⇒ < ⇒ − < <x x x x

: شرط ۲ x > : شرط ۳ و 0 x ↑1x ¹ ۱

 Df = ( , )0 1 ک بگيريم، داريم:  گر از سه مجموعه جواب به دست آمده اشترا ا
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۲ f x x
x

( ) == −−
−−

2
92 / ��داد ۸۶/ 

: شرط ۱ 2 0 2− ≥ ⇒ ≤x x

: شرط ۲ x x x2 29 0 9 3− ≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠ ±

 ⇒ = −∞ − −Df ( , ] { }2 3

۳ f x
x x

( ) ==
++ −−
5

1223 ��ر ۸۸/  ��� /

 x x2 12 0 4 3 0+ − ≠ ⇒ + − ≠(x )(x )

 ⇒ ≠ − ≠ ⇒ = − −x x Df4 3 4 3, { , }r

۴ f x x
x( ) | |== −−4 2

/ ��داد ۸۷/ 

: شرط ۱ 4 0 4 2 22 2− ≥ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤x x x

|: شرط ۲ |x x≠ ⇒ ≠0 0

 Df = − −[ , ] { }2 2 0

ا���ل ���ی ��ی ��ا�� ٧

f و g. ، f g− ، f g+ گر f و g دو تابع با دامنه های دلخواه باشند، آن گاه توابع ا

f به صورت زير تعريف می شوند:
g

۱ (f g)(x) f (x) g (x) ; D+ = + =+f g f gD D

۲ (f g)(x) f (x) g (x) ; D− = − =−f g f gD D

 ۳ (f .g)(x) f (x).g (x) ; D .= =f g f gD D

             ۴( )f
g

f x
g x

D D x g xf
g

f g(x) ( )
( )

; D { | ( ) }= = − = 0

 سؤالات اعمال جبرى توابع در دو تيپ دسته بندى مى شوند.

������ ی ���ی ��ا�� 
 ���ــ� �ـــ�: مقـدار ورودی در ايـن توابـع بايـد جـزء دامنـه ی تمامی 

تابع هـای بـه كار رفته باشـد.

1

۲۷ . (g f)( )++ 2 2 g باشند، مقدار x x( ) == −−2 f و1 x x( ) == ++ 7 گر توابع ا

/ دی ۹۰/ را بيابيد.  

 g f( ) , ( )2 2 1 3 2 2 7 32= − = = + =

 (g f)( ) ( ) ( ) ( )+ = + = + =2 2 2 2 2 3 2 3 9g f

f) را . ۲۸ .g)( )1 g باشند، آن گاه حاصل x x
x x

( ) ==
−−
4
72 f و x x( ) == ++ اگر5

��ر ۹۲/ ��� / بيابيد. 

 f g( ) , ( ) ( )
( )

1 1 5 6 1 4 1
1 7 1

2
32= + = =

−
= −

 (f .g)( ) f ( ).g ( )1 1 1 6 2
3 4= = × − = −

۲۹ . h x
x x
x x

( ) ==
++ ≥≥

−− <<




1 0
0

و  g x x( ) == ++ 1 و   f x x( ) == −− 2 اگر

باشند، مطلوب است تعيين:  

۱ ( )f g
f g
××
++2 0( ) ��ر ۸۵ و ��داد ۸۷/  ���/

 f ( ) , g ( )0 0 2 2 0 0 1 1= − = − = + =

 ( )f g
f g

f g
f g

. ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 0 0 0

2 0 0
2 1

2 2 1
2
3+

= ×
+

= − ×
− +

=

۲ ( )f h
g h

++
−−

−−( )1

 f h( ) , ( ) ( )− = − − = − − = − − =1 1 2 3 1 1 1

 g ( )− = − + =1 1 1 0

 ( )f h
g h

f h
g h

+
−

− = − + −
− − −

= − +
−

=( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1
1 1

3 1
0 1 2

����� دا��� 2
 g و f ــ� �ـــ�: دامنـه ی مجمـوع، تفاضـل و حاصل ضـرب دو تابع��� 

ک دامنـه ی اين دو تابع اسـت. برابر اشـترا
ک دامنـه ی ايـن دو تابع  دامنـه ی حاصـل تقسـيم دو تابـع f و g برابـر اشـترا

منهـای نقاطـی اسـت كـه مخـرج را صفـر می كنند.

D D Df
g

f g= − = {x | g (x) }0

fg را . ۳۰ g باشد، دامنه و ضابطه ی تابع x x
x

( ) ==
−−2 4

f و x x( ) == ++3 اگر5

/ دی ۸۹/ بيابيد.  

 D D Df
g

f g= − = {x | g (x) }0

 
D
D

x

D
f

g f
g

=

= − ±

= ⇒ =









⇒ = − −

r

r r{ }

g (x)

{ , , }2
0 0

2 0 2

 fg x f x
g x

x
x
x

x
( ) ( )

( )
( x )(x )= = +

−

= + −3 5

4

3 5 4

2

2

fg را بيابيد.. ۳۱ g باشد، دامنه ی x x
x( ) == −− 1 f و x x( ) == اگر

/ ��داد ۸۷/  

 f x x Df( ) [ , )= ⇒ = +∞0

 g x x
x

Dg( ) { }= − ⇒ = −1 0r

 g x x( ) = ⇒ =0 1

  D D Df
g

f g= − = {x | g (x) }0 ⇒ = +∞ −D f
g
( , ) { }0 1
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۳۲ . fg f g, ++ g باشد، دامنه و ضابطه ی توابع x( ) cot x== f و x x( ) tan== اگر

/تمرين كتاب درسى/ را بيابيد. 

 f x x D x x k kf( ) tan { | , }= ⇒ = − = + ∈r zπ π
2

 g x x Dg( ) cot {x | x k ,k }= ⇒ = − = ∈r zπ

 (f g) (x) f (x) g (x) tan x cot+ = + = + x

 D D D x x k kf g f g+ = = − = ∈ r z{ | , }π
2

 fg x f x
g x

x
x

( ) ( )
( )

tan
cot

= =

 D D Df
g

f g= − = {x | g (x) }0

 D x x k kf
g

= − = ∈r z{ | , }π
2

����� ��ا�� ٨

Dg باشند، آن گاه تركيب اين دو تابع بدين صورت  Df و گر f و g دو تابع با دامنه ی ا
تعريف می شود.

۱ (fog)(x) (g (x)) ; D {x D | g(x) D }= = ∈ ∈f fog g f

۲ ( )(x) ( (x)) ; D {x D | (x) D }gof g f fgof f g= = ∈ ∈

ک داشته باشند،  fog اين است كه برد تابع g و دامنه ی f اشترا شرط تشكيل تابع
 D Rf g ≠ ∅ به عبارتی ديگر: 

 از تركيب توابع سه تيپ سؤال مطرح مى شود.

����� ���ار و ����� ی ���� ���� 
 g x( ) fog كافی است تابع x(  ���ــ� �ـــ�: برای محاسـبه ی تابع(
 gof x( ) را به جـای x در ضابطـه ی تابع f قرار دهيم و برای محاسـبه ی تابع

f را به جای x در ضابطه ی تابـع g قرار دهيم. x( ) نيـز كافی اسـت تابـع

1

با استفاده از ضابطه ی توابع f و g داده شده، ضابطه ی تابع خواسته شده را بيابيد.. ۳۳

۱
f x x

g x
x

gof x
( )

( ) ( )( ) ?
== −−

==
−−









⇒⇒ ==
4

1
12

/��داد ۸۹/ 

 gof x g
f x x

( ) (f (x))
( ) ( )

= =
−

=
− −

1
1

1
4 12 2

 ⇒ =
−

gof x
x

( ) 1
5

۲ f x x

g x x

( )

( )
(fog)(x) ?

== −−

==






⇒⇒ ==

1
2 /دی ۹۲/ 

 fog x f g x g x x( ) ( ( )) ( )= = − = −1 1 2

 ⇒ = −fog x x( ) 1 2

۳
f x x

x

g x x

( )

( )
(fog)(x) ?

== ++
−−

==
−−









⇒⇒ ==

2
3

1
1

��ر ۹۰/  ���/

 fog x f g x g x
g x

x

x

( ) ( ( )) ( )
( )

= = +
−

= −
+

−
−

2
3

1
1 2

1
1 3

⇒ =

+ −
−

− −
−

= −
− +

fog x

x

x
x
x

( )

( )
(x )
( )
(x )

1 2 1
1

1 3 1
1

2 1
3 4

۴  
f x x

x
g x x

( )

( )
(fog)(x) ?

==
−−

==






⇒⇒ ==2 ��ر ۹۴/  ���/

fog x f g x g x
g x

x
x

( ) ( ( )) ( )
( )

= =
−

=
−2 2

كه. ۳۴ بيابيد  طوری  را   k مقدار  باشد،   g x x k f x x( ) , ( )== ++ == ++3 2 اگر1

��ر ۸۷/ ���/ fog باشد.  x gof x( ) ( )==

 fog x f g x x k x k( ) ( ( )) ( )= = + + = + +2 3 1 6 2 1

 gof x g f x x k x k( ) ( ( )) ( )= = + + = + +3 2 1 6 3

 ⇒ + + = + + ⇒ =( x k ) ( x k )
( ) ( )

6 2 1 6 3 2
fog x gof x

k
6 74 84 6 74 84

g باشد، a و b را طوری تعيين كنيد . ۳۵ x x bx( ) == ++2 f و x x a( ) == ++ اگر

كه داشته باشيم:

 (fog)(x) x== ++ ++2 4 1x ��ر ۹۲/  ���/

 f x x a g x x bx( ) , ( )= + = +2

 ( )( ) ( ( )) ( )fog x f g x g x a x bx a= = + = + +2

 ⇒ + + = + + ⇒
=
=





x bx a x x
b
a

2 2 4 1
4
1

دا��� ی ���� ���� 
 ���ــ� �ـــ�: دامنـه ی تابـع مركب fog زيرمجموعـه ای از دامنه ی تابع 

g اسـت كـه در آن  g(x) عضو دامنه ی f باشـد.

 

x g x f g xg f

fog

 →  →( ) ( ( ))

 Dfog g f= ∈ ∈{x D | g(x) D }
برای يافتن دامنه ی تابع gof نيز داريم:

 Dgof f g= ∈ ∈{x D | f (x) D }

2

f و g داده شده، دامنه ی توابع مركب خواسته شده را . ۳۶ با استفاده از ضابطه های 

با استفاده از تعريف بيابيد.
۱
f x x

g x
x

Dgof

( )

( ) ?
== −−

==
−−









⇒⇒ ==
4

1
12

/��داد ۸۹/ 
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 D x D f x Dgof f g= ∈ ∈{ | ( ) }

 Df f: x x D [ , )− ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞4 0 4 4

 D x x Dg g: { }2 1 0 1 1− = ⇒ = ± ⇒ = − ±r

 f x D x xg( )∈ ⇒ − ≠ ± ⇒ ≠4 1 5 ⇒ = +∞ −Dgof [ , ) { }4 5

۲
f x x

g x x
Dfog

( )

( )
?

== −−

==






⇒⇒ ==

1
2 / دی ۹۲/ 

 Dfog g f= ∈ ∈{x D | g(x) D }

 D x x Df g: ,1 0 1− ≥ ⇒ ≤ = r

 g x D x xf( )∈ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤2 1 1 1

 Dfog = −[ , ]1 1

۳
f x x

x

g x x

Dfog
( )

( )
?

== ++
−−

==
−−









⇒⇒ ==

2
3

1
1

��ر ۹۰/  ��� /

 Dfog g f= ∈ ∈{x D | g(x) D }

 Dg f= − = −r r{ },D { }1 3

 g x D
x

xf( )∈ ⇒
−

≠ ⇒ ≠1
1 3 4

3
⇒ = −Dfog r# $1 4

3,

۴
f x x

x
g x x

Dfog
( )

( )
?

==
−−

==






⇒⇒ ==2 ��ر ۹۴/  ��� /

 Dfog g f= ∈ ∈{x D | g(x) D }

 Df g= − = +∞r { },D [ , )2 0

 g x D x xf( )∈ ⇒ ≠ ⇒ ≠2 4 ⇒ = +∞ −Dfog [ , ) { }0 4

۵ f x x x
g x x

Dfog
( )
( )

?== −− −−
== −−






⇒⇒ ==2

1 2

2

 Dfog g f= ∈ ∈{x D | g(x) D }

 Dg = r

 D x x x xf : 2 0 2 02 2− − ≥ ⇒ + − ≤

 ⇒ + − ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −( )( ) [ , ]x x x Df2 1 0 2 1 2 1

 g x D x xf( )∈ ⇒ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ − ≤2 1 2 1 3 2 0

 ⇒ ≤ ≤ ⇒ =0 3
2 0 3

2x Dfog [ ],
3gof �� fog از روی g �� f �����

گـر ضابطـه ی توابـع g و gof معلـوم و ضابطـه ی   ���ــ� �ـــ�: ۱- ا
 g x t( ) = f مجهـول باشـد، بـرای يافتـن ضابطه ی تابـع f از تغييـر متغير

اسـتفاده كـرده و سـپس x را برحسـب t يافتـه و جايگـذاری می كنيـم.

گر ضابطه ی توابع f و fog معلوم و ضابطه ی g مجهول باشد، برای يافتن  ۲- ا
ضابطه ی تابع g در تابع f به جای g(x) ،x قرار داده و آن را برابر تابع fog می گيريم.

محاسبه . ۳۷ را   g x( ) تابع باشد،   f g x x x( ( )) == ++2 42 و  f x x( ) == −−2 22 اگر

��ر ۸۹/ ��� / نماييد.  

 f g x g x

f g x

( ( )) ( )

( (x)) x

= −

= +







2 2

2 4

2

2
⇒ − = + ⇒ = + +2 2 2 4 2 2 4 22 2 2 2g x x x g x x x( ) ( )

 ⇒ = + + = + ⇒ = +g x x x g x x2 2 22 1 1 1( ) x ( ) ( ) | |

f را بيابيد.. ۳۸ f باشد، ضابطه ی تابع x x( )2 1 4 12++ == ++ اگر

g است و بايد از تغيير متغير استفاده شود. x( ) 2 در واقع همان  1x + در اين سؤال عبارت

 2 1 1
2x t x t+ = ⇒ = − ⇒ + = +

= −

f x x
x t

( )2 1 4 12
1
2

'''''''''"

  ⇒ = − + ⇒ = − +f t t f t t t( ) ( )4 1
2 1 2 22 2( ) '''''"

t x
f x x x

→
= − +( ) 2 2 2
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x تعريف شده باشد و با نزديک  a= گر تابع f در سمت راست نقطه ی حد راست: ا
، مقادير تابع به سمت عدد L نزديک شوند،  x a= شدن از سمت راست به نقطه ی

x حد راستی برابر L دارد. a= گوييم تابع f در

    lim ( )f x L
x a→ +

=

x تعريف شده باشد و با نزديک شدن  a= گر تابع f در سمت چپ نقطه ی حد چپ: ا
نزديک شوند، گوييم  L ، مقادير تابع به سمت عدد  x a= از سمت چپ به نقطه ی

x حد چپی برابر L دارد. a= تابع f در

      lim ( )f x L
x a→ −

=

x دارای حد L باشد،  a= شرط وجود حد در يک نقطه: شرط اين كه تابع f در
x موجود و با هم برابر باشند. a= اين است كه حد چپ و حد راست تابع f در 

lim ( )

lim ( )
lim ( )

f x L

f x L
f x L

x a

x a

x a

→

→

→

+

−

=

=
=














⇔

قضايای حد: 

f يک تابع ثابت باشد، برای هر عددx0 از دامنه داريم: x c( ) = گر تابع ۱ ا

lim ( )f x c
x x→

=
0

گر حد تابع f درx0 برابر L باشد، داريم: ۲ ا

lim ( ) lim ( ) kLkf x k f x
x x x x→ →

= =
0 0

     ( )k∈r

L2 باشند، آن گاه داريم: گر توابع f و g در نقطه یx0 دارای حدهایL1 و ۳ ا

 lim ( ( ) g(x)) lim ( ) lim g( ) Lf x f x x L
x x x x x x

± = ± = ±
→ → →0 0 0

1 2

lim ( ).g(x) lim ( ) lim g( ) Lf x f x x L
x x x x x x→ → →

= × =
0 0 0

1 2

lim ( )
g(x)

lim ( )

lim g( )
L

( )f x
f x

x L
L

x x

x x

x x→

→

→

= = ≠

0

0

0

1
2

2 0

گر تابع f در نقطه یx0 دارای حدی برابر L باشد، آن گاه داريم: ۴ ا

lim ( ) ( )f x Ln

x x

n

→
=

0

lim ( )f x Ln
x x

n

→
= ⇒

0
L باشد. ≥ گر n زوج باشد، بايد0 ا

 

x می تواند حد داشته باشد كه حداقل در  a= ۱ تابع f در صورتی در نقطه ی
x تعريف شده باشد. a= سمت راست يا سمت چپ

 f برابر نباشند، آن گاه تابع x a= گر حدهای راست و چپ تابع f در نقطه ی ۲ ا
x حد ندارد. a= در

x تعريف شده باشد،  a= گر تابع f فقط در يک سمت (راست يا چپ) نقطه ی ۳ ا
x همان حد (راست يا چپ) است. a= منظور از حد تابع f در

x a b f x f x
x a x a

∈ ⇒ =
→ → +

( , ) lim ( ) lim ( )

x f x f x
x a x a

∈ ⇒ =
→ → −

(b,a) lim ( ) lim ( )

۴ در محاسبه ی حد توابع جزء صحيح دقت شود كه:

۱) a
a

a
∈ ⇒

=

= −







+

−
z

[ ] a

[ ] a 1

۲) a a a a∉ ⇒ = =+ −
z [ ] [ ] [ ]

 از مباحث اين قسمت 3 تيپ سؤال مطرح مى شود.

������ ی �� از روی ���دار 
 ���ــ� �ـــ�: بـرای محاسـبه ی حد از روی نمـودار، بايد حد چپ و حد 

راسـت را حساب كنيم.

1

/ دی ۹۱/. ۱ با توجه به نمودار تابع f، حاصل حدهای خواسته شده را بيابيد. 

 lim ( )f x
x→→ ++1

الف)

lim ( )f x
x→→ −−1

ب)

lim ( )
x

f x
→→1

ج)

lim ( )f x
x→→−−2

د) 

 

x است.  = lim حد راست تابع f در1 ( )f x
x→ +1

ا﹜︿ منظور از

lim ( )f x
x→ +

=
1

2

x است. = lim حد چپ تابع f در1 ( )f x
x→ −1

ب منظور از

lim ( )f x
x→ −

=
1

1

 x = x برابر نيستند، پس در1 = ج از آنجايی كه حد چپ و راست در نقطه ی1

حد وجود ندارد.

x تعريف شده است. بنابراين حد چپ در نقطه ی = د تابع f تنها در سمت چپ2−

x همان حد تابع در اين نقطه است. = −2
lim ( ) lim ( )

( )
f x f x

x x→− → −
= =

−2 2
1
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با توجه به نمودار تابع f، حاصل عبارت زير را به دست آوريد. / ��داد ۸۹/. ۲

       3 2 3
2 1

lim ( ) lim ( ) ( )f x f x f
x x→→ →→++ −−

−− ++
⋅ ⋅

lim ( )f x
x→ +

=
2

3 lim و ( )f x
x→ −

=
1

3 f و ( )3 4=   

⇒ − + = − + =
→ →+ −

3 2 3 3 3 3 2 4 14
2 1

lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f
x x

f را رسم كنيد و به كمک آن وجود حد . ۳ x
x x

x x
( ) ==

−− ≥≥

−− <<







1
2 1

4 12
نمودار تابع

/ ��داد ۹۰/ x بررسی كنيد.  == 1 تابع را در

x ضابطه ی < − و به ازای1 1
2 x ، ضابطه ی x ≥ به ازای1

4 را رسم می كنيم. 2− x

x هر دو  = همانطور كه در شكل فوق ملاحظه می شود، حد چپ و راست در نقطه ی1
وجود دارند، اما برابر نيستند.

lim ( )f x
x→ −

=
1

3 lim  و  ( )f x
x→ +

= −
1

1
2      

��ر�� و��د �� (از روی �����) 2
���ــ� �ـــ�: در مسـائلی كـه بـه بررسـی وجـود حـد می پردازنـد   
محاسـبه ی حـدود چـپ و راسـت، راهگشـا خواهـد بـود. در توابـع چنـد 
ضابطـه ای، بـرای محاسـبه ی حد در نقاطی كـه دامنه را تفكيـک كرده اند، بايد 

از دو ضابطـه ی مجـزا اسـتفاده شـود.

x دارای حد بوده و. ۴ == −−2 مقادير a و b را طوری بيابيد كه تابع f در نقطه ی

/ ��داد ۸۸/ lim باشد.  ( )f x
x→→ ++

==
2

2

f x
x a x

x b x

x bx a x

( )
;
;

;

==

−− ≥≥

++ −− ≤≤ <<

++ ++ << −−










2 4 2
2 2

3 2

2

2

  lim ( ) limf x x a a a
x x→ →+ +

= − = − = ⇒ =
2 2

22 4 8 4 2 1

x يكی از نقاط تفكيک دامنه است، بنابراين  = −2 از آنجايی كه تابع سه ضابطه ای بوده و
x محاسبه كرده و برابر قرار می دهيم. = حد چپ و راست را در نقطه ی2−

 lim ( ) lim ( )
( ) ( )
f x f x

x x→ − → −− +
= ⇔

2 2
x حد دارد.  = −2 تابع در 

 lim ( ) ( ) ( )
( )
f x b a

x→ − −
= − + − +

2

22 2 3

lim ( )
( )
f x b b b b

x→ − +
= − + ⇒ − = − + ⇒ =

2
2 7 2 2 3

x حد دارد؟ چرا؟ . ۵ == 1 f در x
x
x x

x x
( )

;

;
==

−− <<

++ >>







3 1 1

1 12
آيا تابع

/ تمرين كتاب درسى/

x حساب می كنيم: = ابتدا حد چپ و راست را در1

lim ( ) limf x x
xx x→ →− −

= − = − =
1 1

3 1 3 1
1 2

lim ( ) limf x x
x x→ →+ +

= + = + =
1

2

1

21 1 1 2

x وجود داشته و با هم برابر هستند. بنابراين حد تابع  = حد چپ و راست در نقطه ی1
x وجود دارد و برابر است با: = در1

lim ( )
x

f x
→

=
1

2

x حــد دارد؟ چرا؟. ۶ == f در نقطه ی1 x( ) (x )[x] x== −− ++ −−2 2 آيــا تابــع 4

��ر ۸۸/ ���  /  

گانه محاسبه می كنيم. حد چپ و حد راست تابع f را جدا

lim ( ) ( )[ ] ( )f x
x→

−

−
= − + − = −

1

0
1 2 1 2 1 4 2

lim ( ) ( )[ ] ( )f x
x→

+

+
= − + − =−

1
1 2 1 2 1 4 3         

x وجود ندارد. = x برابر نيستند. پس حد در1 = حد چپ و حد راست در1

x دارای حد باشد.. ۷ == ππ
2 f در x( مقدار a را طوری بيابيد كه تابع(

f x
a x x

x x
( )

sin ;

cos x tan ;
==

++ >>

++ −− −− <<









2 2

2 3 4 2
2

ππ

ππ ππ ππ( ) ( )

x حد داشته باشد، بايد حد چپ و حد راست در اين نقطه  = π
2

برای اين كه تابع در

برابر باشند.
lim ( ) lim cos tan

( ) ( )

f x x x
x x→ →− −

= + − −
π π

π π

2

2

2
2 3 4

( ) ( )

= − = − − = −cos tan ( ) ( )2 23 4 1 3 1 2π π

lim ( ) lim sin ( )
( ) ( )
f x a x a a

x x→ →+ +
= + = + = +

π π
2 2

2 1 2 2

lim ( ) lim ( )
( ) ( )
f x f x a a

x x→ →+ −
= ⇒ + = − ⇒ = −

π π
2 2

2 2 4

������ ی �� از روی ����� ی ���� 3
گر ضابطه ی تابع f را داشته باشيم برای محاسبه ی حد   ���ـ� �ــ�: ا
اين تابع در نقطه یx0 از قضايای حد و جای گذاریx0 در ضابطه ی اين تابع 

limاستفاده می نماييم. (به شرط پيوستگی) ( ) ( )f x f x
x x→

=
0

0

۱










⇒ ≠
→ →− +
lim ( ) lim ( )f x f x
x x1 1
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lim باشد، حاصل. ۸ ( )
( )x

f x
f x→→

−−
++

==
3

2 1
1 x حد داشته باشد و5 == 3 گر تابع f در ا

/ دی ۸۹/ lim را به دست آوريد.  ( )
x

f x
→→3

x را L می گيريم، بنابراين: = 3 حد تابع f در

lim ( )
( )

lim ( )

lim ( )x

x

x

f x
f x

f x

f x→

→

→

−
+

=
−

+
=

3

3

3

2 1
1

2 1

1 5

'''''''''''''"
lim ( )
x

f x L
L
L

L L→
=

−
+

= ⇒ − = +
3 2 1

1 5 2 1 5 5

⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −
→

3 6 2 2
3

L L f x
x
lim ( )

lim را بيابيد.. ۹ ( )f x
x→→3⋅

f باشد، آن گاه x x
x( )++ == ++2 4 در صورتی كه

��ر ۸۹ و تمرين كتاب درسى/ ��� /
 

f به صورت صريح داده نشده است. بنابراين ابتدا بايد ضابطه ی x( در اين سؤال ضابطه ی(

f را با استفاده از مفاهيم فصل قبل بيابيم. x( )

f x x
x

x t x t( )+ = + ⇒ + = ⇒ = −2 4 2 2

⇒ = − +
−

= +
−

⇒ = +
−

f t t
t

t
t

f x x
x

( ) ( ) ( )2 4
2

2
2

2
2

lim ( ) lim
x x

f x x
x→ →

= +
−

= +
−

=
3 3

2
2

3 2
3 2 5

g باشد، حد هر يک از توابع زير را بيابيد.. ۱۰ x x( ) == f و x x x( ) == ++2 اگر

۱  lim ( ). ( )
x

f x g x
→→4

 
lim ( ). ( ) lim ( ). lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→ → →

=
4 4 4

lim ( ) lim ( ) ( )
x x

x x x
→ →

+ × = + × =
4

2
4

24 4 4 40

۲  lim ( ) g ( )
x

f x x
→→

−−
9

2

 

lim ( ) ( ) lim ( ) (lim g( ))
x x x

f x g x f x x
→ → →

− = −
9

2
9 9

2

lim ( ) (lim ) ( ) ( )
x x

x x x
→ →

+ − = + − =
9

2
9

2 2 29 9 3 81

۳  lim ( )
( )x

f x
g x→→1 2

lim ( )
( )

lim ( )

(limg( ))

lim ( )

(limx

x

x

x

x

f x
g x

f x

x

x x

→

→

→

→

→

= =
+

1 2
1

1
2

1
2

11
2 2

x )
=

x0∈r داريم:  در رابطه با حد توابع مثلثاتی در نقطه ی

۱  limsin sinx x
x x→

=
0

0        ۲  limcos cosx x
x x→

=
0

0

۳  lim tan tanx x
x x k

=
→ ≠ +

0

20 π π
      ۴  limcot cotx x

x x k
=

→ ≠
0

0 π
 

حاصل حدود زير را بيابيد.. ۱۱

۱  lim
sin cos tan

tan cos

2 6 2 2
2 2 2

2
2

( )
( )

x x x

x xx

−− ++ ++

++ ++→→

ππ

ππππ

  π قرار می  دهيم.
2  ، x در تابع فوق به جای

lim
sin cos tan

tan cos

sin cos2 6 2 2
2 2 2

2 3
2

2

( )
( )

x x x

x xx

− + +

+ +
=

+

→

π

π

π π

π

++

+

tan

tan cos

π

π π

4
2 4

2

=
+ − +

+ −
=

2 3
2 1 1

2 1 1
3
32

( ) ( )

( ) ( )

۲  lim .sin
x

x x
→→

++
0 6( )ππ / تمرين كتاب درسى/  

lim .sin lim lim sin
x x x

x x x x
→ → →

+ = × + = × =
0 0 06 6 0 1

2 0( ) ( )π π

۳  lim
sin cos

tan

( )x x

xx

++ −−

→→

ππ

ππ

6 2 3
2

3

��ر ۸۸/   ��� /

 

lim
sin cos

tan

sin cos

tan

( ) ( )x x

xx

+ −
=

−

→

π π π

ππ

6 2 3 2 2

3
2

3
2

= − − = =1 2 1
3

3
3 12

( )
( )

���ـ� ��ـــ�د�� ٢

)، رابطه ی x0است (مگر احتمالاً در خود x0از بازه ای كه شامل نقطه x گر به ازای هر ا

lim باشد،  (x) lim ( )h g x L
x x x x→ →

= =
0 0

h برقرار بوده و x f x g x( ) ( ) ( )≤ ≤  

در اين صورت داريم:

⇒ =
→
lim ( )f x L
x x0
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، حاصل. ۱۲ ( ) ( )x f x x−− ≤≤ ≤≤ ++2 2 42 گـر بـه ازای هـر x داشـته باشـيم3 ا

/ �ـ�داد ۸۹/ lim را بيابيد.  ( (x) )
x

f
→→

++
0

3

 ( ) ( )x f x x− ≤ ≤ +2
2

4
2

2 3

lim ( ) , lim lim ( )
x x x

x x f x
→ → →

− = + = ⇒ =
0

2

0

3

0

2
2 2 4

2 2 2

lim ( ( ) )
x

f x
→

+ = + =
0

3 2 3 5

۱۳ .3 4 2
2−− ≤≤ ≤≤ −−cos ( ) tanx f x x( ∋∋x داشته باشيم( −−( , )ππ ππ اگر به ازای هر

/ ��داد ۹۱/ →→x را به دست آوريد.  ππ
2 f وقتی x( ، حد تابع(

lim( cos )3 3 0 32

2

− = − =
→

x
x π

lim tan tan4 2 4 4 3

2

− = − =
→

( ) ( )x

x π

π

حال با استفاده از قضيه ی فشردگی داريم:
limf(x)
x→

=
π
2

3

، حاصل. ۱۴ ( ) ( ) sin( )x f x x−− ≤≤ ≤≤ ++2 42 3 x داشته باشيم >> 0 گر برای هر ا

/ دی ۹۴/ )lim را بيابيد.  ( ))3
0

++
→→ ++

f x
x

lim ( )

lim sin( )
limx

x

x

x
f→

→

+

+

− =

+ =










0

2

3

0

2 4

4 4
'''''''''''''" (( )x

x→ +
=

0
4

قضيه ی فشردگی

⇒ + = + =
→ +
lim( ( ))3 3 4 7

0
f x

x
0
0 ر�� ا���م از ���� ���� ٣

f گاهی اوقات حد صورت و حد مخرج هر دو  x
g x
( )
( )

در محاسبه ی حد توابع كسری

00 می رسيم. در اين حالت می گوييم آن حد مبهم  هم زمان برابر صفر شده و به حالت

است و برای حل مسأله بايد عامل صفركننده ی صورت و مخرج را با هم ساده كرد.

 مسائل اين بخش در 3 تيپ دسته بندى مى شوند.

1 ���� ���ی  ��ا�� 

 ���ــ� �ـــ�: منظـور از توابـع كسـری گويـا، توابعی اسـت كه صورت 
و مخـرج آن را عبـارات چنـد جمله ای تشـكيل می دهند و بـرای رفع ابهام 
x را در صورت و  x− ، بايد عامـل0 x x→ در ايـن تيـپ مسـائل وقتی0
 x x− مخـرج تشـكيل داده و بـا هم سـاده نماييـم. برای تشـكيل عامل0
در صـورت و مخـرج می تـوان از تجزيـه و يا تقسـيم چند جملـه ای صورت 

x اسـتفاده كرد. x− و مخـرج بر0

حاصل هر يک از حدهای زير را به دست آوريد:. ۱۵
۱  lim
x

x
x→→

−−
−−3

2 9
2 6 / دی ۹۱/  

 

) را در صورت و مخرج می سازيم: )x − 3 عامل

lim lim ( )( )
( )

lim
x x x

x
x

x x
x

x
→ → →

−
−

= − +
−

= + =
3

2

3 3

9
2 6

3 3
2 3

3
2 3

۲  lim
x

x x
x x→→

−− ++

−−1

2

2
5 4 / دی ۹۰/  

 

) را در صورت و مخرج می سازيم: )x − 1 عامل

lim lim ( )( )
x( )

lim
x x x

x x
x x

x x
x

x
x→ → →

− +

−
= − −

−
= − = −

1

2

2 1 1

5 4 1 4
1

4 3

۳  lim
x

x x
x x→→

−−

−− ++2

2

2
2

3 2
��ر ۹۱/  ��� /

 

) را در صورت و مخرج می سازيم: )x − 2 عامل

lim lim ( )
( )( )

lim
x x x

x x
x x

x x
x x

x
x→ → →

−

− +
= −

− −
=

−
=

2

2

2 2 2

2
3 2

2
1 2 1 2

۴  lim
x

x x
x x→→

−− −−

−− ++5

2

2
3 13 10

6 5
/ ��داد ۸۵/  

 00 x را در عبارات صورت و مخرج قرار دهيم، متوجه می شويم حالت مبهم = 5 گر عدد ا
) در  )x − 5 ) بسازيم. برای ساختن عامل )x − 5 داريم و بايد در صورت و مخرج عامل

صورت و مخرج به ترتيب از روش تقسيم و تجزيه استفاده می كنيم.
3 13 10 5
3 15 3 2

2 10 3 13 10 5 3 2

2

2

2

x x x
x x x

x x x x x

− − −

− − +

− ⇒ − − = − +
−

( )

( ) ( )( )
(( )2 10

0
x −

lim lim
( )( )
( )( )

lim
x x x

x x
x x

x x
x x→ → →

− −

− +
=

− +
− −

=
5

2

2 5 5

3 13 10
6 5

5 3 2
5 1

(( )3 2
1

17
4

x
x

+
−

=

۵  lim
x

x x x
x→→

++ −−
−−1

3 2 2
1

��ر ۸۷/   ��� /

lim lim ( )
x x

x x x
x

x x x
x→ →

+ −
−

= + −
−1

3 2

1

22
1

2
1

=
− +

−
= + = × =

→ →
lim

( )( )
lim ( )

x x

x x x
x

x x
1 1

1 2
1

2 1 3 3

۶  lim
x

x x x
x x→→

−− ++ −−

−− ++1

3 2

2
3 3 1

2 1
/ تمرين كتاب درسى/ 

lim lim ( )
( )

lim ( )
x x x

x x x
x x

x
x

x
→ → →

− + −

− +
= −

−
= − =

1

3 2

2 1

3

2 1

3 3 1
2 1

1
1

1 0

22
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۷  lim
x

x x
x x→→

−− ++

−− ++1

4

2
2 1

2 3 1
/ تمرين كتاب درسى/ 

بايد ساخته شود. برای اين كار صورت و مخرج را بر x در صورت و مخرج  − عامل1
) تقسيم می كنيم: )x − 1

x x x
x x x x

x x
x x x x x x

4
4 3 3 2

3

3 2 4 3

2 1 1
1

2
2 1 1

− + −
− − + + −

−

− − ⇒ − + = − +

( x )

( ) ( )( xx x

x x
x x

2

2

2

1

2 1
2 1

0

+ −

− +

− − +

)

( )

2 3 1 1
2 2 2 1

1 2 3 1 1 2 1
1

0

2
2

2

x x x
x x

x x x x x
x

− + −
− − −

− + ⇒ − + = − −
− − +

( x )
( )( )

( )

⇒ − +

− +
=

− + + −
− −→ →

lim lim
( )(x )
( )( )x x

x x
x x

x x x
x x1

4

2 1

3 22 1
2 3 1

1 1
1 2 1

= + + −
−

= + + −
−

=
→
lim

( )x

x x x
x1

3 2 3 21
2 1

1 1 1 1
2 1 1 2

��ا�� ���ی ���� ���رات راد����� 2

 ���ــ� �ـــ�: بـرای رفـع ابهـام از توابـع كسـری راديكالـی راه حـل كلی 

ايـن اسـت كه صـورت و مخرج كسـر داده شـده را در مزدوج عبـارت راديكالی 
موجـود در صـورت يـا مخـرج ضـرب كرد تـا عامل صفر شـونده در صـورت و 
مخـرج ظاهـر شـده وبـا هـم سـاده شـوند. در ضمـن می توان بـا اسـتفاده از 

تجزيـه عبـارات صـورت و مخـرج، عامـل صفركننده ی موجـود را سـاده كرد.

حاصل حدهای زير را به دست آوريد.. ۱۶

۱  lim
x

x x
x→→

−−
−−1 1

/ ��داد ۸۹ و دی ۸۵/ 

كتور می گيريم: x فا در صورت كسر از يک

lim lim
( )

lim
x x x

x x
x

x x
x

x
→ → →

−
−

=
−

−
= =

1 1 11
1

1
1

۲  lim
x

x
x→→

−−
−−1 2
1
1

��ر ۹۴/   ��� /

صورت و مخرج اين كسر را در مزدوج عبارت صورت ضرب می كنيم:

lim lim
( )

( )( )( )x x

x
x

x
x

x
x x x→ →

−
−

× +
+

=
−

− + +1 2 1

1
1

1
1

1
1 1 1

=
+ +

=
×

=
→
lim

( )( )x x x1

1
1 1

1
2 2

1
4

۳  lim
x

x x
x→→

−− ++
−−3

6
3

/ دی ۹۲/ 

صورت و مخرج اين كسر را در مزدوج عبارت صورت ضرب می كنيم:

lim
x

x x
x

x x
x x→

− +
−

× + +
+ +3

6
3

6
6

lim ( )
( )(x )

lim
( )(x )x x

x x
x x

x x
x x→ →

− +
− + +

= − −
− + +3

2 2

3

26
3 6

6
3 6

=
− +

− + +
= +

+ +
=

→ →
lim

( )(x )
( )(x )

lim ( )
x x

x
x x

x
x x3 3

3 2
3 6

2
6

5
6

۴  lim
x

x
x→→

−−
−− −−5

5
2 1 3

��ر ۹۰/  ��� /

صورت و مخرج اين كسر را در مزدوج عبارت مخرج ضرب می كنيم:

lim
x

x
x

x
x→

−
− −

× − +
− +5

5
2 1 3

2 1 3
2 1 3

= − × − +
− −

=
− × − +

−→ →

−

lim ( ) ( )
( )

lim
( ) ( )

( )x x

x x
x

x x
x5 5

1
5 2 1 3

2 1 9
5 2 1 3

2 5

= − × − + = −
→
lim ( )
x

x
5

1 2 1 3
2 3

۵  lim
x

x x
x→→

−−
−− ++2

2 2
3 7

/ ��داد ۹۱/ 

صورت و مخرج اين كسر را در مزدوج عبارت مخرج ضرب می كنيم:

lim
x

x x
x

x
x→

−
− +

× + +
+ +2

2 2
3 7

3 7
3 7

=
− × + +

−→

−

lim
( ) ( )

x

x x x
x2

1
2 3 7
2

= − × + + = −
→
lim ( ) ( )
x

x x
2

3 7 12

۶  lim
x

x
x→→

−− −−
−− −−5

2 1
2 1 3

/ تمرين كتاب درسى/ 

در اين سؤال هم صورت و هم مخرج شامل عبارت راديكالی هستند. بنابراين صورت و 
مخرج كسر را هم در مزدوج صورت و هم در مزدوج مخرج ضرب می كنيم:

lim
x

x
x

x
x

x
x→

− −
− −

× + −
+ −

× − +
− +5

2 1
2 1 3

2 1
2 1

2 1 3
2 1 31 24 34 1 24 34

مزدوج صورت مزدوج مخرج    

= − − × − +

− − × + −→
lim [ ( ) ] ( )

[( ) ] ( )x

x x
x x5

2 2

2 2
2 1 2 1 3

2 1 3 2 1

= − × − +
− × + −→

−

lim ( ) ( )
( ) ( )x

x x
x x5

1
5 2 1 3
2 5 2 1

=
− − +

+ −
= − =−

→
lim

( )
( )x

x
x5

2 1 3
2 2 1

6
8

3
4

۷  lim
x

x
x→→

−−
−−1

3 1
1  

 a b a b a ab b3 3 2 2− = − + +( )( ) برای حل اين سؤال بايد مخرج را با استفاده از اتحاد
تجزيه كنيم:

lim lim
( )

( )( )x x

x
x

x

x x x→ →

−
−

=
−

− + +1

3

1

3

3 23 3
1
1

1
1 1

=
+ +

=
→
lim
x x x1 23 3

1
1

1
3

23
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��ا�� ���ی ���� ���رات ������� 3
گر حداقل يكـی از عبارات صورت  ، ا 0

0
 ���ــ� �ـــ�: در حالـت مبهـم

و مخـرج شـامل نسـبت های مثلثاتـی بودنـد، ابتـدا آن ها را سـاده نمـوده و 
سـپس يكـی از روابـط زير را بـرای حل مسـائل بـه كار می بريم:

۱) lim sin
x

x
x→

=
0

1  ۲) lim sin
u

u
u→

=
0

1  

۳) lim tan
x

x
x→

=
0

1  ۴) lim tan
u

u
u→

=
0

1  

u هر تابعی برحسب x می تواند باشد، به شرطی كه به سمت صفر ميل كند.

 در حل مسائل اين بخش روابط زير برای ساده سازی عبارات مثلثاتی بسيار 
۱مفيد هستند.  sin sin cos2 2x x x=

۲  cos cos sin cos sin2 2 1 1 22 2 2 2x x x x x= − = − = −

۳  (sin cosx) sin cos sinx x x x± = ± = ±2 1 2 1 2

۴  cos sin sinx x x= − = +( ) ( )π π
2 2

حاصل حدهای زير را به دست آوريد.. ۱۷
۱  lim cos

sinx

x
x→→

−−
0

1 2 ��ر ۸۹/  / دی ۹۲ و ���

 1 2 2 2− =cos sinx x

 ⇒ − = = =
→ → →
lim cos

sin
lim sin

sin
lim sin

x x x

x
x

x
x

x
0 0

2

0

1 2 2 2 0

۲  lim sin( )tan( )
x

x x
x→→0 2

3 2 / دی ۹۱/ 

lim sin( ) tan( ) lim sin lim tan( )
x x x

x x
x

x
x

x
x→ → →

= × = ×
0 2 0 0

3 2 3 3
3

2 2
2 3 2==6

۳  lim sin sin sin
x

x x x
x→→0 3
2 3 / ��داد ۹۴/ 

 lim sin sin xsin x lim sin lim sin lim sin
x x x x

x
x

x
x

x
x→ → → →

= × ×
0 3 0 0 0

2 3 2 3xx
x

= × × =1 2 3 6

۴  lim cos
x

x
x→→

−−
0 2
1 2

2
��ر ۸۸/  ��ر ۹۴ و ��� ��� /

 1 2 2 2− =cos sinx x

lim cos lim sin lim sin
x x x

x
x

x
x

x
x→ → →

− = = =
0 2 0

2

2 0

21 2
2

2
2

1( )

۵  lim cos x tan
x

x x
→→ −−

×× ++
0

2

1 2 4( )( )ππ / دی ۹۴/ 

 1 2 2 2− =cos sinx x

lim
cos x

tan lim
sin

tan
x x

x x x
x→ →−

× + = ×
0

2

0

2

2

1

1 2 4 2 4
( )( )π π

 = =
→
lim

sinx

x
x0

2

22
1
2

۶  lim tan sin
x

x x
x→→

−−
0 3 / خرداد 89 و تمرين كتاب درسى/ 

 lim tan sin lim
sin
cos sin

x x

x x
x

x
x x

x→ →

− =
−

0 3 0 3

 = − =
×

→ →
lim sin ( cos )

cos
lim

sin sin

cosx x

x x
x x

x x

x x0 3 0

2

3
1 2 2

 = × × = × × =
→ → →
lim sin lim

sin
lim

cosx x x

x
x

x

x x0 0

2

2 0
2 2 1 1 2

4 1 1
2

۷  lim sinx

x
x→→

++ −−
0

4 2
3

��ر ۸۷/  ��� /

صورت كسر اين حد يک عبارت راديكالی و مخرج آن يک عبارت مثلثاتی است. بنابراين 

0 تيپ ۲ و تيپ ۳ است.
0

اين سؤال تركيبی از حالات مبهم

 lim sin
lim

(sin x)( )x x

x
x

x
x

x
x→ →

+ − × + +
+ +

= + −
+ +0 0

4 2
3

4 2
4 2

4 4
3 4 2

 = ×
+ +

= × =
→ →
lim

sin
lim

x x

x
x x0 0

3
3 3

1
4 2

1
3

1
4

1
12

 گاهی اوقات در محاسبه ی حدهای مبهم، بهتر است حد داده شده را با تعريف يک 

، متغير t را بدين  lim ( )
x a

f x
→

متغير جديد ساده بنماييم. برای مثال در محاسبه ی حد

. بديهی است كه متغير t به سمت صفر ميل می كند. ( )x a t− = صورت تعريف می كنيم

 
x a t
x a

t
− =
→





⇒ → 0

lim ( ) lim ( )
x a t

f x f t a
→ →

= +
0

حاصل حدهای زير را به دست آوريد.. ۱۸

۱  lim sin( )

x

x

x→→

−−

−−ππ

ππ
ππ

5

5

5

��ر ۹۲/  ��� /

x  به سمت صفر ميل می كند. t− =π
5

5≠ ميل می كند، آن گاه وقتی x به سمت

 
x t

x
t x t

− =

→









⇒ → − =

π

π
π5

5

0 5 5,

 lim sin( ) lim sin lim sin

x t t

x

x

t
t

t
t

→ → →

−

−
= = = × =

π

π
π

5
0 0

5

5

5 5 5
5 5 1 5

 

۲  lim tan

x

x
x

→→

−−
−−ππ

4

1
4 ππ

/ تمرين كتاب درسى/ 

0 می رسيم و از تغيير متغير استفاده می كنيم.
0

در اين سؤال نيز به حالت مبهم

 
x t

x
t x t

− =

→









⇒ → = +

π

π
π4

4

0 4,

24
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lim tan lim
tan

x t

x
x

t

t
→ →

−
−

=
+ −

π π

π

4
0

1
4

4 1
4

( )

 tan( ) tan tan
tan tan

α β α β
α β

+ = +
−1 از فصل قبل می دانيم: 

 ⇒
+ −

=

+
−

−

→ →
lim

tan
lim

tan
tan

t t

t

t

t
t
t0 0

4 1
4

1
1 1

4

( )π

 ⇒
− ×

=
−

× = × =
→ → →
lim tan

( tan )
lim

( tan )
lim tan

t t t

t
t t t

t
t0 0 0

2
1 4

1
2 1

1
2 1 11

2

����� �� �� ۴

x در آن، حاصل حد نامتناهی منظور از حد بی نهايت حدی است كه پس از جای گذاری
x نامتناهی شود، گفته می شود آن تابع  a= گر حد تابعی در ∞−) شود. ا (∞+ يا

x حد ندارد. a= در
حد بی نهايت در حالتی اتفاق می افتد كه مخرج كسر تابعی، برابر صفر حدی شود.

نكات زير در يافتن علامت حدهای بی نهايت حائز اهميت است.

۱  
0+

= +∞
عدد مثبت  ۲  

0−
= −∞

عدد مثبت
 

۳  
عدد منفی

0+
= −∞  ۴  

عدد منفی

0−
= +∞  

حاصل حدهای زير را به دست آوريد.. ۱۹

۱  lim
x

x
x→→ ++

++
−−3

2
1

9
/ ��داد ۸۸ و ��داد ۹۳/ 

 lim
( )x

x
x→

+ −+

+
−

=
−

= = −∞
3

2
1

9
4

9 9
4
0

۲  lim | |x

x
x

→→ −− −−2

2

2
/ دی ۹۲/ 

 lim
| | | | | |x

x
x

→
− − +− −

=
−

= = = +∞
2

2 2

2
2

2 2
4
0

4
0

۳  lim
( )x

x
x

→→ −− ++

++
++2

2 1
2 ��ر ۹۴/  ��� /

 lim ( )
( )( )x

x
x

→ −
+ ++

+
+

= − +

− +
= = +∞

2

2 21
2

2 1
2 2

5
0

۴  lim
( )x x→→ −− −−6

2
4
6

��ر ۹۲/  ��� /

 lim
( ) ( ) ( )x x→

− − +− −
=

−
= = = +∞

6
2 2 2

4
6

4
6 6

4
0

4
0

۵  lim cos
x

x
→→ ++( )

ππ
2

2 ��ر ۸۹ و ��داد ۹۴/  ��� /

 lim
cos

x
x

→
−+

= = −∞
( )π
2

2 2
0

۶  lim cot
x

x
→→ππ

/ ��داد ۸۸/ 

 lim cot lim cos
sin

lim
sin

sinx

x x x
x x

x x

x

→ → →

− >
+

= = −
→  → − = −∞

π π π

π
1

1
0

0

xx x→  → − =+∞











 + <

−
π sin 0 1

0
۷  lim cosx x

→→ ++ −−0

1
1 / ��داد ۹۰ و تمرين كتاب درسى/ 

 lim
cos ( )x x

→
− ++ −

=
−

= = +∞
0

1
1

1
1 1

1
0

۸  lim tan
tan

x

x
x

→→ −−

++
−−

( )
ππ
3

3
3

/ تمرين كتاب درسى/  

lim tan
tan ( )x

x
x

→
− −−

+
−

= +
−

= = −∞
( )π
3

3
3

3 3
3 3

2 3
0

�ـــ� در �� ��ـــ��� ۵

منظور از حد در بی نهايت، محاسبه ی حد يک تابع در زمانی است كه متغير x آن از 

) يا از هر عدد حقيقی بتواند كوچک تر )x→ +∞ هر عدد حقيقی بتواند بزرگ تر

) شود. )x→ −∞

  
lim ( )
x

f x L
→−∞

=   lim ( )
x

f x L
→+∞

=  

 ، ( )n∈n و  f x ax bxn n( )= + +−1 به صورت عبارت چندجمله ای  هر  حد 

، برابر با حد جمله ی پرتوان  ( )x→ ±∞ وقتی متغير آن به سمت بی نهايت می رود

lim آن می باشد. (ax ) lim
x

n n

x

nbx ax
→±∞

−

→±∞
+ + =1 

بنابراين در توابع كسری كه صورت و مخرج آن ها چندجمله ای است، داريم:

lim lim
x

n n

m m x

n

m
ax bx
a x b x

ax
a x

n m
a
a

n m
→±∞

−

− →±∞

+ +
′ + ′ +

=
′

=

<

′ =

∞

1

1

0



nn m>










حاصل حدهای زير را به دست آوريد.. ۲۰

۱  lim
x

x x x
x→→++∞∞

−− ++
−−

2 4
1

2 2
/ ��داد ۸۹/ 

درجه ی صورت بيشتر از درجه ی مخرج است.

 lim lim lim ( )
x x x

x x x
x

x
x

x
→+∞ →+∞ →+∞

− +
−

=
−

= − = −∞2 4
1

2 2
2 2 2

25
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۲  lim
x

x x

x x→→++∞∞

−− −−

−− ++

6 3
5 1

2

2 4
/ دی ۸۹/ 

درجه ی صورت برابر درجه ی مخرج است. بنابراين حاصل حد، عددی غير صفر خواهد بود.

 lim lim
x x

x x

x x
x

x x
x

x
x→+∞ →+∞

− −

− +
=

− +
= =6 3

5 1
6

5 1 1
6
4

3
2

2

2 4

2

2 2
4

2

2

۳  lim
x

x x
x x→→++∞∞

−− ++ ++

++ −−

3 2
5 1

2

2
��ر ۹۴ و تمرين كتاب درسى/  ��� /

درجه ی صورت و مخرج برابر است. بنابراين حاصل حد، عددی غير صفر خواهد بود.

 lim lim
x x

x x
x x

x
x→+∞ →+∞

− + +

+ −
= − = −3 2

5 1
3 3

2

2

2

2

۴  lim
x

x x
x x→→±±∞∞

−− ++

−− ++ −−

8 2 5
2 3 1

3 2

4
/ ��داد ۹۴/ 

درجه ی چند جمله ای صورت كم تر از درجه ی چندجمله ای مخرج است. بنابراين حاصل 
حد برابر عدد صفر می شود. 

lim lim lim
x x x

x x
x x

x
x x→±∞ →±∞ →±∞

− +

− + −
=

−
= − =8 2 5

2 3 1
8
2

4 0
3 2

4

3

4

۵  lim ( )( )( )
x

x x x
x→→±±∞∞

−− −− −−

++

1 2 4
2 13 / ��داد ۹۰/ 

lim ( )( )( ) lim
x x

x x x
x

x
x→±∞ →±∞

− − −

+
= − = −1 2 4

2 1 2
1
23

3

3

۶  lim
x

x x
x x→→++∞∞

++ ++

++ ++

2 1
5 4 12

/ ��داد ۹۱/ 

 lim lim
| |x x

x x
x x

x
x x→+∞ →+∞

+ +

+ +
=

+
2 1
5 4 1

2
5 22

 =
+

=
→+∞
lim
x

x
x x
2

5 2
2
7

lim باشد.. ۲۱
x b

ax x
x x→→++∞∞

++ ++

−−
== −−3 2 1

6
2
3

مقادير a و b را طوری بيابيد كه

 / ��داد ۸۸/

از آن جايی كه حاصل حد در بی نهايت تابع كسری فوق برابر عددی غير صفر شده، پس 
 ( )b = 3 چندجمله ای صورت و مخرج هم درجه هستند.

 lim lim
x x

ax x
x x

ax
x

a a
→+∞ →+∞

+ +

−
= = = − ⇒ = −

3 2

3

3

3
1

6 6 6
2
3 4

lim باشد، مقادير a و b را بيابيد. . ۲۲ ( )
x

a x x
bx→→−−∞∞

−− ++ ++

++
==

2 2 3
1

2
3 2

2
گر ا

/ دی ۸۶/

بايد  مخرج  و  صورت  پس  است،  شده  صفر  غير  عددی  فوق  بی نهايت  در  حد  حاصل 
) جمله درجه سوم صورت را برابر صفر قرار می دهيم تا  )a − 2 هم درجه باشند. ضريب

a صورت و مخرج هم درجه شوند. a− = ⇒ =2 0 2

lim lim
x x

x
bx

x
bx b

b
→−∞ →−∞

+

+
= = = ⇒ =2 3

1
2 2 2 1

2

2

2

2

��ـــــ���ــــ�ـ� ۶
x پيوسته است، هرگاه: x= تابع f در نقطه ی0

x تعريف شده باشد. x= ۱ تابع f در نقطه ی0
x وجود داشته باشد. x= ۲ حد تابع f در نقطه ی0

x با مقدار تابع در اين نقطه برابر باشد، يعنی: x= ۳ حد تابع در نقطه ی0
lim ( ) ( )
x

f x f x
→

=
0

0

  
 x x= ناپيوسته در0   x x= پيوسته در0  

 از مبحث پيوستگى دو تيپ سؤال مطرح مى شود.

��ر�� ������� در �� ���� 1
 ���ــ� �ـــ�: در ايـن تيـپ مسـائل، حـد چـپ، حـد راسـت و مقدار 
گر  x را به دسـت آورده و بـا هـم مقايسـه می كنيم. ا x= تابـع در نقطـه ی0
x پيوسـته بوده و  x= ايـن سـه مقـدار با هـم برابر شـوند، تابـع در نقطه0

در غيـر اين صورت ناپيوسـته اسـت.
lim ( ) lim ( ) f(x )f x f x
x x x x→ →− +

= = ⇒
0 0

0 x پيوسته است. x= تابع f در0

) بررسی كنيد. . ۲۳ )x0 پيوستگی توابع زير را در نقاط مشخص شده

۱  f x

x x
x x x

x
x x

( )

[ ] ;
; , ( )

;

==

−− >>
−− == ==

−−
−−

<<











2 2 1
3 1 1 1

1
1 1

0
2

/ ��داد ۸۸/ 

x0 به دست آورده و مقايسه می كنيم. 1= حد راست، حد چپ و مقدار تابع را در نقطه ی

 

lim ( ) [ ] [ ]

lim ( ) lim
( )( )

x

x x

f x

f x
x x
x

→

+ +

→ →

+

− −

= × − = =

=
− +

−

1

1 1

2 1 2 0 0

1 1
11

2

1 3 1 1 2

=

= − =












f ( ) ( )

حد راست

حد چپ

مقدار تابع

 ⇒ ≠ =
→ →+ −
lim ( ) lim ( ) ( )
x x
f x f x f
1 1

1

x0 ناپيوسته است. 1= x برقرار نيست، پس تابع f در = شرط پيوستگی در1

۲  f x
x x
x
x x

x( )
[ ] ;
| | ;

, ( )==
++ ≥≥ −−
++
++

<< −−






== −−

3 4 2
2 4

2 2
20 ��ر ۸۹/  ��� /

 

lim ( ) [( ) ]

lim ( ) lim

( )

( ) ( )

x

x x

f x

f x

→ −

+

→ − → −

+

− −

= − + = − + = −

=

2

2 2

3 2 4 6 4 2

−− +
+

= −

− = − + = −















2 2
2

2

2 3 2 4 2

( )

( ) [ ]

x
x

f
 ⇒ = = − = −

→ − → −+ −
lim ( ) lim ( ) ( )

( ) ( )
f x f x f

x x2 2
2 2

x0 پيوسته است. 2= − تابع f در
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۳  f x

x x
x x

x x
x x

( )
;

; , ( )
;

==

−− ++
−−

>>

== ==

−− <<











2 6 9
3 3

2 3 3
5 13 3

2

0
/ دی ۹۳/ 

 

lim
( )

lim ( )

lim ( )
x x

x

x
x

x
x

x
→ →

→

+ +

−

−
−

= −
−

=

− = − =
3

2

3

3

2 3
3

2 3
3

2

5 13 15 13 2

ff ( )3 2=















 ⇒ = =
→ →+ −
lim ( ) lim ( ) ( )f x f x f
x x3 3

3
x0 پيوسته است. 3= تابع f در

۴  f x

x
x x

x x

x x

( )

| | ;

; , ( )

;

==

−−
−−

<<

−− == ==

−− >>











2
2 2

1 2 2

3 2
0

2

/ ��داد ۹۳/ 

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim

f x x
x

f x x

x x

x x

→ →

→ →

− −

+ +

= − −
−

= −

= − = −

2 2

2 2

2

2
2

1

3 3 4 == −

= −















1

2 1f ( )

 ⇒ = = = −
→ →+ −
lim ( ) lim ( ) ( )f x f x f
x x2 2

2 1
x0 پيوسته است. 2= f در تابع

۵  f x
x x

x x
x( )

sin ;

cos ;
,==

>>

++ ≤≤









==
2 4

1
2 4

42
0

ππ

ππ
ππ( ) / تمرين كتاب درسى/ 

lim ( ) sin

lim ( ) cos

( )

( )

f x

f x

x

x

→

→

+

−

= =

= + = +

ππ

ππ

ππ

ππ
4

4

2

2 4 1

1
2 4

1
2

2
2

( )

( ) ( ))

( ) ( )

2

2

1

4
1
2 4 1

=

= + =















f ππ ππcos

 ⇒ = =
→ →+ −
lim ( ) lim ( )f x f x f
x x( ) ( )

( )
ππ ππ

ππ

4 4
4

x0 پيوسته است. 4= ππ f در تابع

����� ���د�� ����ل ��ای ������� 2
 ���ــ� �ـــ�: در ايـن تيپ، با مسـائلی مواجه می شـويم كـه يک يا دو 
پارامتـر مجهـول در ضابطه ی تابع قرار دارد و مسـأله از مـا می خواهد مقادير 
مجهـول را طـوری بيابيم كه تابع پيوسـته شـود. بـرای حل اين مسـائل بايد 
حـد چـپ، حـد راسـت و مقـدار تابـع را به دسـت آورده و برابر قـرار دهيم. از 

حـل معادلات تشـكيل شـده، پارامترهـای مجهول به دسـت می آيند.

x0 پيوسته باشد.. ۲۴ 1== −− مقادير a و b را طوری بيابيد كه تابع زير، در نقطه ی
��ر ۹۴/ ��� /

 f x
ax x

x
x b x

( )
;
;
;

==
++ >> −−

== −−
−− ++ << −−









2 2 1
5 1
3 1

 

 

lim ( ) lim ( ) ( )
( ) ( )
f x f x f

x x→ − → −− +
= = −

1 1
1  ( x0 1= − (شرط پيوستگی در   

lim ( )

lim ( )

( )

( )

( )

f x a

f x b

f

a
x

x

→ −

→ −

+

−

= +

= +

− =














⇒
+ =

1

1

2

3

1 5

2 5
33 5

3
2+ =





⇒
=
=



b
a
b

x0 پيوسته باشد. . ۲۵ 3== مقادير a و b را چنان بيابيد كه تابع f زير، در نقطه ی
/ ��داد ۸۹/

 f x
x b x
ax x

x
x x

( )
[ ] ;

;

;

==
++ <<

−− ==

−−
−−

>>











2 3
3 3

9
3 3

2
 

 lim ( ) lim ( ) ( )f x f x f
x x→ →− +

= =
3 3

3    ( x0 3= (شرط پيوستگی در   

 

lim ( ) lim ( )( )

lim ( ) [ ] [

f x x x
x

f x b

x x

x

→ →

→

− −

+ +

−

= − +
−

=

= × + =

3 3

3

3 3
3

6

2 3 6 ]]

( )

+ = +

= −















b b

f a

5

3 3 3

 ⇒ = + = − ⇒ = − =6 5 3 3 1 1b a a b,

x0 پيوسته باشد. . ۲۶ 2== مقادير a و b را چنان بيابيد كه تابع زير، در نقطه ی
/ دی ۹۲/

 f x
ax x

x
b
x x

( )
;
;

;

==
++ >>

==

−−
−− <<










3 2
7 2

1 1 2

2

 

 lim ( ) lim ( ) ( )f x f x f
x x→ →− +

= =
2 2

2     ( x0 2= (شرط پيوستگی در   

 

lim ( ) lim( )

lim ( )

( )

f x ax a

f x b b

f

x x

x

→ →

→

+ +

−

= + = +

=
−

− = −

=

2

2

2

2

3 3 4

2 1 1 1

2 77















 ⇒ + = − = ⇒ = =3 4 1 7 1 8a b a b,
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x0 پيوسته . ۲۷ 2== −− مقادير a و b را چنان بيابيد كه تابع f زير، در نقطه  ای به طول
/ دی ۹۱ و تمرين كتاب درسى/ باشد.  

 f x
ax x

x

ax bx x

( )
;
;

;

==
++ >> −−

== −−

++ −− << −−









1 2
13 2

2 1 22

 lim ( ) lim ( ) ( )
( ) ( )
f x f x f

x x→ − → −+ −
= = −

2 2
2    ( x0 2= − (شرط پيوستگی در   

 

lim ( )

lim ( )

( )

( )

( )

f x a

f x a b

f

x

x

→ −

→ −

+

−

= − +

= − −

− =













2

2

2 1

8 2 1

2 13

 ⇒ − + = − − = ⇒
= −
= −





2 1 8 2 1 13
6
31

a a b
a
b

x0 پيوسته باشد. . ۲۸ 1== −− مقدار a را طوری تعيين كنيد كه تابع f زير، در نقطه ی

/ ��داد ۹۲/

 f x
x a x
x x

x x x

( )
;
;

;

==
−− ++ >> −−
−− == −−

−− << −−









4 1
6 1

5 12

 lim ( ) lim ( ) ( )
( ) ( )
f x f x f

x x→ − → −− +
= = −

1 1
1    ( x0 1= − (شرط پيوستگی در   

 

lim ( ) lim

lim ( ) lim
( ) ( )

( ) (

f x x x

f x x
x x

x x

→ − → −

→ − → −

− −

+

= − =

= − +
1

2

1

1

5 6

4
11

4

1 6
)

( )

+
= +

− =














a a

f

   ⇒ + = ⇒ =a a4 6 2

x0 پيوسته باشد.. ۲۹ 0== مقدار a را طوری تعيين كنيد كه تابع f زير، در نقطه ی

 f x
x
x x

a x x
( )

sin
cos

sin
== −−

>>

++ ≤≤










2

1 0

6 0( )ππ

 lim ( ) lim ( ) ( )f x f x f
x x→ →− +

= =
0 0

0    ( x0 0= (شرط پيوستگی در   

 

lim ( ) lim sin sin

lim ( ) lim

f x a x a a

f x

x x

x x

→ →

→ →

− −

+ +

= + = =

=

0 0

0 0

6 6 2
( )π π

(( cos )( cos )
cos

( ) sin

1 1
1

2

0 6 2

− +
−

=

= =
















x x
x

f a aπ

⇒ = ⇒ =a a2 2 4
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f در نقطه یx0 پيوسته باشد، آن گاه حد زير در صورت وجود،  گر تابع تعريف: ا
f′ نمايش داده می شود. x( )0 ناميده شده و با x0در f مشتق 

 

′ =
−
−

′ =
+ −






→

→

f x
f x f x
x x

f x
f x

h

x x

h

( ) lim
( ) ( )

( ) lim
( h) f(x )

0
0

0

0
0

0 0

0





           

 
از هر دو رابطه ی بالا می توان استفاده كرد. x0۱ برای يافتن مشتق در نقطه ی

f در نقطه ی ، در واقع شيب خط مماس بر نمودار تابع x0۲ مشتق در نقطه ی
است كه در ادامه به آن می پردازيم. x0

 از مبحث تعريف مشتق سه تيپ سؤال مطرح مى شود.

����� ���� ���� �� ا����ده از �����  1

f تابعی باشـد كه در تمام دامنه ی خود مشـتق پذير  گر  ���ــ� �ـــ�: ا
تابعـی اسـت كه مقدار مشـتق را در هر نقطه بـه ما می دهد و  ′f اسـت، آن گاه

f می ناميم. آن را تابع مشـتق تابع
بـرای يافتـن ضابطـه ی تابـع مشـتق با اسـتفاده از تعريـف مشـتق از رابطه ی 

زيـر اسـتفاده می كنيم.
′ = + −

→
f x f x h

hh
( ) lim ( ) f(x)

0
 

مشتق توابع زير را با استفاده از تعريف مشتق به دست آوريد.. ۱

۱ f x x( ) == −−4 / ��داد ۸۸/ 

 

 ′ = + − =
− + − −

→ →
f x f x h f x

h
x h x

hh h
( ) lim ( ) ( ) lim

( )
0 0

4 4  

=
− + − −

×
− + + −
− + + −→

lim
( ) ( )

( )h

x h x
h

x h x
x h x0

4 4 4 4
4 4

1 2444 3444
مزدوج صورت

 = − + − −
− + + −

=
− − + −

−
→ →
lim ( ( )) ( )

( ( ) )
lim

( )h h

x h x
h x h x

h
h x h x0 0

4 4
4 4 4 4

 = −
−
1

2 4 x

۲ f x x( ) == −−2 2 / دی ۸۷/ 

 

 ′ = + − = − + − −
→ →

f x f x h f x
h

x h
hh h

( ) lim ( ) ( ) lim ( ( ) ) ( x )
0 0

2 22 2  

 = − − = − − = −
→ →
lim lim
h h

xh h
h

x h x
0

2

0

2 2 2  

����� ���ار ���� در �� ����2
f داده شـده باشـد، برای يافتن مقدار مشتق در  گر تابع  ���ــ� �ـــ�: ا

، با اسـتفاده از تعريف مشـتق، از رابطه ی زير اسـتفاده می كنيم. x0نقطه ی

′ =
−
−→

f x
f x f x
x xx x

( ) lim
( ) ( )

0
0

00
 

با استفاده از تعريف مشتق، مشتق توابع زير را در نقاط خواسته شده بيابيد.. ۲

۱ f x x x( ) ,== −− ==1 5 / دی ۹۱/ 

 

 

′ = −
−

= − −
−

× − +
− +→ →

f f x f
x

x
x

x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim5 5
5

1 2
5

1 2
1 25 5 1 24 34

مزدوج صورت  

 =
× − +

=
− +

=−
−→ →

lim
( )

lim
( )x x

x
x x x5 5

5
5 1 2

1
1 2

1
4

۲ f x
x x(x) ,==

−−
==1 2 / ��داد ۸۹/ 

 

 ′ = −
−

= −
−

−→ →
f f x f

x

x
x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim2 2
2

1 2
22 2

 =

− +
−
−

=
−

− −→ →

−

lim lim
( )

( )( )x x

x x
x
x

x
x x2 2

12 2
1
2

2
1 2

= −
−

= −
→
lim
x x2

1
1 1

۳ f x x x x( ) ,== ++ ==2 4 2 ��ر ۹۰/  ��� /

 
 ′ = −

−
= + −

−→ →
f f x f

x
x x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim2 2
2

4 12
22 2

2
 

=
− +

−
= + =

→ →
lim

( )( )
lim ( )

x x

x x
x

x
2 2

2 6
2

6 8  

۴ f x x x( ) ,== −− == −−3 1 1 ��ر ۹۱/  ��� /

 
 ′ − = − −

− −
= − − −

+→− →−
f f x f

x
x
xx x

( ) lim ( ) ( )
( )

lim ( )1 1
1

3 1 4
11 1

 

 = =+
+→−

lim ( )
x

x
x1

3 31
1

 

۵ f x ax bx c x b
a( ) ,== ++ ++ == −−2
2 / تمرين كتاب درسى/ 

 
 ′ − =

− −

− −
→−

f b
a

f x f b
a

x b
ax b

a

( ) ( )
( )2

2

22

lim
( )

 

 =
+ + − +

+→−

lim
( ) -

x b
a

ax bx c b
a

b
a c

x b
a2

2 2 2

4 2

2

( )
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=
+ +

+
×

→−

lim
x b

a

ax bx b
a

x b
a

a
a

2

2 2

4

2

4
4  

= + +
+

= +
+

→− →−

lim lim ( ax b)
( ax b)

x b
a x b

a

a x abx b
ax b

2

2 2 2

2

24 4
4 2

2
2 2  

= + =
→−

lim
x b

a

ax b

2

2
2 0  

����� دا��� ی ���� ����ی3
f قسـمتی از دامنـه ی  ���ــ� �ـــ�: دامنـه ی مشـتق پذيری تابـع  
آن تابـع اسـت كـه مشـتق در آن تعريـف می شـود. بـرای يافتـن دامنـه ی 
f′ را يافتـه و سـپس  f يعنـی مشـتق پذيری ابتـدا ضابطـه ی مشـتق تابـع
f′ نباشـد، در دامنه ی  دامنـه ی آن  را می يابيـم. هـر نقطـه ای كـه در دامنه ی

مشـتق پذيری نيـز نخواهـد بـود.

دامنه ی مشتق پذيری توابع زير را بيابيد.. ۳

۱ y x== / ��داد ۹۳ و دی ۹۴/ 

  y x y
x

Dy= ⇒ ′= ⇒ = +∞′
1

2
0( , )  

۲ y x== −− 2 / دی ۹۳/ 

 
 y x y

x
Dy= − ⇒ ′=

−
⇒ = +∞′2 1

2 2
2( , )  

۳ y x== 3  
 

 y x y
x

Dy= ⇒ ′= ⇒ = −′
3

23
1

3
0r { }  

سپس . ۴ و  آورده  به دست  را  زير  توابع  مشتق  ابتدا  مشتق  تعريف  از  استفاده  با 

دامنه ی مشتق پذيری را مشخص كنيد.

۱ y
x

==
++
1

1
/ ��داد ۹۰/ 

 

 ′ = + − = + +
−

+
→ →

f x f x h f x
h

x h x
hh h

( ) lim ( ) ( ) lim
0 0

1
1

1
1  

 =

+ − + +
+ + + = − +

+ + +→ →
lim

( ) ( )
( )( ) lim

( )( )h h

x x h
x h x
h

x x h
h x h x0 0

1 1
1 1

1 1
 

 

= − +
+ + +

× + +
+ +→

lim
( )( )h

x x h
h x h x

x x h
x x h0 1 1 1 244 344
مزدوج صورت  

 = −
+ + + + +→

lim
( )( )( )h

h
h x h x x x h0 1 1

 

 = −
+

⇒ = +∞′
1

1 2
02( ) .( )
( , )

x x
Dy  

۲ y x== −−6 2 / ��داد ۹۴/ 

 

 ′ = + − =
− + − −

→ →
f x f x h f x

h
x h x
hh h

( ) lim ( ) ( ) lim
( )

0 0

6 2 6 2   

مزدوج صورت 

=
− + − −

×
− + + −
− + + −→

lim
( ) ( )

(x h)h

x h x
h

x h x
x0

6 2 6 2 6 2 6 2
6 2 6 2

1 24444 344444
 

 
= − − − −

− − + −

= −
− − +

→

→

lim ( x h) ( x)
( )

lim
(

h
h

h

h

h x h x

x h

0

0

6 2 2 6 2
6 2 2 6 2

2
6 2 2 66 2− x )

 

 = −
−

= −∞− >
′

1
6 2

36 2 0
x

Dx
y'''''''" ( , )  

د���ر�� و �����ی ���� ���ی ٢

g توابعی مشتق پذير باشند، داريم: x( ) f و x( ) گر ا

۱ y af x a y af x= ∈ ⇒ ′= ′( ) , ( )r  

۲ y f x g x y f x= ± ⇒ ′= ′ ± ′( ) ( ) ( ) g (x)  

۳ y f x y f x= ⇒ ′= ′ + ′( ).g(x) ( ).g (x) f (x).g (x)  

۴ y f x
g x

y f x g x f x= ⇒ ′=
′ − ′( )

( )
( ). ( ) ( ).g (x)

(g(x))2
 

۵ y fog x y fog x= ⇒ ′= ′ = ′ ′( ) ( ) ( ) g (x).f (g (x))  

دستور شماره ۵ به مشتق تابع مركب معروف است و به صورت های زير نيز نمايش 

داده می شود.

 
y f u y u f u
y f u u g x f u gx

= ⇒ ′= ′ ′

= = ⇒ ′ = ′ × ′




( ) ( )
( ) , ( ) y ( ) (x)

 مجموعه سؤالات مشتق گيرى در سه تيپ دسته بندى مى شوند.

���� ��ا�� ������� ای
 ���ــ� �ـــ�: برای يافتن مشـتق توابع چندجمله ای، از دسـتورات زير 

اسـتفاده می كنيم.

۱) y k y= ′='''''''''" 0
k يک عدد

ثابت است.

۲) y ax y naxn n= ⇒ ′= −1

۳) y u y nu un n= ⇒ ′= ′ −. x است.) 1 تابعی برحسب u )

1

مشتق توابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن مشتق الزامی نيست.). ۵

۱ y == −− ++( x ) (x x)2 3 54 2 ��ر ۹۴/  ��� /

 
 ′= × − + + + −y x4 2 2 3 5 2 5 2 33 2 4( x ) (x ) ( x )( x )  
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۲ y x x
x==

−− ++

++

2

3 2
/ ��داد ۸۹/ 

 

 ′=
− + + − − +

+
y

x

x

( x ) ( x x)2 1 3 2 1
3

3 2

2

2

( ) ( )
( )  

۳ y == −−( x )3 42 5 / دی ۹۲/ 

 
 ′ = −y x5 6 3 42 4( )( x )  

۴ y x
x

== ++
−−

3 1
52

��ر ۹۱/  ��� /

 

 ′= − − +

−
y 3 5 2 3 1

5

2

2 2
(x ) ( x)( x )

(x )
 

۵ y x==
++
−−

( x )2 3
5 1

2
��ر ۸۸/  ��� /

 
 ′= + − − +

−
y 2 2 2 3 5 1 5 2 3

5 1

2

2
( )( x )( x ) ( x )

( x )
 

۶ y x
x x== ++

−−
6 2
3 1( )

/ دی ۹۱/ 

 
 y x

x x
= +

−
6 2
3 2  

 ′ = − − − +

−
y 6 3 6 1 6 2

3

2

2 2
( x x) ( x )( x )

( x x)

۷ y x x x== −− ++ ++
++

( )3 42 1 1
2 1

/ ��داد ۸۸/ 

 

 ′= − − + + + −

+
y 4 3 2 2 1 0 2 1 2 1

2 1
2 3 3

2( x )(x x ) ( )( x ) ( )
( x )

  

۸ y
x x

==
−−

++

( x )2 5
5 6

4

2 / دی ۹۴/ 

 

 ′= × − + − + −

+
y

x
4 2 2 5 5 6 10 6 2 5

5 6

3 2 4

2 2
( x ) ( x x) ( x )( x )

( x )
 

۹ y x
x== −−

++
( )1

2 3
3 / دی ۸۶/ 

 

 ′= −
+

+ − −

+
y x

x x
3 1

2 3
1 2 3 2 1

2 3
2

2
( )( )( )( x ) ( )(x )

( )
  

۱۰ y x
x== ++( )2 1 4 / ��داد ۹۳/ 

 
 ′= + − +y x

x
x x
x

4 2 1 2 1 2 13
2

( )( )( )( ) ( )( )   

) را . ۶ x y نسبت به dydx (مشتق u باشد، حاصل x== −−2 1 y و u u== ++2 اگر

/تمرين كتاب درسى/ بيابيد. 

 
 ′ = ′ × ′ ⇒ ′ = +y y u yx u x x ( u ).( x)2 1 2  

 ''''''''"
u x

xy
= − ′ = − +

2 1 22 1 1 2( (x ) ). x

 

���� ��ا�� راد�����
 ���ــ� �ـــ�: برای محاسـبه ی مشـتق توابع راديكالی از دسـتورات زير 

اسـتفاده می كنيم:
۱) y x y

x
= ⇒ ′= 1

2

۲) y x y
n x

n
nn

= ⇒ ′=
−

1
1

۳) y u y u
n u

n
nn

= ⇒ ′ = ′
−1

x است.)  تابعی برحسب u )

۴) y u y mu
n u

mn
n mn

= ⇒ ′= ′
−

x است.)  u تابعی برحسب )

2

مشتق توابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن الزامی نيست.). ۷

۱ y x== ++2 1(x ) ��ر ۹۳/  ��� /

 
 ′ = + +

+
y x x x

x

2 1 1
2 1

2

2
( ) ( )( )

(x )
 

۲ y x x== −−2 4 / دی ۹۱/ 

 
 ′= −

−
y x

x x
2 4

2 42
 

۳ y x x== ++ ++3 22 6 ��ر ۹۲/  ��� /

 
 ′= +

+ +
y x x

x x

3 4
2 2 6

2

3 2
 

۴ y x x== −−23 4 / ��داد ۸۷/ 

 
 ′= −

−
y x

x

( )

( x)

2 4
3 42 23

 

۵ y == −−( x)3 2 34 / ��داد ۸۶/ 

 
 ′= −

−
y

x
3 2

4 3 24
( )  
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۶ y
x
x==

++
−−

3 1
4 5 / ��داد ۹۲/ 

 

 ′ =
+

− − +

−
y

x
x

x3
2 1

4 5 4 1

4 5

2

3
3

2

( x ) ( )( )

( x )
 

۷ y x== ++ ×× ++( x )7 4 73 2 / دی ۹۴/ 

 
 ′= + +

+
+y x x

x
( x )( ) ( x )3 4 7 8

2 4 7
72 2

2
3( )  

۸ y x x== −−( )1 5 ��ر ۸۹/  ��� /

 
 ′= − × − −y

x
x

x x
5 1 1 1

2
4

2
( ) ( )  

۹ y x x== −− ++ ++( x )1 4 2 13 2 / ��داد ۸۹/ 

 
 ′= − + + + +

+ +
−y x x x

x x
( x ) ( x )12 2 1 2 2

2 2 1
1 42 2

2
3  

۱۰ y x== −− ++ ×× ++(x x )2 5 4 2 ��ر ۸۸/  ��� /

 
 ′= − + +

+
× − +y x

x
( x ) (x x )2 1 4 2 2

2 4 2
52  

۱۱ y x
x

== −−4 2

3 / ��داد ۸۸/ 

 

 ′=

−
−

− −
y

x
x

x x

x

( )2
2 4

3 4
2

3 2 2

6

( ) ( x )( )
 

۱۲ y x x== ( )1 / ��داد ۹۴/ 

 
 ′= + −y

x x x
x( )( ) ( )1

2
1 1

2 ( )  

���� ��ا�� �������3
 ���ــ� �ـــ�: بـرای محاسـبه ی مشـتق توابـع مثلثاتی از دسـتورات 
زيـر اسـتفاده مـی كنيـم. (در تمامـی ايـن روابـط u تابعی برحسـب x و يا 

خـود x می توانـد باشـد.)
۱) y u y u u= ⇒ ′= ′sin cos

۲) y = ⇒ ′= − ′cosu y u sinu

۳) y u y u= ⇒ ′= ′ +tan .( tan u)1 2

۴) y u y u= ⇒ ′= − ′ +cot ( cot u)1 2

۵) y u y nu u un n= ⇒ ′= ′ −sin cos .sin 1

 ۶) y u y nu u un n= ⇒ ′= − ′ −cos sin .cos 1

۷) y u y nu u un n= ⇒ ′= ′ + −tan ( tan ).tan1 2 1

۸) y u y nu un n= ⇒ ′= − ′ + −cot ( cot u).cot1 2 1

مشتق توابع زير را بيابيد. (ساده كردن الزامی نيست.). ۸

۱ y == −− ++( x x )(sinx)2 73 ��ر ۹۲/  ��� /

 
 ′= − + − +y ( x )(sinx) (cosx)( x x )6 1 2 72 3  

۲ y x== −−2 6 4
2sin ( )ππ ��ر ۹۰/  ��� /

 
′= × − × − × −y x x4 6 4 6 4

1
4sin cos( ) ( ) ( )π π  

۳ y x x== cot ( ).sin6 / دی ۹۲/ 

 
 ′= − + +y 6 1 6 62( cot ( x))sinx cosx.cot ( x)  

۴ y == −−3 5 42sin ( x) tanx ��ر ۹۱/  ��� /

 
 ′= × × − +y 6 5 5 5 4 1 2sin ( x) cos ( x) ( tan x)  

۵ y x x== sin .cos( )2 / ��داد ۸۸/ 

 
 ′= × − ×y

x
x x x1

2
2 2 2cos cos sin x sin  

۶ y == −−sin ( x) cos(x )3 22 ��ر ۹۴/  ��� /

 
 ′= × × +y 3 2 2 2 22 2sin ( x) cos ( x) xsin (x )  

۷ y x== ++ ++tan( ) cos( x )4 1 3 2 ��ر ۸۸/  ��� /

 
 ′= + + −y 4 1 4 1 6 32 2( tan ( x )) xsin ( x )   

۸ y == −− −−cos ( x) tan(x x)2 35 4 / ��داد ۹۴/ 

 

 ′= × − × − − × + −y 2 5 5 5 3 4 1 42 2 3cos ( x) ( sin( x)) ( x ) ( tan (x x))

۹ y x== −−tan cos ( x)2 23 / ��داد ۹۳/ 

 
 ′= + + ×y ( tan x) cos ( x) sin x1 12 2 22 2  

۱۰ y x== ++cot ( x) sin2 2 / دی ۹۰/ 

 
 ′= − + +y 2 1 2 22( cot ( x)) sinx.cosx  
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آ��� �����ات ٣

گر متغير x از مقدارx1 به مقدارx2 تغيير كند، مقدار تابع  آهنگ متوسط تغيير تابع: ا
x) را نمو  x )2 1− f تغيير خواهد كرد. در اين صورت (x )2 f به (x )1 وابسته به x، از
f) را نمو تابع ناميده و آهنگ متوسط تغيير تابع به صورت زير  (x ) f (x ))2 1− متغير و

تعريف می شود.

= =

−
−

+ −










f
x x

f
x

(x ) f (x )

(x x) f (x )

2 1
2 1

1 1∆
∆

 آهنگ متوسط تغيير
نمو تابع

نمو متغير

گر متغيرx2 بسيار  آهنگ لحظه ای تغيير تابع: در تعريف آهنگ متوسط تغيير تابع f، ا
، آن گاه حد آهنگ متوسط تغيير، برابر آهنگ لحظه ای  ( x )∆ → 0 نزديک بهx1 شود

تغيير تابع می شود.

x1در f آهنگ لحظه ای تغيير تابع =
+ −

= ′
→

lim
(x x) f (x )

(x )
∆

∆
∆x

f
x

f
0

1 1
1

، همان مشتق تابع f در نقطه یx1 است. x1در نقطه ی f آهنگ لحظه ای تغيير تابع 

زمان . ۹  t) باشد   t زمان  در  باكتری  نوع  ازدياد يک  نمايش   P t t( ) == ++2 2 اگر
 t1 1== برحسب ساعت)، آهنگ متوسط افزايش جمعيت را در ۵ ساعت اول پس از

/ دی ۹۲/ به دست آوريد. 
  زمان ثانويه ۵ ساعت پس از زمان اوليه است، بنابراين داريم:

 t t P2 1 5 1 5 6 6 38 1 3= + = + = = =, ( ) ,P( )

= آهنگ متوسط
−
−

= −
−

= − =
P t P
t t

P P( ) (t ) ( ) ( )2 1
2 1

6 1
6 1

38 3
5 7

f داده شده است. آهنگ متوسط تغيير . ۱۰ x x x( ) == −− ++2 5 تابع f با ضابطه ی

��ر ۹۳/ ��� / اين تابع را وقتی متغير از ۱ به ۳ تغيير می كند، به دست آوريد.  

  
 
x
f

x
f

1

1

2

2

1
4

3
6

=

=




=

=


(x )

,
(x )

 

= آهنگ متوسط
−
−

= −
−

=
f x
x x

( ) f (x )2 1
2 1

6 4
3 1 1

۱۱ . x2 8== x1 به 3== f وقتی متغير از x x( ) == ++ 1 آهنگ متوسط تغيير تابع

/ ��داد ۹۲/ تغيير می كند را بيابيد.  

 
 
x
f

x
f

1

1

2

2

3
2

8
3

=

=




=

=


(x )

,
(x )

 

= آهنگ متوسط
−
−

= −
−

=
f x
x x

( ) f (x )2 1
2 1

3 2
8 3

1
5

ــه ی. ۱۲ ــر از رابط ــب ليت ــه برحس ــال تخلي ــتخر در ح ــک اس ــم آب ي حج
V به دســت می آيــد. آهنــگ لحظــه ای تخليــه را در  == −− ++120 2500 50 2( t t )
/ تمرين كتاب درسى/ دقيقه ی دهم به دست آوريد. (t برحسب دقيقه است.)  

 
آهنگ لحظه ای تخليه ی آب اين استخر برابرV10′ است.

 Vt t= − + ⇒ ′= − +120 2500 50 120 50 22( t t ) V ( t)

 ′ = − + × = −V10 120 50 2 10 3600( ) lit/ min

P نمايش جمعيت يک نوع باكتری در زمان t باشد . ۱۳ t t( ) == ++3000 100 اگر2

(t برحسب ساعت):

 t0 2== زمان از  پس  اول  ساعت   ۵ در  را  جمعيت  افزايش  متوسط  آهنگ  الف) 

به دست آوريد.

��ر ۹۴/ ��� / t به دست آوريد.   == 3 ب) آهنگ لحظه ای افزايش جمعيت را در

 

 
t t
P t

t t
P t

0 1

1

2 1

2

2
3400

5 7
7900

= =

=




= + =

=


( )

,
( )

ا﹜︿ 

= آهنگ متوسط افزايش جمعيت
−
−

= −
−

=
P t P
t t
( ) (t )2 1

2 1

7900 3400
7 2 900

P′ است. ( )3 t برابر = 3 ب آهنگ لحظه ای افزايش جمعيت در

 ′ = ′ ==P t t Pt( ) ( )200 3 6003''''"  

f داده شده است.. ۱۴ x x x( ) == ++ −−2 2 تابع1
 x2 3== x1 به 1== نقطه ی از  را وقتی متغير  تابع  اين  تغيير  الف) آهنگ متوسط 

تغيير كند، تعيين كنيد.
x0 به دست آوريد. / ��داد ۹۴/ 2== ب) آهنگ لحظه ای تغيير اين تابع را در نقطه ی

 

 
x
f

x
f

1

1

2

2

1
2

3
14

=

=




=

=


(x )

,
(x )

ا﹜︿ 

= آهنگ متوسط
−
−

= −
−

=
f x f
x x
( ) (x )2 1

2 1

14 2
3 1 6

f′ است. ( )2 x0 برابر 2= ب آهنگ لحظه ای تغيير اين تابع در

 ′ = + ′ =
=

f x x f
x

( ) ( )2 2 2 60 2'''''"

y حركت كند، آن گاه خواهيم داشت: S t= ( گر متحركی با معادله ی(  ا

۱  [t , t ]1 2 = سرعت متوسط در بازه ی زمانی
−
−

S S t
t t
(t ) ( )2 1

2 1
۲ = سرعت لحظه ای  ′S t( )

۳ = شتاب لحظه ای  ′′S t( )
در واقع آهنگ متوسط تغيير مكان، همان سرعت متوسط و مشتق اول تغيير مكان

S) همان شتاب  (t))′′ S) همان سرعت لحظه ای و مشتق دوم تغيير مكان (t))′

در لحظه ی t است.

ــورت. ۱۵ ــتقيم به ص ــط مس ــک خ ــرک روی ي ــک متح ــت ي ــه ی حرك معادل

اســت.  f t t t( ) == −− ++2 5 12

تعيين   t2 3== و  t1 0== زمانی فاصله ی  در  را  متحرک  اين  متوسط  سرعت  الف) 

��ر ۹۲ و ����� دی ۹۳/ ��� / كنيد. 

t بيابيد. == 2 ب) سرعت لحظه ای اين متحرک را در
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t
f t
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2

0
1
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=
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( )

ا﹜︿ 

= سرعت متوسط
−
−

= −
−

=
f t f t
t t

( ) ( )2 1
2 1

4 1
3 0 1
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f′ است. ( )2 ، در واقع همان t = 2 ب سرعت لحظه ای در

 ′ = − ′ =
=f t t ft( ) ( )4 5 2 32''''"  

f می باشد.. ۱۶ t t t( ) == −− ++1
2 3 12 معادله ی حركت متحركی به صورت

t2 به دست  4== t1 تا 0== الف) سرعت متوسط اين متحرک را در فاصله ی زمانی

آوريد.
/ ��داد ۹۱/ t بيابيد.  == 7 f را در t( ) ب) آهنگ آنی تغييرات

 

 
t
f t

t
f t

1

1

2

2

0
1

4
3

=

=




=

= −


( )

,
( )

ا﹜︿ 

= سرعت متوسط
−
−

= − −
−

= −
f t f t
t t

( ) ( )2 1
2 1

3 1
4 0 1

 ′f ( )7 t برابر است با:  = 7 f در t( ) ب آهنگ آنی تغييرات

 ′ = − ⇒ ′ =f t t f( ) ( )3 7 4
توپ . ۱۷ توسط  پيموده شده  مسافت  گر  ا می كنيم.  پرتاب  هوا  به  را  تنيسی  توپ 

S باشد: t t t( ) == −−12 3 برحسب متر، تابعی از زمان به صورت2
الف) سرعت متوسط را در ۲ ثانيه ی اول به دست آوريد.

ب) در چه زمان و ارتفاعی سرعت توپ صفر می شود؟
t وضعيت توپ چگونه است و چه سرعتی دارد؟ == ج) در لحظه ی4

/ تمرين كتاب درسى/  
 

t
S t

t
S t

1

1

2

2

0
0

2
12

=

=




=

=


( ) ( )

ا﹜︿ 

= سرعت متوسط در ۲ ثانيه ی اول
−
−

= −
−

=
S
t t

m s
(t ) S(t )

/2 1
2 1

12 0
2 0 6

 V t S t t( ) ( )= ′ = −12 6 ب  

 V t t t s( ) = ⇒ − = ⇒ =0 12 6 0 2

t توپ در نقطه ی اوج خود قرار می گيرد. حال برای محاسبه ی ارتفاع  s= 2 يعنی در
S نقطه ی اوج داريم: m( ) ( )2 12 2 3 2 122= × − =

t توپ به نقطه ی اوليه ی خود بازمی گردد و سرعتش برابر و در خلاف  = 4 ج در
V جهت سرعت اوليه است. t S t t( ) ( )= ′ = −12 6

 V( ) ( ) m/ s4 12 6 4 12= − = −

��� �� ���س �� ����� ۴

منحنی بر  مماس  خط  شيب  محاسبه ی  برای 
از  استفاده  با  است  كافی   ، x x= در0  f x( )
f′ را يافته و  x( ) دستورها و قضايای مشتق گيری،

x بيابيم. x= مقدار آن را در0

x x= 0 = شيب خط مماس در 
−
−

= ′
→
lim

( ) ( )
(x )

x x

f x f x
x x

f
0

0
0

0

شيب خط مماس بر نمودار توابع زير را در نقاط مشخص شده به دست آوريد.. ۱۸

۱ y x x x== −− ==3 2 1, ��ر ۹۴/  ��� /

 

 ′= − ′ = ⇒ =
=y x y mx3 2 1 1 12 1''''" ( ) مماس  

۲ y x x x== −− ++ ==3 5 1, / دی ۹۲/ 

 

 ′= − ′ = ⇒ =
=y x y mx3 1 1 2 22 1''''" ( ) مماس  

۳ y x x x== −− ==2 5, / ��داد ۹۲/ 

 

 ′= − ′ = ⇒ =
=y x y mx2 1 5 9 95''''" ( ) مماس  

۴ y x x== ++ ==5 4, ��ر ۹۱/  ��� /
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+
′ = ⇒ ==y

x
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2 5
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4''''" ( ) مماس
 

۵ y x x x== ++ ==2 4 1,
 

′= +

+
′ = ⇒ ==y x

x x
y mx2 4

2 4
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3
52
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