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        ا�
	�ل ری���ا�
	�ل ری���ا�
	�ل ری���ا�
	�ل ری���

        درك شهودي:درك شهودي:درك شهودي:درك شهودي:

  شود. درك شهودي يك اثبات دقيق رياضي محسوب نمي باشد. مي شهود يك دانش غريزي يا احساس بدون استدلال

        استدلال تمثيلي يا قياسي:استدلال تمثيلي يا قياسي:استدلال تمثيلي يا قياسي:استدلال تمثيلي يا قياسي:

ا استدلال قياسي يـك  باشد، در تمام سطوح قابل استفاده است. ام قياس كه در واقع همان يافتن نوعي مشابهت بين مفاهيم گوناگون مي

  كند. شود و فقط به درك بهتر موضوع كمك مي اثبات دقيق رياضي محسوب نمي

  اشاره دارد به:» ترسد مارگزيده از ريسمان سياه وسفيد مي«المثل  مثال: ضرب ����

  ) روش تجربي يا علمي4  ) استدلال استنتاجي3  ) استدلال استقرايي2   ) استدلال قياسي1  

  ح است. صحي 1حل: گزينه  ����

كند و خصوصيات مار را به آن  هر كس كه يك بار توسط مار گزيده شود، با مشاهده هر چيزي كه شبيه به مار، آن را با مار مقايسه مي

  ترسد. دهد و در نتيجه از آن مي نسبت مي

        استدلال استقرايي:استدلال استقرايي:استدلال استقرايي:استدلال استقرايي:

است. استدلال استقرايي، محدوديت دارد، چون  اي محدود از مشاهدات گيري كلي بر مبناي مجموعه استدلال استقرايي، روش نتيجه

   گيري كلي را نشان دهند. همواره اين احتمال وجود دارد كه شواهد بيشتري كشف بشوند، تا نادرستي نتيجه
    

  اشاره دارد به محدوديت:» هر گردي، گردو نيست«المثل  مثال: ضرب �

  ) برهان خلف4   ) مثال نقض3   ) استدلال استنتاجي2   ) استدلال استقرايي1  

  صحيح است.  1 ي هگزينحل:  ����

هاي استدلال  گيري شده است، كه هر چيز گردي گردو است، كه از اشكالات و محدوديت گرد بودن چند گردو نتيجه ي هبا مشاهد

  استقرايي است.

        استقراي رياضي:استقراي رياضي:استقراي رياضي:استقراي رياضي:

P)( باشد، اگرnحكمي در مورد عدد طبيعي  P)n( فرض كنيد k(P(درستيP)k(درست باشد و از درستي  1 نتيجه شود، در  +1

  براي هر عدد طبيعي صادق است. n(P(اينصورت 

        ::::استقراي تعميم يافتهاستقراي تعميم يافتهاستقراي تعميم يافتهاستقراي تعميم يافته

mnاعداد طبيعي برقرار نيست و براي  ي هبراي كليدرست همانند استقراي رياضي است با اين تفاوت كه حكم  (از يكجا به بعد)  ≤≤≤≤

  .برقرار است

52در اثبات  مثال: ���� 2 ≥> n;nn ؟رود مي به كار بديهي زير كدام نامساوي ،با روش استقراء رياضي  

  1(kk >2  2(512 >−k  3(21 2 >− )k(  4(21 2 >+ )k(  

  .پاسخ است 3 ي هگزينحل:  ����

2 2 1 22 2 2k k
k k

++++> → >> → >> → >> → >  
2حال اگر نشان دهيم    22 1k (k )> +> +> +>              شود:رابطه اثبات مي +

2 2 2 22 2 1 2 1 0 1 2k k k k k (k )> + + → − − > → − >> + + → − − > → − >> + + → − − > → − >> + + → − − > → − >  
5kچون      پذير است.بديهي است و تمام مراحل بازگشتنامساوي فوق  ،است ≤≤≤≤
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nمثال: اصل استقراي رياضي درمورد حكم  ����
P(n) : ...

n
+ + + + <1 1 1 51
2 3 12

mnبراي اعداد طبيعي   برقرار است. ≤

            كدام گزينه است؟  mكوچك ترين مقدار 

1 (4  2 (5  3 (6    4 (7  

  پاسخ است. 3گزينه حل:  �

1 1 1 1 137 25 125
1

2 3 4 5 60 12 60
+ + + + = > =+ + + + = > =+ + + + = > =+ + + + = > =  
2 3 4 5 60 12 60

1 1 1 1 1 147 30 150
1

2 3 4 5 6 60 12 60
+ + + + + = < =+ + + + + = < =+ + + + + = < =+ + + + + = < =

  

        ::::استدلال استنتاجياستدلال استنتاجياستدلال استنتاجياستدلال استنتاجي

  ايم.  گيري بااستفاده ازحقايقي است كه درستي آنها را پذيرفته استنتاجي روش نتيجه استدلال

  ريم.آو پذيريم. اما قضايا احكامي هستند كه براي درستي آنها برهان مي اصول احكامي هستند كه درستي آنها را بدون اثبات مي

  باشند. قضاياي كلي احكامي هستند كه هميشه برقرار مي

  

  مثال: كداميك از موارد زير قضيه كلي هستند؟ ����

x) اگر 1   x≥2 آنگاه x x) اگر 2  0< x≥2  آنگاهx <0 

x) اگر 3   2آنگاه 0<
x x≥≥≥≥   4 اگر (x xآنگاه  1> x≤3 2  

  صحيح است.  4گزينه حل:  ����

xبراي  1گزينه  = xبراي  2صادق نيست. گزينه  2− = براي  3ه صادق نيست. گزين 2
2

1
=x .صادق نيست  

x 4اما در گزينه 
x x x

≥< → ≤
2 0 3 21  

        مثال نقض:مثال نقض:مثال نقض:مثال نقض:

هاي اقتدار و زيبايي اين  دهد كه نتيجه به دست آمده حتماً درست است. اين جامعيت يكي از نشانه استدلال استنتاجي به ما اطمينان مي

  شود. زنيم  نقض مي اي كه حدس مي كه با مثالي عموميت نتيجهافتد  نوع استدلال است. گاهي اتفاق مي

  گويند. گيري كلي غلط است، مثال نقض مي دهد نتيجه به مثالي كه نشان مي

 كند؟ را نقض مي» صورت مجموع اعداد طبيعي متوالي نوشت توان به هر عدد طبيعي را مي«كدام عدد حكميت مثال:  ����

  1 (40  2 (46  3 (56  4 (64  

 پاسخ است.  4گزينه حل:  ����

  

40 10 9 8 7 6

46 13 12 11 10

56 12 11 10 9 8 7

= + + + += + + + += + + + += + + + +

= + + += + + += + + += + + +

= + + + + += + + + + += + + + + += + + + + +  
توان به  را نمي 2nدر حالت كلي اعدادي به فرم را نمي توان به صورت جمع اعداد طبيعي متوالي نوشت.  64اما دقت كنيد 

n)2صورت جمع اعداد طبيعي متوالي نوشت  )≥≥≥≥ .  
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        ::::قضاياي شرطيقضاياي شرطيقضاياي شرطيقضاياي شرطي

ايد. اين نوع جملات را قضاياي  برقرار هستند، روبرو شده X..... آنگاه ...... كه به ازاء تمام مقادير . با جملات شرطي به صورت اگر

شوند. اگر در يك قضيه شرطي جاي فرض و حكم را  نامند. جاي فرض و حكم در عكس قضيه شرطي با هم عوض مي شرطي مي

آيد كه ارزش آن  ا نقض نماييم. (عكس نقيض گزاره شرطي) گزاره شرطي جديدي به دست ميتعويض و ارزش هر يك از آنها ر

  باشد.  معادل ارزش گزاره شرطي اوليه مي

اگر دو قطر چهار ضلعي بر هم «برابر است با: » اگر يك چهار ضلعي لوزي باشد، آنگاه دو قطر آن بر هم عمودند«مثلاً نقيض گزاره 

  »رضلعي لوزي نيست.عمود نباشند، آنگاه چها

        ::::قضيه دو شرطيقضيه دو شرطيقضيه دو شرطيقضيه دو شرطي

)            نامند. اگر يك قضيه شرطي و عكس آن هر دو درست باشند، آنگاه قضيه را دو شرطي مي )p q q p p q⇒ ∧ ⇒ ≡ ⇔  

        ::::اثبات بازگشتياثبات بازگشتياثبات بازگشتياثبات بازگشتي

از درستي حكم به يك  هاـ با استفاده هاـ به خصوص در مورد تساويها، نامساويها و تساوي مجموعه گاهي براي اثبات بعضي قضيه

بايستي نشان دهيم كه مراحل انجام شده تماماً بازگشت  رسيم. در چنين حالتي براي تكميل اثبات مي رابطه بديهي يا فرض قضيه مي

  شود.  پذيرند وگرنه درستي اثبات تأييد نمي

aكنيم  مثال: وقتي ثابت مي ����
a

+ ≥
1

)كنيم؟  اده مياز كدام شيوه استدلال استف2 )0>a  

  ) تمثيلي4  ) اثبات بازگشتي3  ) استنتاجي 2  ) استقرايي1

  صحيح است.  3گزينه حل:  ����

) ⇒⇒⇒⇒ همواره درست است..                    پذير است، حكم اثبات شده است چون اثبات بازگشت )a a a+ − ≥ ⇒ − ≥22 1 2 0 1 0  

        ::::ففففبرهان خلبرهان خلبرهان خلبرهان خل

كنيم كه حكم قضيه درست نباشد، آنگاه با استفاده از روش استنتاج به يك تناقض  گاهي اوقات براي اثبات يك قضيه ابتدا فرض مي

  رسيم. مي

دهد كه حقايق دانسته  اي به دست مي دهيم كه اين فرض نتيجه نشان مي سپسكنيم نتيجه مطلوب درست نباشد. فرض مييعني اول 

نادرست است. بنابراين نتيجه  ،بوديم شود فرضي كه در گام اول كرده ايم، معلوم مي . حال كه به يك تناقض رسيدهكند شده را نقض مي

  مطلوب بايد درست باشد.

كدام روش را براي » است. 5باشد، خود آن عدد نيز حتماً مضرب  5اگر مربع يك عدد صحيح مضرب «خواهيم ثابت كنيم  مثال: مي����

  ار گيريم؟اثبات اين حكم به ك

  ) مثال نقض4  ) برهان خلف3  ) استدلال استقرايي2  ) استدلال قياسي1  

  صحيح است.  3گزينه حل:  ����

  م.ديتناقض رسي لذا به .باشد 5در اين صورت مربع آن نيز نمي تواند مضرب نباشد  5كنيم عدد مضرب  فرض مي

        ::::ها يا اصل ديريكله)ها يا اصل ديريكله)ها يا اصل ديريكله)ها يا اصل ديريكله)    اصل لانه كبوتر (اصل حجرهاصل لانه كبوتر (اصل حجرهاصل لانه كبوتر (اصل حجرهاصل لانه كبوتر (اصل حجره

)nm(لانه كبوتر را اشغال كنند و تعداد كبوترها بيش از تعداد لانه كبوترها باشد،  nكبوتر  mاگر  آنگاه طبق اصل لانه كبوتر <

  حداقل  يك لانه كبوتر وجود خواهد داشت كه دست كم دو و يا بيشتر كبوتر در آن قرار داشته باشند.

nmاند و  لانه قرار گرفته nر در كبوت mفرض كنيد  :قضيه(تعميم اصل لانه كبوتر) اي هست كه حداقل  ، در اين صورت يقيناً، لانه<

1
1
+




 −
n

m .كبوتر در آن قرار دارد  
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نفر در يك روز هفته  3مثال: جميعت افراد يك ميهماني حداقل چند نفر بايد باشد تا مطمئن باشيم كه در آن ميهماني حداقل  ����

  اند؟  متولد شده

2                          حل:  ���� 7 1 15× + =× + =× + =× + =  

  ؟كدامست ،ها در يك ماه از سال و يك روز از هفته متولد شده اند كمترين تعداد افرادي كه حداقل دو نفر از آنمثال:  ����

  حل:  ����

12 7 84
↓↓↓↓↓↓↓↓

× =× =× =×   ها  تعداد لانه   =

  ماه      روز                                                    

  نفر باشند. 85پس حداقل بايد 

  كبوتر حداكثر در چند لانه قرار بگيرند تا حداقل در يك لانه بيش از دو كبوتر باشد؟65 مثال:  ����

2 :اگر سه لانه داشته باشيمحل:  ���� 1 65 32n n+ ≤ → ≤+ ≤ → ≤+ ≤ → ≤+ ≤ →  ،لانه داشته باشيم 33يم يعني اگر توانيم داشته باشلانه مي 32پس حداكثر   ≥

  كبوتر قرار نگيرد. 2اي بيش از ممكن است در هيچ لانه

} ي هعضوي از مجموع n ي ههر زير مجموعمثال:  ���� }1312543 ,,...,,,S ها برابر  عضو است كه مجموع آن 2حداقل داراي  =

  ؟كدامست nكمترين مقدار  .است 16

}}}}اگر از مجموعه حل:  ���� }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}}897106115124133 ايم كه عضو انتخاب كرده 2ها عضو برداريم لااقل يكي از گروه 7 ,,,,,,,,,,

  است. 16مجموعشان 

}مثال: هرزيرمجموعه از مجموعه ���� }1917531   :عضو باشد، حداقل دو عضودارد كه مجموع آنها برابر است با 6كه داراي ,,,...,,

  1(18   2 (20  3 (22  4 (16  

}}}}صورت اگر مجموعه را به حل:  ���� }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}}1 19 3 17 5 15 7 13 9 11, , , , , , , , عضو لااقل از يكي از  6با انتخاب  ،بندي كنيمدسته ,

  است. 20شود كه مجموعشان عضو انتخاب مي 2ها گروه

جفت طوسي قرار دارند، حداقل  3جفت آبي و  3جفت سياه،  4اي،  جفت جوراب قهوه 5اي كه در آن  مثال: در ميان كيسه ����

بيرون آورد، تا حتماً دوجفت جوراب همرنگ داشته باشيم؟ (بطور مثال يك جفت آبي و يك جفت چند لنگه جوراب بايد 

  طوسي يا دو جفت آبي)

لنگه در بدترين حالت يك جفت همرنگ خواهيم داشت. حال اگر لنگه ششم را انتخاب كنيم ممكن است اين  5با انتخاب حل:  ����

جفت همرنگ  2بايد لنگه هفتم را نيز خارج كنيم تا حتماً  ،ي آن كه مطمئن باشيملذا برا ،لنگه از رنگ همان جفت ايجاد شده باشد

  داشته باشيم.

  كنيم. كدام گزينه صحيح است؟ نقطه به تصادف انتخاب مي 10مثال: درون يك مربع به ضلع يك واحد،  ����

2نقطه به فاصله كمتر از  10) حداقل دو نقطه از اين 1  
4

  قرار دارند. 

2نقطه به فاصله كمتر از  10) حداقل دو نقطه از اين 2  
3

  اند.  

2نقطه به فاصله كمتر از  10) حداقل سه نقطه از اين 3  
4

  قرار دارند. 

2 نقطه به فاصله كمتر از 10) حداقل سه نقطه از اين 4  
3

  اند. 

گيرند. در اين صورت حـداكثر فاصـله   لااقل دو نقطه در يك لانه قرار مي ،افراز كنيم و همنهشت لانه يكسان 9ربع را به ماگر حل:  ����

1 آن برابر است با: 2
2

3 3
AB ( )< =< =< =< =  

A 

B 
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توان گاوهارا به دو نوع گوشتي  . همچنين مياي مثال: تعدادي گاو در يك گله وجود دارند. گاوها يا سفيدند يا سياه و يا قهوه ����
باشند. دست كم چند تا از اين گاوها را انتخاب كنيم تا اطمينان  نژاد مختلف مي 3و شيري تقسيم كرد. در ضمن اين گاوها از 

  گاو همرنگ، هم نوع و هم نژاد وجود داشته است؟ 3يابيم در ميان آنها 

  حل:  ����

 نــژاد رنــگ نــوع  

2 3 3 18
↓ ↓ ↓↓ ↓ ↓↓ ↓ ↓↓ ↓ ↓

= × × == × × == × × == × ×   ها داد لانهتع=

      2 18 1 37× + =× + =× + =× +   لااقل تعداد گاوها      =

  نفري حداقل چند نفر در روز شنبه متولد شده اند؟ 300در يك مدرسه مثال:  ����
آن  اي وجود دارد كه درگذاري كنيم. بايد بگوييم لانهممكن است هيچ كس در روز شنبه انتخاب نشده باشد. نبايد لانه را اسمحل:  ����

300لااقل 
1

7

    
++++        

  فرد حضور داشته باشد. 

 .از آنها كمتر است ،نفر بقيه 320سانتي متر است و قد  195و...و186و185نفر قد بلند بوده و قدشان  50در يك مدرسه مثال:  ����
  د؟حداقل قد چند نفر را اندازه گيري كنيم تا قطعاً دو نفر با قد بلند يكسان بين آنها باش

  حل:  ����

   :بدترين انتخاب ممكن  
332111320 ====++++++++

↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓
  

  قدكوتاه 320ابتدا          نفر دوم از يكي از قدهاي بلند     از هر قد بلند يك نفر 

عدد در بين آن اعداد موجود  4چقدر است كه يقين حاصل كنيم حداقل  nعدد طبيعي موجود است. حداقل مقدار  n مثال:  ����
   ؟ي يكساني دارند نيز باقي مانده 3رقم يكان يكساني بوده و در تقسيم بر  است كه داراي

  حل:  ����

 ،3 ،10هاي ممكن در تقسيم بر  است. پس كل حالت 2يا  1نيز صفر يا  3مانده بر است و باقي 10مانده تقسيم بر رقم يكان باقي  

3 10 30× =× =× =×   حالت است. =

3 30 1 91
↓ ↓↓ ↓↓ ↓↓ ↓

× + =× + =× + =× +   بدترين حالت=

     تا 3مانده ها     از هر باقي ماندهچهارمين انتخاب از يكي از باقي                                                 
فرد انتخاب شده حداقل بايد چند رأي  .نفر كانديد يك نفر را به عنوان رئيس انتخاب كنند 7خواهند از بين  مي نفر 40 مثال: ����

  ؟داشته باشد
  حل:  ����

40در بدترين حالت برخي از كانديداها لااقل   
1 6

7

    
+ =+ =+ =+ =        

بايد يك رأي  ،خواهد رئيس شودرأي دارند. اما چون كسي كه مي 

  رأي دارد.  7بيشتر از بقيه داشته باشد. پس فرد منتخب لااقل 

، تعداد عضـوهاي  16بر عدد  Sيم هر يك از اعضاي عضوي از اعداد طبيعي باشد، در تقس 50ي  يك زيرمجموعه Sمثال: اگر  ����

 هم باقي مانده چگونه است؟

  عضو 4) دست كم 4  عضو 4تر از  ) كم3  عضو 3) دست كم 2  عضو 3) درست 1  

 پاسخ است.  4گزينه  حل:  ����

نماينده  3هر باقي مانده  تا است لذا بنابر اصل لانه كبوتر در بدترين حالت اگر از 16، 16چون باقي مانده هاي ممكن در تقسيم بر 

عضو  4عدد باقي مانده باعث مي شوند دسته اي موجود باشد كه در آن دست كم  2خواهد بود كه  48داشته باشيم تعداد اعداد 

  هم باقي مانده وجود داشته باشد. 
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,a)انتخـاب شـده    لااقـل در دو جفـت    طور قاطع مثال: حداقل چند دوتايي مرتب از اعداد صحيح انتخاب كنيم، تا به ���� b)  و

(c, d) حاصل هر دو عدد ،a c++++  وb d++++ زوج باشند؟  

  حل:  ����

  هر دوتايي مرتب كه انتخاب شود به يكي از چهار شكل زير است:  

  وج)(فرد، فرد) (زوج، فرد) (فرد، زوج) (زوج، ز

aكه  براي اين   c++++  وb d++++ زوج مرتـب   5شكل داشته باشيم، بنـابراين حـداقل    هر دو زوج شوند، بايد حداقل دو زوج مرتب هم

  بايد انتخاب كنيم.
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	������ر�  ���ر�  ���ر�  ���ر�  ���	
���	
���	
        ����::::    
اي) از اشياء معين  توان گفت: اجتماعي (دسته شود، اما براي توضيح آن مي مجموعه از مفاهيم اوليه است و تعريف نمي

 (مشخص) و متمايز 
}مثال: مجموعه  ���� } { } { }{ }{ }{ }a,a,a,a,aA  چند عضو دارد؟ =
}}}}و  {a}و  aاعضاي مجموعه  حل: ���� }}}}{{{{ }}}}a ,{a}, {a} عضو دارد. 3باشد يعني  مي 

 :نما گزاره
a ،aكه هر گاه هر عضو مانند  xنما عبارتي است شامل نمادي مانند  گزاره A∈ )A اي دلخواه) را به جاي  مجموعهx  قرار

گوئيم كه اين گزاره نما براي مجموعه  چنين باشد، ميدهيم، جمله حاصل يا به وضوح درست باشد يا به وضوح نادرست. اگر 
A  .معتبر است 
 مثال: كدام گزاره نما براي مجموعه دانشجويان معتبر است؟ ����

 ) متعهد بودن4 ) متأهل بودن 3  ) روشنفكر بودن2 خوان بودن  ) درس1 
 حل: ����

ارزش مشخص صحيح يا غلط براي تمام افراد است. متأهل است داراي  xي  صحيح يا غلط باشد. جمله وضوح بهنما  بايد گزاره
 اي است. هاي ديگر نسبي و سليقه اما گزينه

    ::::هاي مجموعههاي مجموعههاي مجموعههاي مجموعه    ويژگيويژگيويژگيويژگي

 {a,b,c,c}={a,b,c}دهد. مثلاً:  ـ تكرار اعضاي مجموعه، مجموعه را تغيير نمي1 
 {b,c,a}={a,b,c}دهد.  ـ جابجايي اعضاي مجموعه، مجموعه را تغيير نمي2 

 ::::(عضويت)(عضويت)(عضويت)(عضويت)    تعلقتعلقتعلقتعلق

xنويسيم  نباشد مي Aعضوي از  xو از طرف ديگر اگر ∋Axنويسيم:  باشد، مي Aعضوي از مجموعه  xاگر شيئ  A∉. 
 وجود داشته باشد. Aدقت كنيد كه اين عضو عيناً بايد در مجموعه 

}در مورد مجموعه :مثال ���� } { }{ }5322 ,,,A  نادرست است؟ت و كدام درسكدام  =

1 (A∈2 2 ({ } A∈2 3 ({ } A∉3  

4( { } A∈5 5({ }{ } A∈2 6({ } { }{ } A,,, ∈5322 
 نادرست است. 6و  5و  4درست و  3و  2و  1 حل: ����

    ::::مجموعه تهيمجموعه تهيمجموعه تهيمجموعه تهي

} دهيم. مجموعه نمايش مي { }يا  φاي كه هيچ عضوي نداشته باشد را با  جموعهم }φ  نمايش مجموعه تهي نيست. بلكه
 عضو آن است. φيك مجموعه تك عضوي است كه 

} مثال: مجموعه  ���� } { }{ } { }{ } { }{ }φφφ= ,,,,,A؟چند عضو دارد 

}}}}چون  حل: ���� }}}} = ∅= ∅= ∅= }}}}و ∅ }}}}{{{{ }}}} {{{{ }}}}= ∅= ∅= ∅= }}}}و تكرار تأثيري در مجموعه ندارد پس  ∅ }}}}{{{{ }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}} {{{{ }}}},∅ = = ∅∅ = = ∅∅ = = ∅∅ = =  2لذا در واقع  ∅
 عضو دارد.

    ::::زير مجموعه بودن (جزئيت)زير مجموعه بودن (جزئيت)زير مجموعه بودن (جزئيت)زير مجموعه بودن (جزئيت)

، باشد، به عبارت ديگر: Aمتعلق به مجموعه  ،Bگوئيم، هر گاه هر عضو متعلق به مجموعه  Aرا زير مجموعه  Bمجموعه 
AB)AxBx;x( Bنويسيم  نباشد مي Aباشد كه در مجموعه  Bو اگر عضوي در مجموعه ∀∋⇒∋⇔⊇ A⊆/  

 



 

 

10 

}مثال: در مورد مجموعه ���� } { }{ }5432 ,,,A  نادرست است؟درست و كدام كدام  =

 1({ } A⊆2 2({ } A⊆3 3({ } A, ⊆32  
 4({ } A⊆φ 5({ }{ } A⊆2 6({ }{ } A⊆3 

 نادرست است. 5و  4و  3و  2درست و  6و  1 حل: ����

A}{اگر مثال:  ���� 2==== ،{{{{ }}}}}{,B }}}}و  ====22 }}}}}}{,{,}{C  است؟ نادرستكدام رابطه  ====222

 1 (CB ⊂⊂⊂⊂ 2 (BA ⊂⊂⊂⊂ 3 (BA∈∈∈∈ 4 (CB∈∈∈∈ 
 پاسخ است.  1گزينه  حل: ����

2 2 2 2 2 2A { } , B { ,{ }} , C { ,{ ,{ }}}= = == = == = == = = 
Aتوان گفت  مي  B⊂⊂⊂⊂  و همچنين(A C)A B∈ ∈∈ ∈∈ ∈∈ Bو نيز  ∋ C∈∈∈∈  وليB ي  زير مجموعهC  2نيست زيرا C∉∉∉∉. 

    ::::مجموعه مرجعمجموعه مرجعمجموعه مرجعمجموعه مرجع

يا  Mباشند و با حرف  هاي مورد بررسي زير مجموعه يك مجموعه به نام مجموعه مرجع مي ها، همه مجموعه در نظريه مجموعه
U شود. نمايش داده مي 

  نكات:

همچنـين هـر    .مرجع اسـت  ي همجموع ي هو هر مجموعه اي زير مجموع باشد اي مي مجموعه تهي زير مجموعه هر مجموعه ـ1
UA,A,AA باشد. مي خودش نيز ي همجموعه اي زير مجموع ⊆⊆φ⊆ 

Aسه مجموعه دلخواه باشند و داشته باشيم:  Cو  Bو  Aـ اگر 2  B⊆  وB C⊆ آنگاه A C⊆ 

 عضوي از رابطه nعضوي يك مجموعه  rهاي  ـ تعداد زيرمجموعه3 








r

n
 آيد. به دست مي

 عضوي داراي nمجموعه  يك: 1نتيجه  
n n n

...
k k n

     
+ + +     +     1

 عضوي است. kحداقل  زيرمجموعه 

 عضو معين از رابطه k عضوي حاوي  nعضوي يك مجموعه  rهاي  د زيرمجموعهتعدا: 2نتيجه 








−

−

kr

kn
 آيد. به دست مي

 عضو معين از رابطه k  فاقدعضوي  nعضوي يك مجموعه  rهاي  تعداد زيرمجموعه: 3نتيجه  






 −

r

kn
 آيد. به دست مي

nعضوي از رابطه nهاي يك مجموعه   ـ تعدادزيرمجموعه4 
 آيد. بدست مي  2

 آيد. بدست ميkn−2عضوي از رابطه:  nعضو معين براي يك مجموعه  k (يا فاقد)هاي حاوي تعداد زيرمجموعه :نتيجه 

 چند عضو دارد؟ Aشود،  د كم ميواح 384هاي آن  را حذف كنيم، تعداد زير مجموعه Aاگر دو عضو از اعضاي مجموعه  مثال: ���� 

 حل: ����

2 2 2 2 72 2 384 2 2 1 384 2 128 2 9n n n n( ) n− − −− − −− − −− − −= + → − = → = = → == + → − = → = = → == + → − = → = = → == + → − = → = = → = 
باشـد،   كه شامل همه اعداد فرد اول يك رقمـي مـي   Aعضوي  5هاي  اعداد طبيعي يك رقمي، تعداد زيرمجموعه  مثال: در مجموعه ����

 ؟استچند برابر 

 حل: ����

{{{{ }}}}3 5 7,  اعداد فرد اول يك رقمي====,
9 3 6

15
5 3 2

−−−−            
= == == == =            −−−−            

 عضوي شامل اعداد فرد اول يك رقمي 5هاي :زيرمجموعه
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}  ي همجموع مثال: ���� }7321 ,...,,,k  ؟عضوي دارد 3چند زيرمجموعه حداقل  =

 حل: ����

  77 7 7 7 7 7 7 7
2 128 1 7 21 99

3 4 5 6 7 0 1 2

                                                            
+ + + + = − − − = − − − =+ + + + = − − − = − − − =+ + + + = − − − = − − − =+ + + + = − − − = − − − =                                                            

                                                            
 

}مثال: اگر ���� } { }43215432 ,,,A,,,,B )در رابطه  Xچند زير مجموعه مانند  == ) )BA(XBA UI  كند؟ صدق مي ⊇⊇

 حل: ����

{{{{ }}}}
{{{{ }}}}

{{{{ }}}}
2 3 4

2 3 4
1 2 3 4 5

A B , ,
X , , , ,

A B , , , ,

====  ⇒ = − −⇒ = − −⇒ = − −⇒ = − −
==== 

I

U
 

 x  ً2توانند باشند يا نباشند يعني هـر كـدام    مختار است كه هر كدام مي 5و  1در مورد داشتن  را داشته باشد و 4و  3و  2بايد حتما 

2حالت دارند، لذا  2 4× =× =× =×  كند. مجموعه در اين رابطه صدق مي =

    ::::هاي محض (سره ـ خاص)هاي محض (سره ـ خاص)هاي محض (سره ـ خاص)هاي محض (سره ـ خاص)    يرمجموعهيرمجموعهيرمجموعهيرمجموعهزززز

Aهرگاه  B⊆  وA B≠  ،باشدA  (سره) را زير مجموعهB و گاهي با نماد  گوييم ميBA  .دهيم مي نمايش ⊃

nعضوي برابر است با:  nهاي محض يك مجموعه  نكته: تعداد زير مجموعه −2 1 

 هاي يك مجموعه نامتناهي تعريف نشده است. تذكر: تعداد زيرمجموعه

}}}}اگر مثال:  ���� }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}}A a, b, a , b==== ي  باشد، مجموعه{{{{ }}}}A A−−−− ي غيرتهي دارد؟ ي سره چند زيرمجموعه 

 1 (2 2 (6 3 (7 4 (14 

 پاسخ است.  4گزينه  حل: ����

 A  و{{{{ }}}}A  هيچ عنصر مشتركي ندارند، بنابراين{{{{ }}}}A A A− =− =− =− =. 

2هاي سره (محض) برابر است با  تعداد زيرمجموعه  1n 2هـا حـذف كنـيم، تعدادشـان      ي تهي را از آن و اگر زيرمجموعه −−−− 2n −−−− 

ي غيرتهـي برابـر    هـاي سـره   عضوي است، بنابراين تعـداد زيرمجموعـه   4ي  يك مجموعه Aي  كه مجموعه شود. با توجه به اين مي
42 2 14− =− =− =−  است. =

    ::::دو مجموعه مساويدو مجموعه مساويدو مجموعه مساويدو مجموعه مساوي

 باشد، به عبارت ديگر: Aدر  Bو هر عضو  Bدر  Aمساويند هر گاه هر عضو  Bو  Aدو مجموعه 

( )A B,B A A B⊆ ⊆ ⇔ = 
 دو مجموعه مساوي با هم برابر است. تعداد اعضاي

Aاگر  :نكته ⊆ φ  باشد، آنگاهA = φ  و اگرM A⊆  باشد، آنگاهA M= )M (مجموعه مرجع 

 

}مثال: اگر دو مجموعه ���� } { }2110 −+== y,x,A,y,x,B ابر باشند، در اين صورت با هم برx,y كدامند؟ 

 حل: ����

 پذير است: دو حالت امكان 
1

2 1

y

x y

====


= − = −= − = −= − = −= − = −
1يا   

1 2

x

y x

====


= + == + == + == + =
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    ::::دو مجموعه نامساويدو مجموعه نامساويدو مجموعه نامساويدو مجموعه نامساوي

نباشد يا لااقل يك  Bباشد كه متعلق به مجموعه  Aرا نامساوي گويند، هرگاه لااقل يك عضو در مجموعه  Bو  Aدو مجموعه 
 دهيم.  نمايش مي A  ≠  Bنباشد و آن را نماد  Aباشد كه متعلق به مجموعه  Bعضو در مجموعه 

    ::::مجموعه توانيمجموعه توانيمجموعه توانيمجموعه تواني

 P(A)را بـا   A ي همجموع ـ ناميم. مجموعه تواني هاي يك مجموعه را مجموعه تواني آن مجموعه مي مجموعه همه زير مجموعه
P(A)يعني دهيم. نمايش مي {x | x A}= }ي مثال اگر برا ⊇ }10,A {}صورت  باشد، در اين= {} { }{ }φ= ,,,,)A(P 0101  

 نكات:

عضو و  n2داراي  P(A)عضو باشد،  nداراي  Aاگر مجموعه   -1
n
2
 باشد. زيرمجموعه مي 2

Aدو مجموعه دلخواه باشند و  Bو  Aـ اگر 2 B⊆  آنگاه( ) ( )P A P B⊆ .و بالعكس 
P(A ـ3 B) P(A) P(B)=I I   

       P(A) P(B) P(A B)⊆U U  تساوي يعنيP(A) P(B) P(A B)=U U .لزوماً برقرار نيست 
 وعه دارد؟چندزيرمجم Aهاي  زيرمجموعه باشد، مجموعه عضوي 4مجموعه  يك Aمثال: اگر  ����

 حل: ����
42هاي تعداد زيرمجموعه====162 16P(A) P(A)= = →= = →= = →= = → 

 باشد؟ مي تواني همان مجموعه نيز ي هي زير عضوي از مجموعها هر عضو كداميك از مجموعه مثال: ����

1 ({ }{ }{ }φφφ ,, 2 ({ }{ }{ }φφ, 3 ({ } { } { }{ }{ }{ }φφφφ ,,, 4({ } { }{ }{ }φφφ ,, 

 حل: ����

 چنين اتفاقي افتاده است. 4اي است كه هر عضو آن زيرمجموعه آن نيز باشد. كه در گزينه در واقع سوال به دنباله مجموعه 

{{{{ }}}}
{{{{ }}}}{{{{ }}}}

A

A

A

∅ ⊆∅ ⊆∅ ⊆∅ ⊆

∅ ⊆∅ ⊆∅ ⊆∅ ⊆

∅ ⊆∅ ⊆∅ ⊆∅ ⊆

 

}بايد توجه داشته باشيد غير از اين الگو، الگوي   ,{ },{ ,{ }}}∅ ∅ ∅ ∅∅ ∅ ∅ ∅∅ ∅ ∅ ∅∅ ∅ ∅  باشد. راي اين ويژگي مينيز دا ∅
}اگر  مثال: ���� } { }{ }{ }a,a,aA A)A(P ي همجموع =  ؟چند عضو دارد −

 حل: ����

{{{{ }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}}{{{{ }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}}{{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}}{{{{ }}}}{{{{ }}}}P(A) a , a , a , a , a , a , a , a , a , ,A= ∅= ∅= ∅= ∅ 

}}}}عضو  2تنها   }}}}a  و{{{{ }}}}{{{{ }}}}a  مشتركند. پسP(A) A−−−− 6  دارد. عضو 

    ::::هاي متناهي و نامتناهيهاي متناهي و نامتناهيهاي متناهي و نامتناهيهاي متناهي و نامتناهي    مجموعهمجموعهمجموعهمجموعه

اگر تعداد اعضاي يك مجموعه محدود (متناهي) باشد، يا تعداد اعضاي آن برابر يك عدد حسابي باشد، مجموعه را متناهي 
هايي كه تعداد اعضاي آنها محدود نيست را  گيريم.) مجموعه اي متناهي در نظر مي گوييم. (مجموعه تهي را نيز مجموعه مي
 گوييم. هاي نامتناهي مي موعهمج
 هاي زير متناهي است؟ عددي طبيعي باشد، كداميك از مجموعه nمثال: اگر  ����

 1 ({ }23 nn|n > 2 ({ }nn|n 2
2 > 3( { }32 n|n n  هيچكدام )4 <

3n، 2ي  ي گزينه تنها عضو مجموعه حل: ���� 2چوناست  ==== 33 5nو براي  <<<<2 22nهمواره:  ≤≤≤≤ n>>>>  .است 
 متناهي است. 2نامتناهي و  3و  1لذا مجموعه هاي  .همواره صحيح است n≤≤≤≤10براي  4 ي هگزين



 

 

13 

    ::::هاهاهاها    جبر مجموعهجبر مجموعهجبر مجموعهجبر مجموعه

    ::::اجتماع دو مجموعهاجتماع دو مجموعهاجتماع دو مجموعهاجتماع دو مجموعه

BAكه با  Bو  Aهاي  اجتماع مجموعه Uشود، عبارتست از مجموعه تمام عضوهايي كه حداقل به يكي از دو  نشان داده مي
 تعلق داشته باشند. به عبارت ديگر: Bيا  Aمجموعه 

  A B {x | x A x B}= ∈ ∨ ∈U 
    ::::اشتراك دو مجموعهاشتراك دو مجموعهاشتراك دو مجموعهاشتراك دو مجموعه

 A، عبارتست از مجموعه تمام اعضايي كه هم متعلق به مجموعه شود نشان داده مي A∩Bكه با  Bو  Aهاي  اشتراك مجموعه
 هستند. به عبارت ديگر: Bو هم متعلق به مجموعه 

  A B {x | x A x B}= ∈ ∧ ∈I 
باشد. در اين  ن ميها، بكار بردن نموداري مشهور به نمودار وِ راهي ساده و آموزنده براي نمايش روابط بين مجموعه :ننمودار وِ
ها را با اشكال هندسي مانند دايره رسم كرده و روابط مورد نظر را با زدن  موعه مرجع را با يك مستطيل و بقيه مجموعهروش مج

 دهند.  هاشور نمايش مي
 :لذا داريم

 

    
    

    دو مجموعه جدا از هم: دو مجموعه جدا از هم: دو مجموعه جدا از هم: دو مجموعه جدا از هم: 

Aاي را جدا از هم گويند كه هيچ عضو مشتركي نداشته باشند يعني:  دو مجموعه B = φI 

    ::::تعميم اجتماع و اشتراكتعميم اجتماع و اشتراكتعميم اجتماع و اشتراكتعميم اجتماع و اشتراك

n  1مجموعه دلخواهA,...,An گيريم: را در نظر مي 

ها را با نماد  اين مجموعه اجتماع) 1
1

n

i

i

A

====
U 1وداريم:  دهيم مي نشان 2

1

n

i n

i

A A A ... A

====

==== U U UU 

ها را با نماد  اين مجموعه اشتراك) 2
1

n

i

i

A

====
I 1وداريم:  دهيم مي نشان 2

1

n

i n

i

A A A ... A

====

==== I I II 

مثال: اگر  ����








≤≤≤≤<<<<∈∈∈∈==== 2
1

x
n
,IRx|xAn  ،باشدU

∞∞∞∞

====1i

iA وI
∞∞∞∞

====1i

iA  كدام است؟ 

 حل: �

(((( ]]]] (((( ]]]] (((( ]]]]1 2 3

1 1

1 1
1 2 2 2 0 2 1 2

2 3
i i

i i

A , ,A , , A , , ... A , A ,

∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞

= == == == =

            
= = = → = == = = → = == = = → = == = = → = =                    

U I 

(اگر مثال:  ����
n

n
,

n
(An

22 −−−−
363ي  به صورت بازه باشد، مجموعه ====−−−− A)AA( −−−−U برابر كدام بازه است؟ 

 حل:  ����

 
3 6 3

2 1 1 2 2 1

3 3 3 3 3 3

2 2 2 1 1 2

3 3 3 3 3 3

(A A ) A , , ,

, , ,

                        
− = − − − −− = − − − −− = − − − −− = − − − −                        

                        

                    
= − − − == − − − == − − − == − − − =                                    

U U

 

    

A B 
M 

A B 

A∩B 

M 

BAU 

2

3
−−−−

1

3
−−−−

1

3

2

3
o

3A 3 6A AU



 

 

14 

8iAاگر مثال:  ���� {m | i m i}= ∈ − ≤ ≤ −= ∈ − ≤ ≤ −= ∈ − ≤ ≤ −= ∈ − ≤ ≤ ي  ، مجموعه�−
8 8

1 1
i i

i i

A A
= == == == =

−−−−U I چند عضو دارد؟ 

 حل:  ����

{{{{ }}}}
{{{{ }}}}

{{{{ }}}}

1

2

8

1 0 7

2 0 6

8 7 0

A , , ...,

A , , ...

A , , ...,

= −= −= −= −

= −= −= −= −

= − −= − −= − −= − −

M
 

{{{{ }}}}
8

1
8 7i

i

A ,...,
====

= −= −= −= −U 

{{{{ }}}}
8

1
1 0i

i

A ,
====

= −= −= −= −I 

لذا  
8 8

1 1
16 2 14 i i

i i

، A A
= == == == =

− = −− = −− = −− = −U I .عضو دارد 

2mnAاگر مثال:  ���� {m |m n, n},n= ∈ ≥ − ≤ ∈= ∈ ≥ − ≤ ∈= ∈ ≥ − ≤ ∈= ∈ ≥ − ≤ ∈� 4ي  گاه مجموعه ، آن� 3A AI چند زيرمجموعه دارد؟ 

 حل:  ����

 {{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}}

{{{{ }}}}
3 4

3 4

3 2 3 1 0 1 2 3 4 2 4 4 3 2 1 0 1 2

3 2 1 0 1

x xA x | x , , , , , , A x | x , , , , , , ,

A A , , , ,

= ≥ − ≤ = − − − = ≥ − ≤ = − − − −= ≥ − ≤ = − − − = ≥ − ≤ = − − − −= ≥ − ≤ = − − − = ≥ − ≤ = − − − −= ≥ − ≤ = − − − = ≥ − ≤ = − − − −

→ = − − −→ = − − −→ = − − −→ = − − −I

 

3كه چون   4A AI ،5  52عضو دارد. پس  زير مجموعه خواهد داشت.  ====32
 

    ::::خواص اجتماع و اشتراكخواص اجتماع و اشتراكخواص اجتماع و اشتراكخواص اجتماع و اشتراك

  




⊆⊆⊆⊆

⊆⊆⊆⊆

BBA

ABA

I

I  




⊆⊆⊆⊆

⊆⊆⊆⊆

BAB

BAA

U

U )1 





====

====

ABBA

ABBA

II

UU)2 





⊆⊆⊆⊆

⊆⊆⊆⊆
⇒⇒⇒⇒





⊆⊆⊆⊆

⊆⊆⊆⊆

DBCA

DBCA

DC

BA

II

UU )3 

    :1 نتيجه





⊆⊆⊆⊆

⊆⊆⊆⊆
⇒⇒⇒⇒





⊆⊆⊆⊆

⊆⊆⊆⊆

CBA

CBA

CA

BA

I

U  

 :2 نتيجه

                                            




⊆⊆⊆⊆

⊆⊆⊆⊆
⇒⇒⇒⇒





⊆⊆⊆⊆

⊆⊆⊆⊆

CBA

CBA

CB

CA

I

U  





====

====
⇒⇒⇒⇒





====

====

DBCA

DBCA

DC

BA

II

UU   

    :3 نتيجه

                                                                        




====∧∧∧∧====⇔⇔⇔⇔========

φφφφ====∧∧∧∧φφφφ====⇔⇔⇔⇔φφφφ====

UBUAMUBA

BABA

I

U 
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====

====

C)BA()CB(A

C)BA()CB(A

IIII

UUUU )4 

   




====

====
⇔⇔⇔⇔⊆⊆⊆⊆

BBA

ABA
BA

U

I )5 

   نتيجه:

                     




====

====

AAA

AAA

I

U                         




====

====

AUA

UUA

I

U                              




φφφφ====φφφφ

====φφφφ

I

U

A

AA  





====

====

)CA()BA()CB(A

)CA()BA()CB(A

IUIUI

UIUIU )6 

(قوانين جذب)  




====

====

A)BA(A

A)BA(A

UI

IU )7 

    تفاضل دو مجموعه: تفاضل دو مجموعه: تفاضل دو مجموعه: تفاضل دو مجموعه: 

و با  تعلق ندارند Bرند ولي به تعلق دا Aمجموعه عضوهايي است كه به  Bو  Aهاي  تفاضل مجموعه
BA      شود، به عبارت ديگر: نمايش داده مي−

             { }A B x | x A x B− = ∈ ∧ ∉ 
   :لذا داريم

                     B)BA()BA(ABA −=−=− UI 
 ::::متمم يك مجموعهمتمم يك مجموعهمتمم يك مجموعهمتمم يك مجموعه

 :عبارت است از B ي همجموع نسبت به Aمتمم مجموعه  ،باشد B ي هزير مجموع Aاگر 

 AB−  
  .دهيم مي نمايش ′Aبا  را Aو مجموعه  (U)تفاضل مجموعه مرجع  ،باشد U ي هزير مجموع Aاگر 

{ }Ax|UxAUA ∉∈=−=′ 
    نكات:نكات:نكات:نكات:

A) داريم: 1 B A B′− = I 

   A A′ = φI              A B A− ⊆                (A ) A′ ′ =                Aφ− = φ               A M− = φ 
 

   پوشاني)  (هم قوانين شبه جذب                                                               





====′′′′
====′′′′

BA)BA(A

BA)BA(A

IUI

UIU   قوانين دمورگان:                    (((( ))))
(((( ))))





′′′′′′′′====′′′′

′′′′′′′′====′′′′

BABA

BABA

UI

IU 

Aو  B-Aو  A-Bهاي  مجموعه )2 B∩ باشند.  دو به دو جدا از هم مي 

)دو مجموعه جدا از هم باشند  Bو  A) اگر 3 )A B∩ = φ گاه: آن 

 




=−

=−

BAB

ABA
 

 ) عمل تفاضل بر روي اجتماع و اشتراك فقط از راست شركت پذير است: 4

             
(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( )))) (((( ))))

A B C A C B C

A B C A C B C

A B C A C B C

 − = − −− = − −− = − −− = − −


− = − −− = − −− = − −− = − −


− − = − − −− − = − − −− − = − − −− − = − − −

U U

I I 

A B 

A-B 

M 

A A′′′′ 

M
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 كند:  ) عمل تفاضل بر روي اجتماع و اشتراك از سمت چپ عمل را عكس مي5

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

A B C A B A C

A B C A B A C

 − ∪ = − ∩ −


− ∩ = − ∪ −
 

 ر است و اجتماع بر تفاضل در حالت كلي توزيع پذير نيست.) فقط عمل اشتراك بر تفاضل توزيع پذي6







−=−

−=−

)CA()BA()CB(A

)CA()BA()CB(A

?

UUU

III
 

A) داريم: 7 B A B⊆ ⇔ − = φ 
A) اگر 8 B⊆  باشد، آن گاهB A′ ′⊆  

BAاگر  :حالت خاص Aآن گاه ==== B′ ′= 

DBCA داريم:) 9
DC

BA
−=−⇒





=

= 

X) اگر 10 A⊆  وX A′⊆ آن گاه:φφφφ====X اگر وA X⊆  وA X′ Xآن گاه  ⊇ M= .است 
AAحالت خاص: اگر  UAآن گاه  ′′′′⊇⊇⊇⊇ AAو اگر  ====  φφφφ====A:آن گاه ⊇⊇⊇⊇′′′′

φφφφ====BA) اگر 11 I گاه آن: AB,BA UBA اگر .⊇⊇⊇⊇′′′′⊇⊇⊇⊇′′′′ ====U گاه آن: AB,BA ⊆⊆⊆⊆′′′′⊆⊆⊆⊆′′′′. 
UBA اگر :حالت خاص ====U  وφφφφ====BA I گاه آن:AB BAو  ====′′′′ ′′′′====. 

)CB(AC)BA() تساوي 12  )φφφφ====CAI(شرط برقراري آن است كه باشد.  لزوماً برقرار نمي−−−−−−−−====−−−−−−−−
ABBA) در حالت كلي 13 ABBAا اگرام ،−−−−≠≠≠≠−−−− BAآن گاه:  −−−−====−−−− ==== 
  :زير را حتي الامكان ساده كنيد تامثال: حاصل عبار ����

( ) ( )( )A B C B C A′ ′U U I I Uالف) 

(((( )))) (((( )))) [[[[ ]]]]A (B C) A (B C) A (B C) (B C) A A′ ′′ ′′ ′′ ′= = ∅ == = ∅ == = ∅ == = ∅ =U I I U I U I I I U 

 ( ) ( )A B C A C
′ ′ ′

  
U I U Uب) 

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
 جذب

X A C
A B C (A C ) X X B X A C

′ ′′ ′′ ′′ ′====′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′→ = =→ = =→ = =→ = =I
I I U I U I I 
( ) ( ) ( ) ( )BABABABA ′′′′ IUIUIUIج) 

(((( )))) (((( ))))(A A ) B (A A ) B (U B) (U B ) B B U′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′= = == = == = == = =U I U U I I U I U 
( ) ( ) ( ) ( )BABABABA ′′′′ UIUIUIUد) 

(((( )))) (((( ))))(A A ) B (A A ) B ( B) ( B ) B B′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′= ∅ ∅ = = ∅= ∅ ∅ = = ∅= ∅ ∅ = = ∅= ∅ ∅ = = ∅I U I I U U I U I 
( ) ( )[ ] ( )( )[ ]BAABABA −′ UIUIIه) 

 جذب

A B (B A ) (A) (A B) A A B

    
    ′′′′ = == == == =    
    
    

I I U I I I I
1442443

 

B)ي  متمم مجموعهمثال:  ���� A) A′′′′− −− −− −−  ي جهاني كدام است؟ ، نسبت به مجموعه−

 1 (A BU 2 (A BI 3 (A 4 (B 
 پاسخ است.  1گزينه حل:  ����

(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))X B A A B A A B A A A B X A B′′′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′= − − = − = − = ⇒ == − − = − = − = ⇒ == − − = − = − = ⇒ == − − = − = − = ⇒ =I U U U 
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Cي  متمم مجموعهمثال:  ���� A B′ ′′ ′′ ′′ ′U U؟نيستبرابر   ي جهاني، با كدام مجموعه ، نسبت به مجموعه 

 1 ((A B) (A C)−−−−I I 2 ((A C) (B C)− −− −− −− −U  3 (A (B C)−−−−I 4 ((A B) C−−−−I 

 پاسخ است. 2گزينه حل:  ����

 رسيم: كه برابر با آن هستند، مي هايي ها به گزينه نويسيم، سپس با اعمال قوانين جبر مجموعه  تر مي ي داده شده را كمي ساده متمم مجموعه 

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]C A B C (A B) C (A B) A B C′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′= = == = == = == = =U U U I I I I I 
Aي داده شده است. ) برابر با مجموعه4ي ( گزينه B C (A B) C′′′′ = − ⇒= − ⇒= − ⇒= − ⇒I I I 

Aي داده شده است.  ) برابر با مجموعه3ي ( گزينه B C A (B C ) A (B C)′ ′′ ′′ ′′ ′= = − ⇒= = − ⇒= = − ⇒= = − ⇒I I I I I 

A)ي داده شده است.  ) برابر با مجموعه1ي ( گزينه B) (A C)− ⇒− ⇒− ⇒− ⇒I I  ــذيري ــع پ ــيت توزي  خاص

ــل  ــر روي تفاض ــتراك ب  اش
A (B C ) A (B C)′′′′ = −= −= −= −I I I 

 .نيستي داده شده برابر  ) با مجموعه2ي ( ي گزينه جموعهبنابراين م 

 قسمت هاشورخورده در نمودار ون شكل زير كدام است؟ مثال: ����

1(( )CBA I−  2(( )BCA −I  
3(( )CBA −I 4(( ) BCA ′−I 

A)ناحيه هاشورخورده  حل: ���� C) B−−−−I  ياA (C B)−−−−I باشد.مي 

    تفاضل متقارن دو مجموعه:تفاضل متقارن دو مجموعه:تفاضل متقارن دو مجموعه:تفاضل متقارن دو مجموعه:

است ولي به اشتراك دو مجموعه  Bيا متعلق به  Aمجموعه اعضايي است كه متعلق به  Bو  Aتفاضل متقارن دو مجموعه 
  دهيم. به عبارت ديگر: نمايش مي A∆Bتعلق ندارد و آن را با 

                { }A B x | x A x B x A B∆ = ∈ ∨ ∈ ∧ ∉ I 

 :داريم
)BA()BA()AB()BA(BA IUU −=−−=∆ 

 :و خواص نكات

A جابجايي)(                                       )    1 B B A∆ = ∆ 
A (شركت پذيري)                )2 (B C) (A B) C∆ ∆ = ∆ ∆ 
 .و بالعكس B=Cآن گاه  A∆B=A∆Cاگر ) 3
A ذيري اشتراك روي تفاضل متقارن)(توزيع پ) 4 (B C) (A B) (A C)∆ = ∆I I I 
5(                 ( ) ( ) ( )CBCACBA −∆−=−∆ 
  :داريم) 6

                              BABA ′∆′=∆  
( ) BABABA ′∆=∆′=′∆ 

   :داريم) 8

                

φ=⇔=∆

⊆⇔−=∆

=⇔′=∆

φ=⇔=∆

=⇔φ=∆

′=⇔=∆

BABABA

BAABBA

UBABA

BABA

ABBA

ABUBA

IU

 

B

C 

A B 

A B 
M 
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Aت اعبارمثال: حاصل  ���� (B A )′∆Iو( ) ABA )و∆−′ ) ( )ABBA )و−∆− ) ABA )و−∆ ) BBA  برابر كدام است؟−∆

 حل: ����

A (B A ) (A B) (A A ) (A B) A B′ ′′ ′′ ′′ ′∆ = ∆ = ∆φ =∆ = ∆ = ∆φ =∆ = ∆ = ∆φ =∆ = ∆ = ∆φ =I I I I I )1( 
(A B) A

(A B) A (A B) A (A A) (B A) A (A B) A (A B) A B
⊆⊆⊆⊆

′′′′∆ − = ∆ = ∆ = ∆ − = −∆ − = ∆ = ∆ = ∆ − = −∆ − = ∆ = ∆ = ∆ − = −∆ − = ∆ = ∆ = ∆ − = −
I

I I I I I )2( 
(A B) (B A)

(A B) (B A) (A B) (B A) A B
− − = φ− − = φ− − = φ− − = φ

− ∆ − − − = ∆− ∆ − − − = ∆− ∆ − − − = ∆− ∆ − − − = ∆
I

U )3( 
(A B) A

(A B) A A (A B) A B
− ⊆− ⊆− ⊆− ⊆

− ∆ − − =− ∆ − − =− ∆ − − =− ∆ − − = I )4( 
(A B) B

(A B) B A B
− =∅− =∅− =∅− =∅

− ∆ =− ∆ =− ∆ =− ∆ =
I

U )5( 

 :گذاري روش شماره

Aاگر  :قضيه B ,A B∩ = φ A آنگاه = B= = φ  

   :توانيم به ترتيب زير عمل كنيم ها داشته باشيم مي با استفاده از قضيه فوق هر گاه يك تساوي از مجموعه

 نويسيم. هاي جدا از هم مي دو طرف تساوي را بصورت اجتماع مجموعهـ ابتدا هر 1

 كنيم. هاي مساوي را از طرفين حذف مي ـ مجموعه2

 آوريم. رابطه مورد نظر رابدست مي و  دهيم باقيمانده رامساوي تهي قرارمي  هاي ـ مجموعه3

هاي از هم جـدا عـددي    پس به هر يك از مجموعهدهيم و س گذاري ابتدا به هر مجموعه شكلي دلخواه نسبت مي در روش شماره

 كنيم. كنيم و سپس مانند بالا عمل مي هاي موجود را بازنويسي مي دهيم و بوسيله اين اعداد رابطه را نسبت مي

 آنگاه كداميك صحيح است؟ C=A∩∩∩∩(B∪∪∪∪C)∪∪∪∪(A∩∩∩∩B)مثال: اگر  ����

 1 (A C⊆ 

 2 (C A⊆ 

 3 (A C= 

 4( C = φ 

 پاسخ است 2گزينه حل:  ����

2 5 4 6 7
2 5 4 6 7 2 4 5 6 7 4 5

2 4 5

(A B) C
C A

A (B C)

==== 
⇒ = ⇒ = = ∅ ⇒ = ⊆⇒ = ⇒ = = ∅ ⇒ = ⊆⇒ = ⇒ = = ∅ ⇒ = ⊆⇒ = ⇒ = = ∅ ⇒ = ⊆

==== 

I U U U U U
U U U U U U U

I U U U
 

))))مثال: اگر  ���� )))) CBACBA ∆∆∆∆∆∆∆∆====IIكداميك درست است؟ 

 1(CB = 2(CBAA II= 3(BAC U⊆ 4 (φ=A 

 دارد.قسمت مشترك را حذف كرده و مابقي دو مجموعه را نگه مي ،مجموعه 2تفاضل متقارن  حل: ����

          
5

1 4 3 6

1 3 7 5

A B C

(A B)

(A B) C

==== 


∆ = ⇒∆ = ⇒∆ = ⇒∆ = ⇒
∆ ∆ =∆ ∆ =∆ ∆ =∆ ∆ = 

I I

U U U

U U U

 

    5 1 3 7 5 1 3 7= → = = = ∅= → = = = ∅= → = = = ∅= → = = = ∅U U U 
4 2 6 5

4 6 5

A B
C A B

C

==== 
⇒ ⊆⇒ ⊆⇒ ⊆⇒ ⊆

==== 

U U U U
U

U U
 

A B 

C 

1 2 3

4 5
6

7

A B 

C 

1 2 3

4 5
6

7
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���	
 
	�����د ا��� ی 
	�����د ا��� ی 
	�����د ا��� ی     ا�� ���ل و ��م ���لا�� ���ل و ��م ���لا�� ���ل و ��م ���لا�� ���ل و ��م ���ل    ،،،،��د ا��� ی
        ::::مجموعهمجموعهمجموعهمجموعه    يكيكيكيك    عدد اصليعدد اصليعدد اصليعدد اصلي

 دهند.  نمايش مي) A(كاردينال  Aيا  n(A)را عدد اصلي آن مجموعه گويند و با  Aتعداد اعضاي مجموعه متناهي 

        ::::هاهاهاها    ويژگيهاي عدد اصلي مجموعهويژگيهاي عدد اصلي مجموعهويژگيهاي عدد اصلي مجموعهويژگيهاي عدد اصلي مجموعه

 هاي متناهي داريم: درمورد مجموعه

    ::::اصل شمولاصل شمولاصل شمولاصل شمول

CBACBCABACBACBA

BABABA

IIIIIUU

IU

+−−−++=

−+=
 

    است.)است.)است.)است.)    Aبه معناي متمم مجموعه به معناي متمم مجموعه به معناي متمم مجموعه به معناي متمم مجموعه     ′′′′Aهمان همان همان همان     A( ( ( (     ::::اصل عدم شمولاصل عدم شمولاصل عدم شمولاصل عدم شمول

                                                                                                                                                                                                                                                                            ASAUA −=−= 

( )
( ) ( )

( )

A A A A S A A A A

A A A A A A S A A A A A A A A A

A A A

= = − + +

= = − + + + + + −

I U I

I I U U I I I

I I

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

1 2 3

 

            ::::اصل شمول و عدم شمولاصل شمول و عدم شمولاصل شمول و عدم شمولاصل شمول و عدم شمول

                                                                                                                                                            

( )

BABAABBABABABA

CBACABAA)CB(AA)CB(ACBA

CBAA)CB(A

CBABACBACBA

BAABABA

IIU

IIIIUIUII

IIII

IIIIII

II

2−+=−+−=−=∆

+−−=−=−=

−=

−=−=

−=−=

        

)مثال: اگر  ���� )n A B∆ )و  16= )n A B∪ = )كدام است اگر  n(A)آن گاه  20 )n A  و( )n B با هم برابر باشند؟ 

  حل: ����

2 16 4

20 24

A B A B B A A A B B A B A B A B A B

A B A B A B A B

    ∆ = − + − = − + − = + − = =∆ = − + − = − + − = + − = =∆ = − + − = − + − = + − = =∆ = − + − = − + − = + − = =    
→ ⇒→ ⇒→ ⇒→ ⇒    

= + − = + == + − = + == + − = + == + − = + =        

I I I I

U I
 

12A B⇒ = =⇒ = =⇒ = =⇒ = = 
 

57مثال: اگر ���� == )A(n,)B(n   وA B {x | x Z, x }= ∈ <2 20U  عدد اصلي مجموعهBA I ؟است كدام برابر 

  حل: ����

4 3 2 1 0 1 2 3 4A B { , , , , , , , , }= − − − −= − − − −= − − − −= − − − −U 

5 7 9A , B , A B= = == = == = == = =U 

5 7 9 3A B A B A B A B A B→ = + − = + − = → =→ = + − = + − = → =→ = + − = + − = → =→ = + − = + − = → =U I I I 
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در صـورتيكه   .كننـد  نفر شيمي تدريس مي 7يزيك و نفر ف 9 ،نفر رياضي 10نفري دبيران يك دبيرستان  20مثال: از يك گروه  ����

در ايـن دبيرسـتان    ،دهنـد  كنند و هيچ كدام از دبيران رياضي درس شيمي نمي نفر از دبيران فيزيك و رياضي تدريس مي 4بدانيم 

 كنند؟ چند نفر فقط فيزيك تدريس مي

  حل: ����

 گيريم مي xرا  كنيم و قسمت مجهولترين مجموعه شروع به پر كردن مياز دروني 

 كنيم. ها را به تفكيك وارد مي و بقيه داده

 5 3x= − == − == − == − 6فقط فيزيك= 4 5 7 20 2( x) x ( x) x+ + − + + − = ⇒ = →+ + − + + − = ⇒ = →+ + − + + − = ⇒ = →+ + − + + − = ⇒ = → 

 

عضو،  19داراي  Bاست اگر A,B,Cهر كسي عضو حداقل يكي از سه گروه  ،دانش اموز 33در مدرسه اي با مثال:  ����

C  داراي ده عضو و تعداد افرادي كه عضوB و C  هستند شش نفر، و ده نفر فقط عضوA  بوده ودو نفر عضو سه گروه

چند دانش آموز هستند كه عضو  ،Bو Aباشند، و هفت نفر عضو گروه  Aو  Cبوده و پنج دانش آموز عضو دو گروه 

 نيستند؟ Aهستند، ولي عضو گروه  Cيا  Bگروه 

  حل: ����

1 4 8 13(B C) A− = + + =− = + + =− = + + =− = + + =U 
 

 

نفر به تيم  A، 31نفربه تيم  28معلوم شده است كه  ،نفري 78ي از دانش آموزان يك كلاس خواهمثال: در يك نظر ����

B،37  نفر به تيمC ،11  نفر به هر دو تيمA,B، 13  نفر به هردو تيمC,B  نفر به هر دوتيم  12وC,A  علاقمندند. اگر

 قمندند؟ نفر به هيچ تيمي علاقه نداشته باشند، چند نفر دقيقا به دوتيم علا 12

  حل: ����

5 11 12 7 13 12 66 6x x+ + + + + + = ⇒ =+ + + + + + = ⇒ =+ + + + + + = ⇒ =+ + + + + + = ⇒ = 
 11 13 12 18( x) ( x) ( x)= − + − + − == − + − + − == − + − + − == − + − + −  افرادي كه دقيقاً به دو تيم علاقمندند.=

 

 

 نيستند، كدام است؟ 5هستند ولي مضرب  7مثال: تعداد اعداد دو رقمي كه مضرب  ����

  حل: ����

{{{{ A مضارب     {{{{ ==== 

{{{{ B مضارب      5{{{{ ==== 

{{{{ A مضارب     {{{{ B ====I 
99 9 99 9

13 2 11
7 7 35 35

A B A B A A B
                                        ′′′′ = − = − = − − − = − == − = − = − − − = − == − = − = − − − = − == − = − = − − − = − =                                                                                

I I 

 

6 4 5 x−−−−

o o
x

7 x−−−−

ــي  فيزيـــك  رياض

ــيمي  ش

10 5 8

3
2 4

1

A
B

C

7

35

5 x++++ 11 x−−−−

x
13 x−−−−

A B

12 x++++

12 x−−−−

C

7 x++++
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1231000مثال: از بين مجموعه اعداد  ���� و  3پذير بوده ولي بر هيچ يك از اعداد  بخش 2چند عدد وجود دارد كه بر  ,...,,,

 ؟نباشندپذير  بخش 5

  حل: ����

{{{{ A مضارب     {{{{ ==== 

{{{{ B مضارب     {{{{ ==== 

{{{{ C مضارب     {{{{ ==== 
1000 1000 1000 1000

267
2 6 10 30

A B C A A B A C A B C
                                ′ ′′ ′′ ′′ ′ = − − + = − + − == − − + = − + − == − − + = − + − == − − + = − + − =                                                                

I I I I I I 

 اول باشد، وجود دارد؟ 273كه نسبت به  273تر از  چند عدد طبيعي كوچكمثال:  ����

  حل: ����

273 7 13 3= × ×= × ×= × ×= × × 

 A} = 3{مضارب                B} = 13{مضارب                C} = 7{مضارب 

273 273 273 273 273 273 273
273 144

3 13 7 39 21 91 273
A B C

                                                    
= − − − + + + − == − − − + + + − == − − − + + + − == − − − + + + − =                                                    

                                                    
I I 

2

3

5
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��    "!ب د��ر��"!ب د��ر��"!ب د��ر��"!ب د��ر
    ب:ب:ب:ب:مرتمرتمرتمرتزوج زوج زوج زوج 

گوييم يك زوج مرتب داريم. بنابراين زوج مرتب  دهند، اگر در يك زوج ترتيب در نظر گرفته شود مي هردوشيئي تشكيل يك زوج مي
a)را با نماد  ,b)  دهيم.  نمايش ميa  ل ول يا مختص اورا مؤلفه اوb گوييم. را مؤلفه دوم يا مختص دوم زوج مي 

    ::::هاي مرتبهاي مرتبهاي مرتبهاي مرتب    تساوي زوجتساوي زوجتساوي زوجتساوي زوج
هاي دوم آنها با هم برابـر باشـند. بـه     هاي اول زوجها با هم و مؤلفه مساوي هستند اگر و تنها اگر مؤلفه (c,d)و  (a,b)دو زوج مرتب 

 عبارت ديگر: 
( ) ( )a, b c,d a c,b d= ⇒ = = 

    ::::حاصل ضرب دكارتي دو مجموعهحاصل ضرب دكارتي دو مجموعهحاصل ضرب دكارتي دو مجموعهحاصل ضرب دكارتي دو مجموعه
و  Aه زوجهاي مرتبي كه مختص اول آنها متعلق به مجموعه عبارتست از مجموع Bدر مجموعه  A ي هحاصل ضرب دكارتي مجموع

)                                      باشد به عبارت ديگر: مي B مختص دوم آنها متعلق به مجموعه  ){ }A B x, y | x A, y B× = ∈ ∈ 
 جابجايي نيست.  يعني ضرب دكارتي داراي خاصيت A×B ≠B×Aبايد توجه داشت كه در حالت كلي 

A},,{مثال: اگر  ���� B},{و =321 A ،باشد =54 B× وAB×كدامست؟ 

  حل:�
{{{{ }}}}
{{{{ }}}}

1 4 1 5 2 4 2 5 3 4 3 5

4 1 4 2 4 3 5 1 5 2 5 3

A B ( , ) , ( , ) , ( , ) ,( , ) , ( , ) , ( , )

B A ( , ) , ( , ) , ( , ) ,( , ) , ( , ) , ( , )

× =× =× =× =

× =× =× =× =
 

 يم:ردهيم و دا نمايش مي 2Aرا به صورت  A×Aدر خودش يعني   Aتذكر: حاصل ضرب دكارتي مجموعه 

( ){ }A x, y | x, y A= ∈2 
)توان به صورت  مي مختصات دكارتي را ي هلذا صفح ){ }IRy,x|y,xIRIRIR  تعريف كرد. 2=×=∋

    نمودار ضرب دكارتي:نمودار ضرب دكارتي:نمودار ضرب دكارتي:نمودار ضرب دكارتي:
، اعداد حقيقي انتخاب شوند ي هاول و دوم از مجموع ي هاگر مؤلف ،شود مي چون حاصل ضرب دكارتي از زوجهاي مرتب تشكيل

)مختصات دكارتي  ي ههر زوج مرتب ر ا بر روي صفح توان مي )2IRاول آن را ازمحور  ي هنمايش داد. به اين ترتيب كه مؤ لفx  ها
 كنيم.  مي ها انتخاب yدوم آنرا از محور  ي هوموئلف

]مثال: اگر  ���� ]{ }A x | x R, x ,= ∈ ∈ 1 ]و  4 ]{ }B x | x R, x ,= ∈ ∈ 3 A نمودار 5 B× وAB×  وA B−2 را رسم  2
 كنيد.
  حل:�

 
 
 
 

1مثال: اگر  ���� 2A { , 1و ===={ 2B ,====           آنگاه نمودار( ) ( )A B B A× ∪  چگونه است؟ ×

  حل:�

 
 

3 5

1

4
B A××××

41

3

5
A B××××

B A××××

A B××××
2

21

1

5

5

3

3 41

1

4

2 2
A B−−−−
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     و قضايا:و قضايا:و قضايا:و قضايا:    نكاتنكاتنكاتنكات
  يم:) دار1

                           
A B A B

A A

× = φ ⇔ = φ∨ = φ

×φ = φ× = φ φ×φ = φ
  

      نتيجه:

         A B B A A B A B× = × ⇔ = ∨ = φ∨ = φ 
 
,ضرب دكارتي بر روي اعمال ) 2 , ,∆ − ∪  توزيع پذير است. ∩
 
 
 
 
 
 

)               ) داريم:3 ) ( ) ( ) ( )BABABABA ′×′′××′=′× UU 

                                     هي باشند:نا ت D,C,B,A) اگر 4
A B

A C B D
C D

⊆ 
⇔ × ⊆ ×

⊆ 
 

 نتايج: 

Aاگر الف) B⊆  وC  :نا تهي باشد آن گاهA C B C× ⊆ Cو  × A C B× ⊆ × 

DBCA                                      نا تهي باشند: D,C,B,Aاگر ب) 
DC

BA
×=×⇔





=

=
 

A) اگر 5 C B C× = Cو يا  × A C B× =  پذيري) (حذف A = Bگاه:  ناتهي باشد آن Cو  ×
 ) داريم:6

                                              ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B DI I I× × = × 
  :نتيجه

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B B A A B A A B B A BI I I I× × = = × × =2 2 2 
 داريم: )7

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C A D B C B DU U U U U× = × × × × 
 برابر كدام است؟ زيرت امثال: حاصل عبار ����

( ) ( )( ) ( )[ ]CACB(ABA ××−× IIالف) 

(((( ))))A (B (B C)) C A× − = ×∅ = ∅× − = ×∅ = ∅× − = ×∅ = ∅× − = ×∅ = ∅I I==== 
( ) ( )A B C A B C   × ×   U I Uب) 

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
 جذب

(A B) A C (B C) A C= × = ×= × = ×= × = ×= × = ×U I I U 
(A U)′  (ج×′

(((( )))) (((( ))))(A ) U (A U ) (A ) U (A U) (A ) (A ) A U′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= × × × = × ×∅ ×∅ = ×= × × × = × ×∅ ×∅ = ×= × × × = × ×∅ ×∅ = ×= × × × = × ×∅ ×∅ = ×U U U U 

( ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×U U

( ) ( ) ( )A B C A C B C× = × ×U U

( ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×I I

( ) ( ) ( )A B C A C B C× = × ×I I

( ) ( ) ( )A B C A B A C× − = × − ×

( ) ( ) ( )A B C A C B C− × = × − ×

( ) ( ) ( )A B C A B A C× ∆ = × ∆ ×

( ) ( ) ( )A B C A C B C∆ × = × ∆ ×
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)مثال: اگر  ���� )A B C A (C B)× − = × CABAثابت كنيد: باشد آن گاه  − ×=× 
  حل:�

A (B C) A (C B) B C C B B C A B A C× − = × − → − = − → = → × = ×× − = × − → − = − → = → × = ×× − = × − → − = − → = → × = ×× − = × − → − = − → = → × = × 
Aچهار مجموعه نا تهي بوده  D,C,B,Aمثال: اگر  ���� C B D× ⊆ BAهاي  ر مجموعهگاه تعداد زي باشد آن ×  كدام است؟−
  حل: �

A B A B
A C B D

C D

⊆ → − = φ⊆ → − = φ⊆ → − = φ⊆ → − = φ
× ⊆ × →× ⊆ × →× ⊆ × →× ⊆ × → 

⊆⊆⊆⊆
 

 
} مثال: اگر ���� } { }A B B A,B X Y, ,A ,X Y× = × = + = −1 YXباشد  5  كدام است؟+2
  حل:�

5
3 2

1

A B, x y
A B B A A B x , y

x y

≠≠≠≠ ∅∅∅∅ + =+ =+ =+ =
× = × → = → → = =× = × → = → → = =× = × → = → → = =× = × → = → → = =

− =− =− =− =
 

)AB()BA(ي غيرتهي و  دو مجموعه Bو  Aاگر مثال:  ����  برابر كدام است؟ ∆∆∆∆BAگاه  ، آن××××⊃⊃⊃⊃××××

 1 (∅∅∅∅ 2 (A 3 (BAI 4 (BAU 
 پاسخ است.  1گزينه  حل: ����

 (((( )))) (((( ))))
A B

A B B A A B A B A A
B A

⊆⊆⊆⊆
× ⊆ × ⇒ ⇒ = ⇒ ∆ = ∆ = ∅× ⊆ × ⇒ ⇒ = ⇒ ∆ = ∆ = ∅× ⊆ × ⇒ ⇒ = ⇒ ∆ = ∆ = ∅× ⊆ × ⇒ ⇒ = ⇒ ∆ = ∆ = ∅

⊆⊆⊆⊆
 

A ي غيرتهي باشند، از كدام تساوي الزاماً سه مجموعه Cو  Bو  Aاگر مثال:  ���� B==== شود؟ نتيجه مي 

 1 (A C B C× = ×× = ×× = ×× = × 2 (A C B C====I I 3(CBCA UU ==== 4 (A (B C) (A C) B× − = − ×× − = − ×× − = − ×× − = − × 

 پاسخ است.  1گزينه  حل: ����

 
 ممكــن اســت

A C B C A B= → ≠= → ≠= → ≠= → ≠I I             C
A C B C A B

≠∅≠∅≠∅≠∅× = × → =× = × → =× = × → =× = × → = 

 

 

A (B C) (A C) B× − = − × ⇒× − = − × ⇒× − = − × ⇒× − = − ×  ممكــن اســت                                 ⇒
A C B C A B= → ≠= → ≠= → ≠= → ≠U U 

                    (A B) (A C) (A B) (C B)× − × = × − ×× − × = × − ×× − × = × − ×× − × = × −  باشد.) Cي غيرتهي  زير مجموعه Aتهي باشد و  B(مثلاً  ×

Aاگر   B A C− = −− = −− = −− = Bلزوماً  − C==== ًنيست. پس لزوما BCCA  نيست. ××××====××××
 

 مجموعه:مجموعه:مجموعه:مجموعه:    2222هاي عدد اصلي ضرب دكارتي هاي عدد اصلي ضرب دكارتي هاي عدد اصلي ضرب دكارتي هاي عدد اصلي ضرب دكارتي     ويژگيويژگيويژگيويژگي
داراي  B×Aو  A×Bهـاي   عضو باشد در اينصورت هر كدام از مجموعـه  nداراي   B عضو و مجموعه  mداراي  Aهر گاه مجموعه 

m×n باشند. عضو مي 

                                  mn)AB(n)BA(n =×=× 

02ي تهي  هاي مجموعه تعداد زيرمجموعه  است. ====1

⊆⊆⊆⊆

⊆⊆⊆⊆

A

B

C

CA

B

A

B C
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    نكات:نكات:نكات:نكات:

[ ]2)BA(n))AB()BA((n II  (الف ××=

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )n A B B A n A .n B n A B × × = −  
22U I ب) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )n A B n A B B A n A n B n A B × − × × = −  
2

I I=×−× ))AB()BA((n ج) 
  :نتيجه

( ) ( )( ) ( )n B A n B n A B − = −  
222 2 I  

رتي زير مجموعه دو عضوي باشد. حاصل ضرب دكـا  10داراي  B ي هزير مجموعه و مجموع 64داراي Aمثال: اگر مجموعه  ����
A  درB داراي چند عضو خواهد بود؟ 
  حل:�

2 64 6 6

6 5 301
10 10 5 5

2 2

n
n A

A B A Bn n(n )
n B

= → = ⇒ == → = ⇒ == → = ⇒ == → = ⇒ =

⇒ × = = × =⇒ × = = × =⇒ × = = × =⇒ × = = × =     −−−−

= → = → = ⇒ == → = → = ⇒ == → = → = ⇒ == → = → = ⇒ =     
     

 

)باشد، تعداد عضوهاي B}= 3و  4و  5و { A}= 1و  2و  3و  4مثال: اگر { ���� ) ( )ABBA ×× U   كدام است؟ 
 حل:�

2 22 2 3 4 2 20(A B) (B A) A B A B× × = − = × × − =× × = − = × × − =× × = − = × × − =× × = − = × × − =U I  

}مثال: اگر  ���� }A K | K Z, K= + ∈ − ≤ ≤2 1 }و  2 }B K | K N,K= − ∈ ≤21 Bآنگاه  9 A−2 چنـد زيـر مجموعـه     2

 دارد؟ 
  حل: �

{{{{ }}}} {{{{ }}}}
2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 1 2 3 4

3 2 5

B , , A , , ,

B A B B A B (B A) B B A

= == == == =

− = − = − = − = − =− = − = − = − = − =− = − = − = − = − =− = − = − = − = − =I I I
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    را%$#:را%$#:را%$#:را%$#:
Aاي از  داده شده باشند، هر زير مجموعه Bو  Aهرگاه دو مجموعه  B×  به نام يك رابطه ازA  درB شود خوانده مي. 

Rعني باشد، ي Aدر  Aرابطه از  Rدر صورتيكه  A A⊆  تعريف شده است. Aدر  Rگوييم رابطه  در اين صورت مي ×
)باشد و داشته باشيم  Bدر  Aيك رابطه از  Rدر صورتي كه  )a,b R∈ نويسيم:  در اين صورت ميaRb  گـوييم   و مـيa   بـاb   بـه

) تفاوت دارد. در صورتي كه bRaبا  aRbمربوطند. واضح است كه  Rوسيله رابطه  )a,b R∉ نويسيم:  ميaRb/ 
b,a{B,{A},,{مثال: اگر  ����   را بنويسيد. Bدر  Aعضوي از  پنج اي رابطه ==321
 حل:�

{{{{ }}}}1 2 3 1 2 3A B ( ,a) ,( ,a) , ( ,a) ,( ,b) , ( ,b) , ( ,b)× =× =× =× = 
  عضوي عبارتند از: هاي تك رابطه

{{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}}
{{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}}

1 2 3

4 5 6

1 2 3

1 2 3

R ( ,a) R ( ,a) R ( ,a)

R ( ,b) R ( ,b) R ( ,b)

= = == = == = == = =

= = == = == = == = =
 

A},,,,{روي  Rمثال: رابطه  ���� 32123 62:به صورت زير تعريف شده اسـت =−− =+⇔∈∀ baaRb:Ab,a   اعضـاي

 را تعيين كنيد. R ي هرابط

 عضو است: 4داراي اين   Rحل:�

 

2

2

2

2

2 2 6 2 2

2 2 6 2 2

3 3 6 3 3

3 3 6 3 3

( ) ( , ) R

( ) ( , ) R

( ) ( , ) R

( ) ( , ) R

− + = → −− + = → −− + = → −− + = → − ∈∈∈∈

+ + = → ∈+ + = → ∈+ + = → ∈+ + = → ∈

− − = → − − ∈− − = → − − ∈− − = → − − ∈− − = → − − ∈

+ − = → − ∈+ − = → − ∈+ − = → − ∈+ − = → − ∈

 

1ي  اي روي مجموعه رابطه Rاگر  مثال: ���� 2 3 4 5 6A { , , , , , 3صورت  به ===={ 4aRb | b a |⇔ − <⇔ − <⇔ − <⇔ −  Rي  تعريف شده باشد، رابطه >

 چند عضو دارد؟

  حل: �

 3 4aRb | b a |⇒ − <⇒ − <⇒ − <⇒ − < 
3 3 3 6 4 3 6

2 3 2 6 4 3 2 3 4

b :| | ( , ) R

b :| | .... | |

= × − < → ∈= × − < → ∈= × − < → ∈= × − < → ∈

= × − < × − < →= × − < × − < →= × − < × − < →= × − < × − < →
 

2 6 2 5

2 4 2 3

( , ) R ( , ) R

( , ) R ( , ) R

∈ ∈∈ ∈∈ ∈∈ ∈

∈ ∈∈ ∈∈ ∈∈ ∈
 

1 6( , ) R∈∈∈∈                                     1 3 1 6 4b :| |= × − <= × − <= × − <= × − <  

1 5( , ) R∈∈∈∈   3 1 5 4| |× − <× − <× − <× − < 

1 4( , ) R∈∈∈∈   3 1 4 4| |× − <× − <× − <× − < 
1 3

1 2

1 1

( , ) R

( , ) R

( , ) R

∈∈∈∈

∈∈∈∈

∈∈∈∈

   
3 1 3 4

3 1 2 4

3 1 1 4

| |

| |

| |

× − <× − <× − <× − <

× − <× − <× − <× − <

× − <× − <× − <× − <

 

        رابطه هماني:رابطه هماني:رابطه هماني:رابطه هماني:

)را هماني گوييم هر گاه:  IAمفروض است، رابطه  Aمجموعه نا تهي  ){ }AI x, x x A= عضـو   nداراي  Aلذا اگر مجموعـه   ∋
 عضو دارد.  nنيز  IAباشد رابطه 
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        ::::هاهاهاها    اجتماع، اشتراك، تفاضل و متمم در رابطهاجتماع، اشتراك، تفاضل و متمم در رابطهاجتماع، اشتراك، تفاضل و متمم در رابطهاجتماع، اشتراك، تفاضل و متمم در رابطه

 شود:  اجتماع و اشتراك و تفاضل دو رابطه به اين ترتيب تعريف مي

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

R R x, y x, y R x, y R

R R x, y x, y R x, y R

R R x, y x, y R x, y R

= ∈ ∨ ∈

= ∈ ∧ ∈

− = ∈ ∧ ∉

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

U

I 

}}}}   شود:   تعريف مي يك رابطه به اين ترتيب متمم }}}}R)y,x(|)y,x(RR ∉∉∉∉====′′′′==== 

    رابطه وارون (معكوس): رابطه وارون (معكوس): رابطه وارون (معكوس): رابطه وارون (معكوس): 

 كنيم:  نمايش داده و مطابق زير تعريف مي R−1باشد با  مي Bدر  Aاي از  را  كه رابطه Rوارون رابطه 

( ) ( ){ }R y, x x, y R− = ∈1 
كنـيم. واضـح    جاي مختص اول و دوم را عوض Rكافي است در هر كدام از زوجهاي مرتب  Rتر براي نوشتن وارون  به عبارت ساده

RR)د(بر است كه:
RD =−1)د(بر  (دامنه)1−=

RR RD  (دامنه) 

yx|)y,x{(R{مثال: رابطه  ���� 622 باشـد، مجمـوع    اي از مجموعه اعداد طبيعي به مجموعه اعداد صحيح مـي  رابطه =+>

 كدام است؟ R−1هاي اول  مولفه

  حل:� 

R :N Z→→→→ 
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 6 1 2 6
1 1 1 2 1 2 1 1

1 2 6 1 1 6

( )
R {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}

( )

+ < + − <+ < + − <+ < + − <+ < + − <
→ = − −→ = − −→ = − −→ = − −

+ < + − <+ < + − <+ < + − <+ < + − <
 

1است.   Rهاي دوم  همان مؤلفه −−−−1Rهاي اول  مؤلفه 2 2 1 0+ − − = ←+ − − = ←+ − − = ←+ − − = ← 

    ها: ها: ها: ها:     دار رابطهدار رابطهدار رابطهدار رابطهنمونمونمونمو

Rكـه   Rتوان از صفحات مختصات بهره گرفت. براي رسم نمودار رابطـه   براي رسم نمودار يك رابطه مي A B⊆ در صـفحات    ×
 گيريم.  نظر ميرا در  Bو روي محور عمودي عضوهاي مجموعه  Aمختصات روي محور افقي عضوهاي مجموعه 

 كنيم.  سپس زوجهاي مرتب موجود در رابطه را در صفحه مختصات معين مي

)مثال: نمودار رابطه:  ���� ){ }R x, y x y , y x= + ≤ ≥2 2 تعريف شده اسـت،   Rكه روي  1

 كدام است؟ 

  حل:�
 
 

) مثال: رابطه ���� ){ }R x, y x, y Z, x y= ∈ + ≤2 2  داراي چند عضو است؟  5

  حل:�

  نقطه قرار دارد. 2محور  رنقطه و روي ه 3در هر ربع دايره 

21====3 4 4 2 1× + × +× + × +× + × +× + × + 
 
 مبدأ 

5 

5 5−−−− 

5−−−−
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ــر   ���� ــال: اگ )مث ){ }S x.y y x , x y= − ≤ + ≥2 2 )و  3 ){ }A x, y x= ≤ ــه  4 ــر مجموع ــايي از زي ــند و  2R ه باش

B A S= I فاصله دورترين نقطه ناحيه ،B  تا مبداء مختصات كدام است؟ 

  حل:�

M   دورترين نقطه صفحه از مبدأ است. چون هم طول و هم عرضش مـاكزيمم
 .است

2 24 3 5OM = + == + == + == + = 
 
 

)مثال: اگر  ����  ){ }S x, y | y x | ,| x |= − ≤ ≤2 از  Sفاصله دورتـرين نقطـه مجموعـه نقـاط       باشد، 2Rاي از زير مجموعه 2

 مبداء مختصات كدام است؟ 

  حل:�

2 22 4 20 2 5OM = + = == + = == + = == + = = 
M .دورترين نقطه صفحه است. چون هم طول و هم عرضش ماكزيمم است 

 
 

    ها: ها: ها: ها:     اص رابطهاص رابطهاص رابطهاص رابطهخوخوخوخو

        ::::) خاصيت انعكاسي (بازتابي)) خاصيت انعكاسي (بازتابي)) خاصيت انعكاسي (بازتابي)) خاصيت انعكاسي (بازتابي)1111

گوييم رابطـه   با خودش مربوط شود، مي Rبه وسيله رابطه  Aتعريف شده باشد، به طوري كه هر عضو  Aدر مجموعه  Rهرگاه رابطه 
R  در مجموعهA باشد. به عبارت ديگر براي اينكه رابطه  داراي خاصيت بازتابي يا انعكاسي ميR  كه درA شده اسـت داراي   تعريف

 خاصيت بازتابي باشد: 
(((( ))))a A : a,a R

a A : aRa

∀ ∈ ∈∀ ∈ ∈∀ ∈ ∈∀ ∈ ∈

∀ ∈∀ ∈∀ ∈∀ ∈
 

} ي هكدام يك از روابط زير روي مجموعمثال:  ���� }4321  داراي خاصيت بازتابي است؟,,,

}}}}ها را دارد.  (x,x)بازتابي هست چون تمام             }}}}1 1 1 2 2 3 3 1 4 4 1 4 4R ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )= →= →= →= → 
3چون زوج  3( , }}}}را ندارد، بازتابي نيست.  ( }}}}2 1 1 2 2 1 2 2 1 3 4 4 3 4 4R ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )= →= →= →= → 

 داراي خاصيت بازتابي اند؟ ،شوند مي يي كه تعريفها كدام يك از روابط زير روي مجموعهمثال:  ����

yxxRy:IRy,x  (الف∀∋⇔≥
xRxبازتابي است. x x→ ≤ →→ ≤ →→ ≤ →→ ≤ → 

dddRd  (ب′⇔⊥′
dRdپس بازتابي نيست. d d→ ⊥ →→ ⊥ →→ ⊥ →→ ⊥ → 

BAARB  (ج⇔⊇
ARAي است.بازتاب A A→ ⊆ →→ ⊆ →→ ⊆ →→ ⊆ → 

0>+⇔ baaRbد) 
0aپس همواره برقرار نيست فقط براي  2برقرار است. <<<< 0 0aRa a a→ > → > →→ > → > →→ > → > →→ > → > → 

 

2x ====

 

2x = −= −= −= −

 

M 
2y x= += += += +

2y x= −= −= −= −

2 2y x− =− =− =− =
M 

4x ====

 

3x y+ =+ =+ =+ = 



 

 

29 

ztxy)t,z(R)y,x(:IRt,z,y,x  ـ(ه∀∋⇔=

x)بازتابي است. ,y)R (x ,y) xy xy→ = →→ = →→ = →→ = → 

t

y

z

x
)t,z(R)y,x(:IRt,z,y,x  (و∀∋⇔=

0xاين رابطه براي  0yو  ==== xبرقرار نيست. ==== y
(x ,y)R (x ,y)

x y
→ = →→ = →→ = →→ = → 

    ) خاصيت تقارني:) خاصيت تقارني:) خاصيت تقارني:) خاصيت تقارني:2222

داشـته   Aمتعلق بـه   bو  aداراي خاصيت تقارني است، هرگاه به ازاء هر  Rتعريف شده باشد، گوييم  Aدر مجموعه  Rهرگاه رابطه  

 باشيم:  

                                      aRb bRa⇒  يا( ) ( )a,b A : a,b R b,a R∀ ∈ ∈ ⇒ ∈ 

 (b,a)موجـود باشـد ولـي زوج مرتـب      R، متعلق بـه  (a,b)تقارني نيست، هرگاه زوج مرتبي مانند  Aروي مجموعه  Rرابطه  نتيجه:

 نباشد.  Rمتعلق به رابطه 

} ي هكدام يك از روابط زير روي مجموعمثال:  ���� }4321  داراي خاصيت تقارني است؟,,,

}}}} →تقارني دارد  }}}}1 1 1 2 2 3 3 1 4 4 1 4 4R ( , ), ( , ),( , ), ( , ), ( , ),( , )==== 

3چون  1( , }}}} →تقارني ندارد ندارد،  ( }}}}2 1 1 2 2 1 2 2 1 3 4 4 3 4 4 1 3R ( , ), ( , ),( , ), ( , ), ( , ),( , ), ( , ), ( , )==== 

 اند؟ داراي خاصيت تقارني ،شوند مي يي كه تعريفها كدام يك از روابط زير روي مجموعهمثال:  ����

yxxRy:IRy,x  (الف∀∋⇔≥

xRyتقارني ندارد. x y y x yRx→ ≤ → ≤ → →→ ≤ → ≤ → →→ ≤ → ≤ → →→ ≤ → ≤ → → 

d||ddRd  (ب′⇔′

Rddd||dd||dddRتقارني دارد. ′′′′→→→→′′′′→→→→′′′′→→→→′′′′  

BAARB  (ج⇔⊇

ARBتقارني ندارد. A B B A BRA→ ⊆ → ⊆ → →→ ⊆ → ⊆ → →→ ⊆ → ⊆ → →→ ⊆ → ⊆ → → 
 

 

 باشد. پس تقارني ندارد. xخواهر  yباشد، ممكن است  yبرادر  xاگر 

ztxy)t,z(R)y,x(:IRt,z,y,x  (ه∀∋⇔=

(x ,y)R (z , t) xy zt zt xy (z , t)R (x , y)→ = → = →→ = → = →→ = → = →→ = → = → 
tyzx)t,z(R)y,x(:IRt,z,y,x  (ز∀∋⇔+=+

(x ,y)R (z , t) x z y t z x t y (z , t)R (x ,y)→ + = + → + = + →→ + = + → + = + →→ + = + → + = + →→ + = + → + = + → 
xRyروي مجموعه اعداد حقيقي به صورت:  Rرابطه  مثال: ���� ax by c⇔ +  ؟است صورت متقارنچه تعريف شده است، در  =

cbxayyRx

cbyaxxRy

====++++→→→→

====++++→→→→
 

xRهيم هــم اگــر بخــوا  y  هــمyR x    برقــرار باشــد بايــدax by ay bx c+ = + =+ = + =+ = + =+ = + a(xباشــد پــس:  = y) b(x y)− = −− = −− = −− = لــذا  −

0(a b)(x y)− − =− − =− − =− − aربط داشته باشد پس  yو  xحال اگر بخواهد اين رابطه همواره برقرار باشد نبايد به  = b====   .است 

    

  xبرادر y است⇔aRbد) 
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  ) خاصيت تراگذري يا تعدي يا ترايايي:) خاصيت تراگذري يا تعدي يا ترايايي:) خاصيت تراگذري يا تعدي يا ترايايي:) خاصيت تراگذري يا تعدي يا ترايايي:3333
aRbداشته باشـيم:   Aمتعلق به  cو  bو  aباشد، به طوري كه براي هر  Aاي در  رابطه Rهرگاه  bRc aRc∧ در ايـن صـورت    ⇒

aRbداراي خاصيت تراگذاري است.  Rرابطه  bRc aRc∧ )يا  ⇒ ) ( ) ( )a,b,c A : a, b R b,c R a,c R∀ ∈ ∈ ∧ ∈ ⇒ ∈ 

، موجود باشند ولي Rمتعلق به  (b,c)و  (a,b)ه حداقل دو زوج مرتب مانند تراگذاري نيست، هرگا Aروي مجموعه  Rرابطه  نتيجه:

)وجود نداشته باشد.  Rدر رابطه  (a,c)زوج مرتب  )a, b,c A∈ 
)همچنين اگر ) Rb,a  خاصيت تراگذري تحت تأثير اين زوج قرار نمي گيرد. ،لفه اول هيچ زوجي نباشدمؤ bولي ∋

} ي هكدام يك از روابط زير روي مجموعمثال:  ���� }4321  صيت تراگذري است؟داراي خا,,,

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ){ }
( ){ }),(,,R

,R

,),,(),,(),,(),,(),,(,,,,R

),(,,,,,,,,R

3121
21

3144344312212211
4414413322

4

3

2

1

=

=

=

=

 

 اند؟ شوند، داراي خاصيت تراگذري هايي كه تعريف مي يك از روابط زير روي مجموعه كداممثال:  ����

yxxRy:IRy,x  (الف∀∋⇔≥
xRy x y

x z xRz
yR z y z

→ ≤→ ≤→ ≤→ ≤ 
→ ≤ →→ ≤ →→ ≤ →→ ≤ →

→ ≤→ ≤→ ≤→ ≤ 
 

BAARB  (ب⇔⊇
ARB A B

A C ARC
BRC B C

→ ⊆→ ⊆→ ⊆→ ⊆ 
→ ⊆ →→ ⊆ →→ ⊆ →→ ⊆ →

→ ⊆→ ⊆→ ⊆→ ⊆ 
 

  aبرادر b است⇔aRbج) 

a  برادرc .است 
bbbb aaaa   بــرادر  است 

cccc bbbb   بــرادر  است 

aRb

bRc

→→→→  →→→→
→→→→ 

 

ztxy)t,z(R)y,x(:IRt,z,y,x  (د∀∋⇔=
(x,y)R(z, t) xy zt

xy wv (x, y)R(w, v)
(z, t)R(w, v) zt wv

→ =→ =→ =→ = 
→ = →→ = →→ = →→ = →

→ =→ =→ =→ = 
 

tyzx)t,z(R)y,x(:IRt,z,y,x  (ه∀∋⇔+=+

2 2
(x,y)R(z, t) x z y t

x z w y t v
(z, t)R(w, v) z w t v

→ + = +→ + = +→ + = +→ + = + 
→ + + = + +→ + + = + +→ + + = + +→ + + = + +

→ + = +→ + = +→ + = +→ + = + 
 

xتوان نتيجه گرفت:  نمي w y v+ = ++ = ++ = ++ =  پس تراگذاري ندارد. +

( )tyzx)t,z(R)y,x(:IRt,z,y,x −=−⇔∈∀  (ز5

5تراگذاري دارد
5

5

(x,y)R(z, t) x z (y t)
x w (y v) (x,y)R(w, v)

(z, t)R(w, v) z w (t v)

→ − = −→ − = −→ − = −→ − = − 
⇒ − = − → →⇒ − = − → →⇒ − = − → →⇒ − = − → →

→ − = −→ − = −→ − = −→ − = − 
 

 تقارني است، هرگاه: دداراي خاصيت پاباشد، اين رابطه  Aيك رابطه روي مجموعه  Rهرگاه  ::::تقارنيتقارنيتقارنيتقارنيدددد) خاصيت ضد تقارني يا پا) خاصيت ضد تقارني يا پا) خاصيت ضد تقارني يا پا) خاصيت ضد تقارني يا پا4444

aRb bRa a b∧ ⇒ ) يا = ) ( )a,b A : a,b R b,a R a b∀ ∈ ∈ ∧ ∈ ⇒ = 

روي  Rرابطه  ،هست Rهم متعلق به  (b,a)موجود باشد در حاليكه زوج مرتب  Rمتعلق به  (a,b)زوج مرتبي مانند  اگر نتيجه:نتيجه:نتيجه:نتيجه:
 .تقارن نيستدمپا Aمجموعه 

 ،ارني نباشد  يا تقارني نباشد ولي پادتقارني باشدتواند هم تقارني و هم پادتقارني باشد يا تقارني باشد ولي پادتق مي يك رابطه تذكر:

 يا تقارني نباشد و پادتقارني هم نباشد.

4چون  1 1 4( , ) , ( , 1دارد.  ( 1( ,  هم بايد باشد. (

1چون  3( , 3و  ( 4( , 1هست،  ( 4( ,  شد.هم بايد با (

 تراگذاري دارد

    تراگذاري دارد
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} ي هكدام يك از روابط زير روي مجموعمثال:  ���� }4321  داراي خاصيت پاد تقارني است؟,,,

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ){ }
( ){ }),(,,R

,R

,),,(),,(),,(),,(,,,,R

),(),,(,,,,R

3121
21

31443443212211
44332211

4

3

2

1

=

=

=

=

 
        ::::هاهاهاها    نكات مربوط به خواص رابطهنكات مربوط به خواص رابطهنكات مربوط به خواص رابطهنكات مربوط به خواص رابطه

باشد. ولي رابطـه تهـي    تقارني و تراگذاري ميدرني و پاولي تقا نيست داراي خاصيت بازتابي Aروي مجموعه غير تهي  رابطه تهي) 1

 باشد.   داراي همه خواص رابطه مي Aروي مجموعه تهي 

2R هايي كه به صورت ) تمام رابطه2 B====  روي مجموعهB     .تعريف شود، همواره خواص بازتابي، تقـارني، و تراگـذاري را داراسـت
 )  باشد. مي د پادمتقارن نيزباش يا تك عضوي تهي B(اگر 

 باشد.  تعريف شده باشد، داراي خاصيت تراگذاري و پادتقارني مي A) هر رابطه تك عضوي كه روي مجموعه 3
تعريف شده باشد و ارتباطي بين زوجهاي مرتب آن برقرار نباشد، (هيچ مولفه دومي به عنوان مولفـه   Aروي مجموعه  R) اگر رابطه 4

 باشد.   تقارني و تراگذاري ميديگر به كار نرفته باشد.)، داراي خواص پااول يك زوج مرتب د
 را داراست.   (a,a)اي كه هم متقارن و هم پادمتقارن باشد يا تهي است يا عناصري به فرم  ) هر رابطه5

 اي داراي خواص تقارني و پادتقارني باشد، لزوماً تراگذاري هم خواهد بود.   اگر رابطه نتيجه:

 باشد.   اي پادمتقارن است، اما در مورد بقيه خواص اين مطلب لزوماً برقرار نمي ر مجموعه يك رابطه پادمتقارن، خود رابطه) هر زي6
 باشند، داريم:  Aدو رابطه روي مجموعه  2R و 1R ) اگر7

2121هر دو خاصيت بازتابي داشته باشند، در اين صورت  2R و 1R) اگر الف RR,RR IU   21انـد، امـا    نيز بازتـابي RR داراي −−−−
 خاصيت بازتابي نيست. 

212121باشند، در اين صورت   هر دو خاصيت تقارني داشته 2R و 1R) اگر ب RR,RR,RR IU−−−−   نيز داراي خاصـيت تقـارني
 باشند.   مي

21هر دو خاصيت تراگذاري داشته باشند، در اين صورت  2R و 1R) اگر ج RR I     باشـند، امـا    نيـز داراي خاصـيت تراگـذاري مـي
1ي ندارد كه لزوم 2 1 2R R ,R R−−−− U   .تراگذاري باشند 

2121هر دو خاصـيت پادتقـارني داشـته باشـند، در ايـن صـورت         2R و 1R) اگر د RR,RR I−−−−  تقـارني  دنيـز داراي خاصـيت پا
1باشند، اما لزومي ندارد كه  مي 2R RUد.پادمتقارن باش 

 

}}}}در مجموعه : مثال ���� }}}}54321 ,,,,A  چنان بنويسيد: حداقل اعضارا با Rرابطه  ====

 الف) كه فقط خاصيت بازتابي داشته باشد. 

{{{{ }}}}1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2 2 3 2 1R ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )==== 
 باشد.كننده همزمان سه خاصيت تقارني، پادتقارني و تراگذري مي اين جزء تخريب 

 ني داشته باشد:ب) كه فقط خاصيت تقار 

{{{{ }}}}1 2 2 1R ( , ) , ( , )==== 
 ج) كه فقط خاصيت تعدي داشته باشد: 

{{{{ }}}}1 2 2 1 1 1 2 2 3 4R ( , ) , ( , ) ,( , ) , ( , ) ,( , )==== 

 پاد تقارني دارد  

4 3 3 4( , ),( ,  با هم هست پادتقارني ندارد. (
 

 پادتقارني دارد.                

 پادتقارني دارد.               
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 د) كه فقط خاصيت پادتقارني داشته باشد: 

{{{{ }}}}1 2 2 3R ( , ) , ( , )==== 
 هـ) كه فقط خاصيت تقارني و بازتابي داشته باشد: 

{{{{ }}}}1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2 2 1 2 3 3 2R ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , ) , ( , ) ,( , ) , ( , ) ,( , ), ( , )==== 
 ط خاصيت پادتقارني و بازتابي داشته باشد:و) كه فق 

{{{{ }}}}1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2 2 3R ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , ) , ( , ) ,( , ) , ( , )==== 
 ز) كه فقط خاصيت تراگذري و بازتابي داشته باشد: 

{{{{ }}}}1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2 2 1 3 4R ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,( , )==== 
 ح) كه فقط خاصيت تقارني و تراگذري داشته باشد: 

{{{{ }}}}1 1 2 2 1 2 2 1R ( , ) ,( , ) ,( , ) , ( , )==== 
 ته باشد:ط) كه فقط خاصيت تقارني و پادتقارني داش 

تواند  را مي (x,x)هايي به صورت  حتماً تراگذري هم هست چون فقط زوج مرتب ،اي هم تقارني هم پادتقارني باشد اگر رابطه 
 خاصيت فوق را داشته باشيم وجود ندارد. 2اختيار كند. لذا امكان آن كه فقط 

 ي) كه فقط خاصيت پادتقارني و تراگذري داشته باشد: 

{{{{ }}}}1 2R ( , )==== 

 ك) كه فقط خاصيت تقارني و بازتابي و تراگذري داشته باشد: 

{{{{ }}}}1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2 2 1R ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,( , ) , ( , ) , ( , )==== 
 ل) كه فقط خاصيت تقارني و بازتابي و پادتقارني داشته باشد: 

 اي هم تقارني هم پادتقارني باشد حتماً تراگذري هم هست. اگر رابطه 
 خاصيت پادتقارني و بازتابي و تراگذري داشته باشد: م) كه فقط 

{{{{ }}}}1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2R ( , ) ,( , ) ,( , ) , ( , ) , ( , ) ,( , )==== 
 ري داشته باشد:ان) كه فقط خاصيت تقارني و پادتقارني و تراگذ 

{{{{ }}}}R ==== 
 خاصيت را داشته باشد: 4س) كه هر  

{{{{ }}}}1 1 2 2 3 3 4 4 5 5R ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , ) , ( , )==== 
 كه هيچ خاصيتي را نداشته باشد:ق)  

{{{{ }}}}1 2 2 3 2 1R ( , ) , ( , ) ,( , )==== 

        ::::رابطه هم ارزيرابطه هم ارزيرابطه هم ارزيرابطه هم ارزي

تعريف شده باشد و داراي سه خاصيت بازتابي و تقارني و تراگذاري (تعدي) باشد، در اين صـورت   Aروي مجموعه  Rهرگاه رابطه 
 است. Aيك رابطه هم ارزي روي  Rگوييم رابطه  مي

    هاي هم ارزي: هاي هم ارزي: هاي هم ارزي: هاي هم ارزي:     دستهدستهدستهدسته

ها را دسته يـا كـلاس هـم ارزي     هاي مجزا كه هر يك از آن آن مجموعه را به زير مجموعه A ي هطه هم ارزي روي يك مجموعهر راب
را  aدهـيم.   نمايش مي [a]و به صورت خلاصه  R[a]يا  a/Rبا علامتهاي  Rرا تحت رابطه  aكند. دسته هم ارزي  نامند، تقسيم مي مي

  {x | xRa} = [a]كنيم.  مقابل تعريف مي گوييم و به صورت نماينده دسته مي
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كوچكترين عدد غير منفي اي از آن) را با  به طور كلي دسته هم ارزي هر رابطه هم ارزي روي مجموعه اعداد صحيح (يا زير مجموعه

aكه  aكنند. هر دسته هم ارزي توليد شده توسط عضوي مانند  ، مشخص ميآن دسته A∈، اي از مجموعه  زير مجموعهA باشـد.   مي

]يعني:  ]a A⊆ 

]باشد و  Aعضو دلخواهي از مجموعه  bاگر   نكته: ]b a∈  :آن گاه 

 
( )[ ] [ ]a A a b∈ = 

ــر  ــان ديگ ــه بي ــه   ب ــه رابط ــورتي ك ــه  Rدر ص ــر   Aروي مجموع ــد، اگ ــم ارزي باش ــه ه ــك رابط ــاه  aRb، ي  و  [b] = [a]آن گ

)بالعكس  )a,b A∈ 
 در روابط زير كلاسهاي هم ارزي را مشخص كنيد.  مثال: ����

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4414413322111 ,,,,,,,,,,,R =
 

 

( ) ( ) ( ){ }33443443122122112 ,),,(),,(),,(),,(),,(,,,,R =
 

 

{{{{ }}}}yx|,Zy,x|)y,x(R −−−−∈∈∈∈==== 33 
3اگر  x y−−−−  3باشد يعنيx y q− =− =− =− باشد پس اين  3داراي باقيمانده يكساني در تقسيم بر  yو  xاگر بخواهد اين اتفاق بيافتد بايد  =

]]]]به سه كلاس  3را براساس باقيمانده تقسيم بر  Zرابطه  ]]]]و  0[[[[ ]]]]و  1[[[[  كند. تقسيم مي 2[[[[

 باشند. مي كلاسهاي هم ارزي داراي نمايش هندسي ،تعريف شده باشد 2IRبه  2IRنكته: اگر رابطه از 
]در روابط زير نموداركلاس  مثال: ���� ]),(  را رسم كنيد. 43

ztxy)t,z(R)y,x(:IRt,z,y,x =⇔∈∀ 
12

3 4 12(x,y)R ( , ) xy y
x

→ = → =→ = → =→ = → =→ = → =    

    

tyzx)t,z(R)y,x(:IRt,z,y,x +=+⇔∈∀ 
3 4 3 4 1(x ,y)R( , ) x y y x→ + = + → = −→ + = + → = −→ + = + → = −→ + = + → = − 

    

صـورت   اي بـه  باشند، رابطه 50تر از  ي اعداد اول دو رقمي كم مجموعه Bي اعداد طبيعي يك رقمي و  مجموعه Aاگر مثال:  ����

(x, y)R(a, b) x a⇔ =⇔ =⇔ =⇔ Aي  بر روي مجموعه = B××××  ي  تعريف شده است. اين رابطه مجموعـهA B××××   ـ  ي  تهرا بـه چنـد دس

 كند؟ ارزي تقسيم مي هم

 ارزي ) فاقد هم4 11) 3 10) 2 9) 1 
 پاسخ است. 1گزينه حل: �

 ارزي است. ي مورد نظر هر سه ويژگي بازتابي، تقارني و تعدي را دارد، پس هم رابطه 
مسـاوي داشـته باشـند، يعنـي     ي اول  هايي با هم رابطه دارند كه مؤلفه گيريم كه فقط زوج مرتب با توجه به تعريف رابطه، نتيجه مي 

ي اعداد  هاي اول از مجموعه ها مساوي باشد و چون مؤلفه ي اول آن گيرند كه مؤلفه ارزي قرار مي ي هم فقط عناصري در يك دسته
 ارزي داريم. ي هم دسته 9گيريم كه  شود، نتيجه مي طبيعي يك رقمي انتخاب مي

1 4 2 3

1 2 3 4

1y x= −= −= −= −
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        ::::افراز يك مجموعهافراز يك مجموعهافراز يك مجموعهافراز يك مجموعه

 افراز شده است اگر: nA و... و 2A و 1A زير مجموعه nبه  Aد، گوييم يك مجموعه غير تهي باش Aاگر 
 1( 1 ii N( i n)A∀ ∈ ≤ ≤ = ∅∀ ∈ ≤ ≤ = ∅∀ ∈ ≤ ≤ = ∅∀ ∈ ≤ ≤ = ∅  

2( 1 i ji , j N , i j( i , j n)A A∀ ∈ ≠ ≤ ≤ = ∅∀ ∈ ≠ ≤ ≤ = ∅∀ ∈ ≠ ≤ ≤ = ∅∀ ∈ ≠ ≤ ≤ = ∅I  

3( 1 2

1

n

n i

i

A A ... A A A

====

= == == == =U U U U  

} ي هي مجموعاهافرازتمام مثال:  ���� }c,b,aA   را بنويسيد. =

  حل:�

 

 

} ي همجموع يهاافرازتمام مثال:  ���� }d,c,b,aA   را بنويسيد. =

  حل:�

 

 

 

 

 

 

 
    

 افراز داريم. 15جمعاً 
    

    هم ارزي:هم ارزي:هم ارزي:هم ارزي:    يييي    ههههخاصيت مهم رابطخاصيت مهم رابطخاصيت مهم رابطخاصيت مهم رابط

روي آن اي كـه   اي هر سه خاصيت بازتابي و تقارني و تراگذري را داشته باشد، داراي اين ويژگي خواهـد بـود كـه مجموعـه     اگر رابطه
 كند. ارزي افراز مي هاي هم تعريف شده است را به دسته

هـيچ  هـاي ديگـر    باشد كه هر عضو در آن با بقيه اعضا رابطه دارد و بين اين عضـو و اعضـاي دسـته    ها داراي اين ويژگي مي اين دسته
 ارتباطي وجود ندارد.

 كند. ارزي افراز مي هاي هم هفرد به دست ارزي مجموعه تعريفش را به صورتي منحصر به هر رابطه هم
}اگر و بالعكس  دست آورد. توان افراز متناظر با آن را به ارزي مي با داشتن رابطه هم }nA,...,A,AT يك افـراز مجموعـه   =21

 برابر است با:   Tباشد، رابطه هم ارزي متناظر با افراز  Aنا تهي 

UULUU
n

i
in AAAAR

1

222
2

2
1

=

== 

 ،باشـد  مـي  Aهم ارزي مجموعـه  تمام كلاسهاي شامل  T كنيم، مجموعه يعني براي يافتن رابطه متناظر با افراز يك مجموعه، فرض مي
هـاي افـراز    كافي است حاصل ضرب دكارتي هـر يـك از مجموعـه    ،به دست آوريماگر بخواهيم رابطه هم ارزي متناظر با اين افراز را 

در اين صورت  .)توليد كنيمهاي ممكن را  زوج مرتب(چون هر عضو با كليه اعضا رابطه دارد پس بايد تمام  كننده در خودش را بيابيم.
 باشد.  مي Aهاي به دست آمده همان رابطه هم ارزي مورد نظر روي مجموعه  اجتماع مجموعه

a b c a b c

b a c

c a b

a b c

a b c d a b c d

a c b d

a d b c

b c a d

b d a c

c d a b

a b c d

a b d c

a c d b

b c d a

a b c d

b c da

bc da

d b ca

1 2 nA A ... A
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 نكته:  

 22
2

2
1 )A(n)A(n)A(n)R(n n+++= L 

لذا براي شمردن تعـداد روابـط    يك تناظر يك به يك وجود دارد. Aو افرازهاي  Aهاي هم ارزي روي يك مجموعه  نتيجه: بين رابطه

هـاي هـم ارزي روي    تعـداد رابطـه   كافي است تعداد افرازهـاي ممكـن آنـرا بشـماريم.پس     ،مجموعه هم ارزي قابل تعريف روي يك

 15عضـوي   4افـراز و   5عضوي  3افراز،  2عضوي  2افراز،  1عضوي  1است. مجموعه  Aبرابر تعداد افرازهاي مجموعه  Aمجموعه 

 افراز دارد. 

 دهيم. ناظر با رابطه را مورد بررسي قرار ميارزي به ميان بيايد، افراز مت هرگاه صحبت از رابطه هم

 .دهاي زير را بيابي با شرط A = {a,b,c,d}مثال: تعداد روابط هم ارزي قابل تعريف روي  ����

]ب)   aRbالف)  ] [ ] [ ]c a ,a b≠ ∈   

 حل: ����

عضـوي   3كنـيم. حـال روي ايـن مجموعـه جديـد       پيچ مـي  پس آنها را طناب ،ارزي قرار دارند در يك دسته هم bو  aچون  الف) 

){{{{ }}}}ab ,c ,d(، 5 توانيم بنويسيم: ارزي مي رابطه هم 5لذا  ،افراز داريم 

 پذير است: صورت زير امكان 3اين كار به  ،نبايد در يك دسته باشند a,cبايد در يك دسته باشند و  a,bب) 

 

 

)اگر  مثال: ���� ) ( ) ( ) ( ){ }f,f,e,d,c,b,b,aR } ي هروي مجموع = }f,e,d,c,b,a حداقل و حداكثر  ،تعريف شده باشد

 ؟تا هم ارزي گردد ،مجموعه اضافه كنيمچند عضو به اين 

bچون حل: ���� R c , a R b كنيم. به همين دليل  پيچ مي ها را طناب اين سه عضو هم كلاسند پس آنe,d كنيم.   پيچ مي را هم طناب 

  

  توانيم افراز كنيم. صورت مي 5حال اين سه عضو را به 
 

 2 2 23 2 1 14= + + == + + == + + == + +  →→→→ اعضا تعداد =

 2 24 2 20= + == + == + == +  →→→→ تعداد اعضا =

 2 25 1 26= + == + == + == +  →→→→ تعداد اعضا =

 2 23 3 18= + == + == + == +  →→→→ تعداد اعضا =

 26 36= == == ==  →→→→ تعداد اعضا =
 

عضو بايد عضوي شدن)  36(براي  32و حداكثر  عضوي شدن) 14(براي  10پس حداقل عضو است،  4چون رابطه داده شده داراي 

 اضافه كنيم.

هم  ي هين تعداد اعضاي يك رابطهم ارزي متناظر با بيشترين تعداد كلاس و بيشتر ي ههميشه كمترين تعداد اعضاي يك رابطنكته: 

 باشد. مي ارزي متناظر با كمترين تعداد كلاس

a b d c a b c d c
a b

d

a b c f d e

a b c d e f

a b c d e f

a b c d e f

a b c d e f

a b c d e f
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هـا   كلاس هم ارزي پديد آورده به طوريكه يكـي از ايـن كـلاس    A، 2عضوي  5 ي هدر مجموع Rهم ارزي  ي ه: رابطمثال ����

{{{{ }}}}a ,b ,c  و كلاس ديگر{{{{ }}}}d ,e ؟چند زير مجموعه دارد كه خود روابطي هم ارزي باشند است. اين رابطه 

 حل: ����

 ارزي به به معناي شمارش تعداد افرازها است.اصولاً شمارش روابط هم
2 افراز است. پس جمعاً 2عضوي خود داراي  2افراز و قسمت  5عضوي خود داراي  3قسمت  5 10× =× =× =×  ي افراز داريم كه زيرمجموعه =
 ز فوق باشد.افرا

}}}}ي  بر روي مجموعه :مثال ���� }}}}1 2 3 4 5A , , , زوج  11ها داراي  توان نوشت كه هر يك از آن ارزي مي ي هم چند رابطه ====,

 مرتب باشند؟

 

 صورت زير است: زوج مرتب توليد كند و اين افراز به 11بايد افرازي را بنويسيم كه حل:  ����
2 2 23 1 1 11= + + == + + == + + == + + )اد اعضا تعد = (≡ − − →≡ − − →≡ − − →≡ − − → 

5لذا 
10

3

    
====    

    
 افراز به اين صورت داريم. 

abc de
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 ::::ا����لا����لا����لا����ل

    ::::تعاريفتعاريفتعاريفتعاريف

 يـا آزمـايش تصـادفي   هاي ممكـن آن مشـخص باشـد، را     اش معلوم نباشد ولي نتيجه داد نتيجه اي كه قبل از رخ آزمايش يا پديده 

 نامند. ميتصادفي  ي هپديد

 دهيم. مينمايش  Sناميم و آن را با  آزمايش تصادفي مي  ي ي نتايج ممكن را فضاي نمونه ي همه مجموعه فضاي نمونه: 

گوييم. در هر آزمايش تصادفي تنها يكي از عضوهاي اين مجموعه رخ  آمد ميرا يك بر Sي ممكن يعني هر عضو  هر نتيجه برآمد: 

 خواهد داد.

گوييم پيشامدي رخ خواهد داد به معناي آن است كه  اي از فضاي نمونه است. در هرحال وقتي مي هر پيشامد زير مجموعه پيشامد: 

 گويند. از برآمدهاي آن رخ خواهد داد. دو پيشامد كه برآمد مشتركي ندارند را ناسازگار مي تنها يكي

 ي آزمايش است.  ي عضوي از آن پيشامد به عنوان نتيجه داد يك پيشامد، وقوع آن پيشامد، يعني مشاهده منظور از رخ 

 گويند.  مطمئن (حتمي) ميرا پيشامد  Sو   را پيشامد ناممكن (نشدني) φ:پيشامد ناممكن و مطمئن 

 انواع فضاي نمونه:انواع فضاي نمونه:انواع فضاي نمونه:انواع فضاي نمونه:

اي ممكن است متناهي يا شمارا نامتناهي يا ناشمارا نامتناهي باشد.  يعني تعداد برآمدهاي فضاي نمونه S ي هتعداد اعضاي مجموع 

نامند. تعداد برآمدهاي  يم» گسسته« ي هآن را فضاي نمون  اي، متناهي يا شمارا نامتناهي باشد، وقتي تعداد برآمدهاي فضاي نمونه

 ي هصورت فضاي نمونه گسسته نيست. (مانند انتخاب عددي در باز اي ممكن است ناشمارا نامتناهي باشد، كه در اين فضاي نمونه

 نامند.) مي» پيوسته« يا هاي، ناشمارا نامتناهي باشد، آن را فضاي نمون ).) (وقتي فضاي نمونه0و  2(

فضاي نمونه   








  

گذاريم.   توپ متمايز وجود دارد. يك توپ به تصادف از آن خارج كرده و بدون مشاهده آن را كنار مي 7اي  مثال: در كيسه ����

 اين آزمايش چند عضو دارد؟ ي نهكنيم. فضاي نمو سپس توپ ديگري را خارج كرده آن را مشاهده مي

 1 (6 2 (7 3 (
 
 
 

7
2

  4 (12 

 حل:  ����
چنان توقع  در دست نيست، پس توقع ما در مورد خروج مهره دوم تغيير نكرده است. يعني ما هم اولچون اطلاعي از خروج مهره  

 عضوي است. 7. پس فضاي نمونه ي معيني شانس خروج ندارد توانيم بگوييم مهره و نمي مهره را داريم 7خروج هر 

 ::::اصول موضوع كولموگروفاصول موضوع كولموگروفاصول موضوع كولموگروفاصول موضوع كولموگروف

را به صورت مقادير حقيقي يك تابع  Sرا براي آزمايشي تصادفي داريم، احتمال پيشامدهاي فضاي  S ي هي نمونوقتي فضا 

 Sهاي  اصل موضوع زير اعداد حقيقي را به پيشامدها، يعني به زير مجموعه 3كنيم كه اين تابع براساس  تعريف مي Pاي  مجموعه

 دهد. نسبت مي

A  يعني: ،ددي نامنفي استاحتمال هر پيشامد ع ::::1111اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع  S : P(A)∀ ∈ ≥ 0 

P(S) ::::2222اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع  = 1 

 گاه: دو ناسازگار باشند، آن هپيشامدهاي دوب nAو...و2Aو1A اگر ::::3333اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع اصل موضوع 

1 2 1 2n nP(A A .... A ) P(A ) P(A ) ... P(A )= + + += + + += + + += + + +U U U 
مـدل احتمـال   ي پيشـامدها را   موعـه و مج Pو تـابع   Sموسوم است. فضاي  تابع احتمالتابعي كه در اين اصول صادق باشد، به  

 نامند. مي آزمايش تصادفي

شمارا (گسسته)


 

 ناشمارا (پيوسته)

 متناهي

 نامتناهي
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    عمليات بر روي پيشامدها:عمليات بر روي پيشامدها:عمليات بر روي پيشامدها:عمليات بر روي پيشامدها:

يك ايجاد كرد. در واقع چون پيشامد خود از جنس  به اي يك تناظر يك مدهاي يك آزمايش و عبارات مجموعهتوان بين پيشا مي 

 قبلي ايجاد كرد:توان پيشامدهاي جديدي  با استفاده از تلفيق پيشامدهاي  مي مجموعه است،

B: (Aيا  Aپيشامد وقوع  B)U   پيشامد وقوعA  وB: (A B)I 

 

 

 

 

 

 رخ ندهد): B رخ دهد و A( : Aپيشامد وقوع فقط  )′′′′Aيا  A: )Aپيشامد عدم وقوع 

  
 

 

 

 

 رخ دهد): B رخ ندهد و Aرخ ندهد يا  B رخ دهد و B) :A يا فقط  A پيشامد وقوع فقط 

 

 

 

 

 

 

 اي باشند. نمودار ون پيشامدهاي زير را رسم كنيد: از فضاي نمونهسه پيشامد  C , B , Aمثال: فرض كنيد ����

 يكي از پيشامدها رخ دهد: لااقلب)   پيشامد رخ دهد: 3الف) هر 

 

 

   A B CI I                                             A B CU U 
 

 

 

 د) هيچ يك از پيشامدها رخ ندهد: رخ ندهد: Cاتفاق بيفتد و   B , A ج)

 

     A B CI I                                      A B CI I 
 

 

 

 اتفاق بيفتد: Aفقط  و) نيز رخ دهد: C , Bفاق بيفتد و لااقل يكي از پيشامدهاي ات A) ـه 

 
 

      A (B C)I U         A B C A (B C)= −= −= −= −I I U  
 

A B 

A∩B 

M 

A∆B 

A B 

M 

A B 

M 

BAU 

A B 

A-B 

M 

A 

M 

A′′′′ 

A B 

C 

A B 

C C 

A B 

A B 

C 

B 

C 

A

A B 

C 
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 رخ دهد: B رخ نداد، Aصورتي كه اتفاق بيفتد يا در  Aز) 

 

 

Aاين عبارت در واقع   (B A)−−−−I كه همان  استA BU باشد. مي 

كنـيم.   ريزيم و اگر پشت بيايد، سكه را دوبار ديگر پرتاب مي گاه تاس را مي كنيم. اگر رو بيايد آن اي را پرتاب مي سكه مثال: ����

 مطلوب است تعيين:

   اي اين پيشامد. الف) فضاي نمونه 

 رو بيايد.بار سكه  كه در آن دقيقاً يك Aب) پيشامد  

  طوري كه حداقل دوبار ظاهر شدن پشت در پرتاب سكه را نشان دهد. به Bج) پيشامد  

Aد)   B′′′′IIII 

 حل: ����

S}}}}،ر)1،ر)، (2،ر)، (3،ر)، (4،ر)، (5، ر)، (6(پ،پ،پ)، (ر،پ،پ)، (پ،ر،پ)، (ر،ر،پ)، ({{{{  (الف ====

A}}}}،ر)1،ر)، (2،ر)، (3،ر)، (4،ر)، (5، ر)، (6(ر،پ،پ)، (پ،ر،پ)، ({{{{  (ب ====

B}}}} ، (ر،پ،پ)، (پ،ر،پ)(پ،پ،پ){{{{  (ج ====

′′′′B}}}}،ر)1،ر)، (2،ر)، (3،ر)، (4،ر)، (5، ر)، (6(ر، ر، پ)، ({{{{  (د ====

A}}}}،ر)1،ر)، (2،ر)، (3،ر)، (4،ر)، (5، ر)، (6( {{{{                                  B ====IIII ′ 

طـور   ي را بهها يك را روي يك كارت نوشته و پس از مخلوط كردن كارت 16تر از  هريك از اعداد فرد طبيعي كوچك مثال: ����

 داريم. مطلوب است تعيين: قرعه برمي

 ي تصادفي اي اين تجربه الف) فضاي نمونه 

 باشد. 3كه در آن عدد روي كارت مضرب  Aب) پيشامد  

 كه در آن عدد روي كارت يك رقمي باشد. Bپ) پيشامد  

Aت) پيشامد   BI 

 حل: ����

                {{{{ }}}}3 9 15A , }}}}                         (ب ====, }}}}1 3 5 7 9 11 13 15S , , , , , ,  (الف ====,

{{{{ }}}} {{{{ }}}} {{{{ }}}}3 9 15 1 3 5 7 9 3 9A B , , , , , , ,= == == == =I I )ت                              {{{{ }}}}1 3 5 7 9B , , ,  (پ ====,

 اندازيم مطلوبست تعيين: يك سكه و يك تاس سالم را با هم مي مثال: ����

 كه تاس عدد زوج يا سكه رو بيايد. Aب) پيشامد  اي اين آزمايش تصادفي الف) فضاي نمونه 

BAد)  كه تاس عدد زوج و سكه رو بيايد. Bج) پيشامد   ′′′′′′′′ U 

 حل: ����

S)1) و (ر،2) و (ر،3) و (ر،4) و (ر،5) و (ر،6) و (ر،1) و (پ،2) و (پ،3) و (پ،4،) و (پ5) و (پ،6(پ،{  : الف====}

A )2) و (ر،4) و  (ر،6) و (ر،2) و (پ،4) و (پ،6) و (پ،1) و (ر،3) و (ر،5(ر،{  : ب====}

B)2) و (ر،4) و (ر،6(ر،{  : ج====}

A )1) و (پ،3) و (پ،5(پ،{ {′′′′  : د====

B)1) و (ر،3) و (ر،5) و (ر،1پ،) و (2) و (پ،3) و (پ،4) و (پ،5) و (پ،6(پ،{ {′′′′ ==== 

A)1) و (پ،2) و (پ،3) و (پ،4) و (پ،5) و (پ،6) و (پ،1) و (ر،3) و (ر،5(ر،{ B {′ ′′ ′′ ′′ ′ ====U 

A B 
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9035ارقام  مثال: ����  را درنظر بگيريد. مطلوب است تعيين: ,,,

 كه شامل تمام اعداد دو رقمي بدون تكرار باشد. Sاي  الف) فضاي نمونه 

 باشد. 5آن كه اعداد دورقمي مضرب   Aب) پيشامد  

 باشد. 50آن كه اعداد دو رقمي بزرگتر از  Bج) پيشامد  

BAد) پيشامد   ′′′′I 

 حل: ����

 الف) 

{{{{ }}}}959390595350393530 ,,,,,,,,S ==== 

 هستند. 5شوند، مضرب  ختم مي 5ب) اعدادي كه به صفر يا  

{{{{ }}}}9590503530 ,,,,A ==== 

 ج) 

{{{{ }}}}9593905953 ,,,,B ==== 

 كنيم. را مشخص مي ′′′′Bد) ابتدا  
{{{{ }}}}50393530 ,,,B ====′′′′ 

{{{{ }}}}503530 ,,BA ====′′′′I
 

 حداقل يكي موجود باشد چند عضو دارد؟  bو  aنفر پيشامد آن كه از بين دو نفر  7مثال: در انتخاب سه نفر از بين  ����

 1 (25 2 (20 3 (15 4 (10 

 حل:  ����
7 5

35 10 25
3 3

            
− = − =− = − =− = − =− = − =            

            
 

 
 كدام موجود نباشد.حالتي كه هيچ
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    ))))احتمال كلاسيكاحتمال كلاسيكاحتمال كلاسيكاحتمال كلاسيك((((    ::::احتمال هم شانس (متساوي الاحتمال) در فضاي گسستهاحتمال هم شانس (متساوي الاحتمال) در فضاي گسستهاحتمال هم شانس (متساوي الاحتمال) در فضاي گسستهاحتمال هم شانس (متساوي الاحتمال) در فضاي گسسته

 Sهستند. اگر  Aبرابر با مجموع احتمال برآمدهايي است كه در  P(A)باشد،  Sي  ي گسسته نمونه پيشامدي از فضاي Aاگر  

برآمد باشد و تابع احتمال به هر برآمد عدد nداراي 
n
نواخت يا متساوي الاحتمال  اي حاصل را يك را نسبت دهد، فضاي نمونه 1

mگاه باشد، آن برآمد mمتشكل از  Aنامند. اگر در اين فضا پيشامد  مي
P(A)

n
ن آرا احتمال  A(در واقع فراواني نسبي پيشامد  =

در اين فضا برابر است با: Aكنيم.) لذا احتمال رخ دادن پيشامد  مي تعريف
 )S(n

)A(n
)A(P ==== 

  بيايد، كدام است؟  5كه مجموع  كنيم، احتمال آن با هم پرتاب مي تاس را مثال: دو ����

 حل:  ����

{{{{ }}}}1 4 2 3 3 2 4 1

6 6 36

4 1

36 9

A ( , ), ( , ), ( , ),( , )

S

P(A)

====

= × == × == × == × =

= == == == =

 

ي انتخـاب شـده بتـوان يـك      نقطـه  4كنيم. احتمال آن كه با  زير، چهار نقطه به تصادف انتخاب مي ي نقطه 10مثال: از ميان  ����

 چهارضلعي ساخت كه روي هر خط فقط يك رأس چهارضلعي قرار داشته باشد، كدام است؟

 

 حل:  ����

 كنيم: انتخاب مي ها يكي از رئوس را از هر كدام از خط 

   

1 2 3 4

1 1 1 1

10

4

P(A)

                        
                        
                        ====

    
    
    

 

 تر باشد، چقدر است؟ شوند، احتمال آن كه عدد تاس سفيد بزرگ دو تاس قرمز و سفيد پرتاب مي  مثال: ����

 حل: ����

 تر است، مطلوبند: سفيدشان بزرگ هايي كه مؤلفه زوج مرتب 

    
36 6

152

36 36
P(A)

−−−−

= == == == = 

كه اين دو  ها دو لنگه كفش انتخاب شود، احتمال اين ت كفش متمايز وجود دارد، هرگاه از ميان آنجف 10مثال: در اتاقي  ����

 جفت كفش تشكيل دهند، كدام است؟  لنگه كفش يك

          ها مطلوب است يك جفت را انتخاب كنيم: از بين جفتحل:  ����
10

1

20

2

P(A)

    
    
    ====
    
    
    

 

 سكه پشت بيايد چقدر است؟ 3سكه رو يا فقط  3ال آنكه فقط سكه با هم احتم 4مثال: در پرتاب  ���� 

 حل:  ����

4

4 4 8 1

16 22
P(A)

++++
= = == = == = == =  A ={(ر، پ، پ، پ)،          (پ، ر، ر، ر)}     =

 × 4جايگشت پ             × 4جايگشت ر                             

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •

 قرمز

 

 سفيد

5

2
3

6

1

4

52 3 61 4
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 گيرد؟ مي با كدام احتمال رئيس مقابل معاون قرار نشينند. مي كارمند دور يك ميز گرد 4مثال: رئيس و معاون و  ����

1روي رئيس مطلوبست:  مانده، مكان روبه مكان باقي 5رئيس در هر مكاني قرار گيرد، از حل:  ����

5
P(A) ====  

 

 
 

هـاي سـفيد باشـد     استر از ت عدد تاس قرمز كوچك كه ريزيم. احتمال آن مي دو تاس سفيد و يك تاس قرمز متمايز را مثال: ����

 چقدر است؟

 حل:  ����

  هاي سفيد تاس تاس قرمز

 باشند 6تا  2توانند از  مي 5××××5 1

 باشند 6تا  3توانند از  مي 4××××4 2

 باشند 6تا  4توانند از  مي 3××××3 3

 باشند 6تا  5توانند از  مي 2××××2 4

 باشند 6توانند  فقط مي 1××××1 5
 

را  7و 6و 5و 4و 2ارقام  ي هرقمي حاصل از جايگشت تركيبات مجموع 3سان اعداد مثال: بر روي هر يك از چند كارت يك ����

 آوريم. احتمال آنكه دو رقم از ارقام عدد خارج شده فرد باشد چقدر است؟ مي نوشته و به تصادف كارتي بيرون

 .رقم از بين ارقام فرد و يك رقم از بين ارقام زوج انتخاب كرده و بچينيم 2مطلوب است حل:  ����
2 3

3
2 1 3

5 10
3

3

!

P(A)

!

        
××××        

        = == == == =
    

××××    
    

 

 آبي متمايز قرار دارد. ي همهر 7سفيد متمايز و  ي همهر 3قرمز متمايز،  ي همهر 5اي  مثال: در كيسه ����

 كه يكي سفيد و يكي قرمز باشد، چقدر است؟ كنيم. احتمال آن مي الف) دو مهره از كيسه خارج

        

3 5

1 1

15

2

P(A)

        
        
        ====
    
    
    

 

 كه فقط يكي قرمز باشد، چقدر است؟ كنيم. احتمال آن مي از كيسه خارجب) دو مهره 

                    

5 10

1 1

15

2

p(A)

            
            
            ====
    
    
    

 

 كه حداقل يكي قرمز باشد، چقدر است؟  كنيم. احتمال آن مي ج) دو مهره از كيسه خارج

             

5 10 5

1 1 2

15

2

P(A)

                    
++++                    

                    ====
    
    
    

 

ر

 م

3

25 16 9 4 1 55

2166
P(A)

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +
= == == == = 
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 كه يكي سفيد و يكي قرمز باشد، چقدر است؟ كنيم. احتمال آن مي ن جايگذاري از كيسه خارجد) دو مهره متوالياً و بدو
 چون ترتيب خروج مهم است 

3 5
2

1 1

15 14

1 1

!

P(A)

            
××××            

            ====
            
            
            

 

 كه يكي سفيد و يكي قرمز باشد، چقدر است؟ كنيم. احتمال آن مي ) دو مهره متوالياً و با جايگذاري از كيسه خارجـه
 مهم است چون ترتيب خروج 

     چون مهره خارج شده مجدداً به جعبه بازگشته است

3 5
2

1 1

15 15

1 1

!

P(A)

            
××××            

            ====
            
            
            

 

هيچ دو (نوشته شده است در درون ظرفي قرار دارند  10تا  1هاي يكي از اعداد  مثال: ده كارت كه بر روي هر كدام از آن ����

به تصادف و بدون جايگذاري بيرون بياوريم احتمال آن  هاي موجود در ظرف را ي يكسان ندارند). اگر كارت كارتي شماره

 كدام است؟ )نه لزوماً بلافاصله(بيرون آيند  2قبل از  6و  6قبل از  4كه 

 حل:  ����

مطلوب است. لذا همواره  462حالت جايگشت دارند كه حالت  3: اين سه رقم در هر جايگاهي كه قرار بگيرند، نسبت بهم !1راه 

1بست: حالت مطلو 6يكي از 

6
P ==== 

 شوند. دلخواه چيده مي صورت به رقم 7چينيم. بقيه  : ابتدا مكان اين سه رقم را تعيين كرده و سپس طبق ترتيب گفته شده مي2راه 

 

10 10 9 87
3 13

10 10 9 8 6

!
!

P(A)
!

     × ×× ×× ×× ×××××    
    = = == = == = == = =

× ×× ×× ×× ×
 

روزي نباشد،  365در يك روز يكسان از سال  ها كه روز تولد هيچ دو نفري از آن گيريم. احتمال آن مي نفر را در نظر n مثال: ����

 چقدر است؟

 حل:  ����

 و ... 364روز براي انتخاب دارد. نفر دوم  365نفر اول  

365 364 365 1

365n

...( n )
P(A)

× × − +× × − +× × − +× × − +
==== 

شـوند. بـا    نفر براي انجام آزموني معرفي مـي  3داوطلب گروه تجربي، به تصادف  3داوطلب گروه رياضي و  5مثال: از بين  ����

 ال دو نفر از معرفي شدگان، از گروه رياضي است؟كدام احتم

 حل:  ����

 حتماً نفر سوم تجربي و در غير اين صورت ممكن است سه نفر رياضي شوند.  و بايد دو نفر رياضي باشند 

5 3

2 1 10 3 15

8 7 68 28

3 23

P

            
            

××××           = = == = == = == = =
× ×× ×× ×× ×    

     ××××    
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1هاي  مثال: در ظرفي پنج مهره با شماره ���� 2 3 4 5, , , آوريم. با كدام احتمال مجموع  ه باهم بيرون ميقرار دارند. دو مهر ,

 هاي اين دو مهره عدد فرد است؟ شماره

 حل: ����

 ها فرد باشد. بايد يكي زوج و ديگري فرد باشد. كه مجموع شماره براي آن 

3 2

1 1 6 3

5 10 5

2

P

            
            
            = = == = == = == = =
    
    
    

 

    ::::الاحتمال) در فضاي گسستهالاحتمال) در فضاي گسستهالاحتمال) در فضاي گسستهالاحتمال) در فضاي گسسته    متساويمتساويمتساويمتساوياحتمال غير هم شانس (غيراحتمال غير هم شانس (غيراحتمال غير هم شانس (غيراحتمال غير هم شانس (غير

}ي ماا ه پيشامدها داراي شانس اتفاق افتادن برابر نباشند) فرض كنيد فضاي نمونهدر حالت كلي (حالتي ك  }nS e ,e ,...,e= 1 2 

}ي عضو باشد. به هر پيشامد ساده nشامل  }ke يك عدد حقيقي{ }kp( e }كه احتمال پيشامد ( }ke دهيم. اين  است، نسبت مي

 عدد بايد تحت شرايط زير انتخاب گردد:

{ }
n

i
i

P( e )

=

=∑
1

}  (ب 1 }kp( e )≤ ≤0  (الف1

}اعداد  }( ) { }( ) { }( )np e ,...,p e ,p e2 گويند و اگر دو شرط  مي تخصيص احتمال مقبولكنند،  در شرايط بالا صدق مي را كه 1

 .تخصيص احتمال مجاز نيستبالا صادق نباشد، 

داراي احتمال بردن مساوي هستند و شانس بردن هركدام از  Bو  Aدهند.  با هم مسابقه مي Cو  Bو  Aمثال: سه شناگر  ����

 ببرد كدام است؟ C يا Bكه  است. احتمال آن Cها دو برابر  آن

 حل:   ����
    

5

1
1512212 ====→→→→====→→→→====++++++++→→→→====++++++++→→→→======== )C(P)C(P)C(P)C(P)C(P)C(P)B(P)A(P)C(P)B(P)A(P

 

2 2 1 3

5 5 5 5
P(B) P(B C)→ = → = + =→ = → = + =→ = → = + =→ = → = + =U 

هايي است كه روي آن حك شده است. احتمال  همگن، متناسب با تعداد خالمال رو شدن هر وجه از يك تاس غيرمثال: احت ����

 كه در يك بار پرتاب آن، عدد اول ظاهر شود، چقدر است؟ آن

 حل:  ����

               

21

10

21

5

21

3

21

2
532

21

1
165432

1654321
6

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1

====++++++++====→→→→====→→→→====++++++++++++++++++++

→→→→====++++++++++++++++++++→→→→========================

)(Pkkkkkkk

)(P)(P)(P)(P)(P)(Pk
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 طول

 طول

 حجم

 حجم

    (ناشمارا  نامتناهي)(ناشمارا  نامتناهي)(ناشمارا  نامتناهي)(ناشمارا  نامتناهي)    ::::احتمال در فضاي پيوستهاحتمال در فضاي پيوستهاحتمال در فضاي پيوستهاحتمال در فضاي پيوسته

ها، احتمالي كه به  ي برآمدها عملي نيست. در بيشتر اين حالت وقتي فضاي نمونه ناشمارا نامتناهي باشد، تخصيص احتمال به همه 

ها صفر نيست از روي برآمدها  ل پيشامدهايي كه احتمال آندهند بايد برابر صفر باشد و تعيين احتما نسبت مي ها هريك از برآمد

 مشكل خواهد شد. 

تواند مورد بررسي  چه مي اي يا پيشامد ميسر نيست ولي آن واضح است كه در اين حالت ديگر شمارش تعداد عناصر فضاي نمونه 

ي فضاي پيشامد به  اين حالت نسبت اندازه هاي فضايي است. در ها، مساحت سطوح و حجم شكل طول بازه» ي اندازه«قرار گيرد، 

 كند. اي احتمال وقوع پيشامد را مشخص مي ي فضاي نمونه اندازه

               

A
P(A) A,S IR

S

A
P(A) A,S IR

S

= ⊆

= ⊆ 3
 

]ي را به تصادف در فاصله αي مثال: اگر زاويه ���� , ]π0 كه انتخاب كنيم. احتمال آنSin cosα < α  باشد، چقدر است؟ 

 حل:  ����

چون در بازه  
4

Sin Cos : [ , ]
ππππ

α < αα < αα < αα < α o :14است پس

4

A

S

L
P(A)

L

ππππ

= = == = == = == = =
ππππ

 

ABCدر مثلث  مثال: ����
∆

Âي زاويه  = 45o هاي  و زاويهB  وC كه مثلث شوند. احتمال اين به تصادف انتخاب ميABC
∆

 

 منفرجه الزاويه باشد، چقدر است؟

45          حل:       ���� 135A B C= ° → + = °= ° → + = °= ° → + = °= ° → + = ° 

 پذير است: حالت امكان 2را متغير فرض كنيم  B اگر 

3

2

135

4545

90045

90135
====

++++
====→→→→





°°°°>>>>→→→→>>>>≥≥≥≥

°°°°>>>>≥≥≥≥
)A(P

CB

B 

,x)ي  مثال: نقطه���� y) را به تصادف از درون مثلثي به رئوس( , ), ( , ), ( , )1 3 1 0 0 كنيم چقدر احتمال دارد  انتخاب مي 0

yكه x> باشد؟  

 حل:  ����
3 1 1 1

1 22 2
1

3 1 3 3

2

P(A)

× ×× ×× ×× ×
−−−−

= = − == = − == = − == = − =
××××

 

 

كه اين نقطه به مركز  كنيم. احتمال اين في بر روي سطح آن انتخاب مياي به طور تصاد گيريم، نقطه  اي را در نظر مي دايره  مثال:����

     تر تا محيط دايره باشد، كدام است؟  آن نزديك

 حل:  ����

چون نقطه بر روي سطح انتخاب شده است، لذا با خطي فرض كردن تغييرات  

 تر باشد تا به محيط دايره، سطح در واقع مطلوب است نقطه به مركز دايره نزديك

اي به شعاع  يعني مطلوب است نقطه داخل دايره
2

R .قرار داشته باشد 

2

2

12

4

R
( )

P
R

ππππ
= == == == =

ππππ
 

R
R

2
A

(((( )))),1 3

(((( )))),1 0(((( )))),0 0

y x====

 مساحت

 مساحت

A
P(A)

S
= A,S IR⊆ 2



 

 

47 

شوند احتمال آن كه با سه پاره خط حاصل بتوان  به تصادف در نظر گرفته مي N,Mي  دو نقطه ABمثال: بر روي پاره خط ����

 مثلثي ساخت كدام است؟

 حل:  ����

0xي نمونه فضا  xهايي است كه:  yو  <<<< y L+ <+ <+ <+ < 

 خط تشكيل مثلث دهند.) (بايد قطعات ايجاد شده روي پاره فضاي مطلوب: 

   

1

4
P(A) ====

2

2

2

L
L (x y) x y x y

L
x y (L x y) x

L
y x (L x y) y


− + < + → < +− + < + → < +− + < + → < +− + < + → < + 




< + − − → < ⇒< + − − → < ⇒< + − − → < ⇒< + − − → < ⇒



< + − − → << + − − → << + − − → << + − − → < 


 

x)ي  مثال: نقطه���� , y) رأس  3لثي با درون مث),(,),(,),( ooo433 شود، با كدام احتمال اين نقطه روي  به تصادف انتخاب مي

 گيرد. هاي مثلث قرار مي يكي از ميانه

 حل:  ����

تر از فضاي نمونه برابر صفر است. اين  احتمال وقوع پيشامدي با بعدي كم

 نامند. پيشامدها را تقريباً غيرممكن مي

 

دقيقه منتظر  10صبح در آزمايشگاهي حاضر شوند. هر كدام زودتر رسيدند  8و  7ر گذاشتند بين ساعت مثال: دو نفر قرا����

 كند. با كدام احتمال اين دو نفر قبل از شروع يكديگر را ملاقات كنند؟ ماند وگرنه كار خود را شروع مي ديگري مي

 حل:  ����

)، 7نسـبت بـه سـاعت    فرض كنـيم (  yو نفر دوم را  xاگر زمان رسيدن نفر اول را 

|10دقيقه باشد پس  10تر از  كمي دو نفر  خواهيم فاصله مي x y |− <− <− <−  لذا: >

10 10 10 10x y x y x− < − < → − < < +− < − < → − < < +− < − < → − < < +− < − < → − < < + 
 پس فضاي مطلوب قسمت هاشور خورده است: 

36

11

60

50
1

6060

2

5050
26060

2 ====−−−−====
××××

××××
××××−−−−××××

==== )()A(P 

اسـت، پرتـاب    cm6بر روي ضلع شـطرنجي مقابـل كـه هـر ضـلع آن       5/0مثال: يك سكه به شعاع ����

 هاي سفيد قرار بگيرد، كدام است؟ درون مربعكاملاً ايم. احتمال آنكه سكه  نموده

 

 حل:  ����

باشد، اما در مورد فضاي  ملاك قرار گرفتن سكه روي صفحه مركز سكه مي

مطلوب بايد كل سكه داخل ناحيه سفيد باشد.لذا مكان مركز سكه به صورت 

 .استمطلوب مقابل  هاشورخورده
5 1 1 5

6 6 36
P(A)

× ×× ×× ×× ×
= == == == =

××××
 

A

M′′′′
M′′′′′′′′

CB
M

2

L
y ====

L

2

L
x ====

L

0 5/ 1 0 5/

0 5/

××××××××
M N

x y l x y− −− −− −− −

60

10

10 60

10y x= −= −= −= −

10y x= += += += +
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 است؟ 4/0تر از  شوند. با كدام احتمال نسبت اين دو عدد كم انتخاب مي 2مثال: دو عدد به تصادف بين صفر و ����

 حل:  ����
 

0
0 4 0 4

yx
/ x / y

y

>>>>< → << → << → << → <
 

0
0 4 0 4

yy
/ y / x

x

>>>>< → << → << → << → <

 
2

0 4 0 8 0 8 1 6
0 8 0 4

2 42

y / x / / /
y / P(A) /

x

==== ++++
⇒ = ⇒ = = =⇒ = ⇒ = = =⇒ = ⇒ = = =⇒ = ⇒ = = =

====
 

 

شود. اگر فردي  اي نمايان مي دقيقه يك بار، متناوباً لحظه 10هر  7گر، تصوير مورد نظر از ساعت  نمايشمثال: در يك تابلو ����

  شود؟ دقيقه معطل مي 4تر از  مقابل اين تابلو قرار گيرد، با كدام احتمال براي رؤيت اين تصوير كم 8:20تا  8بين ساعت 

 حل:  ����

 وارد شود. 20/8تا  16/8ي  در بازه يا 10/8تا  06/8اين فرد يا بايد در بازه  

   
4 4 8 2

20 20 5
P

++++
= = == = == = == = =

 
 

0axي  مثال: در معادله���� b+ =+ =+ =+ 1ي  به طور تصادفي از بازه a، ضريب = 2[ , 1ي  به تصـادف از بـازه   bو ضريب  [ 1[ , انتخـاب   −−−−[

1تر از  واب معادله كمكه ج شوند. احتمال اين مي

2
 باشد، كدام است؟ 

 حل:  ����

1

2 2

b a
x b

a
= − < ⇒ − <= − < ⇒ − <= − < ⇒ − <= − < ⇒ − < 

در نظر بگيريم   xرا  aو  yرا  bاگر 
2

x
y > −> −> −> را رسم مي كنيم كه بالاي خـط مـورد نظـر     −

 است. حال كافي است سطح مطلوب را بر سطح كل تقسيم كنيم.  

1 1
2 1

1 72 2 1
2 8 8

P

− × ×− × ×− × ×− × ×
= = − == = − == = − == = − = 

دقيقـه اسـت. بـا كـدام      7/3و  2/1العمل نشان دهد، بـين   مثال: زمان تصادفي كه يك حيوان نسبت به داروي خاصي عكس����

 دقيقه است؟ 1/2تر از  العمل اين حيوان نسبت به اين دارو، كم احتمال، عكس

 حل:  ����

ور اعـداد حقيقـي رسـم كنـيم،     العمـل را روي مح ـ  ي زماني براي نشان دادن عكس  اگر بازه 

 صورت مقابل است: به

دقيقـه   1/2تـر از   العمـل كـم   كه پيشامد مطلوب اين است كه زمان عكـس  دقيقه است، حال آن 5/2يعني طول پيشامد فضاي نمونه  

 دقيقه است. بنابراين احتمال مورد نظر برابر است با: 9/0باشد، يعني طول فضاي مطلوب 

 0 9
0 36

2 5

/
P(A) /

/
= == == == = 

2x ====
2y ====

0 4y / x====

0 8/

1 0 8S /====
21

�

1

0 4x / y====
0 8/

y

2 0 8S /====

�

2

a

b

••••

••••

1

1−−−−

2

 فضاي نمونه 

0 1 2/ 2 1/ 3 7/

8 8 10/ 8 20/
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 قوانين احتمال:قوانين احتمال:قوانين احتمال:قوانين احتمال:

≥P(A)براي تمام پيشامدها:  ≤0 P(S) و  (پيشامد حتمي (مطمئن))   1 = )Pو  (پيشامد ناممكن (نشدني))   1 )φ = 0 )1 

) ها: قانون جمع احتمال ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −U I )2 

P(Aدو پيشامد ناسازگار باشند:  Bو  Aاگر  B) =0I :و لذا)B(P)A(P)BA(P +=U 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P A B P A C P B C P A B C= + + − − − +U U I I I I I )3 

P(A ) P(A)1′′′′ = −= −= −= − )4 

P(A B) P(A) P(A B)I− = −− = −− = −− = − )5 

 2 2P(A B) P(A B) P(A B) P(A) P(B) P(A B) P(A B) P(A) P(B)∆ = − = + − = − −∆ = − = + − = − −∆ = − = + − = − −∆ = − = + − = − −U I I U )6 

 (((( ))))P(A B ) P (A B) P(A) P(B) P(A B)I U I1′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′= = − − += = − − += = − − += = − − + )7 

2كه شخصي در امتحان رياضي قبول شود برابر مثال: احتمال اين ����
1كه در امتحان فيزيك قبول شود برابر و احتمال اين 3

و  4

1ر دو درس قبول شود برابركه در ه احتمال اين
 كه در هيچ يك از دو امتحان قبول نشود، چقدر است؟ است. احتمال اين 6

 حل:       ����

                               P( ) P( ) P( ) P( )I I
2 1 1 3 1

1رفر ر1 ف ف
3 4 6 12 4

′′′′ ′′′′ = − − + = − − + = == − − + = − − + = == − − + = − − + = == − − + = − − + = = 

 شد چقدر است؟فرزند يك خانواده حداقل تولد دو نفرشان از لحاظ روزهاي هفته مثل هم با 3مثال: احتمال اين كه از بين ����

 حل:       ����
7 6 5 19

1
7 7 7 49

× ×× ×× ×× ×
= − == − == − == − =

× ×× ×× ×× ×
1P(A)تايي مثل هم نباشند) 2(هيچ  P= −= −= −= − 

},,,,{ي اعداد طبيعي  مثال: از مجموعه���� 300321 K 7كنيم. با كدام احتمال اين عدد بر  يك عدد به تصادف انتخاب مي 

 ؟نيستپذير  بخش 11پذير است و بر  بخش

 حل:  ����

300تعداد اعداد بخش پذير بر هفت 
42

7

    
====    

    
 

42 3 39= − == − == − == −    ⇒⇒⇒⇒11ناپذير بر  و بخش 7پذير بر  تعداد اعداد بخش=

39
0 13

300
P(A) /⇒ = =⇒ = =⇒ = =⇒ = 300فت و يازده تعداد اعداد بخشپذير بر ه                                            = 300

3
777 11,

         
= == == == =                              

 

در اين عدد ظاهر  2ايم. با كدام احتمال، لااقل يك بار رقم  مثال: از بين اعداد طبيعي سه رقمي، به تصادف يك عدد برداشته����

 شده است؟

 حل:  ����

 9 10 10 9 10 10 900n(S)= = = × × == = = × × == = = × × == = = × ×  رقمي  3تعداد اعداد =

 8 9 9 8 9 9n(A )′′′′= = = × ×= = = × ×= = = × ×= = = ×  2رقمي فاقد  3تعداد اعداد ×

 
 

  9 10 10 8 9 9 8 9 9
1

9 10 10
P(A)

× × − × × × ×× × − × × × ×× × − × × × ×× × − × × × ×
⇒ = = −⇒ = = −⇒ = = −⇒ = = −

× ×× ×× ×× × 9
1 0 72 0 28

10 10
/ /= − == − == − == − =

× ×× ×× ×× ×
 

9 10 10n(s) = × ×= × ×= × ×= × ×
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نفر از اين تاجرين،  8اند.  بار سفر كرده نفر براي اولين 12نفر آنان تاجر و  23نفرند كه  72مثال: تعداد مسافرين در يك هتل ����

رد نه تاجر است و نه اولين اند. اگر فردي به تصادف از بين آنان انتخاب شود، با كدام احتمال اين ف بار سفر كرده براي اولين

 بار سفر كرده است؟

 حل:  ����

 اند. نفر براي اولين بار سفر كرده 8  

                     
تاجر  23

 اند نفر براي اولين بار سفر نكرده 15 

 اند نفر براي اولين بار سفر كرده 4  

         
نفر تاجر نيستند 49 

 دان نفر براي اولين بار سفر نكرده 45 
45 5

72 8
P = == == == = 

كنيم.  مهره به تصادف خارج مي 3ي آبي وجود دارد. از اين كيسه  مهره 3ي قرمز و  مهره 4ي سياه و  مهره 3اي  در كيسه مثال:

 (مثلاً هر سه قرمز نباشند) ؟نباشندرنگ داراي يك سه مهره  هر كه مطلبوست احتمال آن

 حل: ����

3 4 3

3 3 3 19
1

10 10 11 20

3 3 3

( )

                    
                    
                    − + + =− + + =− + + =− + + =
                    
                    
                    

 

 استقلال دو پيشامد:استقلال دو پيشامد:استقلال دو پيشامد:استقلال دو پيشامد:

 :صورت گوييم، كه در اين مي Bرا مستقل از  Aنباشد،  مؤثر Aداد پيشامد در رخ Bداد پيشامد خاگر آگاهي از ر 

P(A B) P(A)P(B)=I اگر تساوي اخير هم برقرار باشد، دو پيشامد .A  وB  مستقل خواهند بود. (اين قضيه به چند پيشامد

 نيز قابل تعميم است.)

درپي و با جايگذاري از  مهره به تصادف و پي 3ي قرمز وجود دارد.  مهره 2ي سبز و  مهره 3ي آبي و  رهمه 4اي  در كيسه مثال:����

ي اول آبي، دومي سبز و سومي آبي باشد؟ اگر اين عمل را بدون  كنيم. چقدر احتمال دارد مهره اين كيسه خارج مي

 سبز و سومي آبي باشد؟اول آبي و دومي  ي جايگذاري انجام دهيم، چقدر احتمال دارد مهره

 كنيم: ها را در هم ضرب مي پيشامدها، احتمال دليل استقلال به حل: ����

4 3 4 16

9 9 9 243
× × =× × =× × =× ×  قسمت اول:  =

4 3 3 1

9 8 7 14
× × =× × =× × =× ×  قسمت دوم: =

ام احتمال دو فرزنـد  با كدبا انتخاب يكي از فرزندان، مشاهده شده آن فرزند پسر است. ي سه فرزندي،  مثال: در يك خانواده����

 ديگر دختر است؟ 

 كه هر دو فرزند دختر باشند، عبارت است از:  باشند، لذا احتمال آن مانده مستقل از فرزند انتخاب شده مي چون دو فرزند باقيحل:  ����

 دومي دختر

1 1

2 2
P(A)

↑↑↑↑

↓↓↓↓

= ×= ×= ×= × 

 اولي دختر

1584

45
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        ::::اياياياي    احتمال دو جملهاحتمال دو جملهاحتمال دو جملهاحتمال دو جمله

 ي هر امتحان دو برآمد دارد. ناميم و فضاي نمونه ميهاي دو حالته را امتحان  آزمايش

1qو شكست  pاگر احتمال پيروزي در يك آزمايش دوحالته  p= −= −= −= بار پيروز  xبار تكرار اين آزمايش  Nكه در باشد، احتمال آن −

1xشويم برابر است با:   N xN
p ( p)

x

−−−−    
−−−−    

    
 

در حالت خاص 
2

1
======== qp فرمول به صورت: N)(

x

N

2

1







 ي متوالي يك خانوادهها (مانند پرتاب متوالي سكه يا بچه .آيد ميدر( 

 دختر داشته باشد، كدام است؟  4كه اين خانواده حداكثر  فرزند است. احتمال اين 5اي داراي  مثال: خانواده ����

 حل:        ����

55 1 31
1

5 2 32
( )

    
= − == − == − == − =    

    
1دختر)  5( P= −= −= −=  Pدختر) 4(حداكثر −

 % باشد؟  99مثال: يك سكه را حداقل چند بار بايد پرتاب كنيم تا احتمال آمدن اقلا يك شير بيش از  ����

 حل:       ����

1بار 7حداقل  1
7

2 100

n( ) n→ < → ≥→ < → ≥→ < → ≥→ < → ≥
1 99 1

1 1
0 2 100 100

nn
( )

    
= − > = −= − > = −= − > = −= − > = −    

    
 Pر)(اقلاً يك شي= P-1(اصلاً شير نيايد) 

 اندازيم تا براي سومين بار رو بيايد. احتمال آن كه در دهمين پرتاب به اين منظور برسيم كدام است؟ اي را آن قدر مي مثال: سكه ����

 حل:                                                     ����
�

9 10

10 8

9 91 1 1 36 9 9

2 22 2 2 2562 2
( )

                 
= × = = = == × = = = == × = = = == × = = = =                 

                
�����

 P(در دهمين پرتاب) 

    بار رو بيايد 2بار اول،  9بار دهم رو بيايد  در                             

ي اين كارخانه لااقـل   كالاي خريداري شده 4اند. با كدام احتمال از  اي مرغوب مثال: هفتاد و پنج درصد محصولات كارخانه����

 يك كالا مرغوب است؟

 حل:  ����

25

100
75(خراب) ====

100
P= ⇒= ⇒= ⇒=  تذكر →→→→P(مرغوب)  ⇒

1(همه كالاها خراب)  P= −= −= −=  Pكالا مرغوب) 4(لااقل يك كالا از  −

4 4 4 44 25 25 1 1 255
1 1 1 1 1

4 100 100 4 256 256
( )( ) ( ) ( )−−−−= − − = − × = − == − − = − × = − == − − = − × = − == − − = − × = − = 

 اند. با كدام احتمال لااقل دو نفر از آنان دختر است؟ نوزاد در يك روز متولد شده 5مثال: در يك بيمارستان ����

 حل:  ����

1كه احتمال متولد شدن دختر برابر احتمال متولد شدن پسر و برابر  اينبا توجه به  

2
P  اي داريم:است لذا طبق توزيع احتمال دوجمله ====

2n

n

k

    
    
    ====  ًدقيقا)k بار رخ داد پيشامدA   درn آزمايشP( 

5 5

5 5

0 1 1 5 6 13
1 1 1

32 32 32 162 2
)) ( )

                
                
                = − + = − + = − == − + = − + = − == − + = − + = − == − + = − + = − =
    
        
    

(دختر يك P(++++1هيچ دختر (P(= −= −= −=  ⇒⇒⇒⇒)Pنوزاد 5دختر از  2(حداقل  −
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