
علی شهیدی صادقی 
دانشگاه صنعتی امیرکبیر



مقدمه 
مروری اجمالی بر حل معادله هلم هلتز به روش تفاضل متناهی 

matlabحل معادله هلم هولتز با 

یک بعدی به روش تفاضل متناهیمروری اجمالی بر حل معادله حرارت
matlabحل معادله حرارت یک بعدی با 

حل معادله حرارت دو بعدی به روش تفاضل متناهی
matlabحل معادله حرارت دو بعدی با 

مروری اجمالی بر حل معادله موج یک بعدی به روش تفاضل متناهی 
matlabحل معادله موج یک بعدی در 

متناهیدو بعدی به روش تفاضل موج حل معادله 
matlabدو بعدی با موج حل معادله 



مقدمه
.بگیریدنظردرyوxمستقلمتغیردوبا2PDEدرجهمعادلهیک

:مرزیشرایطو

𝐴 𝑥, 𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝐵 𝑥, 𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶 𝑥, 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑢,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑓 و 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑓

𝑢 𝑥, 𝑦0 = 𝑏𝑦0 𝑥 , 𝑢 𝑥, 𝑦𝑓 = 𝑏𝑦𝑓 𝑥 .

𝑢 𝑥0, 𝑦 = 𝑏𝑥0 𝑦 , 𝑢 𝑥𝑓, 𝑦 = 𝑏𝑥𝑓 𝑦 .



مقدمه

.کنیمتقسیمزیردستهسهبهتوانیممیرومعادلاتاین

:بیضویمعادلات

:سهمویمعادلات

:هذلولیمعادلات

𝐵2 − 4𝐴𝐶 < 0

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 0

𝐵2 − 4𝐴𝐶 > 0



معادلات بیضوی 
.پردازیممیناهمگنهولتزهلممعادلهبررسیبهخاصصورتبه

مرزیشرایط

𝛻2𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑔 𝑥, 𝑦 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥, 𝑦

𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑓 و 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑓

𝜕2𝑢 𝑥, 𝑦

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑦

𝜕𝑦2 + 𝑔 𝑥, 𝑦 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥, 𝑦

𝑢 𝑥, 𝑦0 = 𝑏𝑦0 𝑥 , 𝑢 𝑥, 𝑦𝑓 = 𝑏𝑦𝑓 𝑥 .

𝑢 𝑥0, 𝑦 = 𝑏𝑥0 𝑦 , 𝑢 𝑥𝑓, 𝑦 = 𝑏𝑥𝑓 𝑦 .



مروری اجمالی به حل معادله هلم هولتز
:باشیدداشتهدقت

𝑖𝑓 𝑔 𝑥, 𝑦 = 0

𝑖𝑓 𝑔 𝑥, 𝑦 = 0 , 𝑓 𝑥, 𝑦 = 0

معادله پواسن

معادله لاپلاس

ترتیببهرا𝑦و𝑥هایدامنهمانقطهدوهربینفاصلهآوردنبدستبرای
.کنیممیتقسیم𝑀𝑦و𝑀𝑥بر

∆𝑥 =
𝑥𝑓 − 𝑥0

𝑀𝑥
, ∆𝑦 =

𝑦𝑓 − 𝑦0

𝑀𝑦



مروری اجمالی به حل معادله هلم هولتز

:داشتخواهیمدلخواهنقطههربرایترتیباینبه

𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

∆𝑥2 +
𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

∆𝑦2 + 𝑔𝑖,𝑗𝑢𝑖,𝑗 = 𝑓𝑖,𝑗

:آندرکه

𝑢𝑖,𝑗 = 𝑢 𝑥𝑗 , 𝑦𝑖 𝑓𝑖,𝑗 = 𝑓 𝑥𝑗 , 𝑦𝑖 𝑔𝑖,𝑗 = 𝑔 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗

:مرزیشرایط
𝑢0,𝑗 = 𝑏𝑦0 𝑥𝑗 , 𝑢𝑀𝑦,𝑗 = 𝑏𝑦𝑓 𝑥𝑗 .

𝑢𝑖,0 = 𝑏𝑥0 𝑦𝑖 , 𝑢𝑖,𝑀𝑥 = 𝑏𝑥𝑓 𝑦𝑖 .



مروری اجمالی به حل معادله هلم هولتز

:داریممعادلهکردنسادهبا

𝑢𝑖,𝑗 = 𝑟𝑦 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1 + 𝑟𝑥 𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑟𝑥𝑦 𝑔𝑖,𝑗𝑢𝑖,𝑗 − 𝑓𝑖,𝑗

:داریمآندرکه

𝑟𝑦 =
∆𝑦2

2 ∆𝑦2 + ∆𝑥2
𝑟𝑥 =

∆𝑥2

2 ∆𝑦2 + ∆𝑥2 𝑟𝑥𝑦 =
∆𝑦2∆𝑥2

2 ∆𝑦2 + ∆𝑥2



matlabکمکباهولتزهلممعادلهحل

ورودیهایپارامتر
بندیمش

مرزیشرایطاعمال
هلمولاپلاسوپواسنمعادلهنوعکنندهتعیینکه𝑔و𝑓توابعتعیین
.استهولتز
بندیمشمقادیرتعیین



matlabکمکباهولتزهلممعادلهحل

.کنیماستفادهinputدستورازیاوfunctionازتوانیممیورودیتوابعبرای

.دهیدقرارخودتابعنامهمراآننامخودm-fileکردنذخیرهبرایکهکنیددقت

function [u,x,y] = poisson(f,g,bx0,bxf,by0,byf,D,Mx,My,tol,MaxIter)

%solve u_xx + u_yy + g(x,y)u = f(x,y)

%over the region D = [x0,xf,y0,yf] = {(x,y) |x0 <= x <= xf, y0 <= y <= yf}

% with the boundary Conditions:

% u(x0,y) = bx0(y), u(xf,y) = bxf(y)

% u(x,y0) = by0(x), u(x,yf) = byf(x)

%Mx=#ofsubintervals along x axis

%My=#ofsubintervals along y axis

% tol : error tolerance

% MaxIter: the maximum # of iterations



matlabکمکباهولتزهلممعادلهحل

.استنیاززیرمحاسباتبهحل،مسیرطیوبندیمشبرای

x0 = D(1); xf = D(2); y0 = D(3); yf = D(4);

dx = (xf - x0)/Mx; x = x0 + [0:Mx]*dx;

dy = (yf - y0)/My; y = y0 + [0:My]*dy;

Mx1=Mx+1;My1=My+1;

زیرصورتبهforحلقهدوازعددیصورتبه𝑔و𝑓توابعمحاسباتبرایهمچنین
.کنیممیاستفاده

for i = 1:My1

for j = 1:Mx1

F(i,j) = f(x(j),y(i)); G(i,j) = g(x(j),y(i));

end

end



matlabکمکباهولتزهلممعادلهحل

.استفاده می کنیمforرای گذاشتن شرایط مرزی در مش بندی خود از دو حلقه ب

for m = 1:My1, u(m,[1 Mx1])=[bx0(y(m)) bxf(y(m))]; end

%left/right side

for n = 1:Mx1, u([1 My1],n) = [byf(x(n)); by0(x(n))]; end

%bottom/top



matlabکمکباهولتزهلممعادلهحل

.کنیممیواردرادستوراتزیرترتیببه(𝑟𝑥𝑦و𝑟𝑦و𝑟𝑥)معادلهضرایببرای

dx2 = dx*dx; dy2 = dy*dy; dxy2 = 2*(dx2 + dy2);

rx = dx2/dxy2; ry = dy2/dxy2; rxy = rx*dy2;

.استزیرصورتبهنظرموردبندیمشمحاسبهدستور
for itr = 1:MaxIter

for j = 2:Mx

for i = 2:My

u(i,j) = ry*(u(i,j + 1)+u(i,j - 1)) + rx*(u(i + 1,j)...

+u(i - 1,j))+ rxy*(G(i,j)*u(i,j)- F(i,j));

end

end

if itr>1&max(max(abs(u - u0))) < tol, break; end

u0=u;

end



matlabکمکباهولتزهلممعادلهحل

مسالهلحبهقبل،مراحلدرشدهنوشتهتابعازاستفادهباکهایبرنامهنوشتنبهحال
.پردازیممیپردازد؛می

clear all;

close all;

clc;

f = inline('0','x','y'); g = inline('0','x','y');

Mx=20;My=20;

D=[0 4 0 4];

bx0 = inline('exp(y)-cos(y)','y');

bxf = inline('exp(y)*cos(4)-exp(4)*cos(y)','y');

by0 = inline('cos(x)-exp(x)','x'); 

byf = inline('exp(4)*cos(x)-exp(x)*cos(4)','x');

MaxIter = 5000; 

tol = 1e-4;

[u,x,y] = poisson(f,g,bx0,bxf,by0,byf,D,Mx,My,tol,MaxIter);

clf,mesh(x,y,u);disp(u);

xlabel('x'),ylabel('y'),zlabel('u(x,y)');



matlabکمکباهولتزهلممعادلهحل

:داریمنهاییجواببرای



سهمویمعادلات
.یمپردازمیبعدییکحرارتمعادلهبررسیبهسهمویمعادلاتعنوانبه

𝐴
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑡

𝜕𝑥2 =
𝜕𝑢 𝑥, 𝑡

𝜕𝑡
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑓 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

:داریماولیهمقدارومرزیشرایطبرای

𝑢 0, 𝑡 = 𝑏0 𝑡

𝑢 𝑥𝑓, 𝑡 = 𝑏𝑥𝑓 𝑡

𝑢 𝑥, 0 = 𝑖0 𝑡



حرارتمعادلهحلبهاجمالیمروری

تقسیمقسمت𝑀بهرا𝑥𝑓,0فضایمامتناهیتفاضلروشاعمالبرای
.کنیممی

تقسیمقسمت𝑁بهرا𝑇,0فضایمامتناهیتفاضلروشاعمالبرای
.کنیممی

∆𝑥 =
𝑥𝑓

𝑀

∆𝑡 =
𝑇

𝑁

:داریماویلرروشبکارگیریبانتیجهدر

𝐴
𝑢𝑖+1

𝑘 − 2𝑢𝑖
𝑘 + 𝑢𝑖−1

𝑘

∆𝑥2
=

𝑢𝑖
𝑘+1 − 𝑢𝑖

𝑘

∆𝑡



حرارتمعادلهحلبهاجمالیمروری
:داریممعادلهسازیسادهازپس

𝑢𝑖
𝑘+1 = 𝑟 𝑢𝑖+1

𝑘 + 𝑢𝑖−1
𝑘 + 1 − 2𝑟 𝑢𝑖

𝑘

:آندرکه

𝑟 = 𝐴
∆𝑡

∆𝑥2

𝑟بایدمعادلهماندنپایداربرایکهاستلازمنکتهاینبهتوجه ≤ .باشد0.5



matlabکمکبهحرارتمعادلهحل

ورودیهایپارامتر
بندیمش

اولیهمقدارتعیین
مرزیشرایطتعیین
بندیمشمقادیرتعیین



matlabکمکبهحرارتمعادلهحل

.کنیماستفادهinputدستورازیاوfunctionازتوانیممیورودیتوابعبرای

%give your input

a=input('cofficient of eq a=');

xf=input('domin xf=');

T=input('time T=');

it0=input('intital eq it0=');

bx0=input('boundry condition in 0 bx0=');

bxf=input('boundry condition in xf bxf=');

M=input('sub interval for x M=');

N=input('sub interval for t N=');



matlabکمکبهحرارتمعادلهحل

:برای مش بندی و تعیین مقدار اولیه داریم

dx=xf/M;

dt=T/N;

x=0:dx:xf;

t=0:dt:T;

%initial condition

for i=1:M+1

u(i,1)=it0(x(i));

end



matlabکمکبهحرارتمعادلهحل

دستورات مربوط به شرایط مرزی به صورت زیر می باشد

%boundary condition

for k=1:N+1

u([1 M+1],k)=[bx0(t(k));bxf(t(k))];

end



matlabکمکبهحرارتمعادلهحل

.استزیرصورتبهنظرموردبندیمشهایسلولمحاسبهدستور

r=a*(dt/(dx)^2);

if (r<=0.5)

r1=1-2*r;

for k=1:N

for i=2:M

u(i,k+1)=r*(u(i+1,k)+u(i-1,k))+r1*u(i,k);

end

end

else

disp('stablity error');

end



matlabکمکبهحرارتمعادلهحل

مثالعنوانبهدهیممیراشدهخواستهاطلاعاتبرنامه،اجرایازپس
:داریم



matlabکمکبهحرارتمعادلهحل

:برنامهاجرایازبعدآمدهدستبهنتایج



matlabکمکبهحرارتمعادلهحل

:برنامهاجرایازبعدآمدهدستبهنتایج



هیمتناتفاضلروشبهبعدیدوحرارتمعادلهحل
که به .مثال دیگری از معادله سهمی گون معادله حرارت دو بعدی است

.صورت زیر توصیف می شود

𝐴
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝜕𝑦2 =
𝜕𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝜕𝑡

𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑓 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑓 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

با شرایط مرزی

𝑢 𝑥0, 𝑦, 𝑡 = 𝑏𝑥0 𝑦, 𝑡 , 𝑢 𝑥𝑓, 𝑦, 𝑡 = 𝑏𝑥𝑓 𝑦, 𝑡

𝑢 𝑥, 𝑦0, 𝑡 = 𝑏𝑦0 𝑥, 𝑡 , 𝑢 𝑥, 𝑦𝑓, 𝑡 = 𝑏𝑦𝑓 𝑥, 𝑡



هیمتناتفاضلروشبهبعدیدوحرارتمعادلهحل

:همچنین برای شرایط اولیه داریم
𝑢 𝑥, 𝑦, 0 = 𝑖0 𝑥, 𝑦

:برای معادله حرارت می توان نوشت

𝐴
𝑢𝑖,𝑗+1

𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑘

∆𝑥2 +
𝑢𝑖+1,𝑗

𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢𝑖−1,𝑗

𝑘

∆𝑦2 =
𝑢𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝑢𝑖,𝑗
𝑘

∆𝑡



هیمتناتفاضلروشبهبعدیدوحرارتمعادلهحل

:داریمسازیسادهبانهایتا

:داریمآندرکه

𝑟𝑥 =  𝐴∆𝑡 ∆𝑥2 𝑟𝑦 =  𝐴∆𝑡 ∆𝑦2

𝑟𝑥 𝑢𝑖,𝑗+1
𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑢𝑖,𝑗−1
𝑘 + 𝑟𝑦 𝑢𝑖+1,𝑗

𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢𝑖−1,𝑗

𝑘 + 𝑢𝑖,𝑗
𝑘 = 𝑢𝑖,𝑗

𝑘+1

∆𝑥 =  𝑥𝑓 − 𝑥0 𝑀𝑥 ∆𝑦 =  𝑦𝑓 − 𝑦0 𝑀𝑦 ∆𝑡 =  𝑇 𝑁



matlabبابعدیدوحرارتمعادلهحل

ورودیهایپارامتر
بندیمش

اولیهمقدارتعیین
مرزیشرایطتعیین
بندیمشمقادیرتعیین



matlabبابعدیدوحرارتمعادلهحل

:کنیممیواردرازیردستوراتورودیهایپارامترتعیینبرای
a = 1e-4;

ixy0 = inline('10','x','y');

bx0 = inline('exp(y)-cos(y)','y','t');

bxf = inline('exp(y)*cos(4)-exp(4)*cos(y)','y','t');

by0 = inline('cos(x)-exp(x)','x','t');

byf = inline('exp(4)*cos(x)-exp(x)*cos(4)','x','t');

D = [0 4 0 4];

T = 5000;

Mx = 20;

My = 20;

N = 500;



matlabبابعدیدوحرارتمعادلهحل

:کنیممیواردرازیردستوراتاولیهمقدارتعیینوبندیمشبرای

dx = (D(2) - D(1))/Mx; x = D(1)+[0:Mx]*dx;

dy = (D(4) - D(3))/My; y = D(3)+[0:My]*dy;

dt = T/N; t = [0:N]*dt;

for j=1:Mx+1

for i=1:My+1

u(i,j) = ixy0(x(j),y(i));

end

end

rx = a*dt/(dx*dx); ry = a*dt/(dy*dy);



matlabبابعدیدوحرارتمعادلهحل

واردارزیردستوراتمحاسباتیهایسلولمقادیرتعیینومرزیشرایطتعیینبرای
:کنیممی

for k=1:N

for i = 1:My+1

u(i,[1,Mx+1],k) = [bx0(y(i),t(k));bxf(y(i),t(k))];

end

for j = 1:Mx+1

u([1 My+1],j,k)=[by0(x(j),t(k));byf(x(j),t(k))];

end

for j=2:Mx

for i=2:My

u(j,i,k+1)=rx.*[u(j+1,i,k)-2.*u(j,i,k)+u(j-1,i,k)]+...

ry.*[u(j,i+1,k)-2.*u(j,i,k)+u(j,i-1,k)]+u(j,i,k);

end

end

end



matlabبابعدیدوحرارتمعادلهحل

.رسیممیزیرنتایجبهبرنامهاجرایبا



هذلولیمعادلات

.ازیمبه عنوان مثال برای معادلات هذلولی به معادله موج یک بعدی می پرد

𝐴
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑡

𝜕𝑥2 =
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑡

𝜕𝑡2
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑓 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

:برای شرایط مرزی و اولیه داریم

𝑢 0, 𝑡 = 𝑏0 𝑡

𝑢 𝑥𝑓, 𝑡 = 𝑏𝑥𝑓 𝑡

𝑢 𝑥, 0 = 𝑖0 𝑥

𝜕𝑢 𝑥, 0

𝜕𝑡
=  𝑖0 𝑡



موجمعادلهحلبراجمالیمروری

:داریممتناهیتفاضلروشکمکبهحلبرای

𝐴
𝑢𝑖+1

𝑘 − 2𝑢𝑖
𝑘 + 𝑢𝑖−1

𝑘

∆𝑥2 =
𝑢𝑖

𝑘+1 − 2𝑢𝑖
𝑘 + 𝑢𝑖

𝑘−1

∆𝑡2

:داریمآندرکه

∆𝑥 =
𝑥𝑓

𝑀

∆𝑡 =
𝑇

𝑁



موجمعادلهحلبراجمالیمروری

:داریمسازیسادهبانتیجتا
𝑢𝑖

𝑘+1 = 𝑟 𝑢𝑖+1
𝑘 + 𝑢𝑖−1

𝑘 + 2 1 − 𝑟 𝑢𝑖
𝑘 − 𝑢𝑖

𝑘−1

𝑟 = 𝐴
∆𝑡2

∆𝑥2

𝑢𝑖آوردنبدستبرای
1،𝑘 = علتبهکه.کنیممیجایگذاریمعادلهدررا0

𝑢𝑖وجود
−1 = 𝑢 𝑥, − ∆𝑡،آوریمبدستراآنتوانیمنمی.

:داریماولیهشرایطتقریببانتیجتا

𝑢𝑖
1 − 𝑢𝑖

−1

2∆𝑡
=  𝑖0 𝑥𝑖



موجمعادلهحلبراجمالیمروری

:داریماصلیمعادلهدرجایگذاریبا

𝑢𝑖
1 =

1

2
r 𝑢𝑖+1

0 + 𝑢𝑖−1
0 + 1 − 𝑟 𝑢𝑖

0 +  𝑖0 𝑥𝑖 ∆𝑡

𝑟مسئلهپایداریبرایهمچنین ≤ .باشدمی1



matlabکمکبهموجمعادلهحل

ورودیهایپارامترتعیین
بندیمش

اولیهمقدارتعیین
مرزیشرایطتعیین

𝑢𝑖برایمسالهحل
1

مقادیربقیهبرایمسالهحل



matlabکمکبهموجمعادلهحل

ینادر.کنیممیواردرازیردستوراتکدورودیهایپارامترتعیینبرای
.کنیممیاستفادهFunctionازمثال
خودتابعنامهمراآننامخودm-fileکردنذخیرهبرایکهکنیددقت
.دهیدقرار

function [u,x,t] = wave(a,xf,T,it0,i1t0,bx0,bxf,M,N)

%solve a u_xx = u_tt for 0<=x<=xf, 0<=t<=T

% Initial Condition: u(x,0) = it0(x), u_t(x,0) = i1t0(x)

% Boundary Condition: u(0,t)= bx0(t), u(xf,t) = bxf(t)

%M=# of subintervals along x axis

%N=# of subintervals along t axis



matlabکمکبهموجمعادلهحل

.نیمکمیاستفادهزیردستوراتکدازاولیهمقادیرتعیینوبندیمشبرای

dx = xf/M; x = 0:dx:xf;

dt = T/N; t = 0:dt:T;

r = a*(dt/dx)^ 2; r1 = r/2; r2 = 2*(1 - r);

for i = 1:M+1

u(i,1) = it0(x(i)) ;

end



matlabکمکبهموجمعادلهحل

.کنیممیاستفادهزیردستوراتکدازمرزیشرایطتعیینبرای

for k = 1:N+1

u([1 M+1],k) = [bx0(t(k));bxf(t(k))];

end



matlabکمکبهموجمعادلهحل

𝑢𝑖برایمسالهحلبرای
.کنیممیواردرازیردستوراتکد1

for i = 2:M

u(i,2) = r1*[u(i+1,1)+u(i-1,1)] + (1-r)*u(i,1) + dt*i1t0(x(i));

end



matlabکمکبهموجمعادلهحل

.کنیممیواردرازیردستوراتکدمقادیربقیهبرایمسالهحلبرای

for k = 2:N

for i = 2:M

u(i,k+1) = r*[u(i+1,k)+u(i-1,k)] + r2*u(i,k) - u(i,k-1);

end

end



matlabکمکبهموجمعادلهحل

.نویسیممیزیرصورتبهایبرنامهمربوطهFunctionبرایحال

clear all;

a=1;

it0 = inline('x*(1-x)','x');
i1t0 = inline('0','x');

bx0 = inline('0','t');

bxf = inline('0','t');

xf=1;M=10; T=1.1;N=11;

[u,x,t] = wave(a,xf,T,it0,i1t0,bx0,bxf,M,N);

if(u ~= 1000)

disp(u);

surf(t,x,u);

xlabel('t'),ylabel('x'),zlabel('u(x,t)');

else

disp('error')

end



matlabکمکبهموجمعادلهحل

.آیدمیبدستزیرنتایجبرنامهاجرایبا



متناهیتفاضلروشبهبعدیدوموجمعادلهحل

.زیمدر این قسمت ما به بررسی معادله موج دو بعدی با رابطه زیر می پردا

𝐴
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝜕𝑦2 =
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝜕𝑡2

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑓

0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑓

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇



متناهیتفاضلروشبهبعدیدوموجمعادلهحل

.شرایط مرزی و اولیه معادله به صورت زیر می باشد

𝑢 0, 𝑦, 𝑡 = 𝑏𝑥0 𝑦, 𝑡

𝑢 𝑥𝑓, 𝑦, 𝑡 = 𝑏𝑥𝑓 𝑦, 𝑡

𝑢 𝑥, 0, 𝑡 = 𝑏𝑦0 𝑥, 𝑡

𝑢 𝑥, 𝑦𝑓, 𝑡 = 𝑏𝑦𝑓 𝑥, 𝑡

𝑢 𝑥, 𝑦, 0 = 𝑖0 𝑥, 𝑦

𝜕𝑢 𝑥, 𝑦, 0

𝜕𝑡
=  𝑖0 𝑥, 𝑦



متناهیتفاضلروشبهبعدیدوموجمعادلهحل

به دوم  همانند روش یک بعدی ما با تقریب تفاضل مرکزی برای مشتق مرت
:داریم

𝐴
𝑢𝑖,𝑗+1

𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑘

∆𝑥2 +
𝑢𝑖+1,𝑗

𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢𝑖−1,𝑗

𝑘

∆𝑦2 =
𝑢𝑖,𝑗

𝑘+1 − 2𝑢𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢𝑖−1,𝑗

𝑘

∆𝑡2

∆𝑥 =
𝑥𝑓

𝑀𝑥

∆𝑦 =
𝑦𝑓

𝑁𝑦

∆𝑡 =
𝑇

𝑁



متناهیتفاضلروشبهبعدیدوموجمعادلهحل

.نهایتا با ساده سازی به معادله زیر می رسیم

𝑢𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝑟𝑥 𝑢𝑖,𝑗+1

𝑘 + 𝑢𝑖,𝑗−1
𝑘 + 2 1 − 𝑟𝑥 − 𝑟𝑦 𝑢𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑟𝑦 𝑢𝑖+1,𝑗
𝑘 + 𝑢𝑖−1,𝑗

𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗
𝑘−1

𝑟𝑥 =
𝐴∆𝑡2

∆𝑥2
𝑟𝑦 =

𝐴∆𝑡2

∆𝑦2

𝑢𝑖,𝑗آوردنبدستبرای
1،𝑘 = بهکه.کنیممیجایگذاریمعادلهدررا0

𝑢𝑖,𝑗وجودعلت
−1 = 𝑢 𝑥,𝑦, − ∆𝑡،آوریمبدستراآنتوانیمنمی.



متناهیتفاضلروشبهبعدیدوموجمعادلهحل

:بنابراین ما با تقریب تفاضل مرکزی برای شرایط اولیه داریم

𝑢𝑖,𝑗
1 − 𝑢𝑖,𝑗

−1

2∆𝑡
=  𝑖0 𝑥, 𝑦

𝑘بنابراین با جایگذاری در معادله اصلی برای  = :داریم0

𝑢𝑖,𝑗
1 =

1

2
𝑟𝑥 𝑢𝑖,𝑗+1

0 + 𝑢𝑖,𝑗−1
0 + 𝑟𝑦 𝑢𝑖+1,𝑗

0 + 𝑢𝑖−1,𝑗
0 + 1 − 𝑟𝑥 − 𝑟𝑦 𝑢𝑖,𝑗

0 +  𝑖0 𝑥𝑗 , 𝑦𝑖 ∆𝑡



matlabبابعدیدوموجمعادلهحل

ورودیهایپارامترتعیین
بندیمش

اولیهمقدارتعیین
مرزیشرایطتعیین

𝑢𝑖,𝑗برایمسالهحل
1

مقادیربقیهبرایمسالهحل



matlabبابعدیدوموجمعادلهحل

.کنیمواردرازیردستوراتکدورودیهایپارامترتعیینبرای

clear all;

close all;

clc;

it0 = inline('0.1*sin(pi*x)*sin(pi*y/2)','x','y');

i1t0 = inline('0','x','y'); 

bx0 = inline('0','y','t');

bxf = inline('0','y','t');

by0 = inline('0','x','t');

byf = inline('0','x','t');

a = 0.25; D = [0 2 0 2]; T = 1.8 ; Mx = 40; My = 40; N = 40;



matlabبابعدیدوموجمعادلهحل

.نیمکمیاستفادهزیردستوراتکدازاولیهمقادیرتعیینوبندیمشبرای

dx = (D(2)- D(1))/Mx; x = D(1)+[0:Mx]*dx;

dy = (D(4)- D(3))/My; y = D(3)+[0:My]*dy;

dt = T/N; t = [0:N]*dt;

%Initialization

for j = 2:Mx

for i = 2:My

u(i,j) = it0(x(j),y(i)); ut(i,j) = i1t0(x(j),y(i));

end

end

adt2 = a*dt*dt; rx = adt2/(dx*dx); ry = adt2/(dy*dy);

rxy1 = 1-rx-ry ; rxy2 = rxy1*2;



matlabبابعدیدوموجمعادلهحل
.نیمکمیاستفادهزیردستوراتکدازمحاسباتیهایسلولمقادیربقیهمحاسبهومرزیشرایطتعیینبرای

for k = 1:N

for i = 1:My + 1 %Boundary condition

u(i,[1 Mx + 1],k) = [bx0(y(i),t(k)); bxf(y(i),t(k))];

end

for j=1:Mx+1

u([1 My + 1],j,k) = [by0(x(j),t(k)); byf(x(j),t(k))];

end

if k == 1

for i = 2:My

for j = 2:Mx

u(i,j,k+1) = 0.5*(rx*(u(i,j - 1,k) + u(i,j + 1,k))...

+ ry*(u(i - 1,j,k)+u(i + 1,j,k))) + rxy1*u(i,j,k) + dt*ut(i,j);

end

end

else

for i = 2:My

for j = 2:Mx

u(i,j,k+1) = rx*(u(i,j - 1,k)+ u(i,j + 1,k))...

+ ry*(u(i - 1,j,k) + u(i + 1,j,k)) + rxy2*u(i,j,k) -u(i,j,k-1);

end

end

end

end



matlabبابعدیدوموجمعادلهحل

.آیدمیبدستزیرنتایجبرنامهاجرایبا




